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Resumo

Medeiros, Vivian Suzano; Menezes, Ivan Fabio Mota de; Speranza Neto,
Mauro. Determinagdo de trajetorias 6timas em circuitos fechados com
restricbes dinamicas e geométricas. Rio de Janeiro, 2015. 128p.
Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia Mecanica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

O presente projeto de pesquisa objetiva desenvolver um procedimento para
determinacdo de trajetdrias 6timas em pistas de corrida baseado em técnicas de
otimizagdo, considerando os limites geométricos da pista e as caracteristicas
dindmicas do veiculo. O veiculo sera representado por meio de um modelo
simplificado de particula orientada, mas que inclui as capacidades de tracao,
frenagem e aceleragdo normal tipicas de um veiculo terrestre de competicdo.
Primeiramente, € determinada a trajetdria de tempo minimo para uma curva de
90° por meio da analise geométrica do problema e em seguida, é obtida a solugéo
analitica geral para aplicacdo a qualquer angulo. Em seguida, técnicas de
otimizagdo com restricdo sdo empregadas de forma a obter a curva de menor
tempo que concatena as trajetorias 6timas individuais de cada curva, previamente
determinadas. Sdo estudadas, ainda, as caracteristicas dinamicas de algumas
curvas polinomiais para inferir aquela que melhor pode ser aplicada no processo
de concatenacdo. A trajetdria de menor tempo da pista de corrida obtida pelo
procedimento de concatenacao € apresentada e é feita uma andlise das vantagens e
desvantagens do método proposto. Como alternativa, € apresentada uma Vvisao
geral do problema de controle 6timo e é formulada a modelagem completa do
problema de trajetoria de minimo tempo utilizando esta abordagem, incluindo as
restricbes dindmicas do veiculo e as restricbes geométricas da pista. Algumas

técnicas possiveis para solucdo do problema de controle 6timo sdo sugeridas.

Palavras-chave
Trajetoria Otima; Otimizacdo com Restricdo; Controle Otimo; Pista de

Corrida.
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Abstract

Medeiros, Vivian Suzano; Menezes, Ivan Fabio Mota de (Advisor);
Speranza Neto, Mauro (Co-advisor). Determination of the optimal
trajectories on race tracks with dynamic and geometric constraints. Rio
de Janeiro, 2015. 128p. MSc Dissertation - Departamento de Engenharia
Mecénica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

This work proposes a new procedure to determine the optimal trajectory on
race tracks based on constrained optimization techniques, where the constraints
are defined by means of the dynamic characteristics of the vehicle and the
geometrical limits of the track. The vehicle is represented by an oriented particle
with the capabilities of traction, braking and normal acceleration, which are
typical in a competition vehicle. First, the minimum-time trajectory for a 90-
degree curve is obtained through a geometrical analysis of the problem. The
solution is then expanded to be applied to all angles. Starting from the individual
minimum-time trajectory for each curve of the track, constrained optimization
techniques are employed in order to obtain the shorter curve that concatenates
these individual optimal trajectories. The dynamic characteristics of some
polynomial curves are analyzed to infer the one that can best be applied in the
concatenation process. The minimum-time trajectory for the race track obtained
by the concatenation procedure is presented and the advantages and disadvantages
of the proposed method are discussed. Alternatively, an overview of the optimal
control problem is presented and a complete model of the minimum-time
trajectory problem is developed using this approach, including the dynamic
constraints of the vehicle and the geometric constraints of the track. Some

possible methods for the solution of the optimal control problem are suggested.

Keywords

Optimal Trajectory; Constrained Optimization; Optimal Control; Race

Tracks.
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Introducao 15

1. Introducéo

Atualmente, nos encontramos em um cendrio de grande avango para a area
automobilistica, onde muitas empresas tém empregado inimeros esforcos para
desenvolver veiculos cada vez mais eficientes e seguros. Uma das modalidades
automobilisticas que constantemente evolui com descobertas inovadoras é a
indUstria de desenvolvimento de carros de corrida para competi¢des em circuitos
fechados. Com o passar dos anos, a popularizacdo deste esporte contribuiu para a
necessidade de se criar carros de alto desempenho e, com isso, minimizar o tempo
gasto para percorrer os mais diversos circuitos. Assim, fica evidente que o
conhecimento prévio da trajetoria de menor tempo destes circuitos implica em
diversos avancos e facilidades no processo de desenvolvimento, controle e estudo
da dindmica de veiculos de corrida, além de tornar simulacdes e testes muito mais
realistas. Neste contexto, esta dissertacdo propGe o desenvolvimento de um
algoritmo que permitird calcular a trajetéria de minimo tempo (6tima) para um
determinado circuito de corrida.

O célculo da trajetoria 6tima de uma pista de corrida envolve diversas
etapas, de diferentes areas de conhecimento. Primeiramente, serd desenvolvido
um modelo simplificado do veiculo de corrida, considerando suas limitagdes de
velocidade, aceleracdo e frenagem. Uma vez definido o modelo, serdo analisados
os limites geométricos da pista de corrida e entdo, serdo calculadas as trajetorias
Otimas para os trechos curvilineos independentes. Em seguida, sera estudada uma
funcdo de interpolacdo para obter a trajetoria Otima da pista a partir da
concatenacdo das trajetorias Otimas independentes. A trajetéria obtida sera
comparada com trajetorias obtidas por pilotos reais, através de sensores
embarcados nos veiculos.

Além disso, uma modelagem do problema utilizando controle o6timo
também é desenvolvida e apresentada. O modelo proposto inclui as restricbes
dindmicas do veiculo e geométricas da pista como penalidade na fungéo objetivo,
como alternativa para a aplica¢do de inequacdes. Alguns métodos para a solucéo

do problema também séo sugeridos.
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Introducao 16

1.1. Objetivos

O objetivo desta pesquisa é desenvolver um algoritmo, preferencialmente no
ambiente Matlab®, de baixo custo computacional (pequeno tempo de execuco),
que possibilite determinar a trajetoria 6tima de um veiculo em um circuito

fechado, tal como ilustrado na Figura 1.1 [1].

11.128 m/s’

LAPTIME = 82,986 s
200 150 -100 50 0 50 100 150 200 250 300 35 400
X [m]

Figura 1.1: Simulagdo do circuito de Adria, Italia [1].

Dadas as trajetorias ideais, determinadas analiticamente, de trechos
curvilineos independentes (como mostra o exemplo simples da Figura 1.2), o
procedimento proposto consiste em utilizar técnicas de otimizagdo com restrigdes
para obter a concatenacdo desses trechos determinados isoladamente, respeitando

as limitacdes da pista e do veiculo, representadas por meio de modelos analiticos.

50
g of
>
-50 |
! ! o ! ] _
-50 0 50 100 150 200
X(m)

Figura 1.2: Trechos 6timos de curvas independentes
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Os resultados obtidos serdo analisados e validados por meio do célculo do
tempo total de percurso e o tracado das trajetdrias 6timas obtidas serd comparado
com outros similares obtidos por técnicas diferentes apresentadas na literatura, e
com trajetorias obtidas com uma instrumentacéo embarcada em carros de corrida.

A trajetoria assim encontrada sera usada para a simulacdo do
comportamento dindmico do veiculo com controle pelo ser humano e auténomo,
com modelos de diversos graus de liberdade, visando estabelecer futuramente as
leis de controle necessarias para 0 movimento autbnomo de um veiculo de

corrida.

1.2. Motivacéao

Uma das principais motivacfes para o desenvolvimento deste trabalho é a
importancia de trajetorias O6timas de pistas de corrida para a realizacdo de
simulacdes e testes em veiculos de corrida, ou mesmo em veiculos de passeio.

Um passo importante no processo de desenvolvimento de qualquer veiculo
de corrida é o teste do seu comportamento dindmico com diversos niveis de
complexidade em diferentes ambientes. Estes testes devem garantir que o veiculo
execute com rapidez e eficiéncia trajetorias de qualquer tipo, sejam elas
curvilineas ou retas. Mas, além disso, ele deve ser capaz de executar com precisao
a trajetéria 6tima, ou seja, aquela de menor tempo. Esta pode ser previamente
calculada e validada para viabilizar testes mais precisos, o que é um dos objetivos
do procedimento que sera desenvolvido neste projeto.

E importante ressaltar que a primeira parte deste processo de teste é feita a
partir de simulacBes computacionais, onde é possivel simular situacdes pouco
usuais e muito dificeis de serem reproduzidas na pratica sem afetar a seguranca do
condutor, como grandes aclives e declives, e ainda impor as dificuldades que o
carro terd que enfrentar, como resisténcia do vento e atrito. A inclusdo de
trajetdrias 6timas existentes neste processo torna os resultados dessas simulacbes
ainda mais préximos dos obtidos em condigdes reais.

Além disso, o conhecimento prévio da trajetdria 6tima de uma pista de
corrida pode viabilizar a simulacéo de veiculos de corrida autbnomos, controlados
apenas por sistemas de sensoriamento e controle. A partir da trajetoria 6tima,

pode se estabelecer, mesmo que futuramente, as estratégias de controle e
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comandos necessarios para 0 movimento totalmente autbnomo de um veiculo em

alta velocidade em uma pista predefinida.

1.3. Revisao Bibliografica

Diversos trabalhos na area de modelagem de veiculos e otimizacdo tém sido
desenvolvidos com o objetivo de propor uma técnica eficiente para obtencdo da
trajetdria 6tima de um veiculo em circuitos fechados. A parte mais complicada
deste processo é garantir que a trajetoria obtida seja a de menor tempo e
simultaneamente, também respeite todas as restricdes dindmicas do modelo
empregado. Por este motivo, as aceleracdes aplicadas no trajeto devem garantir a
maior velocidade possivel, mas sem ultrapassar os limites de aderéncia e
estabilidade do veiculo. Algumas estratégias de otimizacdo, com suas vantagens e
desvantagens, j& foram empregadas na literatura de forma a alcancar esses
objetivos.

Aplicando funcdes de otimizacdo com restricdo da biblioteca Optimization
Toolbox do Matlab®, Carrera [2] propde um algoritmo para obtencéo da trajetéria
Otima onde as varidveis de otimizacdo sdo as aceleracbes tangencial e normal
durante a trajetéria e as posi¢des na pista onde serdo aplicadas essas aceleragdes
durante 0 movimento do veiculo ao percorrer um tracado especifico. O modelo do
veiculo utilizado por Carrera [2] é mais simples, o considerando como uma
particula orientada e as aceleracdes longitudinal e normal empregadas no modelo
sdo restritas a perfis exponenciais. As restricdes dinamicas do veiculo sdo
baseadas no Circulo de Aderéncia, explicado detalhadamente em Edmonson [3] e
Milliken e Milliken [4], onde sdo estudados em todos os aspectos do movimento
de um veiculo de corrida na pista.

Também aplicando técnicas de otimizacdo com restricdo, Xiong [5]
desenvolve um algoritmo iterativo que visa determinar os parametros de uma
espiral de Euler (Arakawa [6] e Avila [7]) que esteja completamente contida
dentro da pista, de forma que a trajetéria 6tima seja formada por trechos de
espirais. Além disso, ele também propde a solucdo do problema utilizando
programacéo dinamica.

Assim como Carrera [2], Ribeiro [8] também utiliza a modelagem de

particula orientada do veiculo e o circulo de aderéncia para estudar as restricdes
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de aceleragdo do veiculo. No entanto, a técnica utilizada é bastante diferente, ja
que ele desenvolve um algoritmo de otimizacdo de trajetoria baseado em
algoritmos genéticos. As restricdes do problema e a funcdo objetivo sdo descritas
na funcdo de adaptacdo dos individuos no modelo do algoritmo genético.
Paralelamente, Ribeiro [8] descreve o piloto do veiculo como um controlador
Fuzzy. Os resultados obtidos ndo foram satisfatérios com a utilizagdo destas
técnicas de inteligéncia computacional, em especial porque a restricdo da pista
ndo foi satisfeita e o algoritmo é pouco eficiente, tendo um custo computacional
muito grande.

A aplicagdo de técnicas de otimizagdo com restricdes para a solu¢do do
problema de trajetéria 6tima pode ser vista também no trabalho de Ramanata [9].
Neste, € utilizado um modelo mais complexo que prevé as variacdes nos trés eixos
de movimento. Para a solucdo do problema de trajetéria 6tima é proposto um
modelo de minimizacdo cuja funcdo objetivo seja 0 tempo e as varidveis sdo: taxa
de variacdo do angulo de navegacdo (yaw), velocidade longitudinal, velocidade
lateral, posicdo longitudinal em relacdo ao eixo inercial, posicao lateral em relacao
ao eixo longitudinal e o angulo de navegagdo (yaw). As restricdes do modelo
consistem em restrigdes geomeétricas da pista e restri¢cdes dindamicas como a forca
méaxima de tracdo. Para a solucdo do problema, é utilizada a funcdo fmincon da
biblioteca Optimization Toolbox do Matlab®. Apesar de serem obtidos bons
resultados, o modelo de otimizacéo s previa valores constantes de aceleracdo ao
longo dos trechos, o que ndo representa bem o movimento de um veiculo em uma
corrida.

Outra abordagem que vem sendo amplamente utilizada na solucdo de
problemas de trajetoria 6tima é o controle 6timo. Nesta técnica, descreve-se o
problema de trajet6ria 6tima como um problema de tempo minimo, onde o indice
de desempenho a ser minimizado é o tempo total da trajetdria. A dificuldade desta
técnica estd na quantidade de equacdes diferenciais que devem ser resolvidas para
a solucdo do problema, j& que incluem as equacdes diferenciais da modelagem do
veiculo, as equacOes que garantem a otimalidade da solucdo e as restricdes do
problema. Além disso, apesar de problemas de controle 6timo estarem bem
consolidados do ponto de vista teorico, sua solugdo numérica ainda é um desafio

computacional.
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Casanova et al [10] apresentam um modelo do veiculo bastante realista,
com sete graus de liberdade. O chassi € tratado como um corpo rigido com trés
graus de liberdade e as rodas sdo incluidas podendo cada uma girar em relagéo ao
chassi no eixo de rolagem, adicionando mais quatro graus de liberdade ao modelo.
Este é o modelo do veiculo mais completo para este proposito encontrado na
pesquisa bibliografica. Quanto ao problema de otimizagdo, Casanova et al [10]
divide a pista em pequenos trechos e garante a continuidade da trajetdria
aplicando as devidas condigdes iniciais para cada trecho. A funcdo objetivo € o
tempo total de todos os trechos e as restricbes descrevem os limites da pista e de
tracdo do veiculo. O problema de tempo minimo é resolvido utilizando-se o
algoritmo Sequential Quadratic Programming, da biblioteca Optimization
Toolbox do Matlab®. Com os resultados, é feita uma analise de como a inércia do
veiculo no angulo de navegacido (yaw) afeta a trajetoria de minimo tempo. E
importante ressaltar que outra importante contribuicdo deste artigo para esta
dissertacdo foi a definicdo das restricdes geomeétricas utilizando duas variaveis: a
posicdo ao longo da linha central da pista e a posicéo lateral em relagdo a mesma.
Na sua tese de doutorado, Casanova [11] estuda a utilizagdo de outros métodos na
solucdo do problema de controle 6timo. Em ambos os trabalhos, a trajetdria 6tima
obtida é comparada com trajetorias reconstruidas atraveés de instrumentacao
embarcada no veiculo, feitas pelo proprio Casanova et al [12].

Simon et al [1] e Cossalter et al [13] também modelam o problema de
trajetoria de tempo minimo entre dois pontos fixos como um problema de controle
Otimo. Apesar de o veiculo estudado ser uma motocicleta, muito foi aprendido
com o modelo de otimizacdo utilizado. A funcdo objetivo é modelada como a
distancia total percorrida, de forma que, para um periodo de tempo ja definido,
guanto mais curto o percurso, mais perto do 6timo esta. As restricdes de tracdo e
frenagem e de limites geométricos da pista sdo acrescentados como penalidades
na funcdo objetivo, ponderadas por coeficientes multiplicativos ajustados
experimentalmente. O problema entdo é resolvido como um problema de
minimizacdo com restricdes de fronteira. Os resultados mostram que a
motocicleta consegue atingir altas velocidades longitudinais, através da reducao
da aceleracdo lateral.

Em Zhang et al [14], a modelagem em controle 6timo é utilizada para

solucionar o problema de melhor perfil de velocidade. Utilizando dinamica
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inversa de veiculos, o problema de velocidade é descrito como um problema de
tempo minimo e sdo avaliados os resultados para diferentes tipos de trajetéria. O
problema com os resultados obtidos é que se baseiam na solucdo bang-bang de
um problema de controle 6timo, onde, para se obter um melhor indice de
desempenho, a entrada deve ser variada entre o valor méximo permitido e o valor
minimo algumas vezes ao longo da trajetoria, mas sempre aplicando a forga
maxima em um sentido ou em outro. Neste caso, ou o piloto esta aplicando
aceleracdo maxima ou frenagem maéaxima. Apesar da solucdo bang-bang ser
reconhecida teoricamente como a mais simples para o problema de controle 6timo
de minimo tempo, ndo descreve de forma realista 0 movimento de um veiculo ao
longo de uma pista de corrida.

Quanto a aplicacdo de polindmios de Hermite na concatenacdo de trajetorias
Otimas de curvas independentes, ndo foram achados trabalhos publicados
utilizando esta metodologia. A utilizagdo mais comum das curvas de Hermite se
da na area de computacdo grafica, como em Rogers e Adams [15] e Azevedo e
Conci [16].

1.4. Estrutura da dissertacao

No capitulo 2 é apresentada a modelagem do veiculo utilizada neste
trabalho. Esta modelagem vai influenciar em como serdo impostas as restri¢coes
dindmicas no processo de otimizacdo de trajetéria. O modelo considerado
adequado para o processo de otimizacdo é testado e validado através de
simulag6es no Matlab®.

No capitulo 3 é apresentado o problema de otimizacdo que consiste em
calcular as trajetorias 6timas para cada trecho curvilineo da pista individualmente.
E a partir destas curvas que sera desenvolvido o algoritmo de concatenacio para
se obter a trajetoria de menor tempo. Também sdo apresentados os resultados do
calculo das trajetorias 6timas individuais para as pistas de teste.

No capitulo 4 sdo apresentadas as curvas estudadas para aplicacdo no
processo de concatenacdo dos trechos 6timos individuais. Para cada curva estéo
apresentadas suas caracteristicas e equacoes e ainda, sdo discutidas as vantagens e

desvantagens na utilizagdo de cada uma.
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No capitulo 5 é apresentado o desenvolvimento do algoritmo de
concatenacdo, sua aplicacdo nas pistas de teste e a discussdo dos resultados
obtidos a partir deste método.

No capitulo 6 sdo introduzidos os conceitos tedricos de controle 6timo e a
modelagem do problema de 6timo.

No capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e sugestdes para
trabalhos futuros.

No capitulo 8 sdo apresentadas as referéncias bibliograficas utilizadas para o

desenvolvimento desta dissertagao.
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2. Modelagem do Veiculo

A modelagem das caracteristicas dindmicas de um veiculo de corrida
envolvem diversas variaveis e equacdes, dependendo da complexidade do modelo
desenvolvido. Em Casanova et al [10], foi desenvolvido um modelo completo do
veiculo, incluindo os 7 graus de liberdade, com o intuito de analisar a influéncia
de uma variével especifica na trajetéria de menor tempo do veiculo, o &ngulo de
elevacdo (yaw angle). Para outras aplicacfes, no entanto, basta um modelo mais
simples, representado por apenas 4 equacdes, como 0 que sera apresentado neste
capitulo.

Para este projeto, o veiculo sera modelado como uma particula orientada, de
forma mais simplificada, mas que inclui as capacidades de tracdo, frenagem e
aceleracdo normal tipicas de um veiculo terrestre de competicdo. A Figura 2.1

ilustra as variaveis incluidas no modelo de um veiculo de competicéo.

Y

X cM X

Figura 2.1: Representacdo do veiculo.

Na Figura 2.1, esta representado o referencial global do sistema XY, e o
referencial solidario ao veiculo xy. A dire¢do tangencial da trajetoria do veiculo

estd representada pelo vetor t e a direcédo radial pelo vetor n. Apesar de ser um
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modelo simplificado, que ndo considera de fato algumas caracteristicas do
comportamento dindmico do veiculo, ele é suficiente para determinar a trajetoria
Otima desejada, especialmente porque representa muito bem suas carateristicas
geométricas, incluindo as limitacbes do veiculo, bem como as aceleragdes

méaximas admissiveis.

2.1. Equacdes diferenciais do modelo

As equacdes diferenciais que compdem o modelo do veiculo podem ser
obtidas facilmente a partir das equacdes dindmicas que descrevem um movimento
acelerado. Primeiramente, descrevem-se as aceleragdes tangencial e normal, em
seguida, define-se o angulo do veiculo em relacdo a pista y (psi) e, por fim, as
coordenadas da trajetoria do veiculo X e Y. As equacOes diferenciais que

descrevem essas varidveis estdo apresentadas em (2.1)-(2.2)-(2.3)-(2.4).

dv
E=at—>V=fatalt+V(0) (2.1)
& 1% an
ap,=—=V —=V-w—>a)=7
p P (2.2)
d_l[)_ —&—> = Edt+ 0
a TV lp_fV v(0)
d_X:VCOS(lp)eXszcos(lp) dt + X(0) (23)
dt
%:Vsen(lp)aY=jVsen(¢) dt‘l‘Y(O) (24)

Como as equacdes que descrevem o movimento da particula no referencial
XY séo ndo lineares, isso representara alguns desafios na manipulagéo e solucéao
das equacgOes diferenciais, especialmente no desenvolvimento do modelo de

controle 6timo, como seré discutido adiante neste trabalho.
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2.2. Diagrama de blocos e simulagdes

A montagem do diagrama de blocos das equagdes constituintes de um
modelo dindmico é muito util para visualizar com mais facilidade as entradas e
saidas do sistema, bem como as dependéncias entre as variaveis envolvidas. Além
disso, com o diagrama de blocos do sistema, simulagdes podem ser executadas e
analisadas mais facilmente, utilizando um software apropriado. O diagrama da
Figura 2.2 representa as equacdes diferenciais do modelo proposto em um
diagrama de blocos. Observe que a partir deste modelo, tendo como entradas as

aceleragdes tangencial e normal do trajeto, é possivel obter como saida a posicéo

X(0)
. ++l ¥
+ @ + w I'{:nsu_"_[ -

(x,y) do veiculo.

ar 7 (0) w(0)  B's
i, a*r: I '!' . a_:- - I —+h- —
1 Vseny | ¥ | J- . .
o, [0 sea =0(sta) ++
] | [
EI: sea, =0 eurva F(D)

Figura 2.2: Diagrama de blocos.

Para validar o modelo proposto, o diagrama de blocos da Figura 2.2 foi
montado no Simulink/Matlab® e foram feitas simulacdes para algumas
combinagOes de valores constantes de aceleracdo tangencial e normal, e depois
para valores ndo constantes. Os resultados de X(t),Y(t), p(t) ey(t) foram
discutidos e analisados de acordo com a sua coeréncia em relacdo aos dados de
entrada. O diagrama de blocos montado no Matlab® estd representado na
Figura2.3. Este foi montado apenas com blocos simples de operagdes
matematicas e uma operacdo logica para garantir que o célculo de p(t) sé fosse

executado para valores de aceleragdo normal diferentes de zero, caso contrario, a

& ) ) L .
contap = — resultaria em uma indeterminagio matematica.
n
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v(o)| vo
x| xo
V'
> Vv psi(0) | pa0
— *+ > dx/dt
dvrdt | 1 V | ToWoaorkspace3 sin X > 1; X
s
atangencial  Integrator2 > WI 1 Psi | Trigonometric Froduct Integrator To Workspace
— X s Function

Divide  Integrator1

Y

an
anormal
Se ps YO |Y(0)
4
vz x 0 > = To Workspace4
Diferente r
zero » X _g o
» % Product2 T Waorkspace?
S
Ll B
an Divide1

Figura 2.3: Diagrama de blocos do modelo no Simulink®.

Os resultados obtidos comprovam que o modelo descreve corretamente o
movimento de um veiculo. A Figura 2.4 mostra a trajetéria, a velocidade, o
angulo e o raio obtidos para as seguintes entradas:

Xo =Yo=11o=0,vy=10m/s,a, = 9.81 m/s? a, = 0m/s?

X(t) [m] Yty [m] . X(t) vs Yit) [m]
15 ----f--—-h- fremmmmmnnees
£[1] . e
5 JERE S T
0 :
0 5 10
RO(t) [m] PSIt) [*]
12 , 400
: 300 AR 0.5 f-mmmmmeeee L
| T i i
: 200 ------- 7~ -- e e
10f---- - T E E
: 100} ---/------- deeeennnnene 95| ----------- deeennmnenee
9 : 0 9 '
0 5 10 10 0 5 10

Figura 2.4: Resultados para Xy = Yo = wo = 0, Vo = 10m/s, a, = 9,81m/s?, a; = 0m/s2.

Com essa escolha de parametros espera-se um movimento circular uniforme
com velocidade constante igual a v, e também raio constante. Observe na

Figura 2.4 que o resultado obtido na simulacdo est& de acordo com o esperado.

cos > dY/dt 1 v
i P "l s
Trigonometric
Function Product1 Integrator3 To Workspace 1
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Na Figura 2.5, sdo apresentados os resultados da simulagdo com outro
conjunto de entradas, mostrado a seguir:
Xo = Yo =o =0,y =2m/s,a, = 9.81 m/s? a, = 0.5-9.81m/s?

X(t) [m]

Yit) [m] : X(t) vs Y(t) [m]

250

200

150

100

50t

Figura 2.5: Resultados para Xo = Yo = yo = 0, Vo = 10m/s, a, = 9,81m/s?, a; = 0,5.9,81m/s2.

Observa-se que a trajetoria resultante consiste em uma curva de raio
variavel e velocidade tangencial variando linearmente no tempo, uma vez que a
aceleracdo tangencial ndo € nula. Ao invés de uma trajetéria circular, tém-se um
movimento proximo a uma espiral, pois a velocidade tangencial aumenta no
tempo, fazendo com que o veiculo saia na sua trajetoria circular até que, no limite,
0 raio tenda a infinito.

E interessante também avaliar a influéncia das aceleracdes tangencial e
normal na trajetoria obtida pelo modelo. Ambas as aceleracdes serdo variaveis
importantes no processo de otimizagdo e deverdo ser definidas com base em
restricdes dindmicas inerentes ao veiculo e a pista escolhidos para os testes. Ja foi
mostrado que, para valores de aceleracGes constantes, a trajetoria obtida se
aproxima de uma espiral. Foi realizada entdo, uma simulacdo para diversos

valores de aceleragédo tangencial e normal, apresentados nas Figuras 2.6 e 2.7.
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X(t) x Y(t) [m] (an = 9.81m/s?)
400 : : . : . .

at = 9.81m/s?
at = 29 81m/s?
a00 | at = 379 81mfs2 |t iR i
at = 4°9.81m/s? | | | i
at=5"981mis? [ | ! . !
at = 6°9.81m/s® |- .._LeTl . RS- S b |

350

250

200

o S
100 f--------- - e o oo ooee doooooooee R oo -

B0 - T e e e

50 100 150 200 250 300 350
Figura 2.6: Simulac@o para diversos valores de aceleracdo tangencial.

X(t) x Y{t) [m] (at = 9.81m/s?)
= T T T T T

an = 9 81m/s? . . :
40 an=2*9.81m.-’52---------%-----------%-----------% ---------- —

an = 3*9.81m/s’
an = 4*9.81m/s’
an = 5*9.81m/s’
an = 6*9.81m/s’

80 | | i i i
-60 -40 -20 0 20 40 60

Figura 2.7: Simulag8o para diversos valores de acelera¢do normal.

Na Figura 2.6 manteve-se o valor da aceleragdo normal constante em

9,81m/s? e variou-se as aceleragdes tangenciais de 1g até 6g. J& na Figura 2.7 foi
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feito o oposto, a aceleragdo tangencial permaneceu constante em 9,81m/s? e
variou-se a aceleracdo normal. Observe que, quanto maior o valor da aceleracéo
tangencial em relacdo a aceleracdo normal, menor é a curvatura da trajetoria, se
aproximando cada vez mais de uma reta. O contrario acontece para grandes
valores de aceleracdo normal, onde a curvatura aumenta & medida que a
aceleracdo aumenta. Para o processo de otimizacéo, as aceleracGes deverdo variar
de forma a compor uma curva dentro das restricdes geométricas impostas.

Para complementar a analise, foram simulados os resultados para valores de
aceleragcdes tangencial e normal ndo constantes. Essa € uma abordagem
importante para analise, pois se espera que nos trechos concatenados as
aceleracfes ndo se mantenham constantes, de forma que possam representar com
mais precisdo o movimento real de um veiculo de corrida nas condigdes impostas.

Para o primeiro caso, considere o perfil de aceleracdo tangencial como uma
exponencial negativa de forma que, para t =0, a,(t) =a, e para t - o,

a.(t) = 0, representada na Equacéo 2.5.

t
a(t) =ap-e %

(2.5)
Onde 7, € uma constante de tempo que determina o qudo répido é o
decrescimento da funcéo e a, é o valor médximo de aceleracdo tangencial.
Para definir o perfil de aceleracdo normal, foi definida a curvatura da
trajetoria, de forma que a aceleracdo normal fosse calculada por meio da relacéo
entre a velocidade total da trajetoria e a curvatura. A relacdo entre a curvatura «(t)

e 0 raio de uma trajetoria é:
© = — (26)
K(t) = —= .
p(t)

Logo,

an=V—=V2-K(t) (2.7)
p


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Modelagem do Veiculo 30

Para os testes, considere uma curvatura linearmente crescente, como mostra

a Equacdo 2.8.

K(t) =Kt (2.8)

Onde «,, como coeficiente linear da funcdo, indica a taxa de crescimento da
curvatura no tempo.

Para se ajustar ao célculo da aceleracdo normal, foi montado um novo
diagrama de blocos, onde a entrada do sistema é a curvatura ao invés da

aceleracao normal. O novo diagrama esta representado na Figura 2.8.

v©)| vo y X(0)| xo0
1+ Vv psi(0)| psi0
g dX/dt
at i 1
[A] > > 1E \' To Workspace3 sn > X » < %é& X
aceleraciio Integrator2 gk3 LN 1 PSl | Trigonometric Product Integrator To Workspace
tangencial X 5 Function
i I Divide Integrator1
cos » dY/dt 1 y
vi2| x Ly X > < Y
an Trigonometric
Eunction Product1 Integrator3 To Workspace1
k(t)
(B] x an ps Yo |v(0)
curvatura Divide1  To Workspace® To Workspace4
@—L. » at kit
- t/'tal0
time x p explu) —|_' To Workspace2 ®—L> To Workspace5
at / time1
talo Divide2 Fen X >\ [A] % (E]
KO —
-tal0 al Divide2 Goto Divide4 Goto1

a0

Figura 2.8: Diagrama de blocos para aceleracao variavel no tempo.

A simulacdo foi feita com o0s seguintes parametros:

ap =4.905 m/s? ko =2mL1o=1s5Vo=2m/s,Xo =Yy =1y =0

Os resultados obtidos estdo representados na Figura 2.9 e comprovam a
coeréncia do modelo. Como a curvatura foi definida crescente no tempo, o raio
decresce com a mesma propor¢do. Observe na Figura 2.9 que a trajetoria se
aproxima de uma clotoide, com o raio decrescente. Isso é esperado, ja que uma
curvatura linear é a caracteristica mais importante de uma clotoide. A velocidade
tangencial cresce exponencialmente, a partir da velocidade inicial V/, e atinge um

valor limite, para a qual a aceleragéo tangencial chega muito perto de zero.
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X(t) [m]
2 ; 2
1.5} - A 115
1 -1
0.5 -------- oo 4 05
0 : 0
0 2 4

4000

3000
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Figura 2.9: Resultados para aceleragdo tangencial exponencial.

Os perfis de aceleragéo tangencial e normal utilizados como entrada para o

modelo estdo representados na Figura 2.10.

Aceleracdo Tangencial Aceleracdo Normal

300 T T
250 f------- booneeees bonneens -
200 |-~k

b h : '
€ A
A00 f----mmmmm b i
S

U 1 1 U 1 1
0 1 2 3 0 1 2 3

t(s) t(s)

Figura 2.10: Resultados de aceleracdo normal e tangencial.
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A aceleracdo normal atinge uma relagdo aproximadamente linear depois de
T, Segundos. Depois deste ponto, a velocidade tangencial se aproxima de um valor
constante e como o raio decresce linearmente, a aceleragdo normal, que é funcédo

dessas duas variaveis, apresenta uma variagéo linear também.

2.3. Problema de otimizagéo

Uma vez proposto e validado o modelo do veiculo, € necessario definir o
problema de otimizacdo que consiste em obter a trajetoria de menor tempo. A
funcdo objetivo serd o proprio tempo de percurso, em funcdo da velocidade e do
espaco percorrido. As restricdes sdo de dois tipos: geométricas, para garantir que a
trajetdria Gtima obtida esteja dentro dos limites da pista, e dinamicas, para limitar
os valores de aceleracdo do veiculo. Estas restricdes sdo caracteristicas do veiculo
utilizado para o trajeto. O modelo matemético do problema de otimizacdo esta
descrito na Equagédo 2.9.

As
AV

(
{I st A + 4?2 < Ay (29)
\

(X' Y) € (Xpista' Ypista)

min At =

Para garantir que as aceleracdes obtidas estejam satisfazendo os limites
impostos, elas devem estar dentro do chamado Circulo de Aderéncia. Trata-se de
um circulo que define as capacidades maximas de aceleracdo centripeta, frenagem
e tracdo do veiculo com base nas suas limitacdes fisicas de aderéncia a pista e o
limite de tracdo do veiculo a ser estudado [4], apresentado com detalhes na secdo
seguinte.

Tdo importante quanto preservar os limites de aceleracdo do veiculo, é
também respeitar os limites geométricos da pista. Estas restricdes sdo, no entanto,
complicadas de serem modeladas matematicamente. Na primeira parte da
dissertagdo, onde serdo utilizadas curvas geométricas para obtencéo das trajetorias
Otimas, a restricdo sera descrita de forma que possa ser verificada em apenas um
ponto. Este ponto é escolhido tal que, se este ponto estiver dentro da restrigéo,

toda curva estara.
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Ja na segunda parte, quando o problema é modelado como um problema de
controle 6timo, a restricdo geométrica é incluida se utilizando de uma mudanca de
coordenadas, onde uma coordenada indica a variacdo de posicdo ao longo da

trajetdria central da pista e a outra, o deslocamento normal em relacdo a trajetéria.

2.3.1. Circulo de Aderéncia

Este circulo é de extrema importancia na andlise do comportamento
dindmico do veiculo e no estudo da trajetéria do veiculo. Ele representa
graficamente os limites de aceleracdo que podem ser impostas ao veiculo para que
ele ndo perca a estabilidade e deslize. A Figura2.11 mostra as medidas das
aceleracGes longitudinais e laterais de um veiculo de corrida, obtidas através de
instrumentacdo eletrénica embarcada no veiculo, onde o eixo horizontal
representa a aceleracdo normal (centripeta) e o eixo vertical representa a

aceleracdo longitudinal tangencial a trajetoria.

Figura 2.11: Medidas de aceleracdo longitudinal e normal de um veiculo de corrida [3].

Observe que todas as aceleragfes aconteceram dentro de um circulo limite e
que a aceleragdo tangencial de tracdo méxima executada pelo condutor é menor
que a aceleracdo normal maxima. Isso acontece porque, como todos os veiculos

possuem poténcia limitada, o limite para a aceleracdo longitudinal positiva é
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normalmente menor que os limites de aceleragdo normal, que s&o limitados
apenas pelo coeficiente de aderéncia na interface pneu-pista, fazendo com que o
circulo de aderéncia ndo seja exatamente circular [3]. Esse circulo limite é o
circulo de aderéncia.

Além disso, o limite de aceleracdo longitudinal negativa também é maior
que o de aceleracdo positiva, pois a capacidade de frenagem de um veiculo de
corrida deve ser maior que a de tragdo, por motivos de seguranca. Com base
nessas informacdes, a Figura 2.12 mostra o como é montado tipicamente um
circulo de aderéncia. Os limites podem variar de acordo com o coeficiente de

atrito da pista, poténcia maxima do motor, pneus utilizados, entre outros fatores.

aI
+
e}
fmax
a
a._ , —
i ‘nmax an
amfir
f1nin

Figura 2.12: Circulo de aderéncia.

E importante que as aceleragdes obtidas no processo de otimizagio estejam
dentro do circulo de aderéncia, pois é esta informacdo que estabelece a
possibilidade fisica de execucdo da trajetoria obtida, mantendo a estabilidade e
controle do veiculo, especialmente se tratando de veiculos de corrida, onde o
objetivo é sempre manter-se no limite da sua capacidade. Para estes casos, 0
limite de desempenho deve estar bem definido para que ndo ocorra instabilidade

ou perda de controle do veiculo pelo condutor.
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A Figura 2.13 ilustra como o circulo de aderéncia mostra as capacidades
maximas de aceleracdo e desaceleracdo do veiculo combinadas nas manobras
curvilineas. Primeiramente, o veiculo desacelera ao entrar na curva e a medida
que a curva ¢ sendo feita, a desaceleracdo diminui devido ao surgimento da forca
lateral. No apice da curva, a aceleragdo normal é méxima e ndo ha mais
desaceleracdo. Deste ponto em diante, o condutor passa a acelerar, até que na
saida da curva a aceleracdo de tracdo longitudinal é a méaxima. E importante
ressaltar que em uma corrida o condutor tende a fazer todas as manobras no limite

de aderéncia para obter o melhor desempenho possivel.

aceleracao

desaceleracao

Figura 2.13: llustracdo das capacidades méaximas de aceleragdo numa curva.
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3. Trajetoria Otima para Curvas Independentes

Neste capitulo, serdo estudadas as trajetorias Otimas para cada curva
individualmente. E, posteriormente, serd estudado o processo de concatenacao
destas trajetorias individuais. A trajetoria Otima para curvas independentes é
razoavelmente simples de ser obtida, uma vez que se trata de um problema de
otimizagdo com uma solucdo analitica [19]. O problema de otimizacdo consiste
em obter o maior raio possivel dentro dos limites geométricos da pista,
considerando o apice — ponto de maior aproximacao do limite interno — no centro
geométrico da curva. Desta forma, o angulo percorrido até o apice é a metade do
arco total. A Figura 3.1 mostra as varidveis envolvidas no problema para um caso

particular de uma curva de 90°.

(0.0 ‘x"

Figura 3.1: Problema de otimizacéo para curva independente.

Na Figura 3.1, R, é 0 raio externo da pista, R; € 0 raio interno da pista e 6 é
0 angulo da curva. Sabe-se que a trajetoria 6tima para esta curva independente é
um arco de circunferéncia e deseja-se saber qual deve ser o raio R,,. A solugdo
para este problema € um arco com angulo equivalente ao da curva, que deve
tangenciar o pice na largura minima possivel — determinada pelo raio interno — e

ser limitado pela largura maxima admissivel, determinada pelo raio externo [19].
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Para calcular o ponto inicial e final da trajetoria, basta analisar a geometria do
problema a partir dos tridngulos retangulos mostrados na Figura 3.2.

}f

Ro-R |7\ R

d A .
Rlg/ N/

AFICE

©.0) - ™

Figura 3.2: Geometria do problema.

Na Figura 3.2, observe que:

7]
tg 5=7— ~d= R —R)tg 5 (31)

Desta forma, estdo determinados os pontos de inicio e fim do arco a partir

do inicio curva da pista, como mostra a Figura 3.3.

(0.0)

Figura 3.3: Ponto final e inicial do arco.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Trajetdria Otima para Curvas Independentes 38

A partir da Figura 3.2, também ¢ possivel calcular o valor de R,. A
Equacéo 3.2 mostra os célculos efetuados utilizando as relagfes trigonométricas
do triangulo retangulo.

0

R, — R, =(R,, — Ri)cosE
R (1 9) =R R 6
m cos=) = Ro €05 > (32)

(R, — R;cos %)

(1 — coSs %)

R, =

Uma vez feitos os calculos, o raio R,, e 0 ponto de inicio e fim da trajetéria

Otima sdo determinados pelas equacgdes mostradas na Figura 3.4.

(R, ~R cos8)2)
Y R, = (1-cos/2)

(R, ~R.)re’]

(®,-R)re

-

0.0 X 1w

Figura 3.4: Determinagéo da linha de corrida para uma curva circular de 90° isolada.

Apesar de a Figura 3.4 mostrar a solucdo para uma curva de 90° essa
solucdo é genérica para trechos curvilineos de qualquer angulo mudando o valor

de 0 na expressao para o angulo correspondente.
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3.1. Resultados para a pista teste

As equacdes obtidas no item anterior para o tragado da trajetoria 6tima de
uma curva independente em uma pista de corrida foram utilizadas em uma pista
teste para andlise dos resultados e para o desenvolvimento do algoritmo de

concatenacdo destas trajetorias.

3.1.1. Desenho da pista

O desenho da pista apresentado na Figura 3.5 pode ser feito a partir de uma
tabela que contenha, para cada trecho da pista, 0s seguintes dados: angulo inicial,
arco (se trecho curvilineo), comprimento ou raio, ponto inicial x, e ponto inicial y.

A Tabela 3.1 mostra os dados para pista de teste e a Figura 3.5 mostra o tracado

da pista.
Angulo Comprimento | Inicio em X (Xi) | Inicioem Y (Yi)
Trecho | Total Arco ou Raio (linha central) (linha central)
Inicial (°) (m) (m) (m)
1 0 0 100 0 0
2 0 -90 -25 100 0
3 -90 0 25 125 -25
4 -90 90 25 125 -50
5 0 0 25 150 -75
6 0 135 25 175 -75
7 135 0 100 192,68 -32,32
8 135 45 25 121,98 38,39
9 180 0 104,29 104,29 45,71
10 180 180 22,85 0 45,71

Tabela 3.1: Dados da pista de teste.

9 8
10

=0 6

1 1 1 1 1
-a0 0 a0 100 150 200

Figura 3.5: Pista teste.
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3.1.2. Resultado das trajetorias 6timas independentes

Baseando-se nos angulos e comprimentos descritos na Tabela 3.1 e nas
férmulas analiticas j& apresentadas para o célculo dos pardmetros de uma
trajetoria Otima em curva, € possivel determinar as trajetdrias Otimas
independentes para os trechos curvilineos da pista. A Figura 3.6 mostra 0s
resultados obtidos. Nela, as bolas marcam os centros das trajetérias Otimas
circulares individuais, as cruzes marcam os pontos de inicio e fim das trajetérias e

0s &pices sdo marcados por asteriscos.

50

R0

I I L2 I I
-50 ] 50 100 150 200

Figura 3.6: Linhas de corrida independentes em varias curvas circulares de um circuito fechado,
sem concatenacao.

A Tabela 3.2 mostra os pontos de entrada, saida e apice da trajetdria 6tima

encontrada para cada trecho curvilineo da pista teste.

Coordenadas Origem Coordenadas | Coordenadas
Trecho | Arco | Entrada (m) |do Circulo (m)| Apice (m) Saida (m)
@) Xe Ye | Xm |Ym | Xa | Ya | Xs | Ys

1 RETA
2 -90 | 80.68 | 4.00 | 80.68 |-44.31|114.84/-10.15|129.00(-44.31
3 RETA
4 90 |121.00 |-30.68| 169.31 |-30.68|135.15|-64.84|169.31|-79.00
5 RETA
6 135 |163.02 |-79.00| 163.02 |-45.04|194.40|-58.03|187.04|-21.02
7 RETA
8 45 ]153.23|12.77 | 64.07 |-76.38(112.32| 40.11 | 64.07 | 49.71
9 RETA
10 180 | 7.99 [49.71| 7.99 |22.86 |-18.85(22.86| 7.99 | -3.98

Tabela 3.2: Pontos da trajetdria 6tima em cada curva circular da Figura 3.6.
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Para analises dinamicas do veiculo, € importante que tenhamos as
informagdes de velocidade e a aceleracdo ao longo da trajetdria 6tima obtida.
Considerando que as trajetorias Otimas independentes sejam realizadas em

movimento circular uniforme, tem-se que:

ap, = —-oVv=,a,*Ry, (3.3)

Esta velocidade é mantida constante durante todo o trajeto independente,
porque a aceleracdo normal é mantida no valor maximo para garantir o menor
tempo no trajeto circular. Desta forma, o tempo levado para concluir o trajeto

consiste em:

_As arco[rad] - R[m]
L= v v [m] (34)

Para o célculo da velocidade em cada trecho, como parametros de projeto
para os testes iniciais, assumiu-se que:
e Aceleragdo normal méxima: a, = 1,1* g

e Aceleracdo da gravidade: g = 9,81 m/s?

Utilizando-se esses parametros, foi possivel calcular a velocidade e o tempo

de percurso de cada trajetoria 6tima encontrada, como mostra a Tabela 3.3.

Raio Distanciad | Velocidade | Tempo de
Trecho | Maximo | Arco| entreme i/o Maxima Percurso

(m) @) (m) (m/s) (s)

1 RETA

2 48.31 -90 19.31 22.83 3.32

3 RETA

4 48.31 90 19.31 22.83 3.32

5 RETA

6 33.95 135 11.97 19.14 4.17

7 RETA

8 126.09 | 45 40.21 36.88 2.68

9 RETA

10 26.85 | 180 8.00 17.02 4.95

Tabela 3.3: Resultados para trajetéria 6tima de cada curva da Figura 3.6.
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Os outros parametros que serdo utilizados no processo de otimiza¢do ao
longo deste trabalho foram determinados como:
e Aceleragdo (tragdo) longitudinal maxima: a; = 0,5 x g

e Aceleracdo (frenagem) longitudinal maxima: ar = 1,1 x g

3.2. Resultados para a pista de Barcelona

Além da pista teste apresentada na secdo anterior, outra pista foi desenhada
para teste e analise dos algoritmos desenvolvidos ao longo deste trabalho. Para
representar um circuito mais realista, foi desenhada uma pista que aproxima o
circuito de Formula 1 de Catalunha — Barcelona, Espanha — por meio de retas e
arcos de circunferéncias. Apesar de ser uma aproximacéo, a pista desenhada em

Matlab® aproxima muito bem a pista original, como mostra a Figura 3.7.

Figura 3.7: Aproximagcdo do Circuito de Catalunha, Barcelona.

3.2.1. Desenho da pista

Similarmente ao que foi feito para a pista teste, o desenho apresentado na
Figura 3.7 pode ser obtido a partir de uma tabela que contenha os seguintes dados:

angulo inicial, arco (se o trecho for curvilineo), comprimento ou raio e ponto


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Trajetdria Otima para Curvas Independentes

43

inicial (x,y) para cada trecho da pista. A Tabela 3.4 apresenta os dados para a pista

de Barcelona e a Figura 3.8 ilustra o tracado da pista e seus respectivos trechos.

-200

200

400 600

Figura 3.8: Pista de Barcelona.

Angulo Comprimento | Inicio em X (Xi) | Inicio em Y (Yi)
Trecho | Total Arco ou Raio (linha central) (linha central)
Inicial () (m) (m) (m)

1 0 0 720 0 0

2 0 -80 -30 720 0

3 -80 0 35 749,54 -24,79
4 -80 60 60 755,62 -59,25
5 -20 0 30 794,18 -105,22
6 -20 -80 -115 822,38 -115,48
7 -100 -80 -120 896,30 -243,51
8 -180 0 210 778,12 -342,67
9 -180 -180 -65 568,12 -342,67
10 -360 0 170 568,12 -212,67
11 -360 140 25 738,12 -212,67
12 -220 0 120 754,19 -168,52
13 -220 40 30 662,26 -91,39
14 -180 0 160 642,98 -84,37
15 -180 100 35 482,98 -84,37
16 -80 -40 -50 448,51 -125,45
17 -120 0 170 442,57 -159,13
18 -120 -90 -50 357,57 -306,35
19 -210 0 480 289,27 -324,66
20 -210 110 25 -126,41 -84,65
21 -100 80 80 -163,53 -101,96
22 -20 0 80 -112,11 -191,03
23 -20 -180 -50 -36,94 -218,39
24 -200 0 155 -71,14 -312,36
25 -200 -70 -50 -216,79 -259,35
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26 -270 0 110 -249,69 -212,37
27 -270 -30 -115 -249,69 -102,37
28 -300 -60 -89,87 -234,28 -44,86
29 -360 0 171 -156,45 0,07

Tabela 3.4: Dados da pista de Barcelona.

3.2.2. Resultado das trajetérias Otimas independentes para a

pista de Barcelona

Utilizando o mesmo método empregado para a pista teste, foram calculadas

as trajetorias Otimas para cada curva da pista de Barcelona de forma independente.

A Figura 3.9 mostra os resultados obtidos. Nela, os pontos marcam os centros das

trajetdrias 6timas circulares individuais e as cruzes marcam os pontos de inicio e

fim das trajetdrias e 0s apices.

100
= 200
::5_

-300

EEI]U
X ()

1
400 600

Figura 3.9: Resultados para a pista de Barcelona.

Na Tabela 3.5 estdo apresentadas as coordenadas de entrada, de origem do

circulo, do éapice e de saida da trajetéria 6tima individual de cada curva,

calculadas de acordo com as Equacdes 3.1 e 3.2.

Arco Coordenadas Qrigem Cgor_denadas Coordenadas
Trecho o Entrada (m) do Circulo (m) Apice (m) Saida (m)

) Xe Ye Xm Ym Xa Ya Xs Ys
1 RETA
2 -80 | 684,28 6,5 684,28 | -72,56 | 73510 | -11,99 | 762,14 | -58,83
3 RETA
4 60 740,79 | -12,60 | 889,04 | 13,53 | 773,72 | -83,22 | 837,55 | -127,92
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Observe que, para a pista de Barcelona, como existem alguns trechos de
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5 RETA
6 -80 791,04 | -97,15 | 734,92 | -251,33 | 877,01 | -169,30 | 896,50 | -279,82
7 -80 908,90 | -209,47 | 742,40 | -180,11 | 851,08 | -309,62 | 742,40 | -349,18
8 RETA
9 -180 | 581,12 | -349,18 | 581,12 | -277,68 | 509,62 | -277,68 | 581,12 | -206,18
10 RETA
11 140 719,55 | -219,18 | 719,55 | -180,92 | 755,50 | -194,01 | 744,14 | -151,61
12 RETA
13 40 722,92 | -133,8 | 569,25 | -316,94 | 651,02 | -92,29 | 569,25 | -77,87
14 RETA
15 100 510,86 | -77,87 | 510,86 | -142,77 | 461,15 | -101,05 | 446,95 | -154,04
16 -40 442,11 | -51,71 | 186,98 | -96,70 | 442,11 | -141,69 | 411,34 | -226,23
17 RETA
18 -90 378,89 | -282,43 | 302,78 | -238,49 | 325,53 | -323,38 | 258,84 | -314,60
19 RETA
20 110 | -101,54 | -91,51 | -126,03 | -133,94 |-146,73 | -89,54 | -174,27 | -125,43
21 80 -163,74 | -65,66 | -36,63 | -88,08 |-148,40 | -152,61 | -80,77 | -209,36
< 22 RETA
8 23 -180 | -46,931 | -207,84 | -66,25 | -260,94 | -13,16 | -280,26 | -85,57 | -314,03
S 24 |RETA
525 -70 -180,27 | -279,56 | -140,8 | -171,14 |-235,32 | -237,32 | -256,19 | -171,14
= 26 |RETA
:;an 27 -30 -256,19 | -201,11 | 233,82 | -201,11 |-239,49 | -74,28 | -190,54 | 43,89
ke 28 -60 -264,17 | -83,63 | -107,93 | -173,84 | -198,14 | -17,60 | -107,93 6,57
g 29 |RETA
g
.D%
§

angulos muito pequenos, as trajetdrias 6timas individuais de cada curva tendem a

sair do limite da pista. No algoritmo de concatenagdo, 0s casos em que isso ocorre

deverdo ser tratados de forma especial.

Considerando que as trajetdrias individuais sdo realizadas com aceleracéo

normal méxima constante e aceleracdo tangencial nula (trajetdrias circulares

compativeis com o movimento circular uniforme), é possivel calcular a

velocidade com que os trechos séo realizados e o tempo necessario para realizar o

trajeto 6timo, apresentado na cor vermelha na Figura 3.9. Os célculos foram feitos

utilizando os mesmos valores de aceleracdo normal e tangencial que foram

utilizados para a pista teste.

Os resultados est@o apresentados na Tabela 3.6.
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Raio Distancia d Velocidade Tempo de
Trecho | Maximo | Arco | entremei/o Maxima Percurso
(m) ) (m) (m/s) ()
1 RETA
2 79,06611| -80 35,71 29,21 3,77
3 RETA
4 150,5333| 60 48,51 40,30 3,911
5 RETA
6 164,0661| -80 35,71 42,07 5,44
7 169,0661| -80 35,71 42,71 5,52
8 RETA
9 715 -180 13,00 27,77 8,08
10 RETA
11 |38,25744| 140 18,56 20,31 4,60
12 RETA
13 239,0623| 40 73,72 50,79 3,28
14 RETA
15 ]64,89291| 100 27,87 26,46 4,28
16 [259,0623| -40 73,72 52,87 3,42
17 RETA
18 [87,88478| -90 31,38 30,79 4,482
19 RETA
20 |48,98612| 110 24,97 22,99 4,09
21 129,0661| 80 35,71 37,31 4,82
22 RETA
23 56,5 -180 13,00 24,69 7,18
24 RETA
25 |115,3836| -70 41,23 35,28 3,99
26 RETA
27 490,0206| -30 98,74 72,71 3,52
28 |180,4083| -60 48,51 44,12 4,28
29 RETA

Tabela 3.6: Resultados das trajetérias independentes para a pista de Barcelona.
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4. Concatenacdo dos Trechos Otimos Independentes

Nesta etapa, foi desenvolvido um algoritmo que parte das trajetdrias 6timas
de curvas independentes para determinar a trajetoria 6tima de toda a pista. O
objetivo € concatenar esses trechos independentes de forma que o trajeto final seja
0 de menor tempo. Existem algumas curvas cujas caracteristicas as tornam
aplicaveis para este tipo de problema. A primeira alternativa seria concatenar
essas curvas utilizando arcos de circunferéncia, no entanto, essa op¢do nao se
mostrou muito eficiente por alguns motivos. Primeiramente, considerando
trajetérias em movimento circular uniforme, toda a trajetoria na pista teria
aceleracdo tangencial nula, o que ndo representa bem o movimento de um veiculo
correndo em uma pista de corrida. Além disso, o problema de otimizacdo que
envolve a determinacdo do menor arco de circunferéncia entre dois pontos dentro
do limite geométrico da pista envolve a utilizacdo de fungdes raiz quadradas, nao
muito simples de manipular.

Neste item serdo analisadas duas outras opg¢Oes de curvas, a curva de
Hermite e a espiral de Euler. A secdo 4.1 explica as caracteristicas e os métodos
de construcdo da curva de Hermite, enquanto gque a se¢do 4.2 estuda a construcao
e aplicacdo da espiral de Euler para este problema. Apds a apresentacdo das
curvas, a secdo 4.3 avalia os aspectos dindmicos de cada uma delas e as compara
para verificar qual é a melhor opcdo de curva para concatenacdo destes trechos.
Ao longo do capitulo 4, serdo apresentadas as conclusdes sobre os diferentes tipos

de concatenacéo.

4.1. Curvade Hermite

Sendo uma das primeiras representacfes matematicas de curvas complexas,
Hermite definiu uma curva utilizando uma equacéo polinomial, dois pontos e dois

vetores tangentes que determinam sua forma [15], como ilustra a Figura 4.1.
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Figura 4.1: Exemplos de curvas de Hermite.

Na Figura 4.1, é possivel observar um aspecto importante do polinémio de
Hermite: cada curva € gerada de forma a respeitar o vetor tangente em cada um
dos seus pontos extremos. A curva de Hermite é utilizada em diversas areas da
engenharia, especialmente em computacdo grafica e visdo computacional [16].
Esta técnica foi considerada apropriada para a solucdo deste problema devido a
semelhangca com os dados disponiveis. Apo6s a definicdo das trajetorias 6timas
independentes, os pontos de entrada e saida da curva de concatenacdo Sao
conhecidos, assim como a velocidade em cada ponto da curva.

Para aplicacdo na concatenacdo dos trechos 6timos independentes, a melhor
abordagem seria escolher os pontos de concatenacdo por curvas de Hermite de
forma a manter os pontos de saida das trajetorias independentes na posicao
original. Esta escolha é embasada na famosa frase de corrida “slow in, fast out”,
gue mostra a importancia de priorizar maior velocidade na saida da curva, mesmo
que a entrada seja um pouco comprometida [3].

A Figura 4.2 ilustra, para um trecho, como seriam escolhidos os pontos P; e
P, e 0s vetores R_l) e Rj para parametrizar a curva de Hermite que ird concatenar
esses dois trechos. Os mddulos dos vetores R_l) e R_L; sdo as velocidades das
respectivas curvas. A partir dai, a determinacdo da curva de Hermite consiste em

encontrar os coeficientes a, b, ¢ e d de um polindbmio de terceiro grau

parametrizado no intervalo [0,1], que satisfaca a Equacgéo 4.1.

x(0) = Py, x(1) =Py, x'(0) = Ry, x'(1) = Ry,

y(©) = Py, yA) =Py, ¥'(0) = Ry, (1) = Ry, (4.1)
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Fista

-100F

] 100 120 140 160 160 200

Figura 4.2: Pontos e derivadas para geracdo da curva de Hermite.

A estrutura do sistema a ser resolvido é:

x(®) =t t2 ¢t 1]-C, (42)
Onde:
a
— b
G=|" (43)
d

Observe que:

x(0)= P,_=[0001]-C,
x(1)=P =[1111]-C

. (4.4)
X'(0)= Ry, =[0010]-C,

C,

X()=R,,=[3210]

Expressando todas as condigdes de primeira e segunda ordem em uma

mesma matriz, tem-se:
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Py 00017 fa
P _ 1111 |b
Rif [0o010 c (4.5)
R, 32101 tdiy

Os coeficientes podem ser obtidos invertendo-se a matriz do sistema acima,
ou seja:
a 2 =2 1 1] [~
¢l =lo o 1 o |rR| =Mr G (4.6)
dl, 1 0 0 01 LR4l,

Onde, nesta expressao, My representa a Matriz de Hermite.

De forma similar, para a outra coordenada:
a 2 =2 1 1] [~
bl _|-3 3 =2 1| |P| _ )
c‘ “lo o 1 of|R| =M Cn (47)
dl, 1 0 0 0f LR4l,

Uma vez calculados os coeficientes, o resultado € uma curva paramétrica

com inicio em P, e final em P,, com derivadas nestes pontos R, e R,
respectivamente. A equagdo paramétrica da curva fica como mostrada na

Equacéo 4.8.

x(t) = a,t3 + byt? + ¢t + d,
(4.8)
y() = ayt® + byt +c,t +d,

Uma vez definidos os pontos e as derivadas que parametrizam a curva de
Hermite, a técnica foi aplicada na pista de teste para analise. Para a concatenacao
de trechos curvilineos, os pontos de concatenagdo escolhidos sdo os pontos de
saida de cada trecho 6timo independente de forma a manter as saidas das curvas
mais rapidas. Para os trechos retos (ou que nédo se interceptam em nenhum ponto),
0s pontos de concatenacdo escolhidos sdo a saida da curva atual e a entrada da

curva seguinte. Apesar da utilizacdo da curva de Hermite parecer a melhor
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abordagem para a concatenacgdo das curvas 6timas, 0s primeiros testes mostraram

resultados incompativeis com os esperados. A Figura 4.3 ilustra os primeiros

resultados.
100 F
50 ~ & =
*
0F T — R-—A(E__b"‘\
S0 F *
L +

1 1 1 T
-50 0 50 100 150 200

Figura 4.3: Resultado inicial da concatenagdo por curvas de Hermite.
Apesar de esses resultados estarem corretos, visualmente eles parecem
errados, como se a direcdo da derivada no ponto néo tivesse sido respeitada. Para
entender o que acontece, basta olhar de perto a derivada nos pontos P; e P, e

verificar que ela é respeitada nos pontos, porém com uma curvatura muito

pequena, como mostra a Figura 4.4.

425}
A3k
435} \
l L
445} \

45}

455 N

s o "

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1286 1287 1288 1288 128 1291 1292 1293 1294

Figura 4.4: Derivada no ponto P; do trecho 4.
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A explicagdo para este comportamento estd no modulo dos vetores
tangentes nos pontos. No que diz respeito a geometria, € 0 modulo desses vetores
tangentes aos pontos P; e P, que definem a forma da curva. Quanto maiores esses
modulos, maiores serdo as curvaturas naquelas direcGes. Para exemplificar,
observe a Figura 4.5, que mostra trés curvas de Hermite que ligam os pontos
P, =[27]eP,=[101].

Diferentes madulos de dervada

10r

valor inicial
— 10 x valor inicial
20 x valor inicial

2 3 4 5 ] [} 8 9 10

Figura 4.5: Curvas de Hermite para diversos modulos de derivada.

Na curva azul, os vetores tangentes séo:

Ry =[11]

Ry =[0-1]

Na vermelha, séo:
R, =[10 10]

Ry =[0-10]

E na curva verde:
R, =[20 20]

Ry =[0-20]

Observe como a curvatura se altera na medida em que o médulo do vetor
tangente aumenta. Entdo, para a concatenagédo de trechos de corrida, uma solucdo

seria aumentar o modulo dos vetores, porém, é importante lembrar que 0s
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modulos desses vetores sdo as velocidades das respectivas curvas a serem
concatenadas, as quais ndo podem ser alteradas aleatoriamente devido as
restricdes de aceleracdo e velocidade da pista. Além disso, aumentar o modulo dos
vetores geraria uma descontinuidade entre a velocidade da curva étima do trecho e
a curva de concatenacdo de Hermite.

A solucdo para este problema foi ajustar a técnica de parametrizacdo da
curva de Hermite para tempos maiores que 1. E possivel entender a curva de
Hermite a partir da analise do parametro t, como sendo o tempo que um veiculo
leva para chegar do inicio ao final da curva. Vale lembrar que, por definigdo, uma
curva de Hermite liga dois pontos respeitando suas respectivas derivadas no

intervalo t € [0,1]. Isso é notavel na prépria construcdo da matriz de Hermite:

x(0) = Py,
D= Py (49)
x'(0) = Ry,
x'(1) = Ry,

Fisicamente, na pista teste da Figura 3.5, € impossivel que um veiculo com
tal velocidade consiga fazer o trajeto de concatenagdo com o parametro t variando
apenas de 0 a 1 segundo. Entdo, para tornar viavel a utilizacdo do polinbmio de
Hermite, foi preciso determinar uma nova matriz de Hermite, cujo tempo final t
pudesse ser diferente de 1. Ou seja, ao invés de aumentar o0 modulo da velocidade
tangente, se aumentaria o intervalo de tempo.

A nova representacdo para as restricdes do polindbmio € dada por:

x(0) = Py, x(1) = Py, x'(0) = Ry, x'(7) = Ry,

(4.10)
y(©) = P, y@) =Py, y'(©) = Ry, y'(®) = Ry,

Da mesma forma, a interpolacdo entre P, e P, se dara por um polinémio de

terceiro grau. Logo, tem-se que:

x(t) =[t3 t? ¢t 1]-C, (4.11)
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Onde,
a
— |b
C, = c (4.12)
dly
Substituindo-se 0s pontos e suas respectivas derivadas, obtém-se:
x(0)=P,_=[0001]-C,
x(1) = Py, =[1° 7% T 1] -C,
. (4.13)
x'(0)= Ry, =[0010]C,
x'(t) = Ry, = [37% 21 1 0] -Cy
Assim, a nova matriz de Hermite é dada por:
2 2 1 17
0 0 0 17" | "¢ 1z 2
™ 12 1 1 3 1
My = =-- = _Z = (4.14)
=10 o0 1 0 2 12 g
3r2 2t 1 0 0 0 1 0
1 0 0 0-
Logo, os coeficientes sdo obtidos a partir das seguintes equacdes:
2 2 1 17
o |7 "B T 7|~
el TITw @ 7otk
dly 0 0 1 0] LRy,
1 0 0 0-
2 2 1 17
o |B T o7 7|k
el TITw @ T ||k |
dy [0 0 1 o0 LR,
1 0 0 0-
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Na Figura 4.6, estdo apresentadas as curvas de Hermite que ligam dois
pontos utilizando ambas as matrizes, aquela para T = 10 e a original para 0 médulo

do vetor tangente 10 vezes maior.

P N 10 x valor inicial
o I =
; 1,' \‘.h\ t=10s
"’\
.
N,
B ,
6 .
.Y
\\
5k A
\\\
\\\
4F \
h1
b
‘\\
3 N 1
\
t\
“
2r \
1
L)
i
1 1 1 1 1 L L L b
5 3 s 5 3 7 B g 10

Figura 4.6: Curvas para cada matriz de Hermite.

Observe que as duas curvas sao iguais, o que fisicamente é coerente, pois
ao aumentar 10 vezes o tempo ou a velocidade, a trajetoria obtida é a mesma.
Com essa nova matriz que permite que o pardmetro t varie de 0 a valores
diferentes de 1, é possivel desenvolver um algoritmo que procure o menor
parametro t para o qual a curva de Hermite de concatenacdo estd inteiramente
dentro da pista, sem o inconveniente de precisar aumentar a velocidade dos
trechos 6timos independentes.

4.2. Espiral de Euler

A espiral de Euler é definida como uma curva cujo raio de curvatura varia
linearmente ao longo do seu comprimento. Em projetos de engenharia rodoviaria,
esta espiral é largamente utilizada como curva de transicdo com o principal
objetivo de ligar geometricamente uma reta e uma curva circular [6]. Esta curva
assegura um decrescimento linear do raio de curvatura com o caminho percorrido
ao longo do seu desenvolvimento, proporcionando assim uma variacéo gradual da
curvatura. Esta espiral também foi utilizada para determinacdo da trajetdria 6tima

em trechos curvilineos em pistas de corridas em Xiong [5]. A utilizacdo se
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resumiu a uma solucdo para uma curva de 90°, como mostra a Figura 4.7. Esta
caracteristica torna a espiral de Euler uma curva adequada para a concatenagdo de

trajetdrias em curvas de corrida.

Figura 4.7: Trajetdria étima utilizando a espiral de Euler [5].

Na Figura 4.8, é possivel perceber que curvatura da curva comeca em zero
no ponto (0,0) com o alinhamento reto e aumenta linearmente & medida que se
percorre o desenvolvimento da curva. Quando a espiral encontra a curva circular

no respectivo ponto de centro, a sua curvatura € igual a da curva circular.

1.0

2

—-0.5

o\

—1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Figura 4.8: Espiral de Euler.
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A espiral de Euler é obtida a partir das funcdes S(x) e C(x), conhecidas

como integrais de Fresnel [7]:

X o 4n+3
— 2 — _1\n
S(x) —fosen(t )dt—Z)( D T @D (4.17)
n=
X o 4in+1
— 2 — I\ @
Clx) = fo cos(t?)dt = Z)( 1) G+ D) (4.18)
n=
As derivadas em cada eixo sdo dadas por:
dx = C'(t)dt = cos(t?) dt (4.19)
dy = §'(t)dt = sen(t?)dt (4.20)

Logo, o comprimento da espiral medido da origem até um ponto t, é:

to to
sz Jdx? + dy =f dt = t, (4.21)
0 0

Para verificar a variacdo linear da curvatura ao longo do comprimento da
espiral, basta notar que o vetor tangente a curva ao longo da espiral é dado por
[cos(t?),sen(t?)], ou seja, 0 &ngulo ao longo da curva é 6 = t2. Entdo, a curvatura x ¢

expressa por:

1 _do

= _=__=7t 4.22
TRT A (4.22)

Mas, como t € o préprio comprimento da curva, verifica-se a linearidade
entre a curvatura e 0 comprimento da curva.

Apesar da utilizacdo da espiral de Euler apresentar diversas vantagens, ela
ndo possui uma caracteristica dinamica adequada devido a grande taxa de variacao
da aceleracdo centripeta ao longo da curva. Outro ponto desfavordvel a sua
utilizacdo ¢é o fato de sua forma paramétrica ndo ser matematicamente simples,
sendo concebida por meio do somatdrio de integrais. Por esse motivo, a utilizacéo

do polinémio de Hermite para a concatenacdo de trajetorias Otimas de pistas de
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corridas apresenta algumas vantagens em relacdo a espiral de Euler. Sua forma
paramétrica é constituida por simples expressdes polinomiais do terceiro grau,
acelerando o tempo computacional para o desenho e analise das curvas.
Adicionalmente, o procedimento para achar a curva 6tima de Hermite para
concatenacdo é mais simples, sendo necessaria apenas a variagdo do tempo 1 até
gue a curva encontrada seja a de menor tempo possivel respeitando-se os limites
de aceleracdo e velocidade da pista de corrida. Para a espiral de Euler, este
processo envolveria a variagdo do raio da curva ao final da espiral e do
comprimento da curva.

Além disso, a curva de terceiro grau é a melhor aproximagdo para uma
espiral de Euler. Utilizando a matriz de Hermite apresentada no item anterior, é
possivel observar na Figura 4.9 uma espiral de Euler e uma curva de Hermite
ligando dois pontos. Elas s8o muito proximas e, devido a simplicidade da
representacdo do polinbmio de Hermite, a determinagcdo das velocidades e
aceleracGes ao longo da curva, se da por simples derivacdo das equacbes de

Hermite.

0.4 ! T !

Espiral de Euler

Hermite

0.7

ol o h b ;m
g8 NS
04r
0Dar
02r

01

0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.4 [IR:] 1

Figura 4.9: Espiral de Euler e Polindmio de Hermite.

Ja na Espiral de Euler, o calculo da velocidade do veiculo ao longo da
espiral, que ndo é trivial. Pelas proprias caracteristicas de construgdo da curva, a
derivada é sempre nula e, logo, ndo € representativa da aceleracdo tangencial de

um veiculo ao longo de uma pista de corrida. Em Xiong [5], é desenvolvido um
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método onde a curva € discretizada e a velocidade tangencial é calculada para
cada ponto, utilizando a forca de atrito na pista, e a relacdo k.v? = p.g, com

arbitrario e correspondente ao coeficiente de atrito na pista.

4.3. Anédlise dinamica das curvas propostas

Neste trabalho, a anélise dindmica do veiculo seré feita em duas dimensdes
(X, y). Na curva de Hermite, os pontos da curva sdo definidos pela equacéo
paramétrica [x(t), y(t)].

O comprimento s de uma curva paramétrica é dado por:

WEECE

Assim define-se a variagao de s ao longo do tempo como:

2 2
ds _ (d_x) +(d_y) (4.24)
dt dt dt

O angulo v (nu) do vetor tangente ao longo da curva (em relagdo ao eixo x)

é definido na Figura 4.10 como Path angle.

y
v
Figura 4.10: Angulo ao longo da curva.
Observando-se a figura acima, pode-se escrever:
dx dy dy . (4.25)
— = COSV, — =3senv, — =tanv
ds ds dx
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Consequentemente:
dy
= — 4.26
v = arctan( dx) ( )

Onde Z—z pode ser definido como:

dy_dy dt_d_t

dx  dt dx dx (4.27)

E importante ressaltar que, para o célculo ser feito corretamente, é preciso
que o arco tangente seja calculado no quadrante correto. A curvatura k, € 0 raio

R, da curva estdo relacionados ao angulo tangente a curva pela seguinte relagéo:

. 428
Kp_Rp_ds (4.28)

Da mesma forma, esta derivada pode ser obtida por meio da seguinte

relacao:

p dv

@ _dt

s~ ds (4.29)
dt

. . . . d
Por fim, a velocidade tangencial ao longo da curva € dada porv = d—i, a

v2

~ -0 d ~ p
aceleracdo tangencial é a; = d—‘t’ e a aceleracdo normal € a,, = -
1Y

Nas figuras a seguir, sdo apresentadas as analises de algumas curvas de
curvatura e raio conhecidos para validacdo das equacOes apresentadas acima.
Como, para algumas curvas, ndo é conhecida a expressdo da posi¢do ao longo do
tempo, foi feita uma derivacdo numeérica (diferencas finitas) para o célculo dos
resultados, que consiste na razdo entre o vetor variagdo de posigdo por uma

variacao de tempo (At), tdo pequena quanto se queira.
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Na Figura 4.11, sdo apresentados o angulo, a curvatura e o raio, bem como a
velocidade tangencial e a aceleracéo tangencial ao longo de um trecho curvilineo
de raio 2 e centro no ponto (3,4). Observe que os resultados estdo coerentes com o
esperado, ja que para um trecho circular de 0 a /2, a aceleracao tangencial € nula,
o0 angulo tangente varia linearmente de 90° a 180° e o raio € constante 2. Do ponto
de vista fisico, ao supor um veiculo realizando esta trajetoria de comprimento © m
a velocidade constante de 2m/s, ele levaria 1,5708s para completar o trajeto. Esta
curva é similar aquela que representa o percurso 6timo em uma curva de 90° em

uma pista de corrida.

Hith = Y Yelocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial
3 3 3
4.5 : 2.9 : Z
4 2 1
3.5 \ 1.5 1 0
3 ; 1 : -1 :
4 ] ] 0 1 2 0 1 2
Angulo da Curva Curvatura Rain
200 1 3
2.9
150
0.5 1 2
100
1.5
a0 : 0 : 1 :
1] 1 2 0 1 2 0 1 2

Figura 4.11: Resultados para uma curva circular.

Na Figura 4.12, sdo apresentados os resultados para um arco de uma espiral
de Euler. Observe que a curvatura varia linearmente ao longo do tempo com
coeficiente angular 2 e o angulo tangente de forma quadratica, como demonstrado
na sec¢do 4.2. Como na espiral de Euler o comprimento da curva é o tempo, logo
a velocidade tangencial ao longo da curva é constante igual 1. Analisando
novamente sob um ponto de vista fisico, um veiculo completaria esta trajetoria de

comprimento 1,2910m com uma velocidade constante de 1m/s, em 1,2910s.
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ity = il Welocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial
0.4 2 2
0.5 1.5
1
0.4 1
o
n.z 0.5
0 1] -1
0 0.5 1 0 1 2 0 1 2
ﬁngulo da Curva Curyatura Raino
100 3 100
Z
a0 al

0 0 DL

0 0.3 1 1.3 0 0.3 1 1.3 0 0.5 1 1.5

Figura 4.12: Resultados para uma espiral de Euler.

Na espiral de Euler, como o vetor tangente tem valor constante ao longo da
trajetoria, a velocidade tangencial ndo descreve bem a dindmica de um veiculo de
corrida. Por isso, como mostra Xiong [5], para se utilizar a espiral de Euler como
trajetdria Gtima para curvas em pistas de corrida € preciso recalcular a velocidade
do veiculo em cada ponto da trajetdria utilizando a relacdo entre a aceleracdo
normal e a forga centripeta, sendo necessario conhecer previamente os valores de
coeficiente de atrito da pista. Utilizando a curva de Hermite, os valores de
velocidade tangencial sdo exatamente aqueles obtidos pela derivada da posicao.

Por fim, na Figura 4.13 estdo os resultados para a curva de Hermite que
melhor aproxima o trecho de espiral de Euler estudado na Figura 4.9. O angulo
tangente varia de forma similar a espiral de Euler, mas, por se tratar de um
polindmio do terceiro grau, a velocidade tangencial ndo é constante ao longo da
trajetéria. Esse € um dos pontos que torna a curva de Hermite qualificada para a
aplicacdo neste trabalho. Ela estima melhor o movimento de um veiculo de
corrida, ja que o piloto dificilmente mantém sua velocidade constante ao longo do
movimento, freando na entrada da curva e acelerando na saida, exatamente como
varia o vetor tangente em uma curva de Hermite. O comprimento desta curva,
segundo a Equacdo 4.23 é de 1,2568m. Sendo percorrido a velocidade apresentada
na Figura 4.13, um veiculo levaria 1,365s para concluir o trajeto.
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=t = Yelocidade Tangencial &celeragio Tangencial
0.4 1.2 y 1.5
0.6 1 1.1 1 1
0.4 : 1 1 0.5
0.2 1 0.3 T 0
0 0.5 -0.5
1] 0.5 1 1] 1 2 0 1 2
.&nguln da Curva Curyatura Raio
100 i 4
3
o
a0 T 2
1
1
0 1] 1]
1] 1 g 1] 1 g 0 1 2

Figura 4.13: Resultados para uma curva de Hermite.
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5. Algoritmo para Concatenacéo

Uma vez analisados os aspectos dindmicos associados as curvas de Hermite
e tendo confirmado a elegibilidade dessa curva para aplicacdo neste projeto, foi
desenvolvido um algoritmo de concatenacdo. O algoritmo consiste em buscar o
tempo T que gera a curva de menor comprimento dentro dos limites da pista e
cujas restricbes de aceleracdo tangencial e normal sejam respeitadas. Vale
ressaltar que, tratando-se de uma curva de Hermite, ao aumentar o parametro de
tempo final T da curva, o comprimento total também sera maior, de forma que a
curva de menor comprimento sera também a curva de menor tempo. Um dos
maiores desafios na implementacdo deste algoritmo foi garantir que as restri¢cdes
de aceleracdo normal e tangencial ndo fossem violadas. Como a concatenacao esta
sendo feita a partir de uma curva polinomial cubica, a aceleracdo também ira
variar ao longo da curva de forma polinomial, logo, é preciso garantir que todos
0S maximos e minimos das curvas de aceleracdo estejam dentro dos limites. Em
alguns casos, como seré discutido adiante, ndo é encontrada uma solucéo dentro
das restri¢cbes propostas.

O algoritmo foi desenvolvido em Matlab®, por ser uma linguagem de ampla
utilizacdo hoje em dia, facil acesso e possuir funcdes eficientes para solucdo de
problemas de otimizacdo com restrices. Na implementacdo do algoritmo de
concatenacdo foram utilizadas duas funcGes da biblioteca Optimization Toolbox,
do Matlab®: fminbnd e fmincon.

As funcBes desta biblioteca de otimizacdo do Matlab® apresentam ainda
outras vantagens importantes: elas sdo faceis de usar, séo eficientes em termos de
custo computacional, é possivel escolher especificamente o algoritmo com que o
problema sera resolvido e os parametros de simulacdo podem ser determinados e
modificados com facilidade. A funcdo fmincon é especialmente utilizada para
resolver problemas de otimizacdo de uma ou mais variaveis com restricdes

lineares ou ndo lineares, da forma representada pela Equagéo 5.1.
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( Min f (x)
X
s.t. A-x <B (restrigdes lineares)
{ Aeq - x = Beq (restrigdes lineares) (5.1)
C(x)<0 (restrigdes ndo lineares)
Ceq(x) =0 (restri¢des ndo lineares)

x! <x <x* (limites)

A funcdo fmincon implementa quatro diferentes algoritmos: interior point,
SQP (Sequential Quadratic Programming), active set and trust region reflective.
E possivel escolher explicitamente um deles ou deixar que a propria funcéo
escolha o melhor algoritmo baseado nos dados de entrada. Para a aplicacdo neste
trabalho, foram testados os diferentes algoritmos disponiveis para a funcédo
fmincon e o algoritmo interior point foi o que apresentou melhores resultados em
termos de eficiéncia e robustez. Além disso, ele garante que durante o processo de
otimizacdo nenhuma iteracdo ir4 apresentar um valor de t fora do intervalo
permitido, o que poderia causar um erro na execugédo do algoritmo. Para maiores
detalhes sobre 0 método dos pontos interiores, consultar as referéncias [17] e [18].

A outra funcdo que sera utilizada é a fminbnd. O objetivo desta funcéo €
minimizar fungdes lineares ou ndo lineares de apenas uma varidvel, com limites
superior e inferior conhecidos. Ela sera utilizada numa sub-rotina do algoritmo de
concatenacdo das trajetdrias Otimas independentes. A vantagem de se utilizar a
funcdo fminbnd reside no fato de ela ser mais simples e, portanto, ideal para se
aplicar em problemas de uma variavel sem restri¢Ges.

A geracdo das trajetdrias 6timas de cada curva independente ja foi estudada
anteriormente neste trabalho. Além das proprias curvas, o algoritmo gera também
um resumo dos dados que serdo utilizados para a concatenacdo desses trechos e
mostra na janela de comando do Matlab®, como mostra a Figura 5.1. O algoritmo
de concatenagdo vai utilizar os pontos de entrada e saida das curvas e suas
respectivas velocidades (constantes nas trajetorias individuais) no processo de
otimizacgao.

Na Figura5.1 é possivel perceber que as trajetorias das curvas
independentes sdo sempre geradas com a aceleragdo normal méxima e a

aceleracdo tangencial nula.
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--> Resumo das Curvas Independentes

| trecho | s (m) | vimSs) | an (m /sA2) |  ti(s) |
| 2 | 75.89 | 22.83 | 10.79 | 3.324 |
| 4 | 75.89 | 22.83 | 10.79 | 3.324 |
| 6 | 80.01|19.14 | 10.79 | 4.18 |
| 8 | 99.04]36.85 | 10.79 | 2.685 |
|10 | 84.35]17.02 | 10.79 | 4.95 |

Figura 5.1: Resultados da geracdo de trajetorias dtima para curvas.

O proximo passo € determinar 0s pontos que serdo concatenados pela curva
de Hermite. Conforme discutido na secdo 4.1, nos trechos em curva, a melhor
abordagem para manter uma velocidade de saida maior é concatenar os pontos de

saida de cada curva. A Figura 4.2 ilustrou o processo de identificacdo dos pontos

P; e P, e dos vetores RT e Rj para tracar a curva de Hermite.

O trecho ilustrado na Figura 4.4 pertence a pista teste, utilizada para o
desenvolvimento e testes do algoritmo de determinacdo das curvas de Hermite.
No entanto, podem existir curvas de menor angulo ou de raios muito pequenos
para as quais as trajetorias Otimas dos trechos independentes ndo estdo
inteiramente dentro da pista. Na pista teste, isso ndo acontece em nenhuma das
curvas. Como exemplo de situagdes em que os pontos P1 e/ou P4 estejam fora da
pista, foi apresentado o Circuito de Catalunha, na Figura 3.9. Como o circuito €
muito mais complexo, ele apresenta curvas em gue 0s pontos de entrada e saida
ndo estdo dentro dos limites geométricos da pista, sendo necessario escolher
pontos diferentes de concatenacdo. Para estas configuracdes de trajetdrias étimas,
sera estudada a melhor forma de se escolher os pontos para concatenacdo. As
opcdes avaliadas consistem em se concatenar as duas curvas pelos seus
respectivos apices ou concatenar apices com as saidas das curvas seguintes.

Uma vez identificados os pontos de concatenacdo, foram modeladas as
restricoes e fungbes objetivos das rotinas de otimizagdo. O processo de
concatenacdo foi modelado de forma diferente para trechos em curva e para
trechos retos, uma vez que as restricdes sdo diferentes. O tipo de concatenagédo é

identificado através da direcdo e sentido dos vetores tangentes no ponto inicial e
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final do trecho a ser concatenado. Se o0s vetores tangentes sdo paralelos, tém
mesmo sentido e as curvas 6timas individuais ndo se interceptam, a concatenacao
€ uma reta, caso contrario, € uma curva.

O primeiro processo a ser discutido serd a modelagem da concatenacédo de
trechos em curva. Ela foi dividida em dois problemas. O primeiro consiste em,
dada uma curva de Hermite, determinar o tempo — menor parametro T — para o
qual a distancia entre o ponto da curva neste determinado tempo e o centro da
restricdo correspondente da pista seja minima. O segundo consiste em determinar
a curva de Hermite de menor tempo cujo ponto de distancia minima do centro da

restricdo esteja dentro da pista.

5.1. Algoritmo para sub-rotina do processo de otimizagcéao

A primeira parte do problema de otimizag&o foi implementar uma sub-rotina
que ird ser chamada pela rotina principal em cada iteracdo do processo. Esta sub-
rotina implementa o problema de otimizacdo que consiste em determinar o ponto
de uma curva de Hermite mais perto do centro da restricdo interna da pista, como
ilustra a Figura 5.2 para um caso particular em que se devem concatenar 0s pontos

P; e P, em uma curva de 90°.

Y
1
Rmin
C
d
Rmax P(t *)
PI /
(0,0) X

Figura 5.2: Modelo do problema de otimizagdo - achar o ponto mais perto do centro da restricdo
interna.
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No exemplo da Figura 5.2, o ponto mais perto do centro da restricdo —
marcado como C — é o ponto marcado em verde P(t*), que é a coordenada
correspondente na curva de Hermite ao tempo étimo t*.

A modelagem matematica do problema é:

min d? = (P(t) — C)?
t (5.2)
s.t. 0 <t <+t

Da secédo 4.1 foi mostrado que, a partir da matriz de Hermite, cada ponto

pertencente a curva é descrito pela expressao apresentada na Equacéo 5.3.

P(t) = (x(1),y(¥))
x(t) = a,t3 + byt? + et + d, (5.3)
y() = ayt® + byt* +c,t +d,

Os coeficientes sdo conhecidos e calculados para uma curva de tempo
conhecido 1. Desta forma, conhecendo as coordenadas do centro da restricao

interna da pista C = (x,, y.), 0 problema pode ser descrito da seguinte forma:

min,  d* = (/(x(O) — x)? + (0 — ¥)»?
= (1) = x)” + 0(®) = ) (5.4)
s.t. 0<t<T

A escolha em usar d? ao invés de apenas d reside no fato de que, como se
trata de um problema de minimizacdo, o algoritmo tentaria escolher um ponto
cuja distancia fosse negativa e logo menor, porém em maédulo, mais distante. Ao
utilizar d? esse problema € resolvido. E importante ressaltar que o modelo
descreve um problema sem restri¢cbes cuja funcdo objetivo possui apenas uma
variavel, logo a ferramenta escolhida para a solu¢do do problema de otimizacéo é
a funcdo fminbnd, ja apresentada anteriormente. A Figura 5.3 mostra o resultado
da otimizac&o para diversas curvas de Hermite com o parametro t variando entre
0,01s e 5s.
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_3|:| -
Curva de Hermite
Ak e Ponto 6timo
-a0r * C (xc(1),ye(t)
E
::;_
_ED L
_l',-‘|:| L
-BD C 1 1 I |. - 5:
120 130 140 150 160 170

# (]

Figura 5.3: Resultado do fminbnd para algumas curvas de Hermite.

Na Figura 5.3, o ponto 6timo esta marcado pelo ponto azul, as curvas de
Hermite séo as verdes e o centro do raio minimo da pista esta identificado como o
ponto C, marcado com um ponto vermelho.

Com esses resultados, é possivel concluir que a modelagem proposta
descreve bem o problema, ja que a solucdo obtida condiz com os resultados
esperados. Além disso, o tempo computacional para a solucdo deste problema

ficou em torno de 0,8s em média por curva, o que é bastante eficiente.

5.2. Concatenacao dos trechos em curva: modelo sem restricfes de

aceleracéao

Uma vez que se sabe qual é o ponto de uma determinada curva de Hermite
gue esta mais perto do centro da restri¢cdo de raio interno da pista, a solucdo do
problema de concatenacdo se resume a encontrar a curva de Hermite cuja
distancia entre este ponto e o centro da restricdo seja minima. E claro que, neste
problema, devem ser modeladas algumas restricdes que garantam que a solucéo

seja uma curva inteiramente contida nos limites da pista. Além disso, as restri¢oes
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que atestam os limites de aceleracdo normal e tangencial do veiculo devem ser
consideradas.
Primeiramente foi modelado e testado o problema sem a inclusdo das

restricdes de aceleracdo. A modelagem do problema proposto € a seguinte:

mTin dp = (P(T)fminbnd - Rminz)2
s.t. P(O)fminbna — Rmax” <0 (5.5)

Tmin < T < Tmax

E possivel notar que, pela propria construcdo da funcio objetivo, espera-se
obter a curva tangente a pista, ou seja, a curva cuja distancia entre 0 ponto mais
perto de C e o ponto C seja igual ou mais proxima possivel do proprio raio interno
da pista. A primeira restri¢do foi incluida para garantir que a curva ndo ultrapasse
0 raio externo na pista no trecho a ser concatenado e a segunda, garante os limites
superior ¢ inferior para o parametro T.

Para a concatenacdo da pista teste, os limites foram definidos como
Tmin = 0,05s € Tmax = 10s. Estes valores foram escolhidos com base em testes
experimentais com o algoritmo, nos quais foi determinado o menor valor de
tempo para o qual a curva de Hermite gerada ndo apresentasse valores fisicamente
impossiveis de aceleracdo tangencial e 0 maior valor de tempo que ndo fizesse a
curva degenerar e formar um loop. Eventualmente, dependendo das distancias,
estes limites deverdo ser redefinidos para outros circuitos.

Ressalta-se ainda, pelo mesmo motivo citado na implementacdo da sub-
rotina apresentada anteriormente, que a utilizacdo do quadrado da distancia
impede que o algoritmo apresente solugdes negativas por ser um problema de
minimizacdo. Esta modelagem, diferente do anterior, possui restrigdes nao
lineares. Nesse caso, a fungdo fminbnd nédo pode ser utilizada e por isso, a funcao
escolhida para a solucdo deste problema foi a fmincon, também ja apresentada
anteriormente neste trabalho.

O resultado obtido estéa ilustrado na Figura 5.4.
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a0+

-50 1l a0 100 150 200

Figura 5.4: Resultado do fmincon para as curvas da pista teste.

Na Figura 5.4, como esperado, a curva Otima dada como resultado da

otimizacdo (em verde) € a curva tangente a pista no raio interno, confirmando

assim a confiabilidade do modelo. O ponto mais perto do centro da curva da pista

esta representado pelo asterisco azul. O algoritmo encontrou a curva de Hermite

cujo ponto mais perto fosse o0 ponto tangente, ou seja, a distancia entre o ponto

mais perto e o centro da curva de restricdo é o proprio R,,;. A tangéncia entre a

curva e a pista pode ser mais bem verificada na Figura 5.5, que apresenta 0s

trechos concatenados mais detalhados.

a0k

30k

Aok

s

| Trecho concatenado 5 |
% Trecho concatenado 3

=

g0k

1 | |
120 130 140 150 160 170 180 140 200

Figura 5.5: Trechos concatenados sem restricdo de aceleracdo mais detalhados.

O algoritmo que percorre todos os trechos concatenando apenas as curvas

levou cerca de 10s para concatenar os trechos em curva da pista teste, 0 que é um

resultado bastante eficiente, dado que o algoritmo se utiliza de duas rotinas de
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otimizagdo e uma delas — fminbnd — € repetida em todas as iteraces. No entanto,
ao se analisar as aceleracGes tangencial e normal nas curvas de Hermite
apresentadas como solucgdo, verificou-se que as mesmas ultrapassaram os limites
maximos do veiculo, que foram definidos como: a, = 1,1g = 10,79m/s? e
a; = 0,59 = 4,905m/s? [19]. O algoritmo desenvolvido gera também um
relatério com o comprimento da curva, o tempo de percurso, a aceleracao
tangencial e normal maxima de cada uma das curvas de concatenacdo. O relatorio

para a pista teste estd mostrado na Figura 5.6.

=-=> Resumc dos trechos concatenados

| trecho | =(m) | t(s) | at(m/=°2) | an(m/3°2) |
| 3 | 59.74 | 2.922 | 2.927 12.77 |
| 5 | 73.83 | 3.51é | 2.438 20.47 |

Figura 5.6: Resumo dos trechos concatenados da pista teste.

As Figuras 5.7 e 5.8 mostram como variaram a velocidade e as aceleragdes

nos trechos concatenados.

Yelocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Angula

-a0

Y o(mes)
ang (%)

-100 ' :
a 1 z 3
t(s)

Aceleracio Mormal

Fa

]
t(s)

Curvatura

0.04 14

K (1/1m)
r ()

0.01

tis) tis) tis)

Figura 5.7: Velocidade e aceleragfes para o trecho concatenado 3.
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Velocidade Tangencial &celeragdo Tangencial Angula
150

100

Y (mfs)
ang (%)

a0

2
t ()

Zuryatura

t(s)
Aceleragda Marmal
0.05

23

0.04

k {1/m)
an (m/s 2)

0.03

0.0z

e
1(s) t(s)

Figura 5.8: Velocidade e acelerages para o trecho concatenado 5.

Observe nas Figuras 5.6, 5.7 € 5.8 as aceleracdes tangenciais maximas de
ambas as curvas se mantiveram dentro do limite, porém as aceleragdes normais
maximas ndo. As curvas tangentes a pista que ligam os pontos de saida sdo muito
“fechadas”, levando a um aumento da aceleracdo normal que precisa ser feita no
trajeto, especialmente no momento de entrada na curva. Ainda, as velocidades no
inicio e no final do trajeto sdo exatamente aquelas pré-definidas, garantindo que a
concatenacéo por curva de Hermite respeita as derivadas nos pontos inicial e final.

Quanto a variacdo da velocidade no tempo, elas estdo bastante coerentes
com o0 que se espera de um piloto em uma curva deste tipo. No trecho
concatenado 3, a velocidade diminui na entrada da curva com aceleracéo
tangencial negativa indicando frenagem. Uma vez passada a entrada curva, a
aceleracdo fica positiva para aumentar a velocidade na saida da curva. Este
resultado é bastante satisfatorio, pois foi um dos motivos da concatenacdo pelos
pontos de saida ter sido escolhida: reducdo de velocidade na entrada da curva,
porém ganho de velocidade na saida. No trecho concatenado 5, o comportamento
é similar ao do trecho concatenado anterior, porém como a curva é muito fechada,
no final do trecho a velocidade precisa reduzida novamente para que se chegue no

segundo ponto de concatenagdo com a velocidade desejada.
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5.3. Concatenacgéo dos trechos em curva: modelo com restricbes de
aceleracéao

Tendo-se analisado os resultados do algoritmo para um modelo sem
restricdes de aceleracdo, verificou-se que as mesmas extrapolavam os limites
dindmicos do veiculo. A andlise ainda assim se mostrou valida para comprovar a
eficiéncia do algoritmo desenvolvido, que foi capaz de apresentar uma solucéo
dentro do esperado para 0 modelo proposto. De forma a se obter um resultado
mais compativel com a realidade, o algoritmo foi modificado para ser executado
incluindo as restricdes de aceleracdo normal e tangencial do veiculo. A funcéo
objetivo permaneceu a mesma e trés novas restricdes foram acrescentadas, a
limitacdo as aceleracGes tangencial positiva, tangencial negativa (frenagem) e

normal. O modelo alterado esta representado pela Equacéo 5.6, i.e.:

mTin dp = (P(T") fminbna — Rmin®)?
s.t. P(T*)fminbnd - Rméx2 <0
<0

—a <
tmax (5.6)
max(a,) — <0

max(a;)

a
NMmax

max(ay) — ar = 0

Tmin <1< Tmax

Os percursos 6timos de concatenacdo obtidos como resultados para este

modelo estdo na Figura 5.9.

50

1 il 1
-50 0 a0 100 150 200

Figura 5.9: Resultado para a modelagem com restri¢fes de acelerago.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Algoritmo para Concatenacéao 75

As curvas obtidas tém as curvaturas mais suaves e ndo sdo tangentes ao raio
interno da pista. A Figura5.10 mostra os trechos concatenados mais

detalhadamente.

a0k

a0k

B0

0k

e 1 1 1 I = I 1 1 1
120 130 140 150 160 170 180 190 200

Figura 5.10: Trechos concatenados mais detalhados.

O relatério de concatenacdo gerado para este modelo estd apresentado na
Figura5.11. Como esperado do modelo, nenhuma das restri¢cbes ultrapassou 0s

limites de aceleracdo propostos.

==>» Resumo dos trechos concatenados

| trecho | s(m) | t(=2) | act(m/="2) | an(m/=3"2) |
| 3 | €0.64 | 3.178 | 4,786 | 10.7%9 I
| g | 80.21 | 4.613 | 1.573 | 10.79 I

Figura 5.11: Relatério de concatenacdo para otimizagdo com restricdes de aceleracéo.

As Figuras 5.12 e 5.13 apresentam as variacdes de velocidade e aceleracéo

nos trechos concatenados com as restri¢es de aceleracdo incluidas no modelo.
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Yelocidade Tangencial

Y (mds)

0 z 4
t(s)

Curvatura

t ()

Aceleragdo Tangencial

Raio

100

F ()

76

Angulo

ang (%)

Aceleragdo Marmal

Figura 5.12: Velocidade e acelera¢@es para o trecho concatenado 3 com restricao de aceleragéo.

Yelocidade Tangencial

0 2 4 B
t(s)

Curvatura

rmj

2l

Aceleragao Tangencial

Angula
150
100f- - ........ .........
= . :
= :
[ar] . .
5':' ........ ......... .........
1]
0 Z 4 B
t (s}

Aceleragio Marmal

Figura 5.13: Velocidade e acelera¢@es para o trecho concatenado 5 com restricao de aceleracéo.
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Primeiramente, constata-se que a modelagem descreveu bem o problema a
ser resolvido, uma vez que ambas as aceleragdes maximas encontradas estdo
dentro dos limites propostos, como mostra a Figura5.11. Na Figura5.12, é
possivel perceber que os resultados estdo muito parecidos com os obtidos no
problema sem restricdo. A diferenca é que a aceleracdo tangencial aumentou, ja
que a aceleracdo normal foi reduzida. A variacdo da curvatura também ficou mais
suave.

Na Figura5.13, diferentemente do resultado obtido sem restricGes de
aceleracdo, o comportamento da curva no trecho concatenado 5 esta mais parecido
com o trecho concatenado 3, com frenagem na entrada da curva e aceleragdo na
saida. No entanto, para que houvesse reducdo da aceleracdo normal maxima no
trajeto, a curvatura precisou variar de forma mais suave, afastando o apice da
curva do ponto de tangéncia da pista. Esse resultado é bastante razoavel
considerando que o ponto de entrada na curva é mais adiantado do que o ponto de
inicio da trajetéria Otima individual neste trecho. Quanto a eficiéncia
computacional, o algoritmo com as restricbes de aceleracdo levou cerca de 35s

para finalizar a pista teste, num notebook padréo i5, sistema operacional Linux.

5.3.1. Verificacao das aceleracdes no Circulo de Aderéncia

Além de verificar se as restricbes de aceleracbes normal e tangencial
impostas no problema de otimizacdo foram respeitadas, € preciso também
verificar se todas as aceleracdes obtidas encontram-se dentro do circulo de
aderéncia formado pelos limites de aceleracdo utilizados para os testes dos
algoritmos. Como ja foi explicado na secdo 2.3.1, essa verificacdo permite inferir
se 0 veiculo proposto consegue realizar a trajetoria obtida sem derrapar ou perder
estabilidade.

Para o trecho 3, a Figura 5.14 mostra as acelerac@es obtidas em relagcdo ao
circulo de aderéncia. A partir deste resultado, observa-se que o inicio da trajetéria
acontece fora do circulo e, apesar de a desaceleracdo longitudinal e aceleracéo
normal empregadas estarem dentro dos limites individuas, a aceleragéo total do
veiculo excede a capacidade maxima. Com o condutor desacelerando quase que

ao maximo para entrar na curva, o veiculo ndo consegue realizar uma curva tdo
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fechada e que necessite de tamanha aceleracdo normal. Em termos praticos, o
veiculo estd derrapando no sentido tangente por ndo poder impor aceleracdo

normal o suficiente (restrito por caracteristicas dinamicas, como poténcia no

motor).

aceleragio tangencial (més")

A Figura5.15 mostra as aceleracdes obtidas em relacdo ao circulo de

Circulo de Aderéncia - Trecho 3

B ; ; ; ! ;

Circulo de Aderéncia

o0t % Aceleragdes

-15 -10 -5 1] il 10
aceleragdo normal (ms)

Figura 5.14: Aceleragdes e Circulo de Aderéncia para o trecho 3.

aderéncia para o trecho 5.

aceleracéo tangancial (mis=)

Circulo de Aderéncia - Trecho 5

£ ! ! ! ! !

|
-
T

1
Ia
T

!
(=2}
T

Citculo de Aderéncia |

-10(| % Aceleragdes

e a ; | ; |

-15 -10 -5 0 ] 10 15

aceleragdn narmal (mfs)

Figura 5.15: Aceleragdes e Circulo de Aderéncia para o trecho 5.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Algoritmo para Concatenacéao 79

O mesmo comportamento acontece para a concatenagdo do trecho 5. Como
a curva e maior que 90° e, mais fechada que a anterior, a trajetoria exige demais
da aceleracdo normal no inicio da trajetdria, mas também precisa de desaceleracéo
para entrada na curva, excedendo a capacidade méxima do veiculo.

Uma alternativa seria incluir uma nova restricdo no modelo de otimizacéo,
que, alem de impor os limites individuais das acelera¢cbes normal e tangencial,

imp&e também o limite de aceleracdo total, como mostra a Equacéo 5.7, ou seja:

max( /a?+a,21>—awtmaxso (5.7)

Para definir a;,,, .. tal que esta restricdo represente o circulo de aderéncia,

basta analisar a Figura 5.16.

a"®(0.5g
-1 Ig/ \J.Ig
ag:r:i‘f a,
iy
l.1g

Figura 5.16: Circulo de Aderéncia para as acelera¢Ges limites deste modelo.

Apesar de parecer intuitivo, definir a;o, .. como \/atfnax + ay2,,, ndo

caracteriza corretamente o circulo de aderéncia, pois ambas as acelera¢cdes nédo
podem atingir seu valor maximo simultaneamente. Assim, o limite para a
aceleracdo total deve ser o raio do circulo, contanto que os limites de cada
aceleracdo individual continuem sendo observados.

Logo, para definir corretamente as restrices, a aceleragdo total maxima

deve ser definida como:

Atotmax = Anmax


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Algoritmo para Concatenacéao 80
O modelo completo fica, entdo, da seguinte forma:

mrin dp = (P(T*)fminbnd - Rminz)2

s.t. P(T") fminbna — Rimax” <0

max(a;) <0

~ QAtax

max(a,) <0 (5.8)

—a
Nmax

max(ay) — a = 0

max(\/af + a,%)—anmax <0

Tmin <t S;Tmax

O resultado obtido para a nova formulacgéo esta apresentado na figura abaixo

e 0 resumo das aceleracGes para os trechos concatenados esta na Figura 5.18.

100
EU r } : —\—\_\_\_\_\_\_\_‘
U i T
50 F
I I I I =S "
-a0 0 50 100 150 200

Figura 5.17: Resultado para o modelo com as restri¢des do circulo de aderéncia.

--= Resumo dos trechos concatenados

| trecho | s(m) | t(s) | at_max(m sA2) | af_max<{nsA2) | ar_max(m sA2) |
| 3 | 61.45 | 3.4 | 5.934 | -5.859 | 9.863 |
| 5 | 85.12 | 5.395 | 2.551 | -8.257 | 8.087 |

Figura 5.18: Resumo dos trechos concatenados com restricdo do circulo de aderéncia.

A Figura 5.19 mostra as aceleragdes e velocidade no trecho concatenado 3.
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Yelocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial .&ngulo

0 z 4 2
t(s) tis) tis]

Curvatura Raio Aceleragdo Normal

2 2 2
Lis) tis) tis)

Figura 5.19: Velocidade e acelera¢Ges para o trecho concatenado 3 com restri¢do do circulo de
aderéncia.

Tanto na Figura5.17, como na Figura 5.19, observa-se que o trecho 3
permaneceu com uma trajetdria muito proxima ao modelo anterior, apresentando
caracteristicas similares, que ndo respeitam o circulo de aderéncia. De fato, a
funcdo fmincon retornou a seguinte flag de saida para este trecho: No feasible
solution found. Em efeitos praticos, isso significa que o algoritmo ndo conseguiu
encontrar uma curva cuja funcdo objetivo apresentasse um valor melhor que o
obtido, e ndo houve nenhum valor de T para o qual a curva respeitasse todas as
restricdes impostas pelo modelo. Nos casos como esse, em que ndo existe solucao
que respeite todas as restricbes, a funcdo de otimizacdo fmincon retorna o
resultado que minimiza a restricdo de maior valor.

Analisando o circulo de aderéncia apresentado na Figura 5.20, observa-se
que, de modo geral, as aceleracdes foram deslocadas para o centro do circulo, mas
no inicio da trajetéria o problema de excesso de aceleragdo normal ainda persiste e
a aceleracdo tangencial na saida da curva tambem excedeu o limite maximo. A
conclusdo que pode ser tirada deste resultado é que, apesar dos pontos e
velocidades de entrada e saida sempre serem respeitados, as caracteristicas da
curva de Hermite ndo permitem uma solucdo que respeite as restrigdes do circulo

de aderéncia.
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Circulo de Aderéncia - Trecho 3

aceleragdo tangencial (m/s%)

Circulo de Aderéncia

L
=
|

#  Aceleracdes

A2 | | i I i
-15 -10 -5 0 5 10 15
%)

aceleracdo normal (m/s

Figura 5.20: Aceleragdes do trecho 3 com restricdo do circulo de aderéncia.

Para verificar esta afirmacdo com mais cuidado, foram calculadas as
aceleragdes normal, tangencial e total, para valores de t variando entre 1,55 e 5s,
com precisao de 0,05s e os resultados obtidos estdo representados por meio de um

grafico de t(s) x aceleragdes(m/s?), apresentado na Figura 5.21.

T T I
1 1 at
ERREEEEEE L bl LR ----1—-—-an H
: — — atot
""""""'""""'""""'"": """"" i"" Etmsn-c I
_________ WMmax |
s ' ' pista
" 1 1 T
E : ! :
w . 1 .
[1E] 1 1 1
Ele] [ 1 ]
i : i :
(. | LSRR Y. pUpp U S E H R — P —
i . . .
1k} 1 1 1
z 1 1 1
@ I N U - _
— e e
__________________________ T T T e e e
—_— 1 1 1
] ] ]

tau (s)

Figura 5.21: Grafico das aceleragdes obtidas para diversos valores de t.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Algoritmo para Concatenacéao 83

No grafico, foi marcado com uma linha vertical o valor de 2,922s porque,
como verificado na segéo 5.1, este € o valor de T para o qual a trajetoria é tangente
a pista no raio interno para a curva do trecho 3, assim qualquer trajetoria de t
menor que este valor ndo estara dentro dos limites de restricdo geométrica da
pista. Foi marcado ainda com linhas horizontais o limite maximo de aceleracéo
tangencial (4,905m/s?) e de aceleracdo normal (10,791m/s?).

Nota-se que realmente nao existem valores de T em que a curva de
aceleracao tangencial esteja abaixo da linha de 4,905m/s? e, simultaneamente, a
aceleragcdo normal e total estejam abaixo da linha de 10,791m/s?. Apenas o ponto
3,178s, que foi o resultado do processo de otimizagao sem restricdes de aceleracdo
total, apresenta a aceleracdo tangencial e normal nos limites, porém a aceleracéo
total ndo, como foi verificado pela analise do circulo de aderéncia.

Quanto ao trecho 5, o resultado das acelera¢es no circulo de aderéncia esta
apresentado na Figura 5.22 e os perfis de velocidade e aceleragdo do trecho estdo

representados na Figura 5.23.

Circulo de Aderéncia - Trecho 5

aceleragdo tangencial (m/s?)

— Circulo de Aderéncia

4 Aceleracdes

aceleracdo normal (mfsz}

Figura 5.22: Aceleragdes do trecho 5 com restricéo do circulo de aderéncia.

Observa-se que todas as aceleragdes ao longo da trajetoria estdo contidas
dentro do circulo de aderéncia. No inicio da trajetoria, existe a desaceleracao para
entrada na curva (aceleragdo tangencial negativa) ao mesmo tempo em que a
aceleragdo normal aumenta. Perto do fim da trajetoria, a aceleracdo tangencial

aumenta, sem atingir o valor maximo. Na Figura 5.17, nota-se que esta curva foi
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feita na forma mais “aberta” possivel, atingindo o raio externo da curva, para

reduzir a acelera¢do normal no trecho.

Yelocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial ﬁmguln
2a - - a - - 130
100 ........ ........ 4
=
= . :
(i .
5|:| ......... e ........ -
10 L H -10 L H n L H
0 2 4 & 0 2 4 & 0 g 4 &
tis) tis) tis)
Curvatura Raio aceleragdo Mormal

1] - - 9

0 z 4 B
t(s) t(s) tis)

Figura 5.23: Velocidade e aceleragfes para o trecho concatenado 5 com restri¢ao do circulo de
aderéncia.

5.4. Concatenacdao dos trechos retilineos

A concatenacdo dos trechos retos é mais simples, pois ndo ha a componente
correspondente a aceleracdo centripeta, reduzindo o nimero de restricdes do
problema. Primeiramente, serdo tratadas as concatenacOes entre curvas de
direcdes diferentes que possuem um trecho reto entre si sem que haja intersecdo

entre as curvas, como o caso do trecho em destaque na figura abaixo.

50+ ¢ i
*
ok =+
Trecho 1 .
E0F * *
1 1 1 * 1 1
-50 0 50 100 150 200

Figura 5.24: Trecho reto entre curvas de direcdes diferentes.
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Para trechos como esse, a concatenagdo consiste em determinar a curva de
Hermite que conecta o ponto de saida da curva anterior com o ponto de entrada da
curva seguinte, respeitando as velocidades em ambos os pontos. A funcéo
objetivo neste caso é o comprimento da curva e a variavel a ser determinada ¢é T,
de forma que o algoritmo deva determinar o valor de t para o qual o comprimento
da curva de Hermite correspondente seja minimo, respeitando a restricdo de
aceleracdo tangencial maxima e minima. O modelo matematico fica da seguinte

forma:

) Tl dx\*  rdy\?
min s = f (—) +<—) dt
T 0 dt dt

s.t. max(a;) <0 (5.9)

T Atmax

max(ay) — a = 0

Timin ST < Tmax
Onde:

x(t) = a, (1) - t3 + by (7) 2 + (1) - t + dy (7)
y() = a,(t) t3+ b, (1) t2 + ¢, (1) t + dy(7) (510)

A definigdo dos coeficientes a,(t), b,(t), c,(t), d,(t) foi mostrada nas
equacOes 4.15 e 4.16.

Similar com os trechos em curva, a funcdo utilizada para a otimizacéo
também foi a fmincon.

Como a curva de Hermite, por definicdo, respeita a direcdo das derivadas
dos pontos final e inicial e o vetor tangente a eles é paralelo as restri¢des da pista,
a curva obtida no processo de otimizacdo sO violaria as restricbes geométricas
para valores muito grandes de t, onde a solu¢do seria degenerada. Como foram
impostos os limites superior e inferior de t para os quais a curva ndo degenera,
sabe-se que o resultado da otimizag&o estara dentro da pista.

O resultado estd na Figura 5.2. Nota-se que a curva ¢ feita de forma suave
na troca de lados da pista e ndo de forma brusca, se aproximando menos de uma

reta. 1sso mostra que as restri¢des de aceleracdo séo de extrema importancia, uma
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vez que a curva de menor comprimento entre esses dois pontos se aproximaria

muito de uma reta, caso ndo houvesse restri¢do alguma.

100

50 t t

i
[ |
Lo ]

T

1 1 1 *

| = |
-a0 0 a0 100 150 200

Figura 5.25: Resultado da concatenacéo para o trecho destacado.

A Figura 5.23 mostra as aceleragdes e velocidades no trecho.

Velocidade Tangencial Aceleracdo Tangencial Angulo
: 5 . 10 .
4
8 L
3
2 61
1 4l
0
2t
-1
-2 1 0 L
4 0 2 4 0 2 4

Figura 5.26: Caracteristicas dinamicas da curva obtida.

Observa-se que os limites de aceleracdo foram respeitados e, também, as
velocidades de entrada e saida. O veiculo apresenta um comportamento coerente,
acelerando na saida da curva de 180° e reduzindo a velocidade ao entrar na curva
seguinte. O percurso para este trecho tem comprimento total de 73,2009m e dura
3,35s.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312471/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1312471/CA

Algoritmo para Concatenacéao 87

Por fim, avaliam-se o0s outros dois casos em que o trecho deve ser
concatenado por uma reta. Para estes casos, 0 algoritmo consiste em determinar a
curva de Hermite que concatena os dois trechos respeitando as restricbes de
aceleracao tangencial. Novamente, a funcéo objetivo sera o comprimento total da
pista e 0 modelo para otimizagdo fica igual ao descrito na Equacdo 5.9. Pelo
mesmo motivo citado anteriormente, as restricbes geometricas ndo precisaram ser
incluidas. O resultado obtido para os trechos retos esta apresentado na
Figura 5.24.

100
Trecho 9 Curva 8
50
Curva 10 *
. Trecho 7
0F . \“\
50 *
1 1 | * 1 L} 1
-50 ] 50 100 150 200

Figura 5.27: Resultado para concatenagdes com trechos retos.

Para concatenacbes estritamente retilineas como as dos trechos 7 e 9,
facilmente observa-se que 0 espaco percorrido é sempre 0 mesmo, 0 que nhdo
constitui uma boa funcdo objetivo para a minimizacdo. Neste caso, a funcéo
objetivo deve ser o proprio T, de forma que o algoritmo encontre o menor valor de
T para o qual as restricdes de aceleragdo tangencial ndo sejam violadas. O modelo

do problema de otimizagdo para esses casos é:

min T
T

 Qtpax S 0
(5.11)

max(ay) — a S 0

s.t. max(a;)
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O resumo do tempo total de cada concatenacdo, o0 espago total percorrido e
as aceleragcbes maximas nos trechos estdo descritos na Figura 5.25, que € uma
imagem do retorno do algoritmo na tela do Matlab®. Pela figura, nota-se que a
aceleracdo méaxima foi respeitada na concatenacdo do trecho 9, porém nao no
trecho 7. Primeiramente, sera analisada a concatenacéo feita pelo algoritmo para o
trecho 9.

--» Resumo dos trechos concatenados

| trecho | sim) | t(s) | at(mssA2) | an(m/SsA2) |
| 7 | 47.81 | 1.707 | 10.4 | 0 |
| 9 | 5.07 | 2.051 | -B.57e | 0 |

Figura 5.28: Resumo dos trechos concatenados em reta.

Anteriormente, foram definidas as velocidades de cada trecho 6timo
independente assumindo que eles sdo feitos com aceleracdo normal maxima e
tangencial nula e, com isso, definidos os mddulos dos vetores tangentes nas
curvas, necessarios para a concatenagdo por curvas de Hermite. Com esses dados
(apresentados na Figura 5.1), espera-se que, no trecho 9, o veiculo saia de uma
curva 8 com velocidade 36,89m/s e entre na curva seguinte com velocidade
17,02m/s. Sabe-se que o algoritmo de concatenacdo utilizando curvas de Hermite
resulta em aceleracBes variaveis no tempo, no entanto, para os casos de trechos
retos, pode-se analisar a concatenacdo como um movimento uniformemente
variado (MUV). Sabendo as velocidades inicial e final e o espago total a ser
percorrido, pode se calcular a aceleracdo constante minima necessaria para

concluir o trajeto, usando a equacao de Torricelli [20]:

vi=v§+2-at-As
(17.02)% = (36.89)2 + 2 - a - 56,07 (5.12)
a = —9.5527 m/s*

Logo, um movimento uniformemente variado com desaceleragéo constante

de 9,5527m/s? seria uma concatenagdo aceitavel, pois este valor esta dentro dos
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limites do circulo de aderéncia. Analisando quanto tempo o veiculo levaria para

concluir o trajeto com esta aceleragdo constante, tem-se:

1 2
S = So+vot+§at
S—Sg=vot+=at?
2 (5.13)
1
56.07 = 36.89 ¢+ (~9.5527) ¢’

t, = 2.0802s; t, = 5.6432 s

O tempo a ser considerado é 2,0802s porque depois deste tempo a
velocidade obtida é exatamente a velocidade final requerida, como mostra a

Equacéo 5.14:

vp=vpt+at
(5.14)
vy = 36.89 — 9.5527 - 2.0802 = 17.019 m/s
Avaliando as acelerag¢6es no trecho 9, foram obtidos os resultados que estéo

ilustrados na Figura 5.26.

Velocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Anguln
40 T T -4.9 T T 181
5| _ gl
1805
anr B -95
= o —
£ = § 140
= = ]
Zar B -10F
179.5
20+ B -10.53
15 : : -1 : : 179 : :
0 1 Z 3 0 1 Z 3 0 1 Z 3

t(s) t(s) 1is)
Figura 5.29: Aceleragdes para concatenacgdo do trecho 9 da pista teste.

Nota-se que a concatenacdo feita pelo algoritmo ndo possui aceleragdo
constante, mas é coerente com o esperado, pois para reduzir a velocidade dentro

do espaco disponivel, é preciso frear durante todo o trajeto com uma média de
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aceleracdo de -9,55m/s2. Com a aceleracdo proposta pelo algoritmo, o veiculo
conclui o trajeto em 2,051s, que é menos que o tempo obtido com desaceleracdo
constante mostrado na Equacéo 5.13.

Quanto ao trecho 7, espera-se que o veiculo saia da curva 6 com
velocidade 19,14m/s e entre na curva seguinte com velocidade 36,89m/s,
percorrendo um espacgo em linha reta de 47,81m. Analisando este trecho como um
MUV, tem-se que:

vi=v§+2-a-As
(36.89)2 = (19.14)2 + 2-a-47.81 (5.15)
a= 10.4m/s*

Com o espaco disponivel, ndo é possivel chegar a velocidade desejada sem
ultrapassar o limite de aceleracdo tangencial de tragdo, que é 4,905m/s2. A analise
dindmica da curva de concatenacdo obtida pela otimizacao esta na Figura 5.27 e é

coerente com os calculos apresentados na Equacéo 5.15.

‘Yelocidade Tangencial Aceleragao Tangencial Angulo
40 T 10,3985 T 135 T

10.3984 [ 1 135 | i
35 1
10.3984 1
135 ¢ .

anr . 103983t §

135 A

wimes)
atfmys 2
ang

10.3383 b
2ot

10.3382 b

20 k

10,3982 . 135 ¢ 1

15 L 10.3981 L
a

1 1 1
(s) 1(s) tis)

Figura 5.30: Aceleracgdes para concatenagdo do trecho 7 da pista teste.

Para esta concatenagdo, o algoritmo retornou a flag No feasible solution
found, porque, de fato, ndo existe curva que concatene estes pontos, dadas as
velocidades inicial e final estipuladas, sem ultrapassar o limite de aceleracdo
tangencial. Verifica-se entdo, que usar a maior aceleracdo normal nas curvas

individuais pode ndo ser sempre a melhor op¢éo. Para solucionar este problema,
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usando a aceleracdo tangencial méxima constante durante o trajeto, é possivel
definir a velocidade méxima com que o veiculo pode entrar na curva seguinte, ou

seja:

vi=v§+2-a-As
v? = (19.14)% + 2 - 4.905 - 47.81 (5.16 )
vy = 22.094 m/s

Dado esse valor, tem-se a alternativa de reduzir a velocidade com que € feita
a curva 8 para 22,094m/s constante. Desta forma, a aceleragdo normal nesta curva
seria menor e corresponde a calculada na Equacdo 5.17, que € menor que a

maxima permitida, ou seja:

v? 22.0942
L 517
I =B = 1260066 SO MYS (5.17)

O raio R desta curva foi determinado previamente e apresentado na Tabela
3.3. Como a curva 8 corresponde a 45° da circunferéncia (ver Tabela 3.2), o

tempo levado para concluir a curva com essa velocidade sera de:

As (PR (3)-126.0966

Bs _ _ (5.18)
» » 22.094 4.482s

Refazendo as concatenagdes para a nova velocidade da curva 8, as
concatenagfes dos trechos 7 e 9 apresentardo novos resultados. A Figura 5.28

mostra 0 resumo para a nova concatena(;éo destes trechos:

--» Resumo dos trechos concatenados

| trecho | sim) | t(s) | at(mSsAZ2) | an(m/ sAZ) |
| 7 | 47.81 | 2.182 | 4,905 | 0 |
| 9 | 5&.07 | 2.498 | 4,905 | 0 |

Figura 5.31: Resultados para a concatenagdo com velocidade reduzida.
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Para analisar os resultados do algoritmo, as Figuras 5.29 e 5.30 mostram
como a velocidade e a aceleracdo tangencial varia no tempo. Nota-se que ambas a
aceleracdo maxima e desaceleracdo méaxima foram respeitadas para nova
condicdo. O comportamento da velocidade obtida consiste em acelerar na saida da
curva e frear na entrada da curva seguinte, usando o maximo possivel as

capacidades de aceleragéo longitudinal.

Yelocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Angulo
23 5 135 T T
o 1 135 .
i Al |
135} .
— Zf 1
= B o
E § = = 135 .
= g 1L | o
135} g
0F s
| Al | 135} .
19 . . 7 L L
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

(s} f(z) t(s)

Figura 5.32: Novo resultado para o trecho concatenado 7.

Velocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Angulo
25 T T 5 T T 151
1 160.5 .
D L 4
& i =
= 1 = § 180 .
= = @
-5} _
1 179.5 .
-10 ; ; 179 : :
3 0 1 2 3 0 1 2 &

(s) t(s)

Figura 5.33: Novo resultado para o trecho concatenado 9.
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5.5. Resultado final para a concatenacao da pista teste

Ao longo do processo de formulagdo do algoritmo, foi possivel dividir as
concatenacOes da pista teste em trés tipos possiveis: concatenacdo entre curvas,
concatenacOes entre curvas de direcBes diferentes que possuem um trecho reto
entre si sem interseccdo entre as curvas e concatenagdes entre curvas de diregdes
iguais que possuem um trecho reto entre si sem interseccdo entre as curvas. Para
cada caso, foi proposto um modelo de otimizacdo para encontrar a melhor curva
de Hermite para a concatenacdo. O resultado final para a pista completa esta

apresentado na Figura 5.34.

a0

-]

1 1 1 A

-50 0 50 100
Alm]

Figura 5.34: Resultado completo para a pista teste.

Para a concatenacao entre curvas foi desenvolvido um modelo que procura a
curva cujo ponto mais perto do centro da pista esteja a uma distancia minima do
mesmo. A intencdo € achar a curva de menor comprimento (e logo, menor tempo,
j& que o tempo de percurso na curva de Hermite ¢ o proprio pardmetro T,
proporcional ao comprimento da curva) que concatena 0s dois trechos,
respeitando as restricdes geométricas da pista e os limites de aceleracdo do
veiculo. Os pontos escolhidos para concatenagcdo sempre eram 0s pontos de saida
das curvas independentes. Os resultados mostraram que, devido as proprias
caracteristicas de uma curva de Hermite, ela ndo é a mais adequada para a
concatenacdo em alguns casos.

Para a concatenagdo entre curvas de dire¢Oes diferentes, como nédo havia
interseccdo entre as mesmas, a concatenacao foi feita entre a saida da curva atual e

a entrada da curva seguinte. Como as derivadas tinham a mesma dire¢do, mas 0s
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pontos ndo estavam do mesmo lado da pista, a curva de concatenagdo deveria
representar uma troca de pistas suave. Os resultados obtidos foram bastante
satisfatorios. Para o caso de concatenacdo entre curvas de mesma direcédo, a curva
de concatenacdo deve ser uma reta e o0 modelo proposto encontra a curva de
menor tempo que respeita os limites de aceleragao.

O algoritmo identifica qual é o tipo de concatenacéo a ser feita utilizando a
relacdo entre as direcdes das derivadas nos pontos de inicio e fim da concatenacao
e aplica o modelo correto para cada caso.

As caracteristicas dindmicas de cada curva Otima independente e dos
trechos concatenados sdo resumidas em uma tabela gerada pelo préprio algoritmo,

apresentada na figura seguinte.

--> Resumo das Curvas Independentes

| trecho | s(m) | v(mss) | an (n/sh2) | t(s) |

| 2 | 75.89 | 22.83 | 10.79 | 3.324 |
|4 | 75891 22.83 | 1079 | 3.324 |
|6 18001 19.14 | 1079 | 418 |
| B | 99.04122.09 | 3.87 | 4.482 |
|10 18435 [ 17.02 | 10.79 | 4.95 |

--> Resumo dos trechos concatenados

| trecho | s(m) | tis) | at_max<(m sr2) | af_max(m sA2) | an_maxin sAZ) |
| 3 |61.45]3.4 |  5.93 | -8.85%9 |  9.83 |
| 5 |8.1253%| 2.5 |  -8.257 |  8.087 |
|7 | 47.81 | 2382 | 4905 | 2194 | o
| 9 |%6.07]24% |  4.905 | 8921 | o
|1 1732 1335 | 4805 | -1.4% | o

Aceleragdo tangencial maxima veiculo: 4.905 m/sAZ
Aceleracao frenagem maxima wveiculo: -10.791 m/sAZ
Aceleragdo normal maxima veiculo: 10.791 mn/sA2

Tenpo do algoritmo = 29.31 s = 0.4885 nin

Figura 5.35: Resultados dindmicos para a pista teste.
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Na Figura 5.35, é possivel perceber que o principal problema foi o trecho
concatenado nimero 3, em que se chegou a conclusdo de que ndo existe curva de
Hermite que concatenasse 0s pontos respeitando todos os limites do circulo de
aderéncia, o que significa dinamicamente que o veiculo perderia estabilidade e
deslizaria ao fazer a curva proposta. Uma possivel solugdo seria variar o ponto de
entrada até que a solucéo encontrada seja viavel.

Outra mudanca que precisou ser feita foi na velocidade da curva numero 8,
que precisou ser reduzida para o veiculo pudesse atingir a velocidade de entrada
da curva em tempo habil, considerando o espaco entre as curvas. Esta alteracéo,
no entanto, ndo surgiu de uma limitacdo da técnica utilizada, e sim, do fato de que
0 veiculo escolhido ndo tinha capacidade para aceleracdo tanto em tdo pouco
tempo. E ja que as curvas 6timas independentes ndo levam em consideracdo esses
fatores a priori, a reducdo é completamente aceitavel.

O espaco total percorrido pelo veiculo foi de 582,93m em um tempo total de
percurso de 29,587s. Quanto ao gasto computacional, o algoritmo levou 29,31s
(num notebook padrdo i5, sistema operacional Linux) para concluir todo o
processo de concatenacdo, o que é consideravelmente eficiente, dada a quantidade
de processamento que o modelo de otimizagao exige.

5.6. Resultados para a pista de Barcelona

Ao longo deste capitulo, a pista teste foi utilizada para o desenvolvimento e
verificagdo do algoritmo de concatenacédo de trajetdrias 6timas individuais a partir
de curvas de Hermite. Os resultados foram analisados levando-se em consideragéao
as aceleracdes tangencial, normal e total do percurso, e a geometria da pista.
Como pontos positivos, a restricdo geométrica nunca foi violada e nem as
velocidades nos pontos inicial e final da curva de concatenacdo. Com relacdo as
aceleracbes, mesmo quando uma delas apresentava valores fora das restrigdes, o
algoritmo conseguiu encontrar a melhor curva possivel para as outras restricoes.

Uma das facilidades que o algoritmo desenvolvido apresenta é que ele foi
formulado de tal maneira que a troca da funcdo de interpolacdo seja simples,
conhecendo sua equacgdo parametrica em relacdo ao tempo. Além disso, podem-se
trocar os pontos de inicio e fim das curvas de concatenacdo para teste com

razoavel facilidade, sendo necessario apenas definir a regra para escolha de tais
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pontos. O algoritmo é genérico e pode ser aplicado a qualquer circuito, uma vez
que se tenha seu perfil modelado no Matlab®.

Duas pistas foram apresentadas na secdo 3 para testes do algoritmo: a pista
teste, que ndo foi montada com base em nenhum circuito existente, apenas com
trechos retos e em curva pertinentes para anélise; e a pista de Barcelona, que
aproxima o circuito de Férmula 1 de Catalunha — Barcelona, Espanha — por meio
de retas e arcos de circunferéncia. Os resultados para a pista teste ja foram
apresentados e discutidos. Nesta secdo serdo apresentados os resultados do
algoritmo desenvolvido para esta pista.

As trajetdrias Otimas individuais de cada curva da pista de Barcelona foram
mostradas na Figura 3.9 e na Figura 5.36 esta apresentado o resultado completo da

concatenacao para a pista de Barcelona.

Percurso dtimo

100~

¥ ()

-400 |-

-500 & 1 1 1 1 | |
-200 ] 200 400 600 &00
A )

Figura 5.36: Resultado completo para a concatenacdo da pista de Barcelona.

Na pista de Barcelona existem alguns tipos de curvas que ndo foram tratadas
pela pista teste, como, por exemplo, 0s casos em que o ponto de saida (ou de
entrada) da trajetoria individual estd fora da pista. 1sso acontece em diversas

curvas neste circuito. A escolha de pontos, entdo, deve ser feita de outra forma.
Para estes casos, 0s pontos P, e P, e 0s vetores R_{ e RT foram escolhidos como os

apices das curvas, porque estes pontos estdo sempre dentro da pista e desta forma,

mantém-se 0 &pice no centro geométrico da curva.
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Foram, no total, 16 trechos concatenados utilizando-se exatamente as
mesmas funcOes objetivo e restri¢cOes da pista teste para cada caso: concatenagédo
em curvas, em trechos retos com troca de lados na pista ou em trechos retos sem
troca de lados. No entanto, uma nova condic¢do foi adicionada, acrescentando 0s
casos em que a concatenacao foi feita pelos apices. Nesses casos, 0 modelo de
otimizacdo utilizado foi o0 mesmo para concatena¢Ges em curva (mostrado na
Equacdo 5.8), incluindo as restricbes geométricas e de aceleracdo tangencial,
normal e total. Além disso, como as distancias para este circuito sdo maiores, 0s
limites da variavel t precisaram ser reajustados para tmin = 0,05s € Tmax = 40s.

Na Figura 5.36, uma das concatenacdes parece ter uma forma que foge do
resultado esperado para uma curva de Hermite, que é a concatenacdo do trecho 22,

apresentada com detalhe na Figura 5.37.

Figura 5.37: Trecho concatenado 22 da pista de Barcelona.

Analisando a forma da curva com mais cuidado, ela se caracterizaria pela
troca gradual entre os lados da pista, mas como a distancia entre os pontos é
pequena, a troca se tornou, de fato, um pouco brusca. Uma alternativa seria
escolher um ponto para concatenagdo na trajetoria individual da curva anterior um

pouco antes do ponto de saida em si, mas a direcdo do vetor tangente nao seria
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mais igual ao do ponto de entrada da curva seguinte, 0 que geraria uma nova
condicédo de concatenagéo. Para facilitar o entendimento, a Figura 5.38 descreve a

numeracdo dos trechos da pista de Barcelona.

200 0 200 400 600 800

Figura 5.38: Trechos numerados da pista de Barcelona

O algoritmo gera um resumo das aceleracbes maximas de cada trecho, tanto
para as trajetorias Otimas individuais, quanto para as curvas concatenadas. O

resumo para as trajetorias 6timas independentes esté apresentado na Figura 5.39.

--> Resumo das Curvas Independentes

| curva | sim) | vim/s) | anim/sA2) | t(s) |
|2 1110402921 | 1079 | 3.779 |
|4 1157.6 1403 | 1072 | 3.911 |
| & 1 229.1142.08 | 1079 | 5.444 |
|7 2% 04270 | 1073 | 5.527 |
| 9 | 224.5127.78 | 10.79 | 8.087 |
|11 1934812032 | 10.79 | 4.601 |
|13 1 166.9 | 50.75 | 10.79 | 3.286 |
|15 1 113.3 | 6.6 | 10.79 | 4.28 |
| 16 | 180.9 | 52.87 | 10.79 | 3.421 |
|18 1138|308 | 10.79 | 4.483 |
|20 1 94.05 | 22.95 | 10.79 | 4.09 |
|20 1 180.2 | 37.32 | 10.79 | 4.829 |
|23 1 177.5 | 2468 | 10.79 | 7.189 |
|25 j 141 13528 | 10.79 | 3.995 |
|27 1 2%.6 | 72.72 | 10.79 | 3.528 |
|28 | 1s8.9 | 4412 | 10.79 | 4.282 |

Figura 5.39: Resumo das trajetdrias dtimas independentes da pista de Barcelona.
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Os limites de aceleracdo para concatenacdo da pista de Barcelona
mantiveram-se 0s mesmos que foram utilizados para a pista teste. Todas as
trajetérias Gtimas individuais foram mantidas na maior aceleracdo normal para
analise dos resultados. Isso fez com que algumas velocidades ficassem muito altas
nos trechos individuais (como na curva 27), gerando alguns problemas na
concatenagdo dos trechos, que serdo comentados a seguir. Observe, por exemplo,
que da curva 25 para a curva 27, a variacdo de velocidade é quase de 40m/s em
muito pouco espaco, o que claramente nédo sera possivel de ser executado por um
veiculo cujo limite de tracdo maximo é de 4,905m/s2. Isso acontece em diversos
trechos ao longo da pista. A Figura 5.40 mostra um resumo para os trechos

concatenados por curvas de Hermite.

--> Resumo dos trechos concatenados

| trecho | s(m) | t(s) | at_max(m/sA2) | af_maxi{m/sA2) | an_max(m sh2) |
|3 1107.403.4 | 6.9 | -4108 | 1191 |
| 5 |%8.54|1.54 | 8.808 | -16.95 | -0.783 |
|6 117 421 | 6773 | 675 | -11.07 |
|8 16131403 | 3411 | -9 | o0 |
|10 1139.1 | 4746 | 4905 | -8.0% | 0 |
| 12 | 27.71 | 0.659 | 1049 | -10.79 | 0 |
| 14 13915121 o | -0 | 0 |
| 16 |81.53|1.8 | 285 | -Bd6 | B.84 |
|17 16483 15511 o0 | 1423 | o |
| 19 | 43911311 4% | 628 | o0 |
|20 | 7349 | 3.049 | 13.58 | -10.1 | 1447 |
| 2 13810731 0 | -206 | 0 |
| 24 |100.8|3.2621 4% | o | o |
| 26 |167.713.2271 1407 | o | -9.886 |
|27 172891 1.6 | 2421 | -67.38 |  -2.505 |
|1 17922015331 4.5 | -6.84 | o0 |

Limit walues for accelarations: at_max = 4.905m/sA2
af_max = -10.791m/sA2
an_max = 10.791m/ sAZ2

Algorithm Time = 117.8 s = 1.9633 min

Figura 5.40: Resumo dos trechos concatenados da pista de Barcelona.
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Quanto aos trechos em curva, observa-se que o sinal da aceleragdo normal
estd compativel com todas as curvas executadas. As curvas para a direita tém
aceleracdo normal negativa e as curvas para a esquerda tém aceleracdo normal
positiva. Esta caracteristica do modelo ndo foi evidente na pista teste, pois todas
as curvas eram no mesmo sentido. Em algumas curvas, as restricdes ndo foram
todas respeitadas, mas o algoritmo conseguiu sempre satisfazer pelo menos uma
das restricGes e apresentou a melhor curva de Hermite possivel. As restricbes
geométricas foram respeitadas em todos 0s casos.

Os trechos 12, 17 e 22, concatenados em reta, apresentaram aceleracdo
tangencial acima do limite, pois em todos os trés casos a reta deveria concatenar
duas curvas com velocidades muito diferentes em pouco espaco, 0 que nao seria
possivel, nem mesmo mantendo a aceleracdo tangencial maxima constante de
4,905m/s? ou a desaceleracdo maxima constante de -10,791m/s2. Ou seja, 0
veiculo proposto ndo é capaz de realizar este trecho e as velocidades das
trajetdrias 6timas individuais devem ser reduzidas até que o trajeto seja possivel,
fazendo com que algumas trajetorias individuais ndo sejam executadas com a

maxima aceleracdo normal, como aconteceu na pista teste.

5.6.1. Verificacdo das aceleracfes e velocidades na pista de

Barcelona

Para cada trecho concatenado, sdo calculados os valores no tempo das
principais caracteristicas dinamicas das curvas de Hermite, que sdo: a velocidade
tangencial, as aceleragdes tangencial e normal, o angulo, a curvatura e o raio ao
longo da trajetdria. As Figuras a seguir mostram as caracteristicas dinamicas de

cada trecho, na mesma ordem em que a concatenagéo foi feita.
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Trecho 3

‘Velocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial

Welocidade Tangencial

Aceleragdo Tangencial

Trecho 5

101
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Figura 5.41: Dinamica dos trechos concatenados 3, 5, 6 e 8.
Trecho 10 Trecho 12
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35 1] 150 140
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Figura 5.42: Dindmica dos trechos concatenados 10, 12, 14 e 16.
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Trecho17 Tracha 19
Velocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Angulo Velocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Angu\o
55 - -14.2335 120 a5 < 150
= 142335 o 120 40 1435
1) RP OTRUE I
= 45 N‘: o 120 P e o~ 149
E £ -14.2335 = z Z -
ST RO S = 5 120 > 50 = S 1435
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i -14.2335 120 . 18
a0 -14.2335 120 20 -10 147.5
a 1 2 0 1 2 0 1 2 0 10 20 0 10 20 1} 10 20
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Trecho 20
Velocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Angu\n
40 20
Trecho 22
Q) 0 m’; VYelocidade Tangencial Aceleragdn Tangencial Angu\n
£ E 40 0 20
=20 "
: B [t -5 154 -
10 -zoo
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tis tE E a0 z = 10
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0.06 25 : 5
T
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Figura 5.43: Dindmica dos trechos concatenados 17, 19, 20 e 22.
Trecho 26
Yelocidade Tangencial Aceleragdo Tangencial Angulo
&0 15 150
Trecho 24 :
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40 5 1 = : =10 = 100
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z 4 1} Z 4 1} Z 4
tis) tE tE
Trecho 27
Yelocidade Tangencial Aceleragdn Tangencial Anguln
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Figura 5.44: Dindmica dos trechos concatenados 24, 26, 27 e 1

Em geral, os perfis de velocidade estdo bem coerentes com o esperado. Nas
concatenagdes em curva, a velocidade é reduzida na entrada da curva e aumenta
na saida; e nas concatenacfes em reta, a velocidade aumenta no inicio por causa

da saida da curva anterior e reduz no final, para a entrada na curva seguinte. Em
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alguns casos de concatenacdo por retas, a aceleragdo foi mantida ao méximo e
constante para que fosse possivel realizar o trajeto em tempo minimo e em outros
casos, na desaceleracdo maxima possivel. Tanto o angulo, quanto a curvatura e o
raio calculados nos trechos sdo compativeis com as trajetdrias obtidas. Nos casos
em que uma das acelerac6es ndo foi respeitada, o perfil de aceleragdo proposto é o
minimo necessario para a execucdo do trajeto mantendo-se as velocidades
previamente obtidas nas trajetorias 6timas individuais.

Como a pista de Barcelona é mais complexa que a pista teste e apresenta
mais trechos para concatenagéo, o algoritmo levou quase 2 minutos para computar
0 trajeto completo, no mesmo computador. O espaco total percorrido na pista de
Barcelona foi de 3965,23m em 109,46s. Quanto a forma geométrica da trajetoria
obtida, estd bem similar com a obtida a partir da solucdo do problema de controle

6timo, apresentada por Casanova [11] e mostrada na Figura 5.45.

Optimal trajectory

B T T T T 1
-300 ( i 1

[
-
— Direction of travel <i

Y - [m]

| I -

S E— 1 L —
400 600 800 1000
X —[m]

Figura 5.45: Trajetoria da pista de Barcelona obtida pela computacdo do problema de controle
6timo [11].

E importante ressaltar que a comparagdo feita aqui leva em consideragio

apenas o tracado geométrico das duas trajetdrias e ndo seus respectivos tempos, ja
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que os veiculos utilizados para a simula¢do nos dois casos foram diferentes. O
veiculo utilizado por Casanova [11] é um veiculo tipico para competicbes em
Férmula 1 e com limites de aceleracdo e velocidade muito maiores que 0s
utilizados neste trabalho, que s@o mais compativeis com um veiculo de passeio.
No entanto, observe na Figura 5.46 que a comparacdo entre os dois tragados é
bastante satisfatoria.

Figura 5.46: Comparagdo entre o tracado obtido por concatenacdo e por controle étimo

Além disso, no site oficial do campeonato de Formula 1 esta disponivel a
reconstrucdo da trajetéria feita por um piloto profissional no circuito de Barcelona
por meio de sensores embarcados (ndo necessariamente 6tima), que também esta
proxima da trajetoria obtida pelo algoritmo. A Figura 5.46 mostra o trajeto feito

pelo piloto.

enmmm— — R bE s
frkh b ) PRIN CIPAL
[ CATALUNYA

Figura 5.47: Trajetéria do circuito de Barcelona obtida no site do campeonato de Férmula 1 [21].
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6. Controle Otimo

Na éarea de dindmica de veiculos, a abordagem por controle 6timo vem
sendo amplamente utilizada na solucdo de problemas de trajetoria de tempo
minimo [11], de melhor curva de velocidade em manobras de tempo minimo [14],
na analise da influéncia de algumas caracteristicas dinamicas do veiculo na sua
trajetoria [10], entre outros. No entanto, apesar de os problemas de controle 6timo
estarem bem consolidados do ponto de vista tedrico, sua solu¢cdo numérica ainda é
um desafio computacional.

Nesta secdo serd apresentada uma alternativa as técnicas de otimizacdo com
restricdo para determinagdo de trajetérias Otimas de circuitos, baseada na
abordagem por controle étimo. Neste trabalho, apenas a modelagem do problema
é discutida, com sugestdes de técnicas para sua solucdo. Primeiramente sera
apresentada uma visdo geral da definicdo e solu¢cdo matematica de problemas de

controle 6timo, que pode ser encontrada com mais detalhes em Kirk [22].

6.1. O problema geral de controle 6timo

Em geral, o objetivo de um sistema de controle é determinar o sinal de
controle u(t) que leva a resposta de um sistema dindmico a um certo nivel
desejado. Similarmente, o problema de controle 6timo consiste em calcular o sinal
de controle u(t) que leva um sistema dindmico de um nivel para outro e minimiza
algum indice de desempenho especifico do sistema, denotado como J. Desta
forma, para o controle 6timo, a entrada 6tima u*(t) é tal que J(u*(t)) < J(u(t)) para
todo u*(t) e U[t, t¢], 0 que significa que u*(t) faz com o que o indice de
desempenho apresente um valor menor do que qualquer outro valor de u(t)
possivel [22].

Considere o seguinte sistema dinamico:

x(0) = f(x(0), u(®),t) (6.1)
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onde x(t) é o estado e u(t) é a entrada do sistema.
Para o dado sistema, o indice de desempenho a ser minimizado em um

problema de controle 6timo pode ser definido de forma genérica como:

J(u(®) = h(x(t). tr) + f fL(x(t),u(t),t) dt (6.2)

0

onde o termo h(x(t;),t;) representa o desempenho associado ao estado final do
sistema dindmico e o termo ftsz(x(t),u(t),tdt representa o desempenho do

sistema ao longo do intervalo de controle [to,ts].
Uma vez definido o indice de desempenho, o problema de controle 6timo

pode ser enunciado da seguinte forma: encontrar o sinal de controle
u*(t) e Uft, t¢g], a ser aplicado durante o intervalo de controle, de modo a

conduzir o estado do sistema dindmico a uma trajetoria x*(t) que minimiza
J(u(®).

Para a maioria dos casos, o problema de tempo minimo pressup@e a inclusdo
das restricdes correspondentes ao modelo dinamico do sistema, de ponto inicial e
final da trajetéria e as restricdes para a variavel de controle u(t). A formalizacao
do modelo matematico para o problema de otimizacdo estd representado na

Equacéo 6.3:

( min Ju@®) = h(x(tr) tr) + f fL(x(t),u(t), t) dt

u(t) € to

\ s.t. %= fx@),ut),t) (6.3)
x(tg) = Xo

x(tr) = x
\ u, <u(t) <uy

Para a solucdo deste problema de otimizacdo com restricdes € aplicada a
técnica dos multiplicadores de Lagrange, onde incluem-se as restricbes de
igualdade na fungdo objetivo ponderadas por multiplicadores A(t). A maior
vantagem da utilizacdo desta abordagem € que ela permite a solugdo do problema

sem a necessidade de se resolver explicitamente as restricbes do problema. Desta
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forma, como artificio para definir diretamente a relacdo entre u(t) e x(t), define-se
o indice de desempenho aumentado como sendo:

Ja(u(®) = h(x(ty), tr) +

; (6.4)
+ Ji [LGe(®),u(®), ) + A1) - (F(x(D), u(®), ) — )] dt
onde A(t) é denominado co-estado do sistema dinamico.
A funcdo Hamiltoniana é definida por:
H(xe(®), u(®), A1), t) = L(x(2), u(t), t) + A(¢) - f(x(2), u(t), 1) (6.5)

E substituindo (6.5) em (6.4), temos que:
Joa(u®) = h(x(tr), tr) + f f[H(x(t),u(t),/l(t), t) + A(t) - x] dt (6.6)
to

Uma vez definido o indice de desempenho aumentado, é preciso estabelecer
as condi¢des para as quais a entrada de controle é étima e o indice de desempenho
é minimo. Utilizando os principios de calculo variacional [22], sabe-se que o sinal

x*(t) que minimiza um determinado funcional J, expresso por:

b
] = f L(t, x(6), £()) (6.7)

é aquele que satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange, ou seja:

oL d /oL
(=)= 6.8
dx dt <6x) 0 ( )

Aplicando a equacdo de Euler-Lagrange no funcional aumentado da
Equacdo 6.6, sdo obtidas as condigdes necessarias para garantir que uma dada
entrada de controle u*(t) é 6tima e minimiza o indice de desempenho. As

condigdes sdo apresentadas na Equacéo 6.9, i. e.:
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0H
(1) =@ Ou 40,0 = f("®),u(0),0)

) oH
L) = -~ @ O,u 0,11 (6.9)

0= a_u(x (t)!u (t),& (t)) t)

Vit € [to tf]

Na Equacdo 6.9, a primeira condicdo € conhecida como equacéo de estado,
a segunda como equacao de co-estado e a ultima deriva-se do principio minimo de
Potryagin [22], que estabelece que a funcdo Hamiltoniana deve possuir o valor

extremo na condicgdo de controle 6timo, ou seja:

H(e* (), u" (1), (), t) < H(x"(t),u(t),A"(¢t),t)
Vit €[ty tr] (6.10)

Quando satisfeito ao longo de uma trajetéria, o principio minimo de
Pontryagin é uma condicdo necesséaria para o 6timo.

A solucdo do problema consiste entdo em resolver o sistema de equagdes
apresentado em (6.9), obtendo os valores do estado x*(t), do co-estado A*(t) e da
entrada de controle u*(t). Observe que, para n variaveis de estado e m entradas de
controle, tém-se um sistema de 2n+m equacles. Além disso, se forem
consideradas as restri¢cdes de fronteira de X(to) e x(t), acrescentam-se as seguintes
restri¢oes:

x*(to) = xo (6.11)
x*(tr) = x

Por fim, o problema de controle étimo se resume a solucdo de um sistema
de equacdes diferencias com restricbes de fronteira, que normalmente apresenta

uma solugdo computacional complicada.
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6.2. Problemas de minimo tempo

Como explicado brevemente na secdo anterior, o objetivo do controle 6timo
é determinar o sinal de controle u*(t) que leva um sistema dindmico de um estado
inicial x(t,) = x, para um estado final x(t¢) = x; no menor tempo possivel. Logo, o
problema de trajetoria 6tima em pistas de corrida pode claramente ser descrito e
resolvido como um problema de controle 6timo tendo como indice de

desempenho o tempo, como mostra a Equacéo 6.12, i. e.:

tr
J=tr—ty= dt (6.12)

to

A sequir, serd apresentada a solugdo do problema de minimo tempo para

uma classe de sistemas dinamicos descritos pela seguinte equacéo de estado:

x(t) = a(x(t),t) + b(x(t),t) - u(t) (6.13)

e cujo conjunto de controles admissiveis deve satisfazer a seguinte restri¢ao:

u, <u(t) <uy (6.14)
Primeiramente, incluem-se as equacdes dinamicas na fungdo objetivo

usando multiplicadores de Lagrange, de forma que o indice de desempenho

aumentado seja expresso como:

t
Jo(u(®) = f1 + (1) - (a(x(0),t) + b(x(t),t) - u(t) — %) dt (6.15)

to
A partir da Equacdo 6.15, tem-se que a funcdo Hamiltoniana é dada por:

H(x(t),u(t),A(t),t) =1+ A(t) - [a(x(t),t) + b(x(t),t) - u(t)] (6.16)
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De acordo com o principio minimo, é necessario que a seguinte expressao

seja satisfeita:

1+ 2°(t) - [alx™(t),t) + b(x*(t),t) - u*(t)]

(6.17)
S1+A°()  [alx*(t),t) + b(x*(t),t) - u(t)]
0 que implica diretamente em:
A(@) - b(x*(t),t) ~u (t) < A*(t) - b(x*(t),t) - u(t) (6.18)

Desta forma, a solucdo do problema consiste em minimizar a Equacgéo
(6.19) dentro da faixa de controles admissiveis apresentada na Equacdo 6.14, ou

seja:

A () - b(x*(t),t) ~u(t) (6.19)

A solucdo oObvia é: se o valor do coeficiente de u(t) € positivo, u*(t) deve ser
0 menor valor de controle admissivel (u.); caso contrério, se o coeficiente de u(t)
é negativo, u*(t) deve ser o maior valor de controle admissivel (uy). Assim, a

solucdo do problema de tempo minimo é dada por:

u, se A*(t) - b(x*(t),t) >0
u*(t) =<5 uy, se A*(t) - b(x*(t),t) <0 (6.20)
Indeterminado, se A*(t) - b(x*(t),t) =0

A Equacéo 6.20 é a definicdo matematica do chamado principio Bang-bang,
que estabelece que, para um sistema da forma (6.13) e faixa de controles
admissiveis da forma (6.14), entdo o controle 6timo que obtém a resposta de
menor tempo é aquele de maior esfor¢o durante todo o intervalo de controle [22].
A ideia por tras do principio é bastante intuitiva, pois € natural esperar que um
piloto, por exemplo, tente manter a aceleragdo ou a frenagem no nivel maximo
possivel para atingir seu destino mais rapido.

Apesar de representar a solugdo mais simples do problema de tempo

minimo, a estratégia de controle Bang-bang nédo € indicada para aplicacdo neste
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trabalho por diversos motivos. Primeiramente, o chaveamento entre a aceleracdo
maxima e a frenagem méxima ao longo do trajeto ndo caracteriza o
comportamento real de um piloto de corrida. Adicionalmente, o controle de
maximo esfor¢co constante gera um elevado consumo de combustivel, degradacao
muito mais rapida dos pneus e leva o veiculo a sofrer numerosos esforcos fisicos
que podem causar a ruptura de componentes mecanicos.

Assim, além de poder ser constituido por um complexo sistema de equacdes
(dependendo da quantidade de variaveis do sistema dindmico), outra dificuldade
da solugcdo de problemas de tempo minimo a partir de controle 6timo é que a
solucdo normalmente tende a ser do tipo Bang-bang.

6.3. Modelagem do problema de controle 6timo

Uma parte importante da definicdo do problema de controle 6timo é a sua
modelagem. Tanto as equacdes dindmicas, como as restricbes do problema tém
que representar com precisao as caracteristicas do problema, caso contrério, a
solucdo ndo sera a Gtima, especialmente em problemas de trajetéria de minimo
tempo, em que existem inUmeras formas possiveis de partir de um ponto X, e
chegar a um ponto x;. O modelo de otimizacdo é constituido pelas equacdes

dindmicas do sistema, as condic¢des de contorno e as restricdes da trajetoria.

6.3.1. Variaveis de estado e restricdes do problema

Como discutido no capitulo 2, o modelo de veiculo utilizado para o
problema de otimizacdo serd o de uma particula orientada. As variaveis de estado

do sistema dindmico séo:

x1(t) = v(t)
X, (t) = P(b) (621)
x3(t) = x(t) '

x4(t) = y(0)
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onde v(t) é a velocidade tangencial do veiculo, y(t) é o angulo do veiculo em
relacdo a trajetoria, x(t) e y(t) correspondem a posi¢do do centro de massa do
veiculo em relacdo ao eixo global X e ao eixo global Y, respectivamente. Estas
varidveis estdo ilustradas na Figura 6.1. A variavel p(t) representa o raio da

trajetoria, que também pode ser definido como o inverso de sua curvatura k(t).

y

X

Figura 6.1; Variaveis do modelo dinamico do veiculo

As entradas do modelo sdo definidas como as aceleragdes tangencial e

normal impostas ao veiculo, ou seja:

uy (t) = a.(t)
(6.22)

Uy (t) = an(t)
Definidas as variaveis de estado do problema, as equacgdes diferenciais que
caracterizam o sistema dinamico estdo apresentadas nas equacdes (observe que o
sistema de equacOes diferenciais é ndo-linear, 0 que torna a sua solucdo ndo

trivial, como serd discutido adiante neste capitulo):

x1(t) = uy (8) (6.23)
: _up(t)
X, (t) = 0 (6.24)

X3(t) = x1(t) - cos(x2 (1)) (6.25)
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X4(t) = x1(8) - sen(x,(t)) (6.26)

O proximo passo é definir as restrigdes do problema: os limites superior e
inferior das variaveis de entrada e as restricdes correspondentes ao limite
geométrico da pista. Quanto aos limites das entradas uj(t), serdo utilizados os
mesmos valores adotados no algoritmo de concatenagdo apresentado na sec¢ao

anterior:

—10.791m/s* < uy(t) < 4.905m/s?

(6.27)
—10.791m/s* < u,(t) < 10.791m/s?

IA

Quanto as restricbes geométricas, elas sdo mais complicadas de modelar
utilizando equacdes parametrizadas em relacdo ao tempo, uma vez que o tempo
ndo é uma variavel fixa neste problema. Uma alternativa para a modelagem dos
limites geométricos da pista consiste em descrever o movimento da particula a
partir de coordenadas circulares sy, S; e a, onde s; representa a distancia percorrida
pelo veiculo ao longo da linha central da pista, s, representa a distancia do veiculo
perpendicular a linha central ¢ a é o angulo entre a orientagdo do veiculo ¢ a reta
tangente a linha central [10, 13]. A utilizacdo desta mudanca de coordenadas
facilita consideravelmente a formulacdo da inequacdo de restricdo geométrica. As

Figuras 6.2 e 6.3 ilustram as coordenadas utilizadas.

v

Figura 6.2: Coordenadas s; e s, do veiculo através do centro da linha da pista
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L
\ \ X"
iy
» @
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Figura 6.3: Representagdo do angulo o

Neste ponto, é necessario definir a relacdo entre as coordenadas circulares
S1, Sz € a e as coordenadas absolutas x, y e .

Considere que é conhecida a equacao paramétrica da linha central da pista
em relagéo ao tempo, definida como (xc(t),yc(t)); e seu angulo tangente definido
como w.(t). No entanto, é conveniente parametrizar as variaveis em funcéo da
distancia percorrida ao longo da linha central s; ao invés do tempo, para que se
possa inserir a variavel s; na descricdo da forma da pista e também porque o
tempo nao € definido neste modelo.

Para isso, pode-se comecar escrevendo a curvatura da linha central em

funcdo de s3, ou seja:

dp. dyp, dt  dp, 1 1
ke(s)) = —=—r o= o =k(t) ———
S1 S1 v \XE+ Y

(6.28)

O angulo wc(s1) e as equacdes paramétricas (Xc(S1),yc(S1)) em funcdo de s;

séo obtidos a partir das relacbes mostradas a seguir.
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Como ja foi dito, o angulo tangente a trajetoria é obtido a partir da

integracdo da sua curvatura, ou seja:

PYe(sy) = f Kc(s1) dsy (6.29)

A relacdo entre 0 &ngulo tangente e a curvatura de uma trajetoria é definida

como:
dx.
cos(iels) = 2
j ! (6.30)
sen(ye(s0) = 7°
De onde se deriva:
xe(s1) = [ cos(esn) ds,
(6.31)

xo(s1) = f cos(e(sy)) ds,

Logo, a partir da equacdo paramétrica no tempo da linha central da pista
(Xc(1),yc(t)) e das EquacBes 6.29, 6.30 e 6.31 é possivel definir o angulo tangente
wc(S1) e a equacao paramétrica da linha central (X¢(s1),Yc(S1)), em funcéo de s;.

Consequentemente, é possivel descrever a posicdo do veiculo em

coordenadas absolutas (x, y) como:

x =x:(51) — s 'Sen(lpc(sl))

(6.32)
y =:(s1) + s cos(P(s1))

A partir da Figura 6.3, a coordenada circular o pode ser definida como:

Y =19c(s1) — (6.33)
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Observe que, para uma pista de largura 2I,, quando s, assume um valor
constante igual a I, a curva obtida corresponde a borda externa da pista e, para um
valor s, constante de -l,, a curva corresponde a borda interna da pista. Ainda, se o
veiculo estiver seguindo exatamente a linha central, o é igual a zero e o angulo
tangente a trajetoria do veiculo é igual ao angulo tangente a linha central da pista.

A posicdo do veiculo em coordenadas circulares deve ser incluida nas
variaveis de estado. Para tanto, basta relacionar as derivadas das coordenadas
cartesianas com as circulares para se obter as equacdes diferenciais de s;, S; € a. A

partir das equagdes dindmicas do veiculo, sabe-se que:

x =v-cos(y) (634)
y =v-sen(y)
Substituindo (6.35) em (6.34), obtém-se:
) v - cos(a)
$; = .
1 -5, sen(YPc(s1))
(6.35)

s, = v-sen(a)

a = l[’c(51) " S1 _1.[’

As variaveis de estado anteriormente definidas como x e y, serdo
substituidas por sl e s2. A curvatura da linha central da pista y. e sua derivada s&o
funcBes conhecidas.

Representando a trajetdria do veiculo pelas coordenadas circulares sy, S; € a,
a restricdo da pista pode ser definida simplesmente como:

—lz < Sy < lz (636)

onde |, é a metade da largura da pista, que para este trabalho serd um valor
constante, mas pode ser definido como uma funcdo de s;. Nao é preciso impor
restricfes na varidvel s;, pois ela ja é definida de forma que s6 varia ao longo da

linha central da pista e logo, ndo viola os limites fisicos da pista de corrida.
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Finalmente, as equacOes de estado do modelo depois da mudanga de
coordenadas estdo apresentadas séo dadas por:

)'Cl=1?= ul

_ i _ %
X, =y = X
X3 = =P (xs) x4 — %, (6.37)
. . x - cos(x3)
x4 = Sl

T 1 x5 - sen(e ()

X5 = S5 = x4 sen(x3)

Este conjunto de equacBes sera referenciado daqui em diante como

F(x,x,u,t).

6.3.2. Funcao objetivo e condicdes de fronteira

A funcdo objetivo de um problema de controle 6timo é definida pelo
funcional a ser minimizado, representado de forma geral na Equacéo 6.38, como

foi discutida na secéo 6.1.

tr
J = L(x,x,u,t) dt (6.38)

to

Normalmente, em um problema de minimo tempo, a funcdo L(x,u,t) é
definida como 1, de forma que o objetivo seja encontrar a trajetéria que leve o
veiculo de xo pata X em menor tempo, respeitando as restricbes e condigdes de
fronteira existentes. No entanto, para este trabalho, a formulacdo foi um pouco
diferente. O objetivo serd maximizar o espaco percorrido ao longo linha central da
pista para um tempo final fixo T. Assim, ao invés de se obter a trajetoria de menor
tempo entre dois pontos fixos, obtém-se a trajetoria de maior espaco percorrido
em um tempo fixo. Essa formulagdo é baseada na que foi utilizada por Cossalter
et al [13]. A escolha em utilizar essa formulacédo se justifica no modelo dindmico
proposto, que contempla como variavel de estado o espago percorrido na linha

central e ainda, pelo fato de as equagdes que resolvem um problema de controle
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6timo serem mais simples para modelos com tempo final fixo [22]. Assim, o0

funcional a ser minimizado é descrito na Equacgéo 6.39.

T T 5',1
]=f—1-d51=f — Lt (6.39)
0 0 VO

O sinal é negativo por se tratar de um problema de maximizacéo. O fator Vg
€ um valor para garantir que a trajetoria ndo seja feita de forma tdo rapida que a
velocidade do veiculo possa atingir valores fisicamente inviaveis.

Como foi definido no item anterior, 0 modelo deste problema possui
restricdes de variaveis de entrada e de estado formuladas por inequacdes. Em
modelos ndo-lineares como esse, a manipulacdo de restricdes formadas por
inequagBes ndo é muito simples. A alternativa € incluir essas restrigdes como
penalidade na funcdo objetivo, de forma que ela assuma um valor muito grande
caso alguma das restri¢oes seja violada.

Tais restricdes sdo as de aceleracao tangencial maxima e minima no trajeto e

os limites geométricos da pista na sua largura.

< <
Atmin = U1 = Qeppay

Unpmin S Uz S Anppgy (6.40)

—12S X5 < lz

Para cada restricdo, é incluida uma penalidade na funcdo objetivo da

seguinte forma:

L(x,x,u,t) =

k K K
¢ 2k 2 4 u? (6.41)
X4 (x5> JuZ + uj < Uy ) < Uy >

Vo \L

Vo

Anmax At max Anmax
Onde o termo k é um valor inteiro proporcional ao peso dado para cada
restricdo. Eles podem ser diferentes em cada um dos termos dependendo da

necessidade.
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O primeiro termo é 0 mais importante e garante que a distancia percorrida
na linha central s; seja maximizada. O segundo termo corresponde a restricdo
geométrica da pista em sua largura, que estd ao quadrado para restringir os valores
positivos e negativos de s,. Esse valor pode ser maior caso seja necessario
aumentar o peso desta restricdo no problema, contanto que seja um expoente par.
Os dois ultimos termos correspondem as restricbes de aceleracdo tangencial e
normal e a aceleracdo total, para que a trajetoria encontrada respeite o circulo de
aderéncia.

Em relacdo as condigdes de fronteira iniciais e finais, algumas precisaram
ser impostas. O angulo tangente a trajetéria w e o angulo entre a trajetdria e a
linha central da pista a. comecam necessariamente de zero, para que a trajetoria
comece perpendicular a linha central. A velocidade tangencial inicial e final ndo
foi imposta, podendo ser livre, assim como a distancia perpendicular a linha de
centro da pista s;. A distancia ao longo da linha de centro s; comega em zero para
garantir que a trajetdria parta do inicio da pista e ndo tem ponto final definido, ja

gue o objetivo é que ela seja a maior possivel. As restri¢ces de fronteira sdo entao:

P(0)=0 - x,(0)=0
@(0)=0 - x3(0) =0 (6.42)
51(0) =0- x,(0)=0

6.3.3. Formalizacao do modelo e técnicas para a solucao

Uma vez tendo sido definido as variaveis de estado do problema, as
restricfes e as condi¢cdes de contorno, a definicdo do problema de otimizagdo é
apresentada na Equacéo 6.43.

ueu

T
min | =] L(x,x,u,t)dt
0
(6.43)

s.t. x=F(x,x,u,t)
x(to) = xg
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Onde L(x, x,u,t) foi definido na Equacdo 6.41 e ja inclui as restricdes de
desigualdade como penalidades; e F(x,x,u,t) € o conjunto das equacdes
diferenciais dinamicas do sistema, definidas na Equacéo 6.37.

Tendo sido formulado o modelo, é possivel definir o indice de

desempenho aumentado como:

Jo = f Lt + 470 (FOn i u,0) - 9] de (644)

0

Na equagdo acima, AT(t) sdo os multiplicadores de Lagrange e tem
dimensdo 1 x n, onde n € o nimero de equacbes de estado do modelo. Neste
problema, n vale 5.

A partir de 6.44, define-se a fun¢do Hamiltoniana como:
H(x,%,u, A, t) = L(x,x,u,t) + AT(t) - F(x, x,u,t) (6.45)

O objetivo entdo é encontrar o controle u*(t) que extremize o funcional J e,
a partir dele, determinar os valores 6timos das variaveis de estado x*(t). Para um
problema de controle 6timo desta classe, em que ts € fixo e X(t;) é livre, a Equacéo

6.46 mostra as condicOes para que um dado controle u*(t) seja 6timo [22].

0H
x*(t) = a(x*,ic*,u*,/l*,t) = F(x*,x",u’,t)

- ax xrxlul )

(6.46)
_auxlxlur )
x*(t) = xo

Observe que este problema possui 5 equacdes diferenciais de estado x*(t),

mais 5 equacdes diferenciais de co-estado A*(t), mais 2 equacdes diferenciais
correspondentes ao Principio Minimo de Potryagin aH/au, mais 3 equacdes

provenientes das condicOes iniciais propostas, totalizando 15 equagbes, 0 que

requer consideravel custo computacional.
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A solugdo do problema de otimizagdo se resume entdo a solucdo de um
sistema de equacOes diferenciais nado-linear com condigdes de contorno.
Infelizmente, essa solucdo ndo é muito simples. Existem alguns metodos para
solucdo de problemas deste tipo, cuja maioria é baseada na utilizacdo de uma
estimativa inicial da solucéo e depois a aplicacdo de algum método iterativo para
ajustar esta solucdo inicial estimada até que todas as condi¢Ges da Equacdo 6.46
sejam satisfeitas.

O método de Maximo Declive (Steepest Descent) € um exemplo que utiliza
esta técnica. Comecando com a variavel iterativa i igual a 0 (zero), o método
consiste em atribuir um valor inicial para u'(t) para o controle e, para este valor,
resolver o sistema de equacBes composto por x(t) e A(t) respeitando as
condicdes iniciais determinadas no modelo, gerando como solucéo o estado x'(t) e
o co-estado A'(t). Entdo, deve-se verificar se para estes resultados o principio de

minimo é satisfeito, ou seja:

oH® . . .
= (x'(t), ul(t), Al(),t) <y (6.47)

Onde y deve ser tdo pequeno quanto se deseja ser a precisdo da solucéo.
Caso a Equacdo 6.47 ndo seja satisfeita, o processo deve ser repetido
guantas vezes for necessario até que a condicdo seja satisfeita. Para cada iteracao

seguinte, o valor de u(t) é definido como:

0

W (E) = wi(0) — T-Z—Z (6.48)

Onde o valor do passo t pode ser definido de forma experimental ou
definido dinamicamente de forma que ele tenha uma ordem de grandeza similar a
variacdo do indice de desempenho para cada iteracao.

Como outros metodos, pode se citar Quasilinearization e Gradiente
Projection [22, 23], baseados também em técnicas iterativas. Existe ainda outra
classe de métodos, utilizada por Casanova [11], que ndo utiliza as condi¢des de
otimalidade mostradas aqui ou o principio minimo de Potryagin, mas consiste em

converter o problema de controle 6timo em um problema de Programacdo Nao-
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Linear e resolvé-lo usando técnicas de programacdo matematica, como Sequential
Quadratic Programming (SQP). Existem ainda algumas func¢des prdprias para a
solucdo de problemas diferenciais com restricdo de contorno em softwares como
Matlab® ou em fungdes do Numerical Recipes [24]. A dificuldade em utilizé-los
estd no fato de que o problema precisa ser modelado da maneira especifica

requerida pela funcdo, o que nem sempre € possivel.
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7. Conclusdes e Trabalhos Futuros

Ao longo dessa dissertacdo, foram apresentados dois métodos bastante
diferentes para a solugdo do problema de trajetéria de tempo minimo. Foram
discutidas a modelagem do problema, a solugdo para o modelo proposto em cada
caso e os resultados foram analisados para inferir sobre a eficiéncia de cada
método empregado.

A primeira abordagem para a obtencdo da trajetéria de menor tempo em
uma pista de corrida apresentada neste trabalho consiste em obter as trajetorias
Otimas para cada curva da pista individualmente e em seguida, concatena-las a
partir de seus pontos de saida. Para casos em que algum dos pontos de saida esta
fora da pista, a concatenacdo é feita pelos apices. Estas trajetorias individuais
foram obtidas a partir da analise geométrica do problema, sabendo que o trajeto de
menor tempo é o arco de circunferéncia que tangencia a pista no centro
geométrica da curva. Entdo, foi feita uma anélise com alguns tipos de curvas para
inferir aquela cujas caracteristicas dindmicas fossem mais compativeis com a
dindmica do veiculo para ser utilizada no processo de concatenacdo. A curva de
Hermite foi escolhida porque sua forma paramétrica é constituida por simples
expressdes polinomiais do terceiro grau, acelerando o tempo computacional para
0 desenho e andlise das curvas. Além disso, devido a simplicidade da
representacdo do polinbmio de Hermite, a determinacdo das velocidades e
aceleracGes ao longo da curva se da por simples derivacdo das equacbes de
Hermite.

Os resultados obtidos foram considerados satisfatorios do ponto de vista da
otimizacdo, pois respeitaram todas as restricGes impostas pelo projeto sempre que
possivel e o algoritmo desenvolvido foi eficiente computacionalmente. No
entanto, do ponto de vista de dindmica de veiculos, muitas trajetorias
ultrapassaram o limite de capacidade do veiculo proposto. Algumas alteracdes
podem ser propostas para testes e melhoria do algoritmo neste aspecto, como
sugestdo para trabalhos futuros. Primeiramente, utilizar um modelo do veiculo

com mais variaveis, que inclua as forgas relacionadas ao movimento dos eixos do
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veiculo, pode deixar a modelagem do problema mais realista, bem como 0s seus
resultados. Outro ponto importante para melhoria seria, ao invés de concatenar as
trajetérias Otimas individuais sempre pelos pontos de saida, verificar a
concatenacédo por outros pontos, de formar a adiantar a entrada nas curvas. E por
fim, uma abordagem interessante também seria alterar os apices das trajetdrias
6timas independentes de forma que eles ndo estejam sempre no centro geométrico
da curva, mas adiantados ou atrasados quando necessario, como € feito na
realidade por muitos pilotos de corrida.

Como pontos positivos do algoritmo de concatenacdo tém-se a eficiéncia
computacional e o fato de que as velocidades de entrada e saida estipuladas para
as curvas sdo sempre respeitadas, assim como as restricdes geométricas da pista.
A implementacdo é simples e o algoritmo é genérico para ser aplicado a qualquer
circuito. Além disso, ele é capaz de gerar graficos com todos os perfis de
velocidade e aceleracdo ao longo da pista. O ponto negativo principal € o fato de
algumas trajetérias obtidas excederem a capacidade dindmica do veiculo, o que
estd mais associado a curva de concatenacdo escolhida, do que com o algoritmo
em si. Como sugestdo para futuros trabalhos, pode-se estudar a viabilidade da
utilizacdo de outras curvas de concatenacdo, como combinagfes de exponenciais
ou sendides e cossenoides, por exemplo. Outra sugestdo seria ainda modificar o
modelo de otimizacdo para incluir também restricdes de velocidade méaxima e
minima nas trajetdrias 6timas individuais, evitando curvas feitas com velocidades
muito altas. Cabe ressaltar ainda que as restricbes geométricas foram
particularmente complicadas de modelar, mas a utilizacdo de uma funcdo de
otimizagdo ja disponivel na biblioteca de fungdes do Matlab® facilitou o foco no
desenvolvimento de um modelo de otimizacdo que descrevesse com precisdo as
restri¢cdes envolvidas no problema.

Foi apresentado também um modelo para o problema de otimizacao
proposto utilizando controle 6timo, onde se definiu todas as equacdes de estado
do modelo dindmico do veiculo, a funcdo objetivo e as condi¢Bes de otimalidade
para a solucdo. O problema de controle étimo foi entdo descrito como um sistema
de equacdes diferenciais com condi¢bes de contorno. Foram discutidas algumas
solugBes computacionais para o problema, com base no que ja foi feito na
literatura. Como trabalho futuro, sugere-se aplicar alguns dos métodos discutidos

para a solugdo do modelo de controle 6timo proposto e comparar 0 gasto
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computacional de cada um com dos métodos com o gasto computacional do
algoritmo de concatenagdo por curvas de Hermite. A trajetdria 6tima obtida por
controle 6timo pode ser muito util para comparacdo e validacdo dos resultados

obtidos com técnicas de otimizagdo com restri¢des.
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