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Resumo

Silva, Marcelo Chaves; Craizer, Marcos. Problemas Isoperimétricos
no Plano de Minkowski. Rio de Janeiro, 2015. 70p. Dissertacao
de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

O objetivo principal deste trabalho é resolver o problema isoperimétrico
no plano de Minkowski, isto é, determinar dentre todas as curvas convexas,
fechadas, simples e suaves de perimetro fixo de um plano munido com uma
norma qualquer, qual é aquela que delimita a maior area. Mostraremos que
a solugao para este problema nao é necessariamente o circulo como no caso
euclideano e sim uma curva conhecida como isoperimetriz. Para isto, vamos
demonstrar a desigualdade de Minkowski a partir do conceito de area mista.
Em seguida, vamos determinar se ha outros casos (além do caso euclideano)
em que o circulo coincide com o isoperimetrix. Também iremos mostrar que o
perimetro da bola nestes planos pode assumir qualquer valor real entre seis e
oito, sendo seis quando a bola for um hexagono regular afim e oito quando for

um paralelogramo.

Palavras—chave
Plano Normado; Norma Dual; Desigualdade de Minkowski; Geometria

Diferencial.
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Abstract

Silva, Marcelo Chaves; Craizer, Marcos (Advisor). Isoperimetric
Problems in the Minkowski Plane. Rio de Janeiro, 2015. 70p. MSc.
Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catoélica do Rio de Janeiro.

The main objective of this work is to solve the isoperimetric problem in
the Minkowski plane, i. e., determine among all smooth simple closed convex
curves of a normed plane with fixed perimeter, what is that which defines the
largest area. We will show that the solution to this problem is not necessarily
the circle as in the Euclidean case, but a curve known as isoperimetriz. For
this, we will demonstrate the Minkowski inequality from the concept of mixed
area. Then, we determine if there are other cases (apart from the Euclidean
case) in which the circle coincides with the isoperimetrix. We will also show
that the ball perimeter in a normed plane can take any real value between six
and eight. It is six when the ball is an affine regular hexagon and eight when

it is a parallelogram.

Keywords
Normed Plane; Dual Norm; Minkowski Inequality; Differential

Geometry.
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1
Introducao

Neste trabalho concentraremos nosso estudo em espacos reais de Ba-
nach de duas dimensoes, também denominados planos normados ou planos de
Minkowski. A Geometria destes planos — e, mais geralmente, a geometria de
espagos reais de Banach de dimensao finita — ¢ denominada por Thompson [1]
como Geometria de Minkowski. Lembramos que este termo nao deve ser con-
fundido com a Geometria de Espaco-Tempo de Minkowski. Segundo Martini
& Wu [2], a Geometria de Minkowski tem um pouco mais de cem anos e,
através da historia, esta relacionada a nomes como: Riemann, Minkowski, Ba-
nach, Day, Busemann, Amir, Klee, Griinbaum e outros. Diversas contribuicoes
foram dadas por eles em areas como Geometria elementar, Geometria diferen-
cial, Geometria convexa e Geometria computacional. Uma delas serd um dos
focos de nossa pesquisa e sera enunciada a seguir.

O problema isoperimétrico classico consiste em determinar, dentre todas
as curvas simples e fechadas de perimetro fixo, qual é aquela que delimita a
maior area. Na Geometria euclideana, ¢ bem conhecido que a solucao para este
problema é o circulo. Demonstracoes para este fato podem ser encontradas em
Alencar & Santos [3] e Carmo [4]. Contudo, é curioso notar que o caso eucli-
deano parece mascarar a verdadeira resposta para esta questao. Busemann [5]
foi o primeiro a descobrir que uma curva denominada isoperimetriz é a que sa-
tisfaz as condicoes do problema isoperimétrico para planos munidos com uma
norma arbitraria. Para isto, Busemann usou o teorema de Brunn-Minkowski,
que aqui sera simplesmente denominado por desigualdade de Minkowski. Ele
também resolveu o problema para espacos de dimensao finita.

Posteriormente houve abordagens diferentes para a resolucao do pro-
blema isoperimétrico, como a feita por Strang [6], que usa a teoria de calculo
das variagoes.

Nesta pesquisa, resolveremos o problema isoperimétrico no plano de
Minkowski estritamente para curvas convexas e suaves. Esta restricao se deve
primeiramente pelo fato intuitivo de que, se uma curva é nao-convexa, sempre
podemos aumentar a drea sem aumentar o perimetro, logo, a solugao deve ser

uma curva convexa. Depois porque curvas nao-suaves podem ser aproximadas
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Capitulo 1. Introducdo 11

por curvas suaves.

A outra escolha que precisamos fazer é a area considerada. De acordo
com Busemann [5], como a area de Minkowski e a drea euclideana diferem
apenas por um fator constante, a solucao para a nossa questao é a mesma se
considerarmos qualquer uma destas duas areas. Portanto, em todo o presente
trabalho, quando nos referirmos a area de uma regiao, estaremos considerando
a area usual.

Além do que foi exposto acima, também abordaremos os seguintes
tépicos. No capitulo 2, faremos um breve resumo de conceitos e resultados
bésicos que serao importantes para o entendimento dos capitulos seguintes.
No capitulo 3, definiremos &rea mista e demonstraremos a desigualdade de
Minkowski, que sera fundamental na prova do problema isoperimétrico. No
capitulo 4, iremos resolver o problema isoperimétrico para planos munidos com
uma norma qualquer e também determinar quando a solucao coincide com a
bola unitaria, assim como ocorre no caso euclideano. Enfim, no capitulo 5,

estimaremos todos os possiveis valores para o perimetro da bola unitaria.
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2
Referencial tedrico

Neste capitulo iremos abordar alguns dos conceitos basicos e fundamen-
tais para o entendimento dos capitulos subsequentes. Na secao 2.1, aborda-
remos o conceito de conjunto convexo e outras defini¢oes relacionadas com
convexidade. Na secao 2.2, definiremos espaco vetorial e outras nogoes impor-
tantes como produto interno, norma e vetores ortogonais. Na secao 2.3, vamos
definir funcoes continuas e mostrar que toda transformacao linear definida so-
bre um espago vetorial de dimensao finita é continua. Na secao 2.4, faremos
um resumo da teoria de curvas planas. E finalmente na secao 2.5, definiremos
funcao suporte que nos sera muito util, pois a partir dela poderemos obter
férmulas (convenientes em nosso contexto) para determinar: comprimento de
curvas, area de regioes limitadas por estas curvas, a area mista e também a
propria curva de maneira unica.

Segundo Thompson [1], definimos:

Definicao 2.1 Um conjunto K € dito ser simétrico com relagao a origem
quando (-1)K = K.

O termo simétrico sera mencionado muitas vezes neste trabalho e sempre

sera sinonimo de simétrico com relag¢ao a origem.

2.1
Convexidade

Veremos no capitulo 4 que ha uma correspondéncia biunivoca entre nor-
mas (conceito que determina como medimos distancias) e conjuntos convexos,
fechados, limitados e simétricos com interior nao-vazio. Isto faz da convexidade
uma propriedade essencial em nossa pesquisa. As defini¢oes expostas a seguir

podem ser encontradas em Thompson [1].

Definicao 2.2 Um conjunto C' é chamado convexo quando, para quaisquer
pontos 1 e xo pertencentes a C, todos os pontos da forma p = ax;+ (1 —a)xs,
em que «a € [0, 1], pertencem a C. Isto €, dados quaisquer dois pontos x1 e Tz

de C, o segmento de reta de extremidades x1 e xo estd contido em C'.
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Capitulo 2. Referencial tedrico 13

Definigao 2.3 Um subconjunto convexo S de um conjunto convero C é
chamado um subconjunto extremo de C' quando, para todo x € S e

r=axr;+ (1 —a)ry comzy, v5 € C e € (0,1), entdo z1, x5 € S.

Defini¢ao 2.4 Um ponto x de C' tal que {x} é um subconjunto extremo de C

¢ chamado um ponto extremo de C.

Exemplo 2.1 Os vértices e lados de um poligono convexo P sao subconjuntos
extremos de P. Mais geralmente, os vértices, arestas e faces de um poliedro

convexo sao subconjuntos extremos deste.

Definicao 2.5 Um conjunto convexo e fechado E é chamado estritamente

convexo quando todo ponto da fronteira de E é ponto extremo.

Definigao 2.6 Sejam A e X conjuntos tais que A C X. O fecho convexo do
conjunto A € o menor conjunto convexo que contém A. E denotado por conv A

e € possivel mostrar que

conv A = {y eX:y= Z&iﬂfz tal que a; > 0, Zai =1, x; € A, n arbitrdrio

i=1 i=1

(2-1)

2.2
Espacos vetoriais normados

Seja X um conjunto. Segundo Lima [7], temos as seguintes definigoes:

Definigao 2.7 A adi¢ao é uma operacao que a cada par de elementosa, b € X

associa um novo elemento a +b € X, chamado a soma de a e b.

Definicao 2.8 A multiplicacao por um numero real € uma operacio que, a
cada numero o € R e a cada elemento v € X associa um novo elemento

av € X, chamado o produto de o por v.

Enfim, dizemos que o conjunto X é um espaco vetorial quando nele estao
definidas as duas operagoes: a adicao e a multiplicacao por um nimero real,

que satisfazem, para quaisquer o, 5 € R e u, v, w € X, as condicoes abaixo:
Comutatividade: v+ v = v + u;
Associatividade: (v +v)+w=u+ (v+w) e (af)v=a(pv);

Vetor nulo: Existe um vetor 0 € X, chamado wvetor nulo, ou vetor zero, tal

que v+ 0=04+wv =wv para todo v € X;

}
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Inverso aditivo: Para cada vetor v € X existe um vetor —v € X, chamado

o0 inverso aditivo, ou o simétrico de v, tal que —v +v =v + (—v) = 0;
Distributividade: (o« + f)v = av+ fv e a(u+v) = au + av;
Multiplicagao por 1: 1-v =w.

Os elementos de X sao chamados vetores.

Exemplo 2.2 O conjunto {0} é um exemplo trivial de espago vetorial.

Exemplo 2.3 Dadon € N, o conjunto R™ é um espaco vetorial. Em particular
paran = 2, temos o caso que serd o foco desta pesquisa: o plano. Os elementos
de R? sdo os pares ordenados u = (uy,us) e v = (vi,vy) de mimeros reais. A
igualdade vetorial u = v ocorre quando, por definicdo, u; = vy e ug = vy. As

operacoes sao definidas assim:
u+v = (u1 + vi,us + v2)

au = (quy, ausg)

z

O vetor zero € 0 = (0,0). O inverso aditivo de u é —u = (—uy, —ug). £
facil verificar que R? munido destas operacdes e definicoes acima é um espaco

vetorial.

Definicao 2.9 Sejam E, F espacos vetoriais. Uma transformacdao linear
A: E — F € uma correspondéncia que associa a cada vetor v € E um
vetor A(v) = A-v = Av € F de modo que, para quaisquer u, v € F e a € R,

sejam satisfeitas as sequintes propriedades:
1. A(lu+v) = Au + Av;

2. Ala-v) = a - Av.

O vetor Av chama-se a imagem de v pela transformagao A. A imagem
de 0 por qualquer transformagao A é sempre 0. De fato, A(0) = A(0 +0) =
A(0)+A(0), que pela lei do corte, implica A(0) = 0. Além disso, dados u, v € E
e a, § € R, tem-se pelas propriedades acima A(au + fv) = A(au) + A(fv) =
a-A(u) + B - A(v). Como consequéncias imediatas, temos A(—v) = —A(v) e
Alu —v) = A(u) — A(v).

Quando a transformacao linear A : £ — F' é bijetiva, dizemos que A é

um isomorfismo e que os conjuntos £ e F' sao isomorfos.
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Uma transformagao afim (ou mapeamento afim) T entre dois espagos
vetoriais consiste em uma transformacao linear A seguida por uma translacao.

Assim, se b € F, podemos escrever

T: F — F
v — Av+b

Exemplo 2.4 Sejam duas transformagaoes lineares A, B : E — F. A soma de
A e B é a transformagao linear A+B : E — F definida por (A+B)v = Av+Bv
para todo v. O produto da transformacao A por um nimero o« € R € a
transformagao linear «A . E — F definida por (¢ A)v = « - Av para todo v. O
stmbolo 0 indica a transformacao linear nula 0 : E — F definida por 0(v) =0
para todo v. A transformac¢ao —A : E — F ¢é definida por (—A)v = —Av para
todo v. Desta forma, verifica-se que (—A) + A=A+ (—A) =0.

Seja L(E; F) o conjunto das transformagoes lineares de E em F. As
operagoes e fungoes definidas acima fazem de L(E; F') um espaco vetorial. Em
particular, as transformacoes lineares ¢ : ' — R sao chamadas de funcionais

lineares e o conjunto L(E;R) é denotado por E* e chama-se o espago vetorial

dual de F.

Um subespacgo vetorial de X é um subconjunto S C X com as seguintes

propriedades:
(i) 0eS;
(ii) Se u, v € S entdo u+wv € S
(iii) Se v € S entao, para todo o € R, av € S.

Exemplo 2.5 FEvidentemente o conjunto {0} e o espago inteiro X sao exem-
plos triviais de subespacos de X . Todo subespaco €, em si mesmo, um espaco

vetorial.

Exemplo 2.6 Qualquer reta que passa pela origem é um subespaco vetorial

do plano.
Exemplo 2.7 Qualquer plano que passa pela origem é um subespaco de R3.

Dizemos que o subespacgo vetorial de X gerado por S é, por definigao, o
conjunto de todas as combinagoes lineares de vetores v; € S com i € {1, ..., m}

denotado por span .S, isto é,

span S = {Zaivi: a; €R, v; € S}

i=1
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Definicao 2.10 Um conjunto Y C X € chamado linearmente independente

(ou L.I.) quando Zaivi = 0 com vy, va, ..., v, €Y se, e somente se,
i=1

=09 =...= 0y, =0

Definicao 2.11 Uma base de um espaco vetorial X é um conjunto B C X

linearmente independente que gera X.

Isto quer dizer que todo vetor v € X pode ser escrito de modo tnico

m
como combinacao linear v = E a;v; = 0 de elementos vy, vg, ..., v, da base
i=1
B. Os ntimeros aq, as, ..., &y, sao chamados coordenadas do vetor v na base
B.

Dizemos que um espago vetorial X tem dimensao finita quando admite
uma base B com um numero finito n de elementos. Este nimero chama-se a

dimensao do espaco vetorial X.

Exemplo 2.8 Sejam e; = (1,0) e ey = (0,1). E fdcil verificar que o conjunto
{e1,ex} € uma base de R?, chamada base canonica de R?. Portanto, o plano é

um espago vetorial de dimensao 2.

Exemplo 2.9 Mais geralmente, se B = {vy,vq, ..., 0} € uma base do espago
vetorial X, entao um funcional linear € totalmente determinado por suas ima-
gens em cada v; e, por outro lado, valores arbitrdrios para cada v; determi-
nam um funcional linear sobre X. De fato, os funcionais lineares v; com

(1=1,2,...,m) definidos por

U:(Uj) = 5ij (’L, j = ]_, ,m) (2—2)
1 sei=j5 _ .
tal que 0;; = sao linearmente independentes e geram X* por-
0 sei#j

m
que f(v;) = ¢; se, e somente se, [ = ng),v;‘ Portanto, o conjunto
i=1

B* = {vuf,..,v5} € uma base de X* e é chamada base dual de B. Isto €,

X e X* sao espacgos vetoriais de mesma dimensao.

Um produto interno em um espaco vetorial X é uma funcao

(Lo XxX — R
(u,0) = (u,v)
que satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer u, v, v, v' € X e a € R:

Bilinearidade: (u+ v/, v) = (u,v) + (¢, v), (qu,v) = alu,v), (u,v + ') =

(u,v) + (u, vy, (u, av) = au,v);
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Comutatividade (ou simetria): (u,v) = (v, u);
Positividade: (u,u) > 0 se u # 0.
Seguem abaixo algumas consequéncias imediatas da defini¢ao acima:

1. (0,v) = (v,0) = 0 para todo v € X.
De fato, (0,v) = (0 + 0,v) = (0,v) + (0,v) e, pela lei do corte, temos
(0,v) =0.

2. (u,v) = 0 para todo v € X entao u = 0.
De fato, se fosse possivel u # 0, pela positividade do produto interno
terfamos (u, v) # 0 pelo menos quando v = u, o que é absurdo.

3. Se u, v € X s@o vetores tais que (u,v) = (v, v) para todo v € X entao
u=1u
De fato, temos que (u,v) — (u',v) = 0, pela bilinearidade, segue que

(u—1',v)y = 0 para todo v € X, logo, pela consequéncia 2, u —u' = 0 =

u=u.

Exemplo 2.10 Sejam dois vetores u e v do espago R™. Sew = (uy,us, ..., u,) €

v = (v1, Vg, ..., v,) podemos definir o sequinte produto interno chamado produto

n
<U> U) = Zuz‘vi
i=1

Exemplo 2.11 Seja um vetor x € X com coordenadas (o, ..., o) relativas a
uma base B ={p1,..., B} € seja f € X* com coordenadas (¢1, ..., ¢,) relativas

interno canonico:

a base dual B* = {57, ..., B5}, podemos escrever

f(l‘) = ¢1a1 + ...+ ¢nan

Seja y = (¢1,...,0,) € X na base B. Podemos identificar y com o funcional
linear f, = (¢1, ..., 0n) = Zﬁbz@* (escrito na base B*). Assim, se usarmos o

=1
produto interno canénico, podemos ainda escrever

fy(@) = droq + ... + dpoy, = (y, )
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De acordo com Lima [8], no espaco R" sempre podemos definir um
produto interno mais geral da seguinte forma: toma-se uma matriz real (a;;),

n x n, simétrica, positiva (isto é, > a;ju;u; > 0 para todo u # 0), e poe-se

(u,v) = Z a;;u;v; (2-3)

ij=1
E imediato verificar que a férmula 2-3 satisfaz as condicoes de produto
interno. Na verdade, o produto interno canonico (exemplo 2.10) é obtido a
partir da definicao acima quando tomamos a matriz identidade.
Portanto, qualquer espago vetorial X de dimensao finita pode ser munido
de um produto interno, pois basta, por exemplo, tomarmos o produto interno
canonico neste espago. Logo, podemos definir a nogao de ortogonalidade entre

dois vetores em qualquer espaco de dimensao finita, conforme Lima [7].

Definicao 2.12 Seja X um espacgo vetorial de dimensao finita. Dois vetores
u, v € X chamame-se ortogonais (ou perpendiculares) quando (u,v) = 0. Neste

caso, usamos a notacao ulv.

Note que, em particular, 0 é ortogonal a qualquer vetor de X. Um
conjunto S C X é dito ortogonal quando quaisquer dois vetores distintos de S
sao ortogonais.

Agora abordaremos o conceito de norma, que é fundamental para a de-
finicao da geometria de Minkowski. O resumo abaixo foi baseado em Thomp-

son [1].
Definicao 2.13 Uma norma sobre um espago vetorial X é uma funcao

I: X — R*
z = |l

que satisfaz os sequintes axriomas:

(i) ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0;

(ii) o] = [a] llo], com a € R;

(iii) ||z + y|| < ||z|| + ||ly|| (desigualdade triangular).

Exemplo 2.12 Dado u = (uy,us) € R?, € trivial verificar que ||u|| = v/{u,u)
¢ uma norma do plano. Se tomarmos o produto interno canonico, entao
|lul| = v/u? + u3 é a norma euclideana do vetor u.
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Exemplo 2.13 Seja X um espago vetorial cuja base € {B, ..., Bn}. Dadop > 1

eu € X, podemos escrever u = E u; B; e definir uma norma chamada norma
i=1

l,: . 1
lull, = (Z Iui|p> (2-4)
i=1
A norma Uy € a norma euclideana definida no exemplo 2.12, mas aqui definida

mais geralmente para qualquer espaco de dimensdo finita (em qualquer base).

A norma ¢, € também conhecida como a norma da soma:

lully = Jul (2-5)
i=1

Quando p = oo, definimos a norma {s conhecida como norma do maximo

conforme seque:
|t|loo = max{|w;|; i =1,...,n} (2-6)

A wverificacao de que a norma £, €, de fato, uma norma pode ser encontrada

em Thompson [1].

Exemplo 2.14 Seja X um espaco vetorial. Seja f : X — R um funcional
linear. Podemos definir a sequinte norma sobre o espaco dos funcionais lineares

limitados:

11l = sup{|f(x)[; [l«]] <1} (2-7)
Esta norma sera importante no capitulo 4 para definirmos o conceito de bola
dual, que possui um importante papel na resposta do problema isoperimétrico

em contertos mais gerais.
Definicao 2.14 Uma métrica em um conjunto X € uma fungao

d: XxX — Rt
(,y) = d(z,y)

que satisfaz as sequintes condicoes para todo x, y, z € X :
(i) d(z,x) =0;

(ii) Se x # y entdo d(x,y) # 0;

(i) d(z,y) = d(y, z);

() d(z,z) < d(xz,y)+d(y, z).
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Assim, a partir da norma, encontramos uma forma natural de medir
distancias em qualquer espaco vetorial normado. Basta definirmos a métrica
d(z,y) = ||x — y|| e facilmente verificamos que d é, de fato, uma métrica, pois,

para todo z, y, z € X:
(i) d(z,z) = ||z — zf| = [|0[| = 0, logo d(z, x) = 0;
(ii) Se x # vy, entao d(z,y) = ||z — y||, como x —y # 0, d(z,y) # 0;
(iil) d(z,y) = llz =yl = (=D —2)[ = =1 lly — 2l = ly — 2l = d(y, );
(iv) d(z, 2) = |lz—2| = [(z=y)+(y=2)I| < [[z—yl+lly—2] = d(z,y)+d(y, 2).

Esta métrica gera uma topologia sobre X chamada topologia induzida
pela norma. Um espago vetorial munido de uma norma é chamado espaco
vetorial normado e quando ele tem dimensao finita é chamado espaco de
Minkowski, conforme veremos no capitulo 4.

De acordo com Lima [8], duas normas arbitrarias ||.| e ||.||* sobre um
espaco vetorial de dimensao finita X sao ditas equivalentes quando existirem

constantes a > 0 e b > 0 tais que:
allz]* < flzf < blle]”, Vo € X. (2-8)

A equivaléncia entre normas é uma relacgao reflexiva, simétrica e transitiva. Este
conceito é fundamental por muitas razoes, uma delas é que normas equivalentes
dao origem a mesma nocao de limite no espaco X. Outra razao é que se duas
normas em X sao equivalentes, um conjunto Y C X é limitado em relacao
a uma delas se, e somente se, é limitado em relacao a outra. Também sera
importante para o conceito de continuidade que serd abordado na secao 2.3,
pois gragas a equivaléncia entre normas o fato de uma aplicacao ser continua
independe das normas escolhidas para o dominio ou contradominio. Enfim, o

teorema a seguir ¢ de suma importancia. Ainda segundo Lima [8]:

Teorema 2.1 Duas normas quaisquer no espago vetorial de dimensao finita

X sao equivalentes.

Prova. Vamos provar que uma norma arbitraria ||.|| é equivalente & norma
¢, (a norma da soma). Por transitividade o teorema estard demonstrado.

Digamos que a base de X seja {f, ..., B, }. Se x € X, entao podemos escrever
|lz|li = Z |z;|. Tomemos b = max{||1]], ..., [|Bn]|}. Entdo, para qualquer

i=1
z € X temos

] =

n
Z xif3;
i=1

<D lalllsl <o)l =0 il (2-9)
i=1 i=1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221617/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221617/CA

Capitulo 2. Referencial tedrico 21

Falta provar que existe a > 0 tal que a - ||z]|; < ||z| para todo z € X.
Vamos supor, por absurdo, que isto seja falso. Entao, para cada k£ € N,
existe 7, € X tal que k7'|zi|li > |lzxl. Seja w, = zp/|lzklli e temos
lugll = ||z]l/[|zklli < B~ e |Jug|ly = 1 para todo k. Logo, a sequéncia (uy,) é
limitada com relagao a norma da soma. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
ela possui uma subsequéncia (ug,) que converge para um ponto u € X. Isto
quer dizer que ||ulj; = jli_glo |ug,|[1 = 1, donde u # 0. Mas pela desigualdade

triangular e por 2-9, para todo j € N temos
lull < Il = wull + lug, || < bllww, = wlly + &5

Quando j tende a infinito, as duas iltimas parcelas acima tendem para zero.
Portanto, ||u|| = 0, donde v = 0 pela definigdo de norma. Com esta contradi¢ao
completamos a demonstracao. [ ]

Estabelecida a nocao de norma em espacos vetoriais de dimensoes finitas,

podemos definir segundo Lima [7] um tipo especial de elemento destes espagos:
Defini¢ao 2.15 Um vetor . € X € um vetor unitdrio quando ||| = 1.

Todo vetor nao-nulo v pode ser escrito como v = ||v||v, em que v é o vetor

unitario na mesma dire¢ao e sentido de v. Para isto, evidentemente basta tomar
v

llo]
Ainda segundo Lima [7], temos:

v =

Definicao 2.16 Seja X um espago vetorial de dimensao finita. Se u é um
vetor unitdario e v € um vetor qualquer de X, o vetor (v,u)u € a projecdo

ortogonal de v sobre a reta que contém .

Figura 2.1: Projecao ortogonal de v sobre a reta que contém .
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A definicao acima é motivada pelo fato de que se tomarmos w =
v — (v, u)u, entdo wlu conforme mostra a figura 2.1. Com efeito, (w,u) =

(v — (v, u)u,u) = (v, ) — (v, a){a,a) = (v,u) — (v,a) = 0, pois (4, ) = 1.

2.3
Aplicacoes continuas

As ideias a seguir sao baseadas em Lima [8].

Sejam FE e F' espagos vetoriais normados de dimensoes finitas. Sejam
Il e ||.|| » as respectivas normas sobre E e F'. Seja f : X — F uma aplicagao
definida no conjunto X C E.

Definicao 2.17 Dizemos que f é continua no ponto a € X quando, para
qualquer ¢ > 0 dado, podemos obter 6 > 0 tal que se todo ponto x € X que
satisfaz ||x — a||g < 0, entdo ||f(x) — f(a)|lF < €.

Quando f é continua em todos os pontos do conjunto X, dizemos que
f é uma aplicacao continua. Uma aplicacao f : X — F é chamada de
Lipschitziana quando existe & > 0 tal que, para quaisquer z, y € X, temos
| f(x)— f(y)|lr < k|lx—y|g. O ntimero k é chamado de constante de Lipschitz
de f.

Teorema 2.2 Toda aplicagao Lipschitziana é continua.

Prova. Dado ¢ > 0, basta tomarmos 0 = ¢. Entao, se a € X, ||z —allp < ¢ =
| f(z) = f(a)||r < kllz—allg < k-7 =¢e. Como isto é valido para todos pontos
a € X, segue que f é continua. [ ]

Apesar de termos denotado normas distintas para os espacos F e F, a
equivaléncia das normas permite que o teorema 2.2 seja valido independente-

mente das normas escolhidas.

Teorema 2.3 Toda transformacao linear A : E — F € Lipschitziana e,

portanto, continua.

Prova. Sejam m e n as respectivas dimensoes de E e F. Seja {uy, ..., un}
a base de E. Vamos considerar agora .|z = [.|[1, isto é, a norma so-

bre E serd a norma ¢; (a norma da soma definida em 2-5). Tome ¢ =

max{||A(u1)||r, ..., [|[A(un)||r}. Entdo, para todo x = szul temos:

()

[A@)][Fr = < ZW [ACud) || P < [Z\w]

Aluy)
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m

Como Z |z;| = [|z]]1, temos ||A(z)||r < ¢|lz||; para todo = € E. Logo, para
i=1

x, y € E arbitrarios, vale:

[A(z) = A)llr = [[A(z = y)llr < cllz =yl

Na verdade, mostramos que a aplicacao A é Lipschitziana com relacao a norma
{1 para o seu dominio F, mas o teorema 2.1 garante que quaisquer duas normas
em espacos de dimensao finita sao equivalentes, logo A é Lipschitziana com

relacao a qualquer norma e, consequentemente pelo teorema 2.2, é continua.

2.4
Curvas planas

Os conceitos expostos a seguir sao baseados em Alencar & Santos [3].
Nesta secao, vamos considerar / C R um intervalo e uma aplicacao
a: I — R? dada por a(s) = (x(s),y(s)).

Definicao 2.18 A aplicacdo o € uma curva continua no plano R? quando é

continua .

O conjunto imagem c¢ da aplicacao o dado por:
c={a(s);sel}

é chamado traco de a.

Se a curva « estd definida em um intervalo fechado I = [a, b], os pontos
a(a) e a(b) sdo chamados ponto inicial e ponto final de «, respectivamente.
Quando a(a) = a(b), dizemos que « é uma curva fechada.

Se I = R, entao a aplicacao « ¢é dita periddica quando existe um nimero
real [ > 0, tal que a(s + 1) = a(s) para todo s € R. O nimero [ é chamado
periodo de ae. O menor valor [y para o qual esta equacao se verifica é chamado
periodo fundamental de «.

Se I é um intervalo qualquer, uma curva a é dita simples, quando a
aplicagao « é injetiva. Isto é, se a(s1) = a(sq), entdo s; = s9. Se I = [a,b],
uma curva « é dita fechada e simples (também denominada curva de Jordan)
quando « restrita ao intervalo [a, b) for injetiva e a(a) = «(b), isto é, quando os
unicos pontos a(s1) e a(sy) tais que a(s;) = a(s2) com s; # Sy sdo 0s pontos
inicial e final.

Voltando a considerar I um intervalo qualquer. Temos a seguinte de-

finicao.
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Definicao 2.19 Uma aplicacao o € uma curva parametrizada suave ou um
caminho no plano R? quando cada funcdo coordenada x, y : I — R é uma
funcao de classe C*, isto é, x e y possuem derivadas continuas de qualquer

ordem em todo ponto de I.

O wetor tangente (ou vetor velocidade) de ov em sq € I é dado por:

o'(s0) = (2'(50),9'(50))

Definicao 2.20 Dizemos que uma curva parametrizada o é regular em sg € I,
quando o' (sg) # (0,0), ou equivalentemente, quando ||a'(so)|| # 0. A curva «
¢ reqular em I, quando « for regular para todo t € I. Quando ||o/(so)|| = 0,

dizemos que « € singular em sy e a(sg) é chamada uma singularidade de a.

A funcao L : I — R, definida por:

Lo - [ (e de (2-10)

sg € I, € denominada comprimento de arco.

Se I = [a, b], entdao o comprimento de « é dado por L = L(b) — L(a).

Definicao 2.21 Uma curva o estd parametrizada pelo comprimento de arco

quando:
lo’(s)] =1

E possivel verificar que toda curva regular pode ser parametrizada pelo
comprimento de arco. [3] Note que, se « estd parametrizada por comprimento
de arco, entao estd bem definido um campo ¢ de vetores tangentes e unitarios
ao longo de a dado por t(s) = o/(s). Isto é, t(s) é o vetor tangente a curva «
em a(s) e temos t(s) = (2/(s),y'(s)). Desta forma, podemos definir o campo
n ao longo de «, tal que, para cada s € I, {t,n} seja uma base positiva
de R?, isto é, existe uma rotagao que leva (1,0) em ¢ e (0,1) em n. Logo,
n(s) = (=y'(s),2'(s)) e é claro que n é um campo normal e unitério ao longo

de « de classe C.

Defini¢ao 2.22 Para cada s € I, n(s) é chamado vetor normal a curva o em

a(s).

Exemplo 2.15 A aplicagio ¢ : [0,2rR] — R?* dada por c(t) =
t t
R (COS (E) , sen (E)) ¢ uma parametrizagao por comprimento de arco do

circulo de raio R e centro na origem. O grafico de ¢ estd na figura 2.2.
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Figura 2.2: Circulo de raio R e centro na origem.

Se o é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, temos as

formulas de Frenet abaixo:

da dt dn

g R — = —kt 2-11

ds ds " ds (2-11)
Definicao 2.23 O nuamero real k = k(s) que satisfaz a condi¢ao acima é

chamado curvatura de o em af(s). Quando k(so) > 0, definimos o raio de
1

curvatura de o em sy por py =

k(s0)
1 .
O ponto P, = «(so) + mN(so) é chamado centro de curvatura ou
S0
ponto focal de o em sy e o circulo C); é chamado circulo osculador de o em
So-
2.5

A funcao suporte

A funcao suporte, que sera definida a seguir, nos fornece férmulas tteis
para a determinacao de comprimento de curvas planas e a area da regiao
limitada por elas. Esta funcao também é importante na compreensao do
conceito de area mista, que serd fundamental neste trabalho. As ideias expostas
a seguir sao baseadas em Flanders [9].

Seja ¢ o traco de uma curva convexa, fechada e suave de R?. Sejam o =
a(s) a parametrizagdo por comprimento de arco desta curva, t = t(s) o vetor
tangente e n = n(s) o vetor normal. Considere que ¢ possui curvatura positiva
em todo ponto. Seja L o comprimento de ¢, entao o é uma curva periddica
de periodo L. As funcoes t, n, k também tém periodo (nao necessariamente

fundamental) L.
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Por 2-10, como [|a(s)]| = }¢(s)]| = L, temos que:

L= 7{ ds (2-12)

Seja da = (dx,dy) = tds, temos:
(—dy,dx) = nds

<(‘T7 y)v (_dyv dl‘)) = <OZ, nd8>
—(ydzr — xdy) = —(a, nds)
Pelo teorema de Green, a area da regiao limitada pela curva c é dada por

1
A= ~5 %(ydw — xdy), logo:
1

A= ~5 j{(a, n)ds (2-13)

Por conveniéncia, considere a origem no interior da curva c. Ela sera

chamada de centro da curva c.

Definigao 2.24 A funcao suporte p : R — R* ¢ dada pela distancia entre a

origem e a reta tangente a curva ¢ no ponto a(s) para s € [0, L). Ver figura 2.5.

Figura 2.3: Funcao suporte.

Note que, pela convexidade de ¢, cada ponto a(s) da curva esté associado
a um unico 6 € [0,27). O periodo de p é 2. Portanto, para cada 6, podemos
pensar em p(f) como a norma do vetor projecdo ortogonal de a(s) sobre

a reta que contém o vetor unitdrio —n(s), conforme definigao 2.16. Isto é,
p(0) = [[{a(s), —n(s)) - (—n(s))|| e temos:

p(0) = —(a(s),n(s)) (2-14)
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Pela definicao de 6, temos:

n = (—cosf,—send) (2-15)

Com a rotagao de 7/2 no sentido anti-horario do vetor n, obtemos:

t = (—sen#,cosf) (2-16)
Assim, temos:
dt dn

Logo, dt = ndf. Mas por 2-11, dt = knds e segue que:

9 = kds (2-18)

Agora derivando 2-14 e considerando d/df como ('), obtemos:

Por 2-17,
p'(0) = —((0),n(0)) + ((6),£(6))

Derivando a(s) em relagao a e usando 2-11, obtemos:

d
o' (s) = d_a s =t (2-19)
S
Isto significa que o é paralelo a ¢, logo o' é perpendicular a n e
(o/(0),n(0)) = 0. Portanto,

P'(0) = («(6),1(0)) (2-20)

Derivando novamente a equacao 2-20, obtemos:

Como (a,n) = —p e, por 2-19, (/,t) = ((s't),t) = §'(t,t) = &, segue

que:
p// — Sl _ p
Logo,
s'=p+p" (2-21)
d 1
Por 2-18, concluimos que s’ = d_; == p, isto é, conforme definido

em 2.23, p é o raio de curvatura de ¢ e podemos escrever a equagao acima

assim:

p=p+p’ (2-22)
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Agora a integral 2-12 pode ser reescrita da seguinte forma:

%ds—/ pd@-/ (p+p")do

Como p"df = d(p') e p' tem perfodo 27, temos que ¢ p”df = § d(p/
P (0)]Z =0 e segue:

2w
L= / pdb (2-23)
0

A integral 2-13 que representa a area também pode ser reescrita de outra

forma. Por 2-14 e por 2-21, temos:

27 2T 27
Como d(pp') = p'p'df + pp"do, / d(pp’) = / (p')*db +/ pp” db.
0 0 0
27 2
Mas pp'(0)]3™ = 0, logo / pp” df = — / (p')* df e finalmente obtemos:
0 0

A= [ W - (224

Podemos observar que a funcao suporte determina a curva ¢ de forma
tnica. Isto é, pela definigao 2.16, podemos escrever o = —(a, n)(—n) + («, t)t.

Entao por 2-14 e por 2-20, temos que:

a=—pn+p't

Logo, por 2-15 e 2-16, comprovamos nossa observagao:

a(f) = (pcost — p'sen 6, psen + p' cos )

E ainda, conforme Craizer [10], se considerarmos e, = (cosf, senf) e

ep = (—sen @, cos @) podemos escrever a férmula acima como

a(0) = p(0)er +p'(0)es (2-25)

Podemos interpretar geometricamente que o conjunto convexo K, cuja
fronteira é a curva c, € a intersecao de todos os semi-planos determinados pelas
retas tangentes a ¢ que contém K. Neste caso, dizemos que as tangentes a ¢
envelopam c¢ conforme mostra a figura 2.4. Isto pode ser escrito da seguinte

forma:

K = {v e R* — (v,n(0)) < p(#), v} (2-26)
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Figura 2.4: As tangentes a ¢ envelopam c.
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3
A desigualdade de Minkowski

Neste capitulo demonstraremos a desigualdade de Minkowski. Ela sera
fundamental para a compreensao do problema isoperimétrico classico da
geometria euclideana plana e, mais geralmente, do problema isoperimétrico
para uma geometria de Minkowski. Os conceitos e resultados a seguir sao
baseados em Flanders [9]. Em todo este capitulo, o perimetro considerado sera

euclideano e a area, a usual.

Figura 3.1: As curvas ¢y e ¢; tém a mesma normal nos pontos ag e o
respectivamente.

Sejam duas curvas convexas, fechadas e suaves ¢ e ¢; tais que as fungoes
ag = op(f) e oy = ay(0) representem os respectivos pontos destas curvas.
Considere a correspondéncia biunivoca entre os pontos oy e a1 que tém a
mesma normal n = n(#), conforme mostra a figura 3.1. Desta forma, as fungoes

suporte sao dadas por:

po(0) = —(aw, n), p1(0) = —(a1, n)

Assim como na se¢ao 2.5, vamos considerar a origem no interior das

curvas ¢g e ¢ e ela serd chamada de centro das curvas ¢y e ¢;.
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Sejam K, e K as regioes limitadas pelas curvas ¢y e ¢; respectivamente.

A soma de Minkowski é o conjunto K definido por

K =Ko+ Ky = {vo+v1|vg € Ky, v; € K1} (3-1)

Seja c a fronteira da nova regiao K = Ko+ K;. Geometricamente podemos
construir ¢, transladando ¢; de maneira que seu centro seja um ponto g de cg.
Um ponto da curva ¢ é, conforme definido acima, o ponto «y de ¢; associado
ao ponto ag apds a translacao. A curva c resulta de todas estas possiveis
translagoes. A figura 3.2 nos ajuda a entender que a fungao suporte p da curva

c é dada por

pP=Dpo+Dn

Figura 3.2: Translagao da curva c¢; tal que o seu centro fique sobre a curva cy.

De fato, se vg € Ky e v; € Kj, pela definicao 2-26 aplicada a Ky e K,

entao
—((vo +v1),n(0)) = —(vo,(0)) — {v1,1(0)) < po(6) + p1(0)
Por outro lado, o (f) € Ky e oy (0) € K1, logo ag(0) + a4 (0) € K e temos
—(lao(8) + a1(0)], n(0)) = —(ao(8),n(0)) — (a1(0), n(0)) = po(0) + p1(0)

Portanto, K é a intersecao de todos os semi-planos {v| — (v,n(#)) <
po(0) + p1(0)} e segue que K é um conjunto convexo cuja fronteira ¢ tem

funcao suporte p = pg + p1.
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Definicao 3.1 A area mista de ¢y e ¢ € dada por

1 2w
A = 5/0 [pop1 — popy] dO
Lema 3.1 Sejam L; o comprimento de ¢; (i = 0, 1), A; a drea da regido

limitada por ¢; e Ag1 a drea mista de cq e ¢i. O comprimento de ¢ e a drea

limitada por ¢ sao:
L:Lo—i—Ll, A:A0+2A01+A1

Prova.

21 2 2 21
L = / pd9=/ (p0+p1)d¢9:/ p0d9+/ p1d9:L0+L1.
0 0 0 0

(p*> —p?)db

o
3

[(p5 + 2pop1 + p7) — (p§ + 2pp} + pT)] db

21 27 21
/ (p5 — piy) df + 2 / (pop1 — ppy) df + / (p} —p?) do }
0 0 0

S— —

O = N = N

—N

[
E
_I_
[\
2
_I_
Es

|
Observacao: E trivial verificar que a drea mista relativa a duas curvas
iguais é a area da regiao delimitada pela curva. De fato, pela definicao e pela

férmula 2-24, temos

1 2m
Ago = 5/ [pg —p62] df = Ao
0
Podemos escrever a area mista de outra forma. Se d(pop)) = (pyp) +

popy)dd e procedendo de forma andloga ao que foi feito na secao 2.5 para a

dedugao da férmula 2-24 para drea, obtemos § p(pidf = — § popdf e, entao

1 271'
A = 5/ po(p1 +py) do (3-2)
0
Por 2-21, temos:
1 2 1 2T
A = 5/ pods; = Ay = 5/ p1dsg (3-3)
0 0

Craizer [10] ainda determina uma outra férmula para a drea mista.
Denotemos por [u,v] o determinante de uma matriz 2 x 2 cujas colunas

sao os vetores u e v de R?. Se escrevermos ag e oy conforme a férmula 2-
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25 da secao 2.5, temos «;(6) = p;(0)e, + pi(0)ey para i € {1,2}. Note que
a1 (0) = pi(O)er +pi(0)es +pi(0)e —pi(B)e, e entao o (0) = (pi(0) + pi(0))eo-
Agora ao calcular o determinante [«y, o], vemos que

[ao(0), 1 (0)] = [poer + pheo, (1 + P eq]
= (p1+ 1) (poler, ea] + poleo, eq))
= (p1+p1)po

pois evidentemente [e,, eg] = 1 e [eg, €] = 0. Por 3-2, finalmente obtemos

1 2 ,
A(]l = 5/ [0407041] do (3—4)
0

Agora vamos transladar a curva ¢; de maneira que ¢; se torne tangente a
curva ¢ externamente conforme mostra a figura 3.3. Assim, o lugar geométrico
de todos os centros destas curvas transladadas serda uma nova curva que
chamaremos de ¢3. A curva cy serd convexa com funcao suporte po(6) =
po(0) + p1(0 + 7). Isto é, se p1(0 + 7) é a fungao suporte da curva ¢}, que
¢ a rotagao de 7 radianos da curva c;, entao podemos pensar que a regiao

limitada por ¢y é a soma de Minkowski das regioes limitadas por cj e cj.

-
-
~
~
~
-
translacao de ¢; -~
- P
p(0+ ) -
-
-
-~
-
~ & Po -
P -
P -
~
_ ~
~
-
-
-
-
-
-~

Figura 3.3: Translacao da curva c; tal que ela tangencie a curva cy.
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Lema 3.2 O comprimento de ¢y e a drea limitada por ¢y sao:
L2:L0+L1, A2:A0+2A81+A1

em que

b= 5 OO+ = O+ )9

1

_ §Awmw+ﬁﬂ%@)

Prova. Evidentemente ¢; e ¢] tém mesmo comprimento e limitam regioes de
mesma area, pois uma curva ¢ apenas a rotagao da outra. Logo, podemos
aplicar o lema 3.1 para obtermos Ly e Ay, sendo que basta considerar pi(0) =
P1 (9 + 7T). .

Antes de enunciarmos o teorema 3.1, precisamos de algumas defini¢oes

béasicas.

Definicao 3.2 O raio inscrito de ¢y relativo a ¢1 € o maior niumero real rq tal

que a translacao de roK; esteja contida em K.

Definicao 3.3 O raio circunscrito de cq relativo a ¢y é o menor numero real

Ry tal que a translacao de RyK; contém K.

Se ¢ € o circulo unitario, entao dizemos que ry e Ry sao simplesmente o
raio inscrito e o raio circunscrito de cq respectivamente. E claro que Ry > ry,
sendo Ry = rq se, e somente se, Ky é uma translacao de roK;. A figura 3.4 nos

ajuda a entender as defini¢oes acima.

Teorema 3.1 (Desigualdade de Minkowski) Sejam ¢y e ¢; curvas conve-
zas fechadas que limitam regides de dreas Ay e Ay respectivamente. Seja Ao

a drea mista. Entao,
A3 > AgAy

sendo vdlida a igualdade se, e somente se, as curvas cy e ¢y sao homotéticas,

isto €, diferem apenas por uma dilatagao ou translacao.

Prova.
Sem perda de generalidade podemos supor que a origem esteja nos
interiores das regioes limitadas pelas curvas ¢y e ¢; (conforme ja dissemos, ela

serd chamada de centro destas curvas). Fixe um ntimero r tal que ro < r < Ry.
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translacao de RoK;

translagao de o/

Figura 3.4: Translagoes de roK; e RyK;.

Dado um ponto « do plano, considere a translacao a+rc; de rep. Defina
a fungdo N(a) como o numero de pontos de intersecao entre as curvas ¢ e a

translacao a + re;. Isto é,

N(a) = #((a+re) Neo) (3-5)

Agora considere a seguinte expressao

I / /R N(o)drdy (3-6)

Note que N(«) pode assumir o valor infinito quando a translagao o+ re;
tangenciar (externamente ou internamente) ¢, conforme mostra a figura 3.5.
Contudo, os conjuntos dos pontos a que tornam isto possivel sao também

curvas, que possuem area zero, logo tém valor zero na integral 3-6.

[ T

o a+rey

> 4
\—.>_/

Figura 3.5: Duas curvas podem ter infinitos pontos de intersecao.
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Por outro lado, o lugar geométrico dos pontos « tal que av+rcy tangencia
externamente cj é exatamente a curva ¢y do lema 3.2 se trocarmos a translacao
de ¢; por a+rcy, conforme mostra a figura 3.6. Logo, se o for um ponto exterior

a regiao limitada por ¢y, entao N(a) = 0.

o+ rc

Co

Figura 3.6: Translacoes de rc; que tangenciam externamente a curva cy.

Além disso, nenhuma translacao de rK; pode conter K, inteiramente
(sem que suas fronteiras sejam tangentes), pois r < Ry. Analogamente
nenhuma transla¢ao de rK; pode estar contida inteiramente em K (sem que
suas fronteiras sejam tangentes), pois ro < 7.

Pelo lema 3.2 aplicado a ¢j e rcy, segue que:

A2 = AO + 27’1481 + T2A1

Por todas estas razoes, se Ky ¢é a regiao limitada por cg, concluimos:

[:// N(a)da:dy:/ N(a)dxdyZ// 2drdy > 2A,
R2 Ko K2

Isto é,

I Z 2(A0 + 27"1481 -+ T‘2A1) (3—7)
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A relacao 3-7 nos fornece uma cota inferior de /. Agora vamos calcular

o valor exato de I. Isto sera feito em trés etapas:

1. Vamos determinar o lugar geométrico dos centros de todas as translacoes

de rcq que contém um ponto «qg dado;

2. Vamos determinar a area do lugar geométrico dos centros de todas as

translagoes de rc; que cruzam um segmento dado de comprimento dsg;

3. Vamos inscrever um poligono na curva ¢y que aproxima cy e depois
somar todas as areas correspondentes a cada um dos lados (de tamanhos

infinitesimais) do poligono.

Na primeira etapa, fixemos um ponto «q. Se transladarmos a curva rc;
de maneira que um ponto «a; de r¢; fique sobre o ponto ag, entao a origem sera
transladada para o ponto ay — ;. Como esta ideia vale para qualquer ponto
a1(0) € req, podemos dizer que o lugar geométrico das origens transladadas
é a curva apg — ag(0) = a9 — req, que é a reflexdo em torno da origem da
curva rc; transladada para o ponto aqy conforme mostra a figura 3.7. Logo,
com relacao a esta reflexao e translacao, ag € o ponto correspondente a origem

que chamaremos de centro desta nova curva.

N

.

Figura 3.7: Lugar geométrico das origens transladadas de modo que rc¢
contenha o ponto ayg.

Agora, na segunda etapa, vamos considerar um segmento de comprimento
infinitesimal dsg aproximadamente contido na curva cq. A priori queremos
determinar todas as translacoes de rc; que intersectam este segmento. Por
analogia ao que foi feito acima, basta considerarmos que cada ponto « do
segmento é um ponto «q e, portanto, o segmento sera o lugar geométrico dos
centros das curvas o — recy. Assim, todas as curvas que representam os centros

das translacoes de rc; que cruzam o segmento apenas uma vez se movem
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na direcao do segmento. Portanto, o lugar geométrico de todos os centros
destas curvas esta compreendido em duas faixas hachuradas conforme mostra
a figura 3.8. Pelo principio de Cavalieri, cada uma destas faixas tém a mesma
area de um retangulo de dimensoes dsy e r[p1(0) + p1(0 + m)]. Além disso,
como na verdade o segmento nao estd necessariamente contido na curva, ha
um erro de ordem de grandeza menor em cada dimensao deste retangulo, que
denotaremos por O(dsg). Logo, a contribuigao de cada segmento a integral [

sera:

2r[p1(0) + p1(0 + 7)]dso + O(dso)?

7[p1(0) + p1(0 + )]

Figura 3.8: Os centros das translacoes de rc; pertencem as duas faixas
hachuradas.

Finalmente na terceira etapa, somamos e passamos o limite para obter-

mos a férmula:

I= QT/O ﬂ[pl(e) +p1(0+ )] dsg (3-8)

De acordo com o lema 3.2 e com a férmula 3-3, temos:

I = 47”(1401 + Aél) (3—9)
Por 3-9 e 3-7, temos 4r(Ag, + Af;) > 2(Ag + 2rAy, +172A;1) e concluimos

que, para todo r tal que ro < r < Ry, temos:

r?A; —2rAp + 4 <0 (3-10)
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A existéncia de um numero real r que satisfaga a desigualdade acima
significa que o polinémio quadratico p(r) = A;7? —2Ag 7+ A tem pelo menos
um zero real. Isto quer dizer que o discriminante é positivo ou zero, donde
4A3 — 4ApA; > 0= A% > AgA; e obtemos o resultado esperado.

Além disso, a desigualdade 3-10 é valida em particular para r = ry ou
r = Ry. Se A% = ApA,, entao o discriminante é nulo. Assim, ro = Ry ¢ zero

duplo do polinoémio e, portanto, ¢y e ¢; sao homotéticas. Por outro lado, se

1 21
co € ¢; sao homotéticas, entao Ay = r2A; e Ay = 5/ [pop1 — popy) df =
0
21
r
50 [p} — p?] df = roA;. Logo, A%, = r2A? = AyA;. Desta forma, provamos
0
que A% = ApA; se, e somente se, ¢y e ¢; sao homotéticas. [ |

Corolario 3.1.1 (Desigualdade isoperimétrica classica) No plano eucli-
deano, se Ly € o comprimento de uma curva convexa fechada co, que limita

uma regidgo de drea Ag. Entao,

1
ZLS Z 7TAO
Prova. Basta considerar que c¢; seja o circulo unitario. Assim, na norma
1 1
euclideana A, = m, p; = 1 e, pela formula 3-3, temos Ag; = 5?4 dsg = §LO'
Entao, aplicamos o corolario 3.1 e segue o resultado. [ |

O teorema 3.1 e o corolario 3.1.1 nos dizem que, no plano euclideano,
dentre todas as curvas convexas fechadas de comprimento fixo Ly, a que

delimita a maior area é a curva homotética ao circulo unitario, isto é, um

Ly
circulo de raio o De fato, se A. é a area do circulo cujo perimetro é Ly,
T

L Ly\> L2 L2
entdo o raio deste circulo é =2 e A, =7 %) = =% Como =2 > wAg,
2w 2w 47 4
temos 12
Ac = > AO
4

Sendo que havera igualdade se, e somente se, ¢y for homotética ao circulo

unitario, isto é, quando c¢q for o circulo de raio 2—0.

Veremos no proximo capitulo que, contrarigndo nossa intuicao, se consi-
derarmos o plano com uma norma nao euclideana, a resposta para este pro-
blema nao sera mais necessariamente o circulo, mas uma curva conhecida como

1soperimetrix.
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O plano de Minkowski

O objetivo principal deste capitulo é determinar, dentre todas as curvas
convexas, fechadas e simples de perimetro fixo em um plano de Minkowski,
qual é aquela que delimita a maior area. O caso do plano euclideano ja foi
resolvido no capitulo anterior. Para estendermos a solucao deste problema,
conhecido como problema isoperimétrico, para planos munidos com uma norma
qualquer, teremos antes que estudar alguns conceitos fundamentais. Segundo

Thompson [1], podemos definir:

Definicao 4.1 Um espac¢o de Minkowski é um espago vetorial normado

de dimensao finita.

Neste trabalho iremos estudar especificamente espacos de Minkowski de
dimensao 2, também chamados de planos de Minkowski, que serao denotados
a partir de agora por M. Quando quisermos considerar uma norma especifica,

ela sera explicitada.
4.1
Bolas no plano de Minkowski

Nesta segao veremos que normas determinam bolas e vice-versa. Por-
tanto, bolas sao conjuntos fundamentais para definirmos a maneira como va-
mos medir distancias no plano de Minkowski. As ideias a seguir sao baseadas

em Thompson [1].
Definigao 4.2 Uma bola de centro em c e raio r em M € o conjunto
B(c)={zeM: ||z —c|| <r}

Denominamos de bola unitaria em M, que denotaremos simplesmente
por B, a bola de centro na origem e raio 1, isto é, o conjunto B;(0). A fronteira

de B,(c) é também chamada de circulo em M e é definida por

0B, (c) ={r e M: |z —c| =7}
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O circulo unitario em M é o conjunto 0B;(0), que denotaremos simples-
mente por dB. Os exemplos a seguir nos mostram que a forma geométrica da

bola depende da norma escolhida.

Exemplo 4.1 A figura 4.1 mostra os respectivos circulos unitdrios (de dentro

3
para fora) referentes as normas £, para p =1, 5 2,4,10 e co.

v N

Y

o ,

Figura 4.1: Circulos unitérios para normas /.

Definigao 4.3 Sejam M e N planos de Minkowski com normas ||.|| s € ||-||n
respectivamente. Uma isometria de M em N € uma aplicagio T tal que para

todo x1, r9 € M temos

|21 — 2ol m = (| T(21) — T(22)||n

Teorema 4.1 Sejam M e N o0s conjuntos definidos acima. Se uma trans-

formacao linear T é uma isometria de M em N, entdo
(i) T(Bm) = By
(i) T(0Bx) = OBy

(iii) Se F' é um subconjunto extremo de Bpq, entdo T(F) é um subcon-

junto extremo de By

onde By e By denotam as respectivas bolas unitdrias de M e N
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Prova.

(i) Como T é linear e uma isometria, temos

|2 = 0l pm = [[T'(z) = T(0)|[x = 1T () = Ol
Logo, x € By se, e somente se, T'(x) € By.

(ii) Analogamente pelas igualdades acima, x € 0B se, e somente se,
T(z) € OBy

(iii) Suponhamos que F seja um subconjunto extremo de By e que y € T'(F)
com y = ay; + (1 — a)ys para algum yy, yo € By. Entao y = T'(x) para
xr € F e, pelo item (i), y; = T'(z;) para x; € By (com i € {1,2}).

Afirmamos que T possui uma inversa 7!'. De fato, toda isometria é
injetiva pois se T'(a) = T'(b) = ||a — b||m = ||T(a) — T'(b)||;r = 0, donde
a = b. Pelo teorema do nicleo e da imagem, como M e N tém dimensao

2, segue que T também é sobrejetiva.

Como T~! ¢é linear, temos
T y) =T "oy + (1 — a)ys)

z=aT  (y1) + (1 — )T ()
r=ar;+ (1 —a)z,y
Pela definigao 2.3 x1, zo € F e, portanto, y;, yo € T'(F') como querfamos.

Teorema 4.2 A bola unitaria B em M é um conjunto simétrico e convexo.
Além disso, com relagdo a topologia induzida pela norma, B € um conjunto

fechado e a origem € um ponto interior.

Prova. De fato, pela definicdo de norma 2.13, temos que || — z|| = ||(=1)z| =

| — 1|||z]| = ||=|| e segue a simetria de B. Dados x, y € Be 0 < a < 1, entdo

laz + (1 =)yl <ozl + (A -yl <a+ (1 -a)=1

pois [|z]] < 1, |ly]| < 1 e pelos axiomas satisfeitos pela norma. Logo,
ar+(1—a)y € B e B é convexo. A desigualdade |||z| —||ly||| < ||z —y]| implica
que a norma é uma funcao uniformemente continua e, portanto, continua.

Como B é a imagem inversa do conjunto [0, 1], que é fechado, entdao B também
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¢ fechado. Evidentemente 0 pertence ao aberto {z : ||z|]| < 1} C B e assim
vemos que 0 é um ponto interior de B. [ ]
Por outro lado, se B é um conjunto simétrico e convexo de M tal que a
intersecao entre ele e cada reta que passa pela origem é um segmento limitado
e fechado de comprimento positivo, entao podemos definir um funcional ||.|/ 5
sobre M por
|z||lp = inf{¢ € R* : x € (B} (4-1)
Definicao 4.4 O funcional ||.|p € chamado o funcional de Minkowski
de B.

Exemplo 4.2 A figura 4.2 nos ajuda a entender a definicdo acima. Sejam
dois vetores x e y do plano tais que ||z||2 = ||y|l2- Seja B a bola unitdria
relativa a norma {19. Pela defini¢do, a figura nos mostra que ||z||p = 1,64 ¢

lyllz = 2,06. Também € possivel verificar que ||u||p = ||u||10 para qualquer w.

A
I 2,068
e
e s>
| 1,64B N
e !
o N
yl' I \
I I
i, L -
‘\: I : II'
[
|k\' l BJ | /%
N ,/'
I
T NG A s
\\__:\_ N /_/___/

Figura 4.2: Dois vetores tais que ||z||2 = ||y||2, mas ||z||z # ||y 5.

Geometricamente também podemos entender a definicao acima da se-
guinte forma: trace a semi-reta a partir da origem 0 que passa pelo ponto x
de M. Pela definicao de B, sempre existe um ponto u que é a intersecao desta
reta com 0B. O segmento Ou representa a unidade de medida para se medir
a distancia entre a origem e o ponto x conforme mostra a figura 4.3. Isto é,
para todo x € M, podemos escrever x = tu para algum ¢t > 0 e u € 0B, as-
sim ||z||p = t. Note que, dependendo da escolha de B, teremos possivelmente
diferentes unidades de medida de comprimento para diferentes diregoes. O te-
orema a seguir nos garante que realmente podemos medir comprimentos desta

forma.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221617/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221617/CA

Capitulo 4. O plano de Minkowski 44

Figura 4.3: Diferentes unidades de comprimento para diferentes direcoes.

Teorema 4.3 Se B ¢ um conjunto simétrico e convexro de M tal que a
intersecao entre ele e cada reta que passa pela origem é um segmento (ndao-

trivial) limitado e fechado, entao ||.||p € wma norma sobre M.

Prova. Por defini¢ao, ||z||g > 0. Por hipétese, se  # 0 entao existe uma semi-
reta partindo da origem 0 que passa por x e que cruza 0B em um ponto ax
com 0 < a < co. Assim, por defini¢ao, ||z||z = o™ > 0 e segue que ||z||p é um
nimero estritamente positivo. Isto prova que ||.||p satisfaz o primeiro axioma
de norma (ver definigao 2.13).

Se B > 0, entdo ||fx|lg = Bllz||s = |B]|||z]|s por definigdo. Se 5 < 0,
entao [|fzl[p = || = B(=2)lls = =Bl = zlls = —=Bllzl|s = |B]l[x]|5, pois =5 >0
e B é simétrico. Em qualquer caso, segue o segundo axioma de norma.

Agora vamos provar que ||.||p satisfaz a desigualdade triangular (terceiro
axioma de norma). Suponhamos x e y elementos distintos da origem de M.

~ . z N Y
Entao, tomemos os vetores & = —— ey =

|5 1yl
y pertencem a B, pois ||Z||z = ||g||lz = 1 (pelo segundo axioma j& provado) e,

. Evidentemente por 4-1, z e

por hipétese, a intersegao entre a reta suporte de Ox (por exemplo) e B é um
segmento de reta fechado com extremos —Z e . Existe um vetor z que pode

ser escrito da seguinte forma:

lzlls . IAIEE

= g=zlle+llylls) " (= +y)
lzlls +llwlls llzlls + llvlls

] s,

, fells + Tyl Talla+ Tolls
Isto &, por 4-1, [|2]lz < 1. Como [|2l5 = (zl|z + lyllz) [l + |, temos:

Logo, pela convexidade de B, z € B, pois

(lzlls + lylls) e +ylls < 1= llz+ylls < [l + lylls
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Esta desigualdade é trivial no caso em que z = 0 ou y = 0. |

Os teoremas 4.2 e 4.3 mostram que hé uma correspondéncia biunivoca
entre normas sobre M e os conjuntos convexos, simétricos e fechados com
interior nao-vazio em M. Esta correspondéncia faz da convexidade uma
propriedade essencial no estudo dos planos de Minkowski. Assim, qualquer um
daqueles conjuntos pode ser escolhido para ser a bola unitaria destes planos se
tomarmos o funcional de Minkowski como norma.

A partir de agora a métrica escolhida sera a métrica usual vista na
secao 2.2, isto é, dados quaisquer dois pontos x, y € M, a distancia entre

z e y serd dada por d(z,y) = ||z — y|| 5.

Exemplo 4.3 Seja B a regiao fechada de M cuja fronteira é uma elipse
conforme mostra a figura 4.4. Fvidentemente B € convexra e simétrica com
interior nao-vazio. Na figura vemos um exemplo de dois pontos x e y cuja
distancia € 3 na norma ||.||p. A determinagao do valor de ||x — y||p € feita

conforme descrito anteriormente.

Figura 4.4: A distancia entre dois pontos.

Exemplo 4.4 Na figura 4.5 podemos ver mais alguns exemplos de bolas
unitarias em planos de Minkowski. Todos os conjuntos sao convexos, simétricos
e com interiores nao-vazios, contudo suas fronteiras ndo s4o curvas necessari-
amente suaves. Cada bola vai determinar naturalmente uma norma distinta a

partir do funcional de Minkowsk:.
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~
\_
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N

Figura 4.5: Exemplos de bolas.

4.2
O dual

Agora vamos considerar a norma sobre o espaco dos funcionais lineares

limitados sobre M do exemplo 2.14 da secao 2.2

If[I' = sup{|f(z)[; = € B} (4-2)

Conforme vimos na secao 2.3, o teorema 2.3 nos diz que transformacoes
lineares definidas sobre espacos de Minkowski sao continuas e, portanto,
quando restritas a conjuntos compactos como a bola unitaria sao limitadas.
Em particular, funcionais lineares restritos a bola unitaria de um plano de
Minkowski sao limitados. Logo, (4-2) define uma norma sobre o plano dual
M* de todos os funcionais lineares sobre M. Podemos, entao, definir a bola

unitaria de M* por
Definicao 4.5 A bola unitdria de M* € o conjunto
B ={feM | fll<1}

Este conjunto é também chamado de bola dual. A norma associada a bola dual

¢ chamada norma dual.

Agora vamos considerar que o plano M esteja na base canonica {eq, es}

e o plano dual M* esteja na base dual (usual) {e},es}. Um funcional linear
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f serd escrito em coordenadas (¢1, ¢o) e vetores x € M serdo escritos como

(a1, ) (ambos em relacdo as bases acima mencionadas).

1
Teorema 4.4 A norma dual da norma ¢, é a norma {,, onde — + — = 1.

P q

Prova. Primeiro vamos provar o caso em que 1 < p # oo.

Sex € Me fe M* entao pela desigualdade de Holder temos

f(@)] = |gr1a1 + daca| < (Jarl” + lazl”)' 77 - (617 + |] ) (4-3)

1 1
onde ¢q é tal que — + — = 1.
p q

Suponhamos || f||, < 1. Entao, a desigualdade acima fica

1f()] = |11 + pacra] < (Joa]? + |aa?)? = ||z,

Desta forma, sempre que ||z||, < 1, teremos | f(z)| < 1. Entdo, considerando a

norma (4-2), isto significa que || f|| < 1. Isto é, provamos que || f||, < 1 implica

Il <1,

Por outro lado, vamos supor || f|| < 1. Parai € {1, 2}, considere a fungao

1 se ¢; > 0
sgn¢; = 4 0 se ¢; =0
-1 se¢; <0
Podemos definir as coordenadas de z como (v, as) = (sgn @y|g1]971, sgn | da|?71)
e também 7 = ||z||;'x. Assim,
lzll, = (laul? + |aaf")"/”

_ (|¢1|p(q—1) + |¢2|p(q—1))1/p
= (|¢o]" + |g2|)'/P
= |1

1 1 .
Pois — + = = 1 = plg—1) = g Bntio, & = (@1.@) = |/;""z =
p g

1f1la" (a1, a2). E claro que |||, = 1. Isso implica & € B e, como ||f|| < 1,

temos

1> f(&) = ¢1d1 + dody = || fI|;7"[pr101 + pocro]
= [1£1; 761 (sgn d1ld1|7") + ol sgn o] )]
= A% (1117 + |62l = LFI172711 £
= [Ifll,
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Na segunda linha, observamos que ¢; sgn ¢; = |¢;| (parai = 1, 2) e, na terceira

linha, evidentemente 4 +qg=1.

Em suma, até aqui provamos que ||f|| < 1 se, e somente se, | f|, < 1,

isto &, ||f|| = || f]l, para 1 < p # oco.
Falta provar os casos p = 1 e p = c0. Seja M munido com a norma £

(a norma do méximo). Entao, se x € M, temos ||z||o = max{|ay|, |as|}. Seja
feM* sexeB= |z, <1, logo

|f(2)] = |proa + paa] < |Prou] + |20
< [[zlloo(l1] + [2])
< ol + |d2| = [ f]l1

A\

Isto é, se || f]|1 < 1, entdo |f(z)| <1 para todo = € B e, portanto, || f] < 1.
Por outro lado, se f é tal que | f| < 1, vamos escolher z; =
(sgn ¢y, sgn ¢o). Evidentemente, |zf|l« < 1 = x5 € B e f(zy) < 1 por
hipétese. Como f(zs) = ¢15gn @1 + Pasgn po = 1| + |d2| = || f]]1, segue que
I fll1 < 1. Enfim, provamos que || f|| < 1 se, e somente se, ||f]|1 < 1, ou seja,
lfIl = IIf]]1 e concluimos que a norma dual de {, é a norma ¢;. Para termi-
narmos esta demonstracao, basta provar a reciproca desta afirmacao, mas nao
vamos provar isto agora porque o teorema 4.6 que veremos mais adiante vai
nos garantir isto. |
Para chegarmos ao teorema 4.6, antes precisamos da defini¢ao abaixo e da

versao para espacos vetoriais de dimensao finita do teorema de Hahn-Banach.

Definicao 4.6 Um funcional h definido sobre um espaco vetorial X é cha-

mado sublinear quando
(i) h(xy + x2) < h(xq) + h(xs), Y1, 29 € X
(ii) h(az) = ah(x), Ve e X, a > 0.

Exemplo 4.5 Uma norma é um funcional sublinear.

Teorema 4.5 (Hahn-Banach) Suponha que Y seja um subespago (préprio)
de um espaco vetorial X de dimensao finita e que h seja um funcional sublinear

definido sobre X. Se f € um funcional linear definido sobre Y tal que

fly) < h(y), YyeyY

entdao existe um funcional linear f definido sobre X tal que

(i) fly) = fly), Yy eY;
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(i) f(z) < h(z), Yz € X.
Prova. Suponhamos o € X \ Y e seja
Yo =span{Y,zo} ={y +axy: y€Y, a € R}

Se 1 e Yo sao pontos quaisquer de Y, temos

A

f) = flye) = flyr —y2) < h(yr —y2) = h((y1 + 20) + (—20 — ¥2))
< h(yr + x0) + h(—20 — Y2)

Logo, f(y1) = h(yr +x0) < f(y2) + h(—z0 — y2), Vy1, 12 €Y.
A inequacao acima implica que

sup{f(y1) = h(y1 + o) 1 y1 € Y} <inf{f(y2) + h(—z0 —12) 1 y2 € Y'}
E podemos dizer que existe um numero real 5, tal que

fy1) — h(yr + x0) < Po, Vi ey (4-4)

Bo < f(y2) + h(—20 — y2), Yy €Y (4-5)
Vamos definir f, sobre Yy por fo(y + ax) = f(y) — af;. Tomando

y1 = o~ 'y na desigualdade 4-4, temos

fla™ty) — By < h(a™ 'y + )

Se a > 0, entao f(y) —afy < h(y+axg). Analogamente na inequagao 4-5

temos
fla™ly) = Bo > —h(—aty — x0)

Se a < 0, entao

fy) — afy < —ah((—a) 'y + (—a) " (amo)) = h(y + o)

Em qualquer caso, obtemos fo(y + axo) < h(y + ax) para todo y € Y.
Portanto, fo(z) < h(z) para todo z € Yj. Vemos facilmente que fo é um

funcional linear, pois se a, b € Yy entao a = y, + a,xo € b = 1y, + apxg para y,,
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Y €Y e a,, ap € R. Portanto, como f é um funcional linear, temos

fola+b) = fol(ya + o) + (g + o)) = fol (Y + 1) + (0 + ) 20)
= fWa+y) + (@t )Bo= f(ya) + () + @B + o

= fo(ya + o) + folys + o)

= Jola) + fo(b)

Seja A € R, entao

fora) = fo(A(Ya + o)) = fo(Aya + (Aaao))
= f()‘ya) + )\O‘aﬁo = )‘[f<ya) + O‘aﬁO]
= Mo(a)

Além disso, para todo y € Y, foly) = foly + 0z0) = F(y) + 0By = f(y)
e assim verificamos que fo é a fungao que procuravamos definida sobre Yj.
Para verificar que podemos construir uma funcao com as propriedades acima
definida sobre todo X, basta usarmos inducao sobre a dimensao de Y. Sejam
m e n respectivamente as dimensoes de Y e X. Se n = m + 1, nao ha mais
nada a fazer. Se n > m + 1, ja provamos que a funcao que buscamos existe

definida sobre Yy. Para ¢ € {1,...,n —m — 1}, suponhamos z; € X \ Y;_; e seja

Y =span{Y,_1,z;} ={y+ax;: y€ Y1, a € R}

Suponha entao que exista o funcional linear f,_,, o com as propriedades
desejadas definida sobre Y,,_,,_o. Por argumentos analogos, podemos verificar

a existéncia de um numero real 3, ,,_1 e definir f,,_,, 1 sobre Y, _,,_1 por

fn—m—l(y + axn—m—l) - fn—m—Q(y) - aﬁn—m—l

sendoy €Yy moe@pm1 € X\ Y mo
Note que Y,,_,,_1 = X e por razoes analogas aquelas apresentadas acima

fn_m_1 € a funcao requerida e isto finaliza nossa demonstracao.

Corolario 4.5.1 SeY ¢é um subespaco proprio de um espago de Minkowskis X
e se f € um funcional linear sobre 'Y, entao existe um funcional linear f sobre
X tal que

(i) fly)=fly), VyeyY
(i) || fllx = || f]

Y *
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Prova. Seja h(x) = | f]
fungao h assim definida sobre X também o é. Sabemos que |f(y)| < | f|
para todo y € By. Como Y e By, entao f <i> <I|f (L) ’ <|If]

[yl [yl [yl
/)

v+||z]|. Como a norma é um funcional sublinear, a

Y *

Y+ =

W < |\ flly= = f(y) < h(y). Pelo teorema 4.5, existe um funcional linear
1y ~ _

f tal que f(y) = f(y), Vy € Y e f(z) < h(x) para todo x € X. E podemos
concluir que || f||x« = ||f]ly~

Corolario 4.5.2 (Hahn) Se xq # 0 € um ponto pertencente a um espago de
Minkowski X, entdo existe um funcional linear fo sobre X tal que fo(xg) =

lzol| e fo(z) < ||z|| para todo x € X.

Prova. Seja Y um subespaco vetorial unidimensional gerado por xy e defina o
funcional linear f sobre Y por f(axg) = a||zg||. Entao, como todo elemento de
y € Y pode ser escrito como y = axy para algum « € R, se ||y|| = |Jaxg|| < 1
entao [f(y)| = |flawo)|l = laf - [lzoll = llawo| < 1. Mas HSSE—ZH € By

e f (ﬁ) = 1, logo ||f|ly= = 1. Seja fy o funcional cuja existéncia é
0

garantida pelo coroldrio 4.5.1. Entao fy(z9) = f(xo) = ||@o| e, tomando a

funcdo h definida na prova daquele corolario por h(x) = || f|ly~||z]|, como

| follx+ = [[flly= = 1 temos fo(x) < || fol

Y*

x+||z]| = ||z|| para todo z € X. |

Corolario 4.5.3 Se x € um ponto de um espaco de Minkowski X, entao

]l = sup{|f ()| : | € B}

Prova. Fixe um ponto x € X. Se x = 0, a igualdade acima é dbvia.

Vamos supor  # 0. Se ||f]] < 1 entao |f(x)| < ||f] - |||l < ||=|. Pelo
corolério 4.5.2, existe um funcional linear fy € B° tal que fo(z) = ||z. Isto é,
sup{|f()] - f € B} = |ja]. 0

Ao definirmos o plano dual M*, analogamente podemos considerar
também M*™ = (M*)*. Cada vetor x € M define um elemento Jz € M** tal
que

(J)(f) = f(x) (4-6)
Se Jr = 0 entdo f(x) = 0 para todo funcional linear f € M* e, portanto,
x = 0. Assim, a aplicagao linear J : M — M* ¢ injetiva. Como ambos M e
M* tém dimensao 2, o mesmo ocorre com M e M** e, pelo teorema do nicleo
e da imagem, a dimensao do conjunto J(M) C M** também é 2 e segue que

J é sobrejetiva. Portanto, M e M™ sao isomorfos.
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Assim como (4-2) define uma norma sobre M?*, analogamente também

podemos definir uma norma sobre M™**
|@]] = sup{[®(f)] : | € B}, Vo e M™ (4-7)

Vamos mostrar agora que, além de existir um isomorfismo entre M e

M* também existe uma isometria entre estes conjuntos.

Teorema 4.6 Se M* é munido da norma definida em 4-7, entao o isomor-

fismo J de M sobre M** é uma isometria.

Prova. Pela norma definida em 4-7 e pelo coroldrio 4.5.3, como (Jx)(f) = f(x),

segue

| Ja]| = sup{[Jz(f)] : f € B°} = supf[f(2)| : f € B} = |||

|

Segundo Thompson [1], este teorema pode ser chamado de teorema
fundamental da geometria de Minkowski. Ele diz que os conjuntos X e X**
sao idénticos como espacos de Minkowski, isto €, além deles serem isomorfos,
a distancia entre dois pontos de um espaco é igual a distancia entre o par de
pontos correspondente no outro espaco e nao ha problema em ignorarmos o
funcional J. Entao, quando provamos no teorema 4.4 que a norma dual da
norma {, ¢ a norma ¢;, o teorema 4.6 garante que reciprocamente a norma

dual da norma ¢; é a norma /.. E mais geralmente, podemos concluir que

(B°)° = B.
4.3
Normalidade no plano de Minkowski

Nesta secao estudaremos a definicao de normalidade, que serd 1util na
secao 4.5 para a construcao das curvas de Radon. O conceito de normalidade
também serd importante para estimarmos o comprimento da bola unitaria no
plano M, o que sera abordado no capitulo 5. As ideias a seguir sao baseadas

em Thompson [1].

Teorema 4.7 Seja A um conjunto limitado e fechado de M que gera M.

Entao existem pontos r1 e x9 em A e retas ri e ry tais que
(i) ©1 €711 € x9 €ET;
(i) A reta ry é paralela ao span{zs} e a reta ro € paralela ao span{x;};

(i1i) A reta r; tangencia A no ponto x; para i =1, 2.
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Figura 4.6: Um exemplo para o enunciado do teorema 4.7.

Prova. Considere dois pontos quaisquer {y1,y2} C A e denote por A({y1,y2})
a area do paralelogramo gerado por aqueles vetores. Como A é compacto e
a drea é uma funcao continua, A({y1,y»}) atinge o valor maximo para algum
conjunto {x, z2}. Como A gera M, a fungao area assume valores nao-nulos e,
portanto, seu maximo € positivo e vemos que o conjunto {xy, z5} é linearmente
independente. Sejam r; a reta x; + txy e o a reta xo + trg para t € R. Assim,
1 € T9 SA0 retas que passam por T e Ty e sao paralelas a span{zs} e span{x; }
respectivamente, satisfazendo (i) e (ii) (ver figura 4.6).

Suponha por absurdo, que a reta r; nao tangencie A no ponto ;.
Entao, existe um ponto 2} € A no interior do lado oposto da reta r; a
xo. Entdo, se substituirmos z; por z}, obtemos o conjunto {z/,zs} tal que
A({z, zo}) > A({x1, z2}), contradizendo o fato de A({x1,x2}) ser maximo de
A. |

Definicao 4.7 Sejam xz, y € M. Dizemos que x € normal a y e denotamos
por x 4y quando
|z + ayl| > ||z, Va € R

Geometricamente a definicao acima significa que x 4 y se, e somente se,

areta x + ay (o € R) tangencia a bola By, (0) em .

Corolério 4.7.1 Existe uma base B = {x1, x5} tal que ||z1] = ||z = 1,

x1 a9 e xg . Isto €, 0 par x1, xo € mutuamente normal.

Prova. Seja (x1,x2) um conjunto ordenado dado pelo teorema 4.7 e considere
A = B. Diretamente do teorema vemos que r; tangencia B em x; para

i € {1,2}. Entao, ||z;|| =1 e, como x; + x5 € 7, temos 21 Fz2 ez 421 N

Corolério 4.7.2 Existem bases B = {x1,x2} de M e B* = { f1, fo} de M* tais
que ||z;|| = || fi|| = 1 para todo i € {1,2} e fi(x;) = 6;; para todo i, j € {1,2}.
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Prova. Seja B = {x,r2} uma base dada pelo corolario 4.7.1. Defina f; sobre
M por f; (az1 + asxs) = ;. Entao, ||z;|| = 1 e fi(x;) = d;;. Pelo teorema 4.7,
existem as retas r; tangentes a B em x; que, neste caso, sao dadas por
ro={a: fi(x) = 1}, logo |Ifill = 1. D

Corolario 4.7.3 Existe um paralelogramo C com wvértices {x; + w9, 11 —
To,—X1 — To, —x1 + X} tal que B C C e cada lado de C tangencia B no

ponto médio de cada lado.

Prova. Tome a base B = {x1, x5} do corolario 4.7.1. Seja o paralelogramo
C = conv{x; + x93, 11 — X9, —x1 — To, —1 + 22 }. Entdo, os lados que contém
x; estao contidos nas retas r;, que, portanto, tangenciam B em x;. A simetria
de B garante que o mesmo ocorre com os pontos —x; e as retas —r;. Assim,
as retas +r; envelopam B e temos B C (. Evidentemente, pela construcao de

C, cada +x; é ponto médio de cada lado de C. [ |

4.4
O problema isoperimétrico

Seja B € M um conjunto simétrico e estritamente convexo tal que a
sua fronteira 0B seja uma curva suave. Conforme visto na secao anterior, B
determina a norma ||.||g sobre M e se u € OB entao qualquer x € M pode
ser escrito por x = tu para algum ¢ > 0. Assim, ja vimos que ||z||p = t.

De acordo com a segao 2.5 e Craizer [10], u pode ser parametrizado por
u(f), com 0 < 6 < 27, tal que u/(f) seja um multiplo ndo-negativo de ey.
Escrevemos

u(f) = p(f)e, + p'(0)eq (4-8)

em que p(f) é a funcdo suporte de OB. Note que, pela simetria de B,
uw(@ + 7) = —u(f). Vemos que u'(0) = p'(0)e. + p(f)eqs + p"(0)es — p'(0)e,..
Logo,

u'(0) = (p(6) + " (6))es (4-9)
E também, por calculos analogos aos do capitulo 3 para area mista, temos
[u(0), w'(0)] = p(0)(p(0) + p"(0)) (4-10)
De acordo com Alencar & Santos [3], a curvatura de u em 6 ¢ dada pela
formula [w/(6), u”(0)]
k() = +——2——= (4-11)
lw (0)113

e, fazendo mais algumas contas, vemos que [u'(0),u”(0)] = (p(0) + p"(0))>.
Sabemos que uma regiao é estritamente convexa se, e somente se, sua
fronteira é uma curva cujas curvaturas (nao-nulas) tém o mesmo sinal em

todo ponto. Este é o caso da bola B, entao, como o sinal de k(f) é dado por
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[u/(6),u"(8)], bastaria supor p(0)+p”(6) # 0, mas pela continuidade de p e p”,
iremos supor p(#) + p”(f) > 0 para cada 6 € [0, 27].

Sejam B = {ej,e2} a base de M e B* = {e}, €3} a base dual de M*.
Podemos identificar o plano M com seu dual M*. De fato, seja a funcao

A: M — M* definida por
A<U> = fv

em que f,(w) = [w,v] para todo w € M. As propriedades dos determinantes
garantem facilmente a linearidade de A. Além disso, A é injetiva, pois se
A(v) = 0 (neste caso, 0 representa o funcional nulo), entao [w,v] = 0 para
todo w € M. Suponha v = (a,b) nao-nulo. Podemos escolher w = (b, —a)
e [w,v] = b* + a®. Como pelo menos a ou b é diferente de zero, vemos que
[w,v] # 0, o que é absurdo. Portanto, o niicleo de A é {0} e esta funcao é
injetiva. Pelo teorema do ntucleo e da imagem, segue imediatamente que A
também é sobrejetiva. Assim, concluimos que A é um isomorfismo.

Por outro lado, conforme visto no exemplo 2.9, se escrevermos f, =
(¢1,¢2) na base B* e se v = (a,b) € M, entao f,(e1) = [e1,v] = b = ¢y
e fo(ea) = [ea,v] = —a = ¢o. Logo, v = (—¢o,¢1) e isto significa que cada
elemento de M* é identificado com a rotagao de 7/2 no sentido anti-horario
do ponto correspondente em M.

Lembramos que, se a norma dual de M* é || f|| = sup{|f(w)| : w € B},

com a identificacao acima para cada v € M temos
[v]| = sup{|[w,v]| : w € B} (4-12)

Definicao 4.8 O isoperimetrix é a regiao I definida por
Ip =A1(B°)

Embora nesta secao estejamos considerando B um conjunto estritamente
convexo com fronteira suave, a definicao acima também se aplica para bolas
sem estas propriedades. Em palavras, o isoperimetrix é a imagem inversa da
bola dual pela transformacao A e, pelo que vimos acima, ele é identificado com
a bola dual ap6s uma rotagao de m/2 no sentido anti-horario.

A nossa escolha para esta secao de uma bola B estritamente convexa
com fronteira suave possibilita determinar uma férmula para a fronteira de Ip.

Considere uma curva v parametrizada por

u'(9)
[w(6), w'(0)]

Afirmamos que v(f) é a parametrizagao da fronteira de I5. De fato, dado

v() = 0<6<2m.
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6 € (0,27, [v'(0),v(0)] = 0 e vemos que as curvas de nivel da funcao f, )
sao retas paralelas ao vetor u/(0). A convexidade de B garante que as retas
tangentes a B envelopam B e a simetria, que a bola B esteja inteiramente
contida na faixa determinada pelas duas retas tangentes & B nos pontos u(6)
e —u(#). Portanto, como [u(#),v(0)] = 1, temos

|[w, v(@)]] < [u(B),v(0)] = 1, Vw e B

Isto significa que || fu@)|| = 1, isto é, fu) € 0B° e, assim, a curva v é
identificada com a fronteira da bola dual como queriamos.
Pelas formulas 4-9 e 4-10, vemos que
1
v(0) = —=ey
p(0)

Assim, a simetria de B garante a simetria de Iz, pois

(4-13)

v +m7) = p ! (—eq) = —v(0)

1
— GOt = %
(6 + ) p(0)
Com poucas contas, concluimos também que

gy~ L, PO
0= e e

(4-14)

[0(0),v'(6)] = p~*(0) (4-15)

Calculando a derivada em 4-14, temos

gy~ O (1 20%(0) p"O)Y
“@‘ﬁwr+<mm+w@ pwﬂe

p(0) +p"(0)
p*(0)
sinal da curvatura de v. Por hipétese, p(0)+p”(6) é positivo para todo 6, logo a

E encontramos [v'(6),v"(0)] = . Esta expressao determina o

curva v delimita uma regiao estritamente convexa. Além disso, a continuidade
das fungoes p, p’, seno e cosseno mostra que v é uma curva suave.

Em suma, Ig é um conjunto estritamente convexo, simétrico e fechado
com interior nao-vazio, cuja fronteira é suave. Portanto, a partir de agora,
para nos auxiliar na demonstracao do teorema 4.8, questao central deste
trabalho, vamos considerar Iz como uma bola unitaria em M e a norma
correspondente sera denotada por ||.||7,. Neste caso, note que I, ¢ identificada
com (B°)° = B apds uma rotacao de 7 no sentido anti-horario, mas como a
bola B é simétrica, esta rotacao coincide com a bola B original. Isto é, o
isoperimetrix do isoperimetrix é a prépria bola B.

Seja v uma curva fechada e suave que delimita uma regiao estritamente
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convexa K. Se v for parametrizada conforme a férmula 2-25, entao a férmula
para 7/(0) sera andloga a 4-9 e podemos escrever () = A(#)v(f), em que

A(0) >0e 0 €0,2n]. O Ig-comprimento L, de v é

L) = [ A6 o (4-16)

Pela férmula 3-4, a area mista de B e K é dada por

ABLK) =5 [ o). 0) s = ;

I
|
o\.;
[\&]
3
>~
—~
>
S~—
I~
—
>
N—
=
—~
>
—
oY
<>
I
DO |
o\.;
[\&]
3
>~
—~
>
S~—
QL
)

Assim,

L
A(B,K) = =2 0) (4-17)
Desta forma, se denotarmos por A(B) e A(K) as areas de B e de K

respectivamente, entao a desigualdade de Minkowski (teorema 3.1) nos dé
L3, () > 4A(B)A(K) (418)
Com igualdade se, e somente se, a regiao K for homotética a B.

Teorema 4.8 Dentre todas as regioes estritamente convexas do plano M com
perimetro Lo fixado, cujas fronteiras sao curvas suaves, aquela que possui a

mator darea € a homotética ao isoperimetriz.

Prova.

Existe r > 0 tal que Ly, (ru) = L;,(y) = Lo. Denotaremos por B
a regiao rB. Por 4-17, temos que 2A(B) = 2A(B,B) = L;,(u). Como
Li,(ru) = r - L, (u), segue que Ly, (v) = 2rA(B) e substituindo em 4-18

temos

4r°A*(B) > 4A(B)A(K)
r?A(B) > A(K)

Mas A(B) = r2A(B) e concluimos
A(B) > A(K)

Com igualdade se, e somente se, K = B. Entao, quando medimos o
perimetro fixo de todas as regioes K tendo como referéncia a bola Iz, a regiao
de maior area é a homotética a bola B, que ¢é o isoperimetrix de [Ip, logo

chegamos ao resultado desejado. ]
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Observacao: O teorema acima é valido também para regides cujas
fronteiras sejam nao suaves. O argumento é que estas podem ser aproximadas

por regides com fronteiras suaves.

Exemplo 4.6 Jd sabemos que a solucao para o problema isoperimétrico no
plano euclideano é a bola, mas o teorema 4.8 diz que é a regiao homotética
ao isoperimetriz. Como a norma dual da norma euclideana é a propria norma

euclideana, vemos que neste caso Ig = B.

Exemplo 4.7 Mais geralmente, se B for uma elipse teremos Ig = aB para
algum « real. Dados a, b € R e se uw € 0B, entdo u(f) = (acosf,bsend) para
0 € [0,2x]. Dai temos:

u'(0) = (—asen b, bcosh)
[u(6), ()] = ab
E encontramos a parametrizacao de Olp

1
v(0) = %(—a sen 6, bcos )

Na figura 4.7 vemos que o isoperimetrix é uma elipse homotética a B, isto €,

neste caso temos Ig = aB para algum o real.

e, —
B

Figura 4.7: O isoperimetrix da elipse.

Na préxima secao, vamos investigar em quais casos o isoperimetrix

coincide com a bola.
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4.5
As curvas de Radon

Nesta secao, seja B um conjunto simétrico, convexo, limitado e fechado
de M com interior nao-vazio.

Seja cg o circulo unitario 0B com uma orientacao. Pelo corolario 4.7.1,
existe uma base B = {x1, 22} cujos vetores sao mutuamente normais. Sejam B
a base de M e B* a base dual de M*.

Para cada funcional linear f = (¢1, ¢2) € 0B° existe uma curva de nivel
de f que tangencia B em algum ponto x € ¢y. Se t é um vetor tangente a cgy
em x, entdo f(t) = 0 e a orientacdo de ¢y determina o sinal de t. Assim, o
vetor t é determinado por t = —@ox1 + @122 = (—d2, P1)5. Seja ¢ o conjunto

dos vetores t dado por

o = {(=d2,¢1)5: (¢1,02)5- € OB} (4-19)

Pela definigao 4.8, vemos que ¢ é a fronteira do isoperimetrix de B, isto é

=AY 0B°) = 0l

em que A é a funcao definida na secao anterior.

Pelo teorema 4.7, como os vetores da base B sao mutuamente normais,
existe uma tangente a cy em x; paralela a x5 e outra tangente a ¢y em o
paralela a —z;. Desta forma, podemos garantir que ¢y e ¢, passam pelos pontos
T1, Tg, —T1 € —To € as duas curvas tém pelo menos uma tangente comum em
cada um destes pontos. Assim, se ¢; = {(&1,&) € 0B : & > 0,6 > 0} e
¢t ={(—=p2, 1) € O0B° : ¢1 > 0, ¢ > 0}, podemos definir a curva ¢ como

Gg=cUdU—cU=c (4-20)

Em outras palavras, a curva ¢ ¢é igual a 0B no primeiro e terceiro quadrantes
e igual a 0I5 nos outros quadrantes. E claro que ¢{j é uma curva simétrica que
limita uma regiao convexa. Uma curva construida de acordo com a definicao 4-

20 acima ¢é chamada de curva de Radon.

Exemplo 4.8 Sejam B a bola unitdria {1 e B° a bola dual correspondente,

a bola V. A curva de Radon relativa a bola B serd a curva R mostrada na

figura 4.8.

Pela construcao de ¢, é evidente que 0B é uma curva de Radon se, e
0 )

somente se, ¢y = ¢, e isto significa que, pela definigao de ¢, Ip = B.
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Figura 4.8: Construgao de uma curva de Radon.

60
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5
O perimetro da bola unitdria no plano de Minkowski

Neste capitulo iremos estimar os possiveis valores que o perimetro da bola
unitaria pode assumir. Veremos que ele ¢ minimo quando B for um hexagono
regular afim e maximo quando B for um paralelogramo. Para isto, em principio
veremos que no plano de Minkowski é sempre possivel inscrever um hexédgono
de lados unitdrios em B assim como acontece no plano euclideano (que é
um caso particular de plano de Minkowski). Em seguida, daremos algumas
defini¢oes relativas a curvas planas e demonstraremos alguns resultados que
nos ajudarao a comparar comprimentos entre curvas inscritas e circunscritas.
Assim como na secao 4.5, B denotard um conjunto simétrico, convexo, limitado
e fechado de M com interior nao-vazio. A partir de agora, o simbolo ||.||
serd usado para representar a norma ||.||g. O conteido a seguir é baseado

em Thompson [1].

T2 — 21

Figura 5.1: Construcao de um hexagono de lados unitarios.

Teorema 5.1 Se xy € M, entdo existem x1, x5 € M tais que |z; — z;|| =1

para i, j =0,1,2 e # j.
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Prova. Sem perda de generalidade podemos supor xo = 0. Seja x; um ponto
arbitrario de 0B conforme figura 5.1, isto é, ||z1|| = 1. Considere a bola By (xy).
A fronteira desta bola é uma curva que passa por 0 dentro de 0B e por 2z,
que esté fora de dB. Pela continuidade de 0B (z1), evidentemente existe um

ponto xo € 0By (1) NIB. Entao, ||za]] = |2 — z1]] = 1 e, em resumo, temos
1]l = [ = 21l = lzall = | = @2l = lwa — 2] = [Jer — 22l = 1

Portanto, os seis pontos x1, x9, xo — X1, —T1, —T9 € T1 — T SA0 0S vértices de

um hexagono regular inscrito em B. [ ]

Seja ¢ = {z :x = p(t) e « <t < [} uma curva (ver secao 2.4)

esea =ty <t < .. < t, = [ é uma partigao do intervalo [, 3],

entdo podemos considerar a poligonal cujos vértices sao ¢(to), ¢(t1), ...,
n

©(t,) com comprimento Z |zi — z;—1]|. Uma curva é dita retificdvel quando

i=1
os comprimentos de tais poligonais sao limitados superiormente. Assim, o

comprimento da curva ¢, denotado por Lg(c), pode ser definido também por

n
Lg(c) = sup E |lo(ts) — @(tiz1)|| = {to,t1, ..., tn} é uma partigao de |, (]
i=1
(5-1)

De acordo com Carmo [4], se ¢ é suave, a defini¢ao acima é equivalente
a formula 2-10 da segao 2.4.

Uma curva fechada e simples é dita convera quando o interior dela é
uma regiao convexa. Uma curva ¢ de zg a 1 (xg # z1) é chamada de conveza
quando ¢ U Z17, é uma curva convexa, fechada e simples, em que 17y denota
o segmento de reta de extremos gy e 1. Se ¢; e ¢y sao duas curvas convexas

de ¢ a xq, entao ¢ é dita interior a co quando ¢; C conv cs.

Lema 5.1 Se a poligonal @ de vértices xg, x1, ..., T, € uma curva convezra de
Ty a T, que seja interior a poligonal P cujos vértices sao xgy, y e x, (nesta
ordem), entao

n

Dl =zl < lly = zoll + |z — y]

i=1
Prova. Suponhamos os vetores u; = y — xg e us = x, — y linearmente
independentes. O caso em que eles sao linearmente dependentes é trivial.
Podemos, entao, considerar B = {uy, us} uma base de M e cada vetor x; —z;_,
pode ser escrito

T — Tio1 = Uy + Biug
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Como @ é convexa e esta no interior de P, cada «; e (3; sao nao negativos.
Entao,

n

xn—xozz Ti— T 1) Zaul—l—Z@uQ (y—x0) + (2, —y) = ug +usy

i=1

Assim, Z o = Z p; = 1. Pela desigualdade triangular, ||z; — z;_1|] <
i=1
a;l|lua]] + BZHUQH e temos

n n n
= Z | — @i < Z%‘HMH + Zﬁz‘HWH = [Jua | + [luz||
=1 =1 =1

Teorema 5.2 Se ¢ é uma curva convexa de xy a x1 no interior da poligonal

P de vértices xg, y e x1 (ver figura 5.2), entdo
Lp(c) < lly = zoll + [lz1 —

Prova. Se p é uma poligonal qualquer inscrita em ¢, entao ela também é
interior a P. Pelo lema 5.1, Lp(p) < ||y — xo|| + [|x1 — y||. Pela definigao 5-1,

Lg(c) =sup{Lp(p) : p é inscrito em c}, segue o resultado. |

Figura 5.2: A curva c estd inscrita em P.

Teorema 5.3 Se ¢ é uma curva convexa de x a y e se Q1 € Qo Sao, respecti-

vamente, poligonais inscritas e circunscritas a ¢ de x a y, entao

Lg(p1) < Lp(c) < Lp(pa2)
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Prova. A primeira desigualdade é consequéncia direta da definigao de Lg(c).
Seja o uma poligonal cujos vértices sao x, ¥a, ..., Yn_1 € Yo = y (nesta ordem).
Ponha y; =y} = z ey, = y,,_; = y e suponha que cada segmento de reta 7;y;1 1
tangencia c em y, parai = 2, 3, ..., n— 2. Basta aplicar o teorema 5.2 para cada
parte da curva c de y; a y;,, e suas correspondentes poligonais circunscritas

de vértices y;, yiri e y;,, parai =1,2,...,n— 2. [ |

Definicao 5.1 Um hexagono regular afim € a imagem de um hexdgono reqular

por uma transformacao afim.

E possivel verificar as seguintes propriedades do hexagono regular afim

(ver figura 5.3):

1. Sao paralelos: AB, CF e DE; BC, AD e EF; CD, BE e AF.

2. As diagonais AD, BE e C'F' cruzam em um unico ponto.

Figura 5.3: Hexdgono regular afim.

Assim, se a bola unitaria de M for um hexdgono regular afim, entao,
pelas propriedades acima, vemos que o perimetro (de Minkowski) dela serd 6.

Este fato é parte do teorema 5.5 que veremos mais adiante.

Teorema 5.4 (Golab)
6 < Lp(0B) <8

Prova. O teorema 5.1 garante a existéncia de um hexdgono inscrito em B de
lados unitarios. Do teorema 5.3 segue imediatamente a primeira desigualdade.
A segunda desigualdade é consequéncia do corolario 4.7.3, que afirma existir
um paralelogramo o = conv{z; + s, r1 — T, —r1 — Ty, —1 + T2} que contém
B e tal que ||| = ||#2]| = 1, donde os pontos +x; (i € {1,2}) sdo pontos
médios dos lados. Logo, Lg(p2) = 8 e novamente aplicamos o teorema 5.3 para

chegarmos ao resultado desejado. ]
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Teorema 5.5
(i) Lp(0OB) =6 se, e somente se, B é um hexdgono reqular afim;
(ii) Lp(0OB) =8 se, e somente se, B é um paralelogramo.

Prova. As “voltas”das afirmacoes acima sao 6bvias. As “idas”foram baseadas

na prova de Schéffer e descritas por Thompson [1].

(i) Suponhamos Lg(0B) = 6. Pelo teorema 5.1, podemos construir um
hexagono regular inscrito em B a partir de um vértice arbitrario x1 € 0B
(ver figura 5.4). Seja z; um ponto extremo de B. Denotemos por ¢(z125)

o arco de OB que liga x; a x5 no sentido anti-horario. Seja y o ponto

Figura 5.4: O hexdgono esta contido em 0B5.

médio do arco ¢(za(x2 — 1)) de OB. Entao, pela desigualdade triangular

e pelo teorema 5.3, temos

3 = |lzr— @l + |z — (w2 — z)[| + [[(22 — 21) — (—21) ]
< o =@ + lze — yll + [y — (22 — 21) | + [[(x2 — 21) — (—=21)|
< oy — @2 + Lp(e(22y)) + Lp(c(y(ze — 21))) + [[(22 — 21) — (—21)|
Ly(9B)
< — = 3

Donde vemos que

lz2 = yll + lly = (2 — 21)[| = Lp(c(z2y)) + Lp(c(y(za —21))) = 1

Pela escolha de y, temos Lg(c(zay)) = Lp(c(y(xe — x1))) = 1/2, 0 que
implica ||ze—y|| < 1/2e ||y—(z2—x1)|| < 1/2. Se fosse possivel ||zo—y|| <
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1/2 ou ||y — (2 — 1)|| < 1/2, terfamos ||z — y|| + ||y — (2 — x1)[| < 1,
o que é absurdo. Portanto, ||zo — y|| = ||y — (z2 — x1)|| = 1/2, donde
2(xg —y) € OB e 2(y — (x9 — 1)) € OB. Por outro lado, x; pode ser

escrito como

o= (2= y) + (o= (02 =) = 5 22 )] + 5 20y — (22— )]

N | —

Como z1 é um ponto extremo de B, pelas definicoes 2.3 e 2.4, temos que

11 = 2wy — y) = 2(y — (2 — a1)). Assim,

— _lx _.TJQ—'—(SL’Q—SL’l)
Y =22 5t = 5

e verificamos que y é ponto médio do segmento xs(xe — 7). Além
disso, como os pontos x3, y € x9 — x1 pertencem a dB, podemos dizer
que o segmento de reta zy(xy —x1) C OB, pois caso contrario, pela
convexidade de B, existiria um ponto w (digamos entre y e xo — 1)
do segmento x5(zy — x1) no interior de B conforme mostra figura 5.5,
entao poderiamos prolongar o segmento 0w até encontrar 9B no ponto
z e assim construirfamos o triangulo x50z inteiramente contido em B
(novamente pela convexidade) e o ponto y pertenceria ao interior deste

triangulo, o que ¢ absurdo.

L2

ZTo — T1

Figura 5.5: zo(x — 1) C 0B.

Agora vamos provar que o ponto xs é um ponto extremo de B. Suponha-
mos por absurdo que néo, entao existe & € (0, 1) tal que zy + {1 € 0B.

Assim, como x9(zg — 1) C JB, vemos que

(22 + &x1) = || = [[€x2 + (1 = E) (w2 —a1)[| =1
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segue que

Ly(9B)

5 2 @2 +&x) —mf 4+ [(22 +€21) = (22 — 21|

Hl[(z2 — 1) — (=21
= 1+(1+5+1>3

e chegamos a um absurdo. Portanto, x5 é um ponto extremo de B e po-
demos repetir a prova acima iniciando por z,. Enfim, analogamente po-
demos continuar o processo, provando que todos os vértices do hexdgono
inscrito sao pontos extremos de B e consequentemente que todos os seus

lados estao contidos em 0B.

Suponhamos Lg(0B) = 8. Pelo corolario 4.7.3, existe um paralelogramo
o de vértices {x) + x9, 21 — T3, —x7 — X9, —x1 + X2} circunscrito a B
com ||z1]] = ||x2|| = 1 conforme mostra a figura 5.6. Por um argumento
analogo ao do item anterior, se cada um dos vértices do paralelogramo
pertencerem a 0B, como os pontos médios x1, —x1, Ty € —x9 dos lados
também pertencem a 0B, entao podemos garantir que cada lado esta

contido em 0B, donde 0B = @ e nao ha mais nada a fazer neste caso.

Tr1 — I

Figura 5.6: O paralelogramo esta contido em 0B.

Suponhamos agora que x1+x9 ¢ 0B (e, pela simetria, também —x;—xo ¢
0B), entao existe £ € [0, 1) tal que a reta {(xg — 1)t + (1 +&)xy : t € R}
seja tangente a B. E f4cil verificar que esta reta corta os lados de p em

1 + &xg € x9 + £y como mostra a figura 5.6. Entao, pelo teorema 5.3,
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IA

[(21 + E22) = @]l + || (w2 + E21) — (21 + E22) |
(e = 21) = (22 + &) + || = 21 = (22 — 2) |
E+ (1 =llra =]+ A+ & +1

= 24204 (1 =) lwa — 2]

< 24284201 -¢) =4

pois [lzg — @[] < [[az| + ||21]] = 2 implica (1 — §)[Jzz — 21| < 2(1 = §).
Isto é,
4<2426+ (1 =8|z —a1]| <4

Logo, 2§ + (1 — &)||za — x1]| = 2 e, como £ < 1, temos

Assim, vemos que o ponto médio do segmento —z1x5, que é o ponto
%(l’z —1x1), pertence & dB e o vértice xo — 1 nao (pela simetria, —zy+ 14
também nao). Como os pontos —z; e xs também pertencem a fronteira
de B, vemos que o segmento —x1xo C dB. Podemos repetir o processo
acima para cada um dos vértices zo — x1, —x9 + 21 € —x1 — T2 (que,
conforme vimos, nao pertencem a 0B) para mostrar que os segmentos
(—z1)(—z3), —wowq € Tixg estdo contidos em B, donde concluimos que
B ¢é o paralelogramo de vértices x1, —x1, 2 € —x5. Nao tendo mais outros

casos, concluimos nossa prova.

Exemplo 5.1 Seja a bola B definida por

B = COHV{<17 1>7 <_§7 1>7 <_17£>7 <_17 _1>7 (fv _1>7 (17 _£>}7 com g S [07 1]

conforme mostra a figura 5.7. Para cada & € [0,1), B é um hexdgono e se
¢ =1, B é um quadrado (ou, se quiser, um hexdgono degenerado). Note que
0s lados paralelos aos eizos tém comprimento (relativo a B) igual a 1+ & e
cada um dos outros dois lados medem |[(1,—&)— (&, =1)|| = [[(1 =&, =£+1)|| =

(1=l DI = (1 =) Logo,

Lp(0B) =6 + 2¢, para & € [0, 1].
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Y

(1,*5)

(-1,-1) (€,-1)

Figura 5.7: Exemplo de bola cujo perimetro é 6 + 2£.

O teorema 5.4 afirma que qualquer bola no plano de Minkowski tem
perimetro minimo seis e no maximo oito. Mas o exemplo 5.1 mostra que o
perimetro de B pode assumir qualquer valor real entre 6 e 8, sendo 6 quando
B é um hexagono regular afim e 8 quando B é um paralelogramo, conforme
prevé o teorema 5.5. Assim, na geometria de Minkowski se mantivermos a
definicao do nimero 7 como sendo a razao entre o perimetro da bola e seu
diametro, m poderd assumir qualquer valor real no intervalo [3,4] dependendo
da escolha de B.
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