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A

Solução do Modelo

A.1

Problema do Consumidor

A condição de primeira ordem (CPO) do problema 2-1 em relação à

escolha de ativos da economia doméstica é A-1 e em relação ao trabalho é A-2.

βπ(st|st−1)

Qt(st+1|st)
=
Cσ
t+1P t+1

Cσ
t P t

=
Cσ
t+1πt+1

Cσ
t

(A-1)

W t = L
ψ
t C

σ
t P t (A-2)

Para o consumidor estrangeiro, cujo problema está enunciado em 2-2, as

condições de primeira ordem são ligeiramente diferentes. Ao escolher o ńıvel

de ativos da economia estrangeira, o ńıvel de trabalho e o ńıvel de ativos

da economia doméstica temos A-3 (ativos estrangeiros), A-4 (trabalho) e A-5

(ativos estrangeiros emitidos no páıs doméstico).

β∗π(st|st−1)

Q∗t (s
t+1|st)

=
C
∗γ
t+1P

∗
t+1

C
∗γ
t P

∗
t

=
C
∗γ
t+1π

∗
t+1

C
∗γ
t

(A-3)

W ∗
t = L

∗µ
t C

∗γ
t P

∗
t (A-4)

St

St+1

β∗π(st|st−1)

Qt(st+1|st)
=
C
∗γ
t+1P

∗
t+1

C
∗γ
t P

∗
t

=
C
∗γ
t+1π

∗
t+1

C
∗γ
t

(A-5)

Fazendo β = β∗ e unindo as equações A-1 e A-5, temos A-6.

St

St+1

Cσ
t+1πt+1

Cσ
t

=
C
∗γ
t+1π

∗
t+1

C
∗γ
t

(A-6)

Definimos então a relação entre o câmbio real e o câmbio nominal, A-7,

que nos permite concluir A-8.

St =
qtP t

P ∗t
(A-7)

St

St+1

=
qt

qt + 1

P t

P t+1

P ∗t+1

P ∗t
=

qt

qt + 1

π∗t+1

πt+1

(A-8)

Substituindo A-8 em A-6, temos A-9.

qt

qt + 1

π∗t+1

πt+1

Cσ
t+1πt+1

Cσ
t

=
C
∗γ
t+1π

∗
t+1

C
∗γ
t

(A-9)

Simplificando A-9, obtemos A-10.
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qt

qt + 1

Cσ
t+1

Cσ
t

=
C
∗γ
t+1

C
∗γ
t

(A-10)

Resolvendo A-10 retroativamente, temos A-11.

qt = q0
C
∗γ
0

Cσ
0

Cσ
t

C
∗γ
t

(A-11)

Utilizando a normalização de A-12, chegamos a A-13.

q0
C
∗γ
0

Cσ
0

= 1 (A-12)

qt =
Cσ
t

C
∗γ
t

(A-13)

Vale notar que o preço dos ativos está diretamente relacionado com a

taxa de juros da economia, por A-14 e A-15.

Qt(s
t+1|st) =

1

it
(A-14)

Q∗t (s
t+1|st) =

1

i∗t
(A-15)

Sendo assim, as equações A-1, A-2, A-3, A-4, A-13, A-14 e A-15 compõem

o bloco referente ao problema do consumidor no modelo DSGE. Além dessas

equações, fazem parte deste bloco os agregadores 2-13, 2-14, 2-15 e 2-16,

transformados em variáveis estacionárias pela divisão por P t. Tomando, por

exemplo, a equação 2-13 e definindo pTt =
PT

t

P t
e pNt =

PN
t

P t
, temos (dividindo

ambos os lados da equação por P t) a equação A-16.

1 =
[

pTt
1−θ

+ pNt
1−θ
]

1

1−θ

(A-16)

Procedendo de forma análoga podemos encontrar expressões para os

preços relativos (estacionários) em 2-14, 2-15 e 2-16.

A.2

Problema da Firma

A firma i do mercado j escolhe um preço ótimo, dado por P j,i
t , mas só

consegue trocar de preço com probabilidade 1−δj. Portanto, o ı́ndice de preços

do setor, dado por P j
t , pode ser escrito como A-17.

P
j
t = δjP

j
t−1 + (1− δj)P j,i

t (A-17)

Transformando os termos da equação A-17 em termos estacionários

(dividindo por P t), ficamos com a equação A-18.

p
j
t = δj

p
j
t−1

πt
+ (1− δj)pj,it (A-18)

A equação A-18 vale para i ∈ {H,H∗, F, F ∗, N,N∗}. Portanto, aqui

temos mais 6 equações para a solução do DSGE. Resta determinar o processo
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de escolha do preço ótimo das firmas em termos estacionários (pH,it , p∗H,it , pF,it ,

p
∗F,i
t , pN,it e p∗N,it ), a partir da solução dos problemas 2-17, 2-20, 2-23 e 2-24.

Como as funções de produção 2-25 e 2-26 têm retornos constantes de

escala, os problemas de maximização 2-17 e 2-20, que são resolvidos para preços

praticados no mercado doméstico e no mercado estrangeiro, são separáveis

aditivamente nos seus argumentos (2-17 em P
H,i
t e P ∗H,it e 2-20 em P

F,i
t e

P
∗F,i
t ). Portanto, os problemas de uma firma para a precificação na economia

doméstica e na economia estrangeira podem ser tratados como problemas de

otimização independentes.

O problema de maximização foi resolvido em três etapas: CPO, trans-

formação das variáveis não estacionárias em estacionárias, e, por fim, na for-

mulação recursiva similar à desenvolvida por Schmitt-Grohé & Uribe (2006).

Para resolver o problema da firma doméstica, 2-17 se divide em A-19 e

A-20.

max
P

H,i
t

∞
∑

j=0

∑

st+j

βjδ
j
Hπ(s

t+j|st)





(

P
H,i
t

PH
t+j

)−θH
(

PH
t+j

P T
t+j

)−λ(

P T
t+j

P t+j

)−θ
(

P
H,i
t −

W t+j

ZH
t+j

)





(A-19)

max
P
∗H,i
t

∞
∑

j=0

∑

st+j

βjδ
∗j
Hπ(s

t+j|st)





(

P
∗H,i
t

P ∗Ht+j

)−θ∗H
(

P ∗Ht+j

P ∗Tt+j

)−χ(

P ∗Tt+j

P ∗t+j

)−ν
(

St+jP
∗H,i
t −

W t+j

ZH
t+j

)





(A-20)

Após o procedimento de solução, ficamos com o conjunto de equações

A-21, A-22 e A-23 para pH,it .

x1t = x2t (A-21)

x1t =
[

(

pHt
)

θH−λ
(

pTt
)

λ−θ
(

p
H,i
t

)

−θH
]

Ct

(

θH − 1

θH

)

+βδHEt



πθHt+1

(

p
H,i
t

p
H,i
t+1

)−θH

x1t+1





(A-22)

x2t =
[

(

pHt
)

θH−λ
(

pTt
)

λ−θ
(

p
H,i
t

)

−1−θH
]

Ct

wt

ZH
t

+βδHEt



π1+θH
t+1

(

p
H,i
t

p
H,i
t+1

)−1−θH

x2t+1





(A-23)
Após o procedimento de solução, ficamos com o conjunto de equações

A-24, A-25 e A-26 para p∗H,it .
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x3t = x4t (A-24)

x3t =

[

(

p∗Ht
)θ∗H−χ

(

p∗Tt
)χ−ν

(

p
∗H,i
t

)−θ∗H
]

C∗t
θ∗H − 1

θ∗H
qt+βδ

∗
HEt



π∗t+1
θ∗H−1πt+1

(

p
∗H,i
t

p
∗H,i
t+1

)−θ∗H

x3t+1





(A-25)

x4t =

[

(

p∗Ht
)θ∗H−χ

(

p∗Tt
)χ−ν

(

p
∗H,i
t

)−1−θ∗H
]

C∗t
wt

ZH
t

+βδ∗HEt



π∗t+1
θ∗Hπt+1

(

p
∗H,i
t

p
∗H,i
t+1

)−1−θ∗H

x4t+1





(A-26)
Analogamente, o problema da firma estrangeira, 2-20, se divide em A-27

e A-28.

max
P

F,i
t

∞
∑

j=0

∑

st+j

β∗jδ
j
Fπ(s

t+j|st)





(

P
F,i
t

P F
t+j

)−θF
(

P F
t+j

P T
t+j

)−λ(

P T
t+j

P t+j

)−θ(

P
F,i
t

St+j
−
W ∗

t+j

ZF
t+j

)





(A-27)

max
P
∗F,i
t

∞
∑

j=0

∑

st+j

β∗jδ
∗j
F π(s

t+j|st)





(

P
∗F,i
t

P ∗Ft+j

)−θ∗F
(

P ∗Ft+j

P ∗Tt+j

)−χ(

P ∗Tt+j

P ∗t+j

)−ν
(

P
∗F,i
t −

W ∗
t+j

ZF
t+j

)





(A-28)

Após o procedimento de solução, ficamos com o conjunto de equações

A-29, A-30 e A-31 para pF,it .
x5t = x6t (A-29)

x5t =
[

(

pFt
)

θF−λ
(

pTt
)

λ−θ
(

p
F,i
t

)

−θF
] Ct

qt

(

θF − 1

θF

)

+β∗δFEt



π∗t+1π
θF−1
t+1

(

p
F,i
t

p
F,i
t+1

)−θF

x5t+1





(A-30)

x6t =
[

(

pFt
)

θF−λ
(

pTt
)

λ−θ
(

p
F,i
t

)

−1−θF
]

Ct

(

w∗t
ZF
t

)

+β∗δFEt



π∗t+1π
θF
t+1

(

p
F,i
t

p
F,i
t+1

)−1−θF

x6t+1





(A-31)
Após o procedimento de solução, ficamos com o conjunto de equações

A-32, A-33 e A-34 para p∗F,it .

x7t = x8t (A-32)
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x7t =

[

(

p∗Ft
)θ∗F−χ

(

p∗Tt
)χ−ν

(

p
∗F,i
t

)−θ∗F
]

C∗t

(

θF − 1

θF

)

+β∗δ∗FEt



π∗t+1
θ∗F

(

p
F,i
t

p
F,i
t+1

)−θ∗F

x7t+1





(A-33)

x8t =

[

(

p∗Ft
)θ∗F−χ

(

p∗Tt
)χ−ν

(

p
∗F,i
t

)−1−θ∗F
]

C∗t

(

w∗t
ZF
t

)

+β∗δ∗FEt



π∗t+1
1+θ∗F

(

p
F,i
t

p
F,i
t+1

)−1−θ∗F

x8t+1





(A-34)
Resolvendo agora os problemas das firmas de bens não transacionáveis,

obtemos (a partir de 2-23) o conjunto de equações A-35, A-36 e A-37 para pN,it .

x9t = x10t (A-35)

x9t =

[

(

p
N,i
t

)−θN (
pNt
)θN−θ

]

Ct

(

θN − 1

θN

)

+ βδNEt



πt+1
θN

(

p
N,i
t

p
N,i
t+1

)−θN

x9t+1





(A-36)

x10t =

[

(

p
N,i
t

)−1−θN (
pNt
)θN−θ

]

Ct

(

wt

ZN
t

)

+βδNEt



πt+1
1+θN

(

p
N,i
t

p
N,i
t+1

)−1−θN

x10t+1





(A-37)
E de 2-24 segue o conjunto de equações A-38, A-39 e A-40 para p∗N,it .

x11t = x12t (A-38)

x11t =

[

(

p
∗N,i
t

)−θ∗N (
p∗Nt
)θ∗N−ν

]

C∗t

(

θ∗N − 1

θ∗N

)

+β∗δ∗NEt



π∗t+1
θ∗N

(

p
∗N,i
t

p
∗N,i
t+1

)−θ∗N

x11t+1





(A-39)

x12t =

[

(

p
∗N,i
t

)−1−θ∗N (
p∗Nt
)θ∗N−ν

]

C∗t

(

w∗t
Z∗Nt

)

+β∗δ∗NEt



π∗t+1
1+θ∗N

(

p
∗N,i
t

p
∗N,i
t+1

)−1−θ∗N

x12t+1





(A-40)

A.2.1

Preços Flex́ıveis

Fazendo δF = 0, temos (por A-29, A-30 e A-31) a equação A-41.

p
F,i
t =

θF

θF − 1

(

qtw
∗
t

ZF
t

)

(A-41)
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A.2.2

Mercados Incompletos

O modelo com mercados incompletos resolve o problema do consumidor

exposto nas equações A-42, para o consumidor doméstico, e A-43, para o

consumidor estrangeiro. A condição de equiĺıbrio do mercado de t́ıtulos é dada

por A-44.

max
{{Bt+1}t=∞t=0

,{Lt(st)}t=∞t=0
,{Ct(st)}t=∞t=0

}

∞
∑

t=0

∑

st|st−1

βtπ(st|st−1)

[

Ct(s
t)1−σ

1− σ
−
Lt(s

t)1+ψ

1 + ψ

]

s.a.

W t(s
t)Lt(s

t) + Btit +Πt(s
t) ≥ P t(s

t)Ct(s
t) + Bt+1

para todo t, st

(A-42)

max
{{B∗t+1

}t=∞t=0
,{L∗t (s

t)}t=∞t=0
,{C∗t (s

t)}t=∞t=0
}

∞
∑

t=0

∑

st|st−1

β∗tπ(st|st−1)

[

C∗t (s
t)1−γ

1− γ
−
L∗t (s

t)1+µ

1 + µ

]

s.a.

W ∗
t (s

t)L∗t (s
t) +

B∗t it

St
+Π∗t (s

t) ≥ P ∗t (s
t)C∗t (s

t) +
B∗t+1

St

para todo t, st

(A-43)

Bt + B∗t = 0

para todo t
(A-44)

A.3

Market Clearing, Regra de Taylor e Solução

Além das condições de ótimo expostas nas seções anteriores, são usadas

as seguintes equações de Market Clearing para fechar o modelo: 2-9, 2-10,

2-11, 2-12, 2-25, 2-26, 2-27, 2-28, 2-29, 2-30, 2-31, 2-32, 2-33, 2-34, 2-35,

2-36, 2-37, 2-38, 2-39 e 2-40. Com a regra de Taylor (2-41) para os páıses

doméstico e estrangeiro e o hiato do produto (2-42), o modelo fica completo. A

dinâmica do estoque de ativos pode ser simulada pela restrição orçamentária

do consumidor, mas ela é residual no modelo. O modelo foi resolvido usando

o Gensys, desenvolvido por Sims (2002).
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B

Estimação do Processo Trimestral da Produtividade

B.1

Derivação Teórica do Estimador

Queremos estimar α0, α1 e σ2
uj,i

(σ2
u para simplificar a notação)1 da

equação 3-1. Como não observamos dados trimestrais, vamos estimar es-

ses parâmetros numa representação análoga à equação 3-4. Escrita com os

parâmetros de interesse, essa equação se torna 3-5.

Aplicando o operador esperança (E[•]) na equação 3-5, como mostra a

equação B-3, temos o primeiro momento do nosso sistema. Além disso, como

queremos que a equação 3-4 reproduza o comportamento anual do processo

gerador de dados da série 3-1, as identidades das equações B-1 e B-2 são válidas

(por 3-5). Por elas, temos a relação entre as volatilidades de 3-4 (σ2
φ) e 3-1 (σ

2
u),

dada em B-4. A equação B-5 vem da definição de σ2
φ em 3-5. Todas as séries

são estacionárias de segunda ordem.

β0 = 4α0(1 + α1 + α2
1 + α3

1) (B-1)

β1 = α4
1 (B-2)

E[Y j,i] =
4α0(1 + α1 + α2

1 + α3
1)

1− α4
1

(B-3)

σ2
φ = σ2

u(1 + (1 + α1)
2 + (1 + α1 + α2

1)
2 + (1 + α1 + α2

1 + α3
1)

2+

(α1 + α2
1 + α3

1)
2 + (α2

1 + α3
1)

2 + (α3
1)

2)
(B-4)

σ2
φ = E[(Y j,i

t − E[Y j,i](1− α4
1)− α4

1Y
j,i
t−4)

2] (B-5)

A condição de momento B-3 relaciona α0 e α1. Já B-5 relaciona α1 e

σ2
φ. Portanto, para cada valor de α1 podemos computar α0 e σ

2
φ. Como a cada

valor de α1 conseguimos associar um valor de σ2
φ e por B-4 a cada valor de

σ2
φ podemos associar um valor de σ2

u, α1 está definido em função de σ2
u. Logo,

1
σ
2

W
é a variância de uma variável aleatória W e σ

W

k
é a covariância de k-ésima ordem

de uma variável W . Os peŕıodos (t) são mensurados em trimestres.
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com mais uma condição de momento entre α1 e σ2
u poderemos obter soluções

para o nosso sistema.

Multiplicando a equação 3-5 por Y j,i
t−4 e aplicando o operador E[•],

chegamos a B-6.

E[Y j,i
t Y

j,i
t−4] = 4α0(1 + α1 + α2

1 + α3
1)E[Y

j,i
t−4] + α4

1E[Y
j,i
t−4

2
]+

(α1 + α2
1 + α3

1)E[u
j,i
t−4Y

j,i
t−4] + (α2

1 + α3
1)E[u

j,i
t−5Y

j,i
t−4] + (α3

1)E[u
j,i
t−6Y

j,i
t−4]

(B-6)

Por 3-5, temos B-7, B-8 e B-9.

E[uj,it−4Y
j,i
t−4] = σ2

u (B-7)

E[uj,it−5Y
j,i
t−4] = σ2

u(1 + α1) (B-8)

E[uj,it−6Y
j,i
t−4] = σ2

u(1 + α1 + α2
1) (B-9)

Por B-3, B-6, B-7, B-8 e B-9, segue-se B-10.

E[Y j,i
t Y

j,i
t−4] = (1− α4

1)E[Y
j,i]2 + α4

1E[Y
j,i
t−4

2
] + σ2

u((α1 + α2
1 + α3

1)+

(α2
1 + α3

1)(1 + α1) + α3
1(1 + α1 + α2

1))
(B-10)

E[Y j,i
t Y

j,i
t−4] = (1−α4

1)E[Y
j,i]2+α4

1E[Y
j,i
t−4

2
]+σ2

u

(

α1 + 2α2
1 + 4α3

1 + 2α4
1 + α5

1

)

(B-11)

(E[Y j,i
t Y

j,i
t−4]− E[Y j,i]2)− α4

1(E[Y
j,i2]− E[Y j,i]2)− σ2

u

(

α1 + 2α2
1 + 4α3

1 + 2α4
1 + α5

1

)

= 0

(B-12)

σY
j,i

4 − α4
1σ

2
Y j,i − σ2

u

(

α1 + 2α2
1 + 4α3

1 + 2α4
1 + α5

1

)

= 0 (B-13)

Como podemos estimar σY
j,i

4 e σ2
Y j,i , a equação B-13 é mais uma relação

entre α1 e σ2
u. Portanto, resolvendo B-3, B-4, B-5 e B-13 obtemos estimativas

para α0, α1 e σ
2
u (e para σ

2
φ, embora essa não seja uma estat́ıstica de interesse).

B.2

Bootstrap para teste do estimador

Para testar o estimador proposto para processos trimestrais a partir de

dados anuais, serão simulados 12 processos trimestrais diferentes, todos com

a forma da equação B-14. Da simulação do processo trimestral é gerada uma

série de dados anual e então aplica-se o procedimento de estimação proposto. O
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procedimento é repetido 1.000 vezes para computar a distribuição emṕırica dos

estimadores. Serão 12 variações de parametrização para podermos fazer três

variações em cada um dos quatro parâmetros (constante, termo AR, desvio

padrão dos choques e tamanho da amostra).

yt = c0 + c1yt−1 + ut (B-14)

Na figura B.1 podemos ver a distribuição do estimador para a constante,

na figura B.2 podemos ver a distribuição do estimador para o termo AR e na

figura B.3 podemos ver a distribuição do estimador para o desvio padrão em

cada um dos casos analisados. Na primeira linha os modelos sofrem variação

de constante, na segunda de termo AR, na terceira de desvio padrão e na

quarta de tamanho de amostra. O tamanho da amostra é medido em anos de

observação.
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Figura B.1: Função densidade para o estimador da constante

As distribuições apresentadas apresentam muito pouca assimetria. Os

valores verdadeiros dos parâmetros estão bastante próximos das médias, me-

dianas e modas de todas as 36 distribuições apresentadas. O estimador da

constante parece apresentar uma tendência a superestimar o verdadeiro valor

para pequenas amostras (100 observações). O efeito não persiste conforme a

amostra cresce (a distribuição se torna simétrica). Já o estimador do termo AR

em alguns casos pode reportar valores bem menores do que o verdadeiro para

pequenas amostras: as distribuições têm uma cauda que começa em valores
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muito abaixo dos verdadeiros, mas esse efeito desaparece na simulação com

5.000 observações.
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Figura B.2: Função densidade para o estimador do coeficiente da defasagem
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Figura B.3: Função densidade para o estimador do desvio padrão

O estimador do desvio padrão também parece, embora com baixa pro-

babilidade, capaz de reportar valores bem maiores do que o verdadeiro para
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pequenas amostras (ao contrário do caso anterior). Mas o efeito desta propri-

edade quando temos 1.000 observações é bem pequeno (similar ao estimador

da constante). Essa é uma propriedade que fica mais evidente em amostras

com 100 observações (e possivelmente menos). Apesar desses problemas com

pequenas amostras, o estimador do desvio padrão chega bem próximo ao ver-

dadeiro valor em amostras maiores com grande probabilidade e a amplitude

da distribuição dele também diminui, como esperado.

B.3

Bootstrap para determinar intervalo de confiança das estimativas de

interesse

Devido ao curto peŕıodo para o qual temos dados dispońıveis, as funções

de densidade dos estimadores são bastante assimétricas, como é posśıvel ver na

figura B.4. Os valores estimados parecem estar na mediana das distribuições

apresentadas. Aqui fica evidente como o problema de assimetria das estimativas

pode piorar quando o tamanho da amostra diminui. O caso estudado tem

menos de 30 observações, ou seja, tem muito menos informação do que os

casos analisados na seção anterior.
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Figura B.4: Densidade das estimativas da tabela 3.3

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111773/CA




