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RESUMO

A andlise de concentragdo de tensdes ¢ um tema de extrema importancia em diversas
areas da engenharia, porém de dificil solu¢do analitica. Com o desenvolvimento dos
microcomputadores, a analise numérica destes problemas, por meio do Método dos Elementos

Finitos, tornou-se comumente difundida.

Neste trabalho, investiga-se a evolugdo dos campos de tensao em uma malha poliédrica
por meio de técnicas MEF, visando obter numericamente o valor das concentracdes de tensao

induzidas pela geometria do domino escolhido.

Primeiro, sdo definidos os dominios de interesse de forma implicita. Elementos
poliedrais sdo gerados, na sequéncia, pela triangulagdo de Delaunay e diagrama de Voronoi,
sendo estes analisados de pela funcao de distancia sinalizada, para verificagdo do pertencimento

ao dominio.

Apos a etapa inicial de geracdo de elementos, ¢ feita simulagdo por elementos finitos, e
entdo obtem-se as tensdes médias em cada elemento, pela média das tensdes de cada nd do
mesmo, a partir do critério de Von Mises. Os elemento com maiores tensdo, sdo
automaticamente selecionado entrando numa rotina de refino da malha, até que se obtenha uma

melhor percep¢do dos campos de tensao.

Finalmente, apresentam-se diversos exemplos que demonstram os recursos € o potencial

da abordagem proposta e validam os os resultados obtidos.

Palavra Chaves: Concentracao de tensdes, Malhas poliédricas, Elementos Finitos.



ABSTRACT

Stress concentration analysis is a subject of utmost importance in several areas of
engineering, nevertheless it has difficult analytical solution. Due to the development of
microcomputers, the numerical analysis of such problems, using Finite Element Method, has

become widespread commonly.

This paper investigates the evolution of stress fields in a polyhedral mesh, through FEM
techniques, to obtain numerical results of stress concentrations due to the geometry changes in a

chosen domain.

First, the areas of interest are implicitly defined. Polyhedral elements are generated as a
result of Delaunay triangulation and Voronoi tessellation, been latter analyzed by the signed

distance function to check if they belong to the chosen domain.

After the initial stage of element generation, finite elements simulation is performed, in
order to obtain the mean stress values on each element, by averaging the stress of each node of a
single element, based on Von Mises criteria. Elements with high stress are automatically

selected, entering a mesh refinement routine to obtain a better understanding of the stress fields.

Finally, several examples are presented, demonstrating the features and the potential of

the proposed approach, and also validating the results.

Keyword: Stress concentration; Polyhedral meshes; Finite element.
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INTRODUCAO

1.1- MOTIVACAO E OBJETIVO

Pecas mecanicas e elementos estruturais, muitas vezes tém caracteristicas que causam
mudangas bruscas de geometria. Sob cargas, essas mudangas induzem um aumento nos campos
de tensdo locais das pegas de forma bastante significativa, sendo estes, geralmente, os locais
onde as pecas comecam a falhar. A andlise dos campos de tensdo ndo ¢ em nada trivial, existindo

poucas solu¢des analiticas, restritas a geometrias simples.

Com o crescente desenvolvimento e barateamento dos microcomputadores, a técnica
dos Elementos Finitos vem se destacando dentro da engenharia, passando a ser amplamente

utilizada na avaliacdo do comportamento de estruturas.

Apesar dos significativos avangos alcangados no desenvolvimento da teoria matematica
e de algoritmos para o Método dos Elementos Finitos, a discretizacdo de um determinado
problema depende, na maioria dos casos, do bom senso do analista e das experiéncias adquiridas
na solucdo de problemas similares. No caso de os resultados serem julgados ruins, a
discretizacdo deve ser refeita. Visando solucionar este problema, diversas técnicas de refino

automatido de malha vem sendo propostas por diversos autores [1].
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Para propor um método que facilite a analise de concentracdo de tensdes, foi
desenvolvido um algoritmo baseado no codigo PolyMesher, proposto por Talischi [3]. Seus
principios se fundamentam na descri¢do implicita de dominios genéricos € na geracao de
elementos finitos nao estruturados pela técnica denominada “Voronoi Tessellation”, seguida de
uma suavizagao pelo método iterativo de Lloyd [15]. Esta suavizagdao tem por finalidade, gerar
elementos mais regulares em termos geométricos. Este trabalho se propdem a ampliar e aplicar
este codigo no tocante ao refinamento automatico da malha, para entdo, analisar o
comportamento de estruturas mecanicas sobre carregamentos uniformas, comparando com as
solugdes analiticas disponiveis na literatura, e aplicando posteriormente o codigo a estruturas

com geometrias genéricas.

1.2 - ESCOPO DO TRABALHO

Para facilitar o entendimento, este trabalho foi dividido em diversos capitulos, cujo

conteudo ¢ apresentado a seguir.

No capitulo 2 sdo introduzidos os conceitos relativos a concentracdo de tensdo, assim

como as solucgdes analiticas obtidas por Kirsh e Inglis.

No capitulo 3, as técnicas bdsicas referentes a elementos finitos, elementos

isoparamétricos, malhas estruturadas e ndo estruturadas, sao brevemente apresentadas.

No capitulo 4, os conceitos referentes a geragdo de malhas poliédricas, tais como a

representacao implicita de dominios genéricos sdo apresentados.

No capitulo 5, as tecnicas referentes a geracdo de malhas poliédricas ndo estruturadas
como Triangulagdo de Delaunay (TD), Diagrama de Voronoi (DV) e Centroidal Voronoi

Tessellation (CVT) sdo descritas.
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No capitulo 6, o refinamento da malha, assim como a abordagem para determinacao dos

elementos a serem refinados ¢ apresentada, sendo os resultados obtidos discutidos no capitulo 7.

Finalmente, o capitulo 8 ¢ reservado para a apresentagdo das conclusdes obtidas por
meio das formulagdes e metodologias utilizadas neste trabalho. Em seguida sdo apresentadas

algumas sugestdes para o desenvolvimento de pesquisas futuras.

14



CONCENTRACAO DE TENSAO

Tensdo ¢ a grandeza fisica que expressa as forcas internas que particulas vizinhas de um

material continuo exercem umas nas outras, sendo definida como a relagdo entre a forca F

aplicada a uma area unitaria A e propria a area A[19], ou seja: 0 = i

A
&
S

Ve

Figura 1 Efeito da concentra¢do de tensdo. A tensdo média oOn,eq € aquela calculada
desconsiderando a concentragdo de tensdo. A tensdo maxima O3, € aquela que realmente esta

presente na estrutura.
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O principio de Saint Venant, ou principio das cargas estaticas equivalentes, estabelece
que as tensdes de um corpo, em pontos “suficientemente distantes” de variagdes bruscas de
geometria ou aplicagdo de cargas concentradas, depende apenas da resultante das forgas
aplicadas e nao da distribuicdo das mesmas[2]. Com isso, podemos afirmar que as tensoes na
vizinhanca dos pontos acima citados, ndo sdo aquelas calculadas globalmente para o elemento

pelas formulagdes:

2 Al m— [(1—v)eyy] ; Ty = GVxy

(1)

012 =

oy + 0y 4 (crx—cry 2
2 2

¥4 X,
T
78T,
/ G}:@
‘2
5\
7 s
—-—Gx - X

Figura 2 Representagdo do estado plano de tensoes. A variavel o representa as tensoes
normais com suas componentes cartesianas x e y. A variavel T representa a tensdao

cisalhante agindo transversalmente as componentes cartesianas x e y.
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Logo, estes calculos globais de tensdo ndo sdo constantes para toda secao transversal do

elemento analisado, necessitando de um fator de correcdo para o campo das tensdes.

2.1 - FATOR DE CONCENTRACAO DE TENSAO

Como visto anteriormente, a distribui¢do de tensdes, ao longo de se¢des de geometria
nao uniforme, ndo ¢ necessariamente constante. Percebeu-se que quando o fluxo dos esfogos
desvia-se de descontinuidades da geometria, este se concentra na proximidade de tais obstaculos,

sendo esta concentragdo a responsavel pelo aumento local das tensdes.

AeA4A44444404044

Figura 3 Linhas de for¢a desviando de descontinuidades na geometria.

Tal fato pode ser verificado através da observagdo das linhas de forga, pois estas sdo os
caminhos de for¢a constante que ligam os pontos de aplicacdo da carga, logo, as tensdes sao

proporcionais as linhas de for¢a que passam por uma unidade de area[5].

Para representar este fato, foi entdo introduzido o conceito de fator de concentracao de

tensdo, usualmente denominado K;, ou seja:

Omax
K, = X
= @
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Este fator ¢ definido como a relag@o entre a méxima tensao g,,4, que atua em uma dada

secdo, contendo um concentrador, e a tensdo nominal g, atuante na mesma area, nao fosse o

concentrador.

Tecnicamete, sabendo o valor de 0,,5, que atua na estrutura, saberiamos determinar o
fator de concentragdo de tensdo presente. Entretanto, estes valores sao extremamente difciceis de
se obter analiticamente, normalmente recorrendo a solu¢des numéricas de elementos finitos. A
proxima secao € dedicada a introducao das duas solugdes analiticas para o campo de tensdes com

concentracao.
2.2— SOLUCAO ANALITICA DE KIRSCH

A primeira solucao analitica para concentragao de tensdes foi apresentada por Kirsch,

em 1898, para uma placa infinita com furo central [13].

- \—)
- hl:
- =
R
SN A A
_f_ <
< L - [ I
- ﬁ
—
e —
b =
-

-\ A

Figura 4 Placa plana com furo central.
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Considerando tensdo uniaxial distribuida, sendo r o raio do furo central e R uma

posi¢do radial genérica, foi obtida a expressao:

Gop = %(1 - (%)2> - %(1 +3 (%)2) c0s 26 3)

T, = —%(1+2(%) —3(%)4)sin26

Para o caso onde r e R sdo iguais (borda do furo), as expressoes se reduzem a :
0 =0 T =0 099 = 0,(1 — 2 cos26) 4)

Logo, o ponto mais solicitado da estrutura ocorre quando 8 = +90°, resultando numa
concentragdo de tensdo igual a 30. Com esta primeira analise, pode-se entdo perceber que a mera

introdugdo de um furo pode incrementar consideravelmente a tensao local de uma dada pega.

As equagdes parecem simples em principio, porém ¢ necessario salientar que sua
resolucao envolve a solugao de mais de dezoito equacdes constitutivas compostas por complexas

fungdes bi-harmonicas. Para a dedugao completa, reportar as referéncias [5,13].
2.3— SOLUCAO ANALITICA DE INGLIS

Esta solu¢dao envoleu a resolu¢do das tensdes em um furo eliptico, sendo apresentada
por Inglis, em 1913 [9]. A solucdo encontrada ndo ¢ nada trivial, valendo-se de coordenadas
ortonormais eliptico-hiperbdlicas (8, ¢) mapeando o plano das tensdes por meio de elipses & ¢
hipérboles . Estudando um caso simplificado, temos que, para uma placa sob tensdo uniaxial

distribuida oy, :
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2a a
amaxzan(1+7)=an 1+2 ; (5)

Sendo as variaveis a ¢ b as dimensdes caracteristicas da elipse que forma o furo, e p o

menor raio de curvatura presente na geometria.

Para a deducdo completa da solucao e casos complementares, reportar-se as referéncias

[19,18].

g,

%)

Raio minimo , 0 O-n (1 +

z‘bcéﬁ
I

I

Figura 5 Placa plana com furo central eliptico.

2.4— ESTIMATIVA DE K; POR ELEMENTOS FINITOS

Como visto nas se¢des anteriores, o calculo analitico dos campos de tensdao na presenca
de descontinuidades geométricas bruscas, ndo ¢ uma tarefa trivial. Com o advento dos

microcomputadores, o calculo numérico das tensdes, por meio da técnica dos elementos finitos,

20



tornou-se comumente difundido. Esta técnica ¢ um método global de andlise, que calcula o
campo dos deslocamentos, deformacdes e tensoes, discretizando a geometria em componentes

menores (elementos finitos), sendo introduzida no proximo capitulo deste trabalho.
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ELEMENTOS FINITOS

O método de elementos finitos ¢ um procedimento numérico que visa solucionar
sistemas de equacdes diferenciais parciais, na qual um meio continuo ¢ discretizado em
pequenos elementos chamados “Elementos finitos”. Resolver este sistema implica na resolugao
do sistema KU = F, onde K representa a matriz de rigidez, U o vetor dos deslocamentos e F o

vetor que contém as forgas atuante no sitema [12,17,18].
3.1- CALCULO DOS DESLOCAMENTOS U

Considerando u(®) como uma aproximagio do campo de deslocamentos u de cada

elemento ¢, tal que:
n

1@ (x) = Z wN;(x) = Na@ (6)

i=1

Temos que ©?) repesenta o conjunto de deslocamentos avaliado nos nés de um dado
elemento, n a quantidade de nés e o numero do elemento. Uma vez conhecidos os

deslocamentos, faz-se necessario calcular as deformagdes, que no R?, sdo dadas pela relagio:
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0
0x
Ex a u
= = — = (@)~ () — (®)
e=|g, 0 3y {v} Su SNu Bu (7)
yxy a a
9y oxl

As variaveis u e v correspondem as componentes x ¢ y do deslocamento dos nos do
elemento finito, sendo a matriz SN, também conhecida como matriz B, a que representa a

relagdo deformacgdo-deslocamento, sendo expressa como[12]:

[aNl 0 aNi'IT
B _ |0 oy | )
P aN;, aN,|

1% % oxl

Definem-se o vetor tensdo {a} e o vetor deformacio {€} como:

Oy Ex
{o} = [ay‘ {e} = ley\ )
Txy Vxy

Desconsiderando efeitos térmicos, pode-se definir a relagdo tensdo-deformagao por:

{0} = [Cl{e} (10)

Onde a matriz [C] é simétrica e representa a matriz constitutiva. Sendo assim, temos a

relacdo [11]:

1—v v 0

I @+v)(1-2v I—v]| %
| I DI C0) I e i | (i

Onde v ¢ o coeficiente de Poisson e E ¢ o modulo de Young do material.
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Ap6s definir os campos de deslocamento u(®?) ¢ as tensoes {a}, podemos entdio definir
as forgas f(Pagindo localmente sobre o elemento, as quais sdo devido as forcas elementares

q‘®) de corpo b, tragdo t, deformacdes iniciais &, ¢ tensdes iniciais @, sendo representadas por:

BT Ceg, dV+fBT CoydV (12)

q(<p):—fNdeV+fNTtdF— f
14 r 14

%4

Compactamente, representam-se as forcas agindo nos nds de cada elemento como:
f@) = K@y 4 q@ (13)

Para um sistema inicialmente em equilbibrio, as forcas elementares q(#) sio nulas, com

1SS0, temos:
f@) = K@y (14)

Podemos, finalmente, calcular a matriz de rigidez elementar K (®) de cada elemento ®,

integrada na area, pelos pontos de Gauss, como:

K©® = .U BTCBdxdy (15)

A matriz de rigidez global K é entdo contruida a partir das matrizes elementares K(©). O
sistema de valores globais KU = F, ¢ entdo resolvido para um deslocamento U desconhecido,
dado por: U = FK~1. Uma vez conhecidos os deslocamentos U, podemos entio calcular as

deformacdes € e tensdes o pela equagao 11.
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3.2— FORMULACAO ISOPARAMETRICA

A formulagdo isoparamétrica ¢ amplamente utilizada no representagdo de malhas ndo
retangulares, pois transforma superficies degeneradas (globalmente) em superficies conhecidas

(localmente), com fécil manuseio matematico e baixo custo computacional.

(a) (b)

Figura 6 Comparagdo entre coordenadas. Na figura "a" o elemento e é mostrado em

coordenadas locais, sendo na figura "b" em coordenadas globais.

No caso simples de um elemento com quatro nds (conforme mostrado abaixo), as

funcdes de forma a ele associadas seriam:
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-t

2

Figura 7 Elemento degenerado com quatro nos.

Nf:%(1—s)(1—t) ; NY %(1+S)(1—t)

(16)

N? %(1+s)(1+t) ; Nfz%(l—s)(1+t)

A transformag¢do de cordenadas (x, y) para (s, t), realizada pela equagdo 17 ¢ chamada
de mapeamento isoparamétrico. Este processo facilita os calculos que envolvem um problema de

elementos finitos, pois permite avaliar integrais em limites de integragdo simplificados:

I = fxz jyzf(x,y) dxdy — f_ll f_ll(b(s, t)dsdt (17)

x1 Yyl

Discussdes aprofundadas sobre elementos finitos e suas técnicas sdo apresentadas nas

referéncias [10,12].
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3.3 MALHA ESTRUTURADA E NAO ESTRUTURADA

Pode-se dizer que a representacdo ndo estruturada de malhas apresenta vantagens na
discretizagdo de geometrias complexas [18]. A diferenca entre estes os dois tipos de malha
(estruturada e ndo estruturada) se d4 na forma pela qual seus dados/elementos sdo apresentados.
Uma malha estruturada consiste em um conjunto de coordenadas que correspondem diretamente
a elementos de uma matriz, sendo assim, pontos vizinhos do objeto discretizado correspondem a
elementos vizinhos na matriz que os representa. Por exemplo, em R?, a variavel a(x,y)

representa as coordenadas cartesianas x € y dos pontos em uma malha.

Malhas nao estruturadas, por outro lado, ndo podem ser representadas como
anteriormente explicado. Para cada ponto a;(x,y), i = 1,..n € R>da malha, informacdes
adicionais relativas a conexao com o0s pontos que compdem o elemento finito devem ser

explicitamente informadas na matriz de conectividade.

1 2 3 4 1 ]120]13| 2

5 6 7 8 7 6 5 4

9 (10| 11| 12 22 (17 (16| 14

1311415 | 16 8 3 9110

17 118|119 | 20 11112 (19| 23

21122 (23| 24 15118 (21| 24
(a) (b)

" n

Figura 8: Comparagdo entre estruturas de malha. Na figura "a" os elementes seguem
uma sequéncia logica, ndo precisando de informagoes adicionais. Na figura "b", a
malha apresenta uma estrutura randomica dos elementos, logo necessita da informagdo

relativa aos elementos vizinhos.
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Como representado na figura, para cada elemento Vj,i = 1, ..., k, é necessario saber as
coordenadas de todos os pontos que o compdem , sendo lj, definido por exemplo, como

V,(nq,ng, n,), pois os ndés dos elementos ndo seguem uma ordem definida [11].
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REPRESENTACAO DE DOMINIOS

4.1 - FUNCAO DISTANCIA SINALIZADA (FDS) OU SIGNED DISTANCE FUNCTION

(SDF)

Vamos assumir Q como um subconjunto de R?. A funcdo distincia associada a Q é o

mapeamento dg: R> — R definido como:
do(x) = sq(x) min ||x — yl| (18)
yeSQ

Onde 8Q representa a borda do dominio Q, ||.|| ¢ a norma Euclidiana padrio em R? e o

sinal da funcdo ¢ definido como:

-1, x € Q
— ’ 19
sa(x) { +1, x € R?\ Q (19)
Sendo assim, € natural conjecturar que:
<0, x €0
d(x){ =0, x € 80 (20)
>0, x € Q

A SDF nos da a menor distancia entre um ponto x € e um ponto y € 061,

apresentando sinal positivo se x estd fora do dominio () e negativo no caso oposto [7].
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4.2 - REPRESENTACAO IMPLICITA E CRIACAO DE DOMINIOS

A representacdo implicita nos permite identificar facilmente se um elemento faz parte

do dominio, ou ndo, ao analisar sua SDF.

Q= {x eR?|d(x) <0}
21)
50 = {x € R?|d(x) = 0}
Assim, para cada dominio, ¢ necessario criar a funcdo distancia dg que nos permita
identificar todos os pontos dqg(x) de Q. Dominios complexos £ sdo criados pela combinagao de

dominios simples 0,4 e Qg (reta, circulo, quadrado), os quais apresentam funcdes distancias dp €
A € 3lp A

dg de facil obtencao.

Unido dgq,yq,(x) = min(d o, (x),dq,(x))
Interse¢do dq,nq,(x) = max(dg,(x),dg, (%))
(22)
Diferenca d g ,\q,(x) = max(dq,(x),— dg,(x))
Complementa¢io dy2 o, (x) = —d g, (x)

Com estas fung¢des, podemos entdo identificar facilmente pontos que pertengam, ou nao,

ao dominio estudado [7,18].
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CRIACAO DE MALHAS NAO ESTRUTURADAS

A definicdo das fungdes, diagramas e triangulagdes deste capitulo se fazem necessarias
para podermos entender as etapas da formacao da malha dos elementos finitos ndo estruturados

deste projeto. Estas etapas podem ser enumeradas como:

e (Geracgao de pontos aleatorios no dominio
e Triangulag¢do de Delaunay & Diagrama de Voronoi
e Homogeinizagdo das células pelo Algoritmo de Lloyd

e Diagrama de Voronoi Centroidal

Ap0s estes passos, obtemos uma malha de elementos finitos poliédrica, ndo estruturada,

homogénea, o que ¢ fundamental para resolugdo de problemas de elementos finitos.

5.1- DIAGRAMA DE VORONOI OU VORONOI TESSELATION

Dado um conjunto de pontos {z;}¥; que pertencem ao dominio Q contido em R¥, a

regido de Voronoi ¥ consiste em todos os pontos em Q que sdo mais proximos de Z; que
. . >k - .
qualquer outro ponto do conjunto. O conjunto {Vl}iz ,forma uma parti¢éo de €, sendo conhecido

como Diagrama de Voronoi ou Voronoi Tessellation.
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Vo={x €eQllx -zl < |x—2zl,,

j=1,..

ko j i}

Os pontos x = (X, y ) sdo quaisquer pontos do dominio, onde os pontos zX; chamados

de pontos geradores, cada V, ¢ uma célula de Voronoi, sendo estes os elementos finitos

poliedrais [7,20].

5.2- TRIANGULACAO DE DELAUNAY

A triangulagdo de Delaunay ¢ complementar ao diagrama de Voronoi e pode ser

determinada como aquela onde, dado um conjunto de pontos {z;}¥., do dominio Q, com

restrigdo P, apresenta {{V\l}i v {zi}le} como solugdo do problema [14]:

min
{Zi}{-czlep,{f/\l}{-€=1

- - ¥
- -y Fd
” 7
[ Y
A r
& v
' LT
o |
]
| : J
| #
£ 1w
! L Y
L} f ¥ ™
% r #
'\ r #
= T

F ({0}, 2)

N

Triangulacio
de Delaunay

— CiEgrama de
Voronoi

C:I Centroide

Figura 9: Triangul¢cdo de Delaunay e Diagrma de Voronoi [18].

(24)
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Definicdo: A triangulagdo de Delaunay TD(S) ¢ obtida ao conectar, por um segmento
de reta, quaisquer dois pontos p, q de S, gerando um circulo C que passe por p € q € nao
contenha nenhum outro seed de S no interior das suas fronteiras. As bordas de TD(S) sao

chamadas bordas de Delaunay [8].
5.3- ALGORITMO DE LLOYD

Algoritmo de Lloyd ou iteracdo de Voronoi ¢ normalmente usado neste contexto como
forma de homogeinizar elementos finitos ndo estruturados, de um conjunto de pontos em espagos

Euclidianos, garantindo formas convexas regulares. Para cada iteragdo, o algoritmo encontra os
. . . ek ,
pontos correspondentes ao centrdide das células de Voronoi {Vl}i— ,» @ssim como seus pontos

geradores z;, fazendo com que na iteragdo subsequente, o ponto gerador (seed) z; corresponda
ao centroide da célula de Voronoi da iteragdo anterior. Logo, para cada iteragdo, o dominio ¢

novamente particionado e rearranjado numa disposi¢cao mais homogénea [2].
Como pode ser visto abaixo, os pontos na cor vermelha representam os geradores z; das

) ek .. _— . .
céulas de Voronoi {V{}i_ " sendo os sinais “+” a posi¢do do centrdide da célula. Em (a) temos a

distribuicao inicial aleatoria dos pontos geradores, sendo ao longo de (b), (c¢) e (d) percebida a
gradativa homogeinizacao das células ao deslocar os pontos geradores em direcao ao respectivo

centrdide do elemento.
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+
%3
(a) (b)
£
1
% + -
(c) (d)

Figura 10: Evolugdo das células de Voronoi dadas trés iteragoes do algoritmo de

Lloyd.

5.4 - DIAGRAMA DE VORONOI CENTROIDAL OU CENTROIDAL VORONOI

TESSELLATION (CVT)

Dada uma regiao [, com densidade w, fungdo dos pontos y, definidos em £, o centroide

z*de B ¢ entdo definido como:

. Ly oG ay

S ATOOYTY 25)
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Logo, os k pontos z;,i = 1,...,k, no dominio Q , é possivel definir sua regido de

Voronoi associada (célula de Voronoi) V,,i = 1, ..., k, que forma a discretizacdo do dominio ().

Defini¢io: Dado um conjunto de pontos zX ;do dominio Q e uma fungio de densidade

p positiva, definida em (2, um diagrama de Voronoi é dito CVT se:
i=1,..,k (26)

Ou seja, os pontos z; sdo os pontos geradores da regido de Voronoi 1}, sdo os proprios

centroides de V, [14].
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REFINAMENTO AUTOMATICO DE MALHA

As técnicas de refino adaptativo de malhas de elementos finitos visa melhorar os
resultados numéricos obtidos pelo mesmo, que por muitas vezes pode apresentar valores
grosseiros. Tradicionalmente o refino € obtido por meio da mudanga da localizacdo dos nds, sem
alterar a topologia da malha (refino r), aumento do nimero de elementos (refino h), aumento da

ordem polinomial dos elementos (refino p) ou combinagdes dos diferentes métodos (refino hp)
[1].

Devido as malhas poliedrais, com numero inconstantes de nds por elementos, o
processo de refino neste projeto se dd por meio da técnica hp, pois a medida que novos
elementos surgem, estes preenchem o dominio, adequando a quantidade de nds para que as

premissas do diagrama de Voronoi sejam respeitadas.

As técnicas de refino foram aplicadas a elementos que respeitassem dois critérios:

1. Elementos dentro de uma zona de interesse pré definida

2. Elementos de maiores tensoes
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Inicialmente, identifica-se uma regido de interesse A , onde a priori, exista concentragdo

de tensao, e selecionam-se todos os Z; geradores nela contidos .

(@ ()

Figura 11 Evolugdo da selegdo de elementos de Interesse. Em rosa, a regido pré definida A .

Este requisito restringe o cédigo, pois, para cada geometria, deve-se explicitamente
definir uma regido de interesse. Tal fato, porém, maximiza o refino dos elementos de interesse,
evitando que pontos de aplicagdo de carga ou pontos provenientes de erros numéricos inerentes

as aproximacgoes do sistema, sejam selecionados .

Apos a selegdo dos Z; geradores da regido, o codigo define todos nods que compdem a
célula de voronoi ¥ , gerada por Z;, como novos geradores. Com isto, ocorre um incremento no

numero de elementos na malha.

Uma vez refinada a se¢ao, sdo analisadas as tensoes referentes a cada elemento, sendo
selecionados aqueles 30% com maior tensdo contidos em A. Este processo se repete até que a

tensdo do elemento mais solicitado na iteracdo i — 1 fique dentro de uma faixa de erro, em
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relacdo a tensdo do mesmo elemento na iteracdo i. O algoritmo descrito ¢ apesentado abaixo, na

forma de pseudocodigo:

Algoritmo Refinamento de Malha

AW -

6:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:

Procedimento MeshRefinement (Pontos geradores)
PolyMesher (Dominio, N# de Elementos, N# de Iteragdes )
Analise MEF
Definig¢do, a priori, da regido de interesse contendo centroides (P)
For i = 1 to MaxlIter do
Cada n6 de P ¢ um novo ponto gerador
PolyMesher (Dominio, N# de Elementos, N# de Iteragdes, Nos de P )
Analise MEF
If abs(MaxTension; — MaxTension;_;) <= erro then
Break
End if
Sort (Tensoes)
P = Tensodes (0.7*ceil(length(Tensdes)):length(Tensdes));
End for
End Procedimento
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7

RESULTADOS

Buscando validar o método aplicado, inicialmente, foi realizada a simulagdo do caso
analisado por Kirsch [13], confrontando e investigando os resultados. Este modelo consiste de
uma placa com furo circular central, que devido a simetria, pode ser representado como

exemplificado pela figura abaixo:

Figura 12 Modelo computacional para placa com furo central.
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O modelo foi dimensionado conforme proposto por [6], onde os triangulos azuis
representam as condi¢des de contorno do problema, e os tridngulos rosas os pontos de aplicacao

da carga.

As condicdes de contorno das duas faces sdo distintas, pois seus respectivos pontos sdo
fixos relativos apenas a uma coordenada. Os pontos da face esquerda apresentam seu
deslocamento em x restrito, estando este livre em y; ja os pontos da face inferior, apresentam, de

forma oposta, deslocamento em y restrito e livre em x.

E notoria a melhora na visualizagdo do campo de tensdo com o refino da malha. A

figura 13 apresenta a condi¢do inicial de tensdes para o problema de Kirsch.

2.5

0.5

Figura 13 Campo de tensoes iniciais para placa com furo central

A figura 14, apresenta o campo final de tensdes obtidos apds 4 etapas de refino da

malha, e posterior homogeneiza¢do dos elementos pelo método de Lloyd.
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Figura 14 Campo de tensoes iniciais para placa com furo central

A figura 17 apresenta a evolucdo da malha com o refino local dos elementos de maior
tensdao. A medida que os campos de tensdo altos sdo refinados, incrementa-se o nimero de
elementos discretizando a area, o que gera uma melhor precisdo no calculo.A tabela a seguir,

mostra a evolucao dos parametros da malha com as iteragoes.

Iteracoes Nimero de Elementos K,
0 500 3,226
1 626 3,423
2 814 3,481
3 1232 3,517
4 2124 3,519

Figura 15 Evolugdo de numero de elementos e da concentragdo de tensdo
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Percebe-se um cormportamento assintotico da tensdo do elemento mais solicitado, ao
incrementar o numero de elementos discretizando a malha. Tal comportamento pode ser visto no

grafico abaixo:

'00ral

'00ral
'00ral
0012l
'00ral
'00ral
'00ral

1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral
N# De Iteracoes

Figura 16 Evolucao de Kt com 4 iteragdes
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Figura 17 Evolug¢do da malha, para placa com furo central, por meio do refinamento
automdatico baseado no valor das tensoes.

Nas proximas secdes, serdo apresentados os resultados da simula¢do dos demais

domiinos construidos
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7.1 - MICHELL DOMAIN

Este dominio ¢ descrito como segue na figura abaixo:

Figura 18 Michell Domain. Condicoes de contorno.

E interessante notar o refinamento dos elementos na vizinhanca das variagdes bruscas
de geometria, e consequente concentracdo de tensdo. Na imagem abaixo, nota-se uma real

melhora na percepcao do campo das tensdes a medida que refina-se a malha:

Figura 19 Zoom do campo de tensoes inicial, para Michell Domain.

44



Figura 20 Zoom do campo de tensoes final, para Michell Domain, apos 4 etapas de refinamento
de malha.

Nota-se um aumento na precisao do campo de tensdes, o que pode ser visto pelo
elemento com maior valor de tens3o, no entalhe da geometria. Inicialmente, este apresentava K;

de 2,2 e ao refinarmos a malha, vemos que este apresenta valor de 4,9.

Para melhor perceber a melhora com o refinamento automatico, a figura a seguir mostra

a evolucdo da malha com 4 iteragdes € uma homogeinizacao final, pelo algoritmo de Lloyd.

A figura 21 apresenta a evolucdo da malha com o refino local dos elementos de maior
tensdo.A medida que os campos de tensdo altos sdo refinados, incrementa-se o nimero de

elementos discretizando a area, o que gera uma melhor precisdo no calculo.
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Figura 21 Evolugcdo da malha, para Michell Domain, por meio do refinamento automdatico
baseado no valor das tensoes.
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7.2 - ELE DOMAIN

Este dominio foi desenvolvido para melhor entender a concentracdo de tensdes em se¢des com
perfil “L”, onde ha varia¢do brusca na geometria. Estas se¢cdes sdo comumente usadas na industria, sendo

seu entendimento de fundamental importancia.

A imagem abaixo apresenta a geometria do dominio, assim como seus pontos fixos (triangulos

azuis) e pontos de aplicacdo da forga distribuida (tridngulos rosas).

Figura 22 EleDomain. Condigoes de contorno.

A segur seguem os resultados da simulagdo para 3 iteragdes € uma homogeneizagao.
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Figura 23Evolugdo da malha por meio do refinamento automdtico baseado no

valor das tensées.
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CONCLUSAO

Neste projeto, o Método dos Elementos Finitos, aplicado a malhas poliédricas, ¢ utilizado para
analisar os campos de tensdo de estruturas mecanicas. A andlise foi feita em dominios definidos

implicitamente, o que simplifica a identificacdo dos elementos pertencentes do mesmo.

O método de discretizacdo dos dominios utilizado, apresenta diversas vantagens em relacao aos
tradicionais. Além de gerar elementos que se assemelham ao formato de estruturas naturais, estes
permitem a representagdo de dominios complexos assim como possibilita captura, com melhor precisao,

das nuances da geometria.

Os resultados numéricos e padrdes graficos obtidos, se comportam como previsto em literatura,
apresentando altos valores de K; nas mudancas bruscas de geometria [6,12,17]. Ressalta-se porém,
que o valor numério na sumulagdo do problema de Kirsch [13] apresentou diferenga de 17,3% em relagéo
a solugdo analitica, obtendo K; de 3,519. O campo de tensodes final, entretanto, se comportou como
esperado, o que nos leva a acreditar em instabilidades numéricas nas etapas de calculo (como por

exemplo singularidade na matriz de rigidez K).

Existe muito espago para futuras melhorias, seja no codigo ou na abordagem do
problema. Cita-se em especifico a forma de calculo das tensdes nos elementos, a qual foi

calculada nos pontos nodais, o que consequentemente introduz erros na simulagao
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Algoritmo

Nesta secao sdo apresentaos os cddigos referentes aos dominios criados, e ao algoritmo de refino
automatico.

A.1 - ELEDOMAIN

——m e PolyMesher --—-—-—-—------—-—-—--"-"—"—"—"—"——-"—"—"—————— %
% Ref: C Talischi, GH Paulino, A Pereira, IFM Menezes, "PolyMesher: A %
% general-purpose mesh generator for polygonal elements written in %
% Matlab," Struct Multidisc Optim, DOI 10.1007/s00158-011-0706-z %
function [x] = EleDomain (Demand, Arg)
BdBox = [0 0.5 0 17;
switch (Demand)
case('Dist'); x = DistFnc (Arg,BdBox);
case ('BC"); x = BndryCnds (Arg{:},BdBox) ;
case ('BdBox'"); x = BdBox;
case('PFix'); x = FixedPoints (BdBox) ;
end
e COMPUTE DISTANCE FUNCTIONS

function Dist = DistFnc (P, BdBox)
dl = dRectangle (P,BdBox (1) ,BdBox (2),BdBox (3),BdBox(4)) ;
d2 = dRectangle (P,BdBox (2)/2,BdBox (2),BdBox (2) /2,BdBox (4)) ;
Dist = dDiff (dl,d2);

G SPECIFY BOUNDARY CONDITIONS
function [x] = BndryCnds (Node,Element, BdBox)

Supp = []; Load = []; temp = [];

p = 0.25; S%distributed Load
Gm————————- Definicdo dos pontos fixos—-—-—-—-—-—--—-—-—————————————~——~—~—~—~——————

TotalNodes = find((Node(:,2))>0.0001 & Node(:,1)<0.0001);
Supp = ones(size (TotalNodes,1),3);
Supp(:,1) = TotalNodes;

[

t———--Definicdo dos pontos de aplicag¢édo da carga distribuida----------------

for i=l:size (Node, 1)
if ((Node (i, 1)>=0.25)&& (abs (Node (i, 2)-0.25)<1le-5))

temp = [temp; [i Node(i,1)]];
end
end
[~,1y] = sort(temp(:,1)); %we need to sort the node according to x-
coordinate
temp = temp(iy, [1,2]);
Load = zeros(size(temp,1),3);
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Load(:

1) = temp(:,1);
l:size(temp,1l)-1 %loop through segments

4

for e
d = abs(temp(e,2)-temp(e+l,2));

function

= Load(e,3) + 0.5*d*p;
+ 0.5*d*p;

Load (e, 3)
= Load(e+1, 3)

Load (e+1, 3)

end
x = {Supp,Load};

FixedPoints (BdBox)

[PFix] =

PFix = [];
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A.2 - UNITSQUAREDOMAIN

F—— PolyMesher -—-—-——-——--"""""-"""-""—"-""—"—"-"—"—"—"—"——— %
% Ref: C Talischi, GH Paulino, A Pereira, IFM Menezes, "PolyMesher: A %
% general-purpose mesh generator for polygonal elements written in %
% Matlab,"™ Struct Multidisc Optim, DOI 10.1007/s00158-011-0706-z %
function [x] = UnitSquareDomain (Demand,Arqg)
BdBox = [0 1 0 1];
switch (Demand)
case('Dist'); x = DistFnc(Arg,BdBox);
case('BC"); x = BndryCnds (Arg{:},BdBox) ;
case ('BdBox'); x = BdBox;
case('PFix'"); x = [1;
end
e e e e e COMPUTE DISTANCE FUNCTIONS

function Dist = DistFnc (P, BdBox)
dl = dRectangle (P,BdBox (1) ,BdBox (2),BdBox(3),BdBox(4)) ;
d2 = dCircle(P,0,0,0.3);
Dist = dDiff (d1,d2);

G SPECIFY BOUNDARY CONDITIONS
function [x] = BndryCnds (Node,Element, BdBox)

Supp = []; Load = []; temp = [];

p = 1; S%distributed Load
Gm——mm - Definicdo dos pontos fixos--—----—-------—--——-———"———\——\—~—"—~—~—~—~—~—~—~———

BaseNodes = find((Node(:,1)-0.3)>0.0001 & Node(:,2)<0.0001);
LateralNodes = find((Node(:,2)-0.3)>0.0001 & Node(:,1)<0.0001);
TotalNodes = vertcat (BaseNodes, LateralNodes) ;
Supp = ones(size(TotalNodes,1l),3);Supp(l:length (BaseNodes),2)=0;
Supp (length (BaseNodes) +1:end, 3)=0;
Supp(:,1) = TotalNodes;
$-—---Definicdo dos pontos de aplicacdo da carga distribuida-----------------
for i=l:size (Node, 1)
if (abs(Node(i,1l)-1)<le-5)

temp = [temp; [1i Node(i,2)]11;
end
end
[~,ix] = sort(temp(:,2)); %we need to sort the node according to y-
coordinate
temp = temp (ix, [1,2]);
Load = zeros(size(temp,1),3);
Load(:,1) = temp(:,1);
for e = l:size(temp,1)-1 %loop through segments
d = abs(temp(e,2)-temp(e+l,2));
Load(e,2) = Load(e,2) + 0.5*d*p;
Load(e+l,2) = Load(e+l,2) + 0.5*d*p;
end
x = {Supp,Load};
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A.3 - MICHELLDOMAIN

F—— PolyMesher -—-—-——-——--"""""-"""-""—"-""—"—"-"—"—"—"—"——— %
% Ref: C Talischi, GH Paulino, A Pereira, IFM Menezes, "PolyMesher: A %
% general-purpose mesh generator for polygonal elements written in %
% Matlab,"™ Struct Multidisc Optim, DOI 10.1007/s00158-011-0706-z %
function [x] = MichellDomain (Demand,Arqg)
BdBox = [0 5 -2 2];
switch (Demand)
case('Dist'); x = DistFnc(Arg,BdBox);
case('BC'"); x = BndryCnds (Arg{:},BdBox) ;
case ('BdBox'); x = BdBox;
case('PFix'); x = FixedPoints (BdBox) ;
end
e e e e e COMPUTE DISTANCE FUNCTIONS

function Dist = DistFnc (P, BdBox)
dl = dRectangle (P,BdBox (1) ,BdBox (2),BdBox(3),BdBox(4)) ;
d2 = dCircle(P,0,0,BdBox (4)/2)
Dist = dDbiff (dl,d2);
e SPECIFY BOUNDARY CONDITIONS
function [x] = BndryCnds (Node,Element, BdBox)
eps = 0.1l*sqgrt ((BdBox (2)-BdBox (1)) * (BdBox (4) -BdBox (3)) /size (Node, 1)) ;
CircleNodes = find(abs(sqgrt (Node(:,1)."2+Node(:,2).72)-1.0)<eps);
Supp = ones(size(CircleNodes,1l),3);

Supp (:,1) = CircleNodes;
MidRightFace = sqrt((Node(:,1)-BdBox(2))."2+...
(Node (:,2) - (BdBox (3) +BdBox (4)) /2) .~2) ;

[foo,MidRightFace] = sort(MldeghtFace),

Load = [MidRightFace(1),0,1];

x = {Supp,Load};
= — e SPECIFY FIXED POINTS
function [PFix] = FixedPoints (BdBox)

PFix = [5 0];
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A.4 - REFINAMENTO AUTOMATICO DE MALHA

function P = MeshRefinement (p)

R = 0.5; %para unitsquare

SR = 1.5; Spara michell

if ~exist('p','var'), p = [0,0]; end;

Domain = @UnitSquareDomain;

- Crio a malha no dominio escolhido
[Node, Element, Supp, Load,P] = PolyMesher (Domain, 500,100) ;

—mm e Acho os pontos dentro da regido de refio inicial

Pc = PolyMshr_CntrdPly(Element,Node,size(Element,l));

D = find(sqgrt((Pc(:,1)-p(1l))."2+(Pc(:,2)-p(2)).72)-R<0);
—— e Ploto a malha inicial relativo as tensdes
[fem] = CreateFEMStruct (Node,Element, Supp,Load) ;

[U,S,fem] = FEAnalysis(fem);

clf; axis equal; axis off; hold on;

MaxNVer = max (cellfun (@numel,Element)); $Max. num. of vertices in mesh
PadWNaN = @(E) [E NaN(1l,MaxNVer-numel (E))]; %Pad cells with NaN

ElemMat = cellfun (PadWNaN,Element, 'UniformOutput', false);

ElemMat = vertcat(ElemMat{:}); $Create padded element matrix

atch('Faces',ElemMat, 'Vertices',Node, 'FaceColor', 'flat', 'FaceVertexCDhata', S)
p

’
[

S e Acho o elemento com Maior tenséo
for 1 = 1:4
NNodeInD = sum(cellfun (@numel,Element (D(:))));
NodeInD = zeros (NNodeInD,1);
hold on; index = 0;
for e=1:1length (D)
el = D(e); NNodeElem = length(Element{el});

NodeInD (index+1:index+NNodeElem) = Element{el};
index = index + NNodeElem;
end

NodeInD = unique (NodeInD) ;
NodeInD Node (NodelInD, :) ;
d = Domain('Dist',NodeInD);
G———————== Retiro dos nos escolhidos aqueles que estdo na borda do dominio
I = find(d(:,end)<-1e-3);
NewNodes = NodeInD(I, :);

ID = (size(P,1)+1): (size([P;NewNodes],1l)):

F——— Refino a estrututa dado os ndés de interesse
[Node, Element, Supp, Load, P] = PolyMesher (Domain, 0,50, [P;NewNodes], ID);

B — Crio nova FEM
[fem] = CreateFEMStruct (Node,Element, Supp,Load) ;

[~,S,fem] = FEAnalysis (fem);

= —— - ploto a malha refinada
clf; axis equal; axis off; hold on;

MaxNVer = max (cellfun (@numel,Element)); %$Max. num. of vertices in mesh

PadWNaN = @ (E) [E NaN(1l,MaxNVer-numel (E))]; %$Pad cells with NaN
ElemMat cellfun (PadWNaN,Element, 'UniformOutput', false);
ElemMat = vertcat(ElemMat{:}); $Create padded element matrix

patch('Faces',ElemMat, 'Vertices',Node, 'FaceColor', 'flat', 'FaceVertexCDhata', S)

I
o)

kbbbl bt Redefino os nés de interesse
Pc = PolyMshr CntrdPly(Element,Node,size (Element,1));
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D = find(sqrt((Pc(:,1)-p(1l))."2+(Pc(:,2)-p(2)).72)-R<0);
ind = l:length(Element); ind = ind';

Ss = [S ind]; SS=sortrows(Ss); SS = SS(:,2);
lim = length(D); tent = zeros(lim,?2);
for e=1l:1length (D)
tent(e,:) = [SS(e) D(e)l;
end

SS=sortrows (tent) ;

SS = SS(:,2);

D= SS(0.7*ceil (length(SS)) :length(SS));
end
e ittt homogeneizac¢édo da malha para todos os P
[Node,Element, Supp, Load, P] = PolyMesher (Domain,0,70,P);
[

fem] = CreateFEMStruct (Node,Element, Supp,Load) ;
[~,S5,fem] = FEAnalysis(fem);
clf; axis equal; axis off; hold on;
MaxNVer = max (cellfun (@numel,Element)); $Max. num. of vertices in mesh

PadWNaN = @ (E) [E NaN(1l,MaxNVer-numel (E))]; %Pad cells with NaN

ElemMat cellfun (PadWNaN,Element, 'UniformOutput', false);

ElemMat = vertcat(ElemMat{:}); $Create padded element matrix
patch('Faces',ElemMat, 'Vertices',Node, 'FaceColor', 'flat', 'FaceVertexCDhata', S)

end
g defino a funcdo de busca de centroide
function [Pc,A] = PolyMshr CntrdPly(Element,Node,NElem)

Pc=zeros (NElem,2); A=zeros(NElem,1);

for el = 1:NElem
vx=Node (Element{el}, 1); vy=Node (Element{el},?2); nv=length (Element{el});
vxS=vx ([2:nv 1]); vyS=vy([2:nv 1]); %$Shifted vertices
temp = vx.*vyS - vy.*VvxS;

A(el) = 0.5*sum(temp) ;
Pc(el,:) = 1/(6*A(el,1))*[sum( (vx+vxS) .*temp),sum((vy+vyS) .*temp)];
end
end
F=————— defino a funcdo de criacdo da FEM —-——-—-——-—-—-
function [fem] = CreateFEMStruct (Node,Element, Supp, Load)

fem = struct(...
'NNode', size (Node, 1), ...
'NElem',size (Element, 1), ...
'Node',Node, ...
'Element', {Element}, ...
'Supp', Supp, .. .
'Load', Load, ...

o°

Number of nodes

Number of elements

[NNode x 2] array of nodes

[NElement x Var] cell array of elements
Array of supports

Array of loads

o° o° o o

o°

'NuO',0.3, ... % Poisson's ratio of solid material
'E0',1.0,... % Young's modulus of solid material
'Reg’', 0 % Tag for regular meshes
) i

end
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