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Resumo

Novaes, André Luiz Farias; Tanscheit, Ricardo (Orientador); Dias,
Douglas Mota (Co-Orientador). Programacdo Genética Econométrica:
Uma Nova Abordagem para Problemas de Regressdo e Classificacéo
em Conjuntos de Dados Seccionais. Rio de Janeiro, 2015. 125p.
Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia Elétrica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Esta dissertacdo propde modelos parcimoniosos para tarefas de regressao e
classificacdo em conjuntos de dados exclusivamente seccionais, mantendo-se a
hipdtese de amostragem aleatoria. Os modelos de regressdo sdo lineares,
estimados por Minimos Quadrados Ordinarios resolvidos pela Decomposi¢do QR,
apresentando solucéo Unica sob posto cheio ou ndo da matriz de regressores. Os
modelos de classificagdo sd@o ndo lineares, estimados por Maxima
Verossimilhanca utilizando uma variante do Método de Newton, nem sempre
apresentando solugdo Unica. A parcimbnia dos modelos de regressdo €
fundamentada na prova matematica de que somente agregara acuracia ao modelo
0 regressor que apresentar modulo da estatistica de teste, em um teste de hipotese
bicaudal, superior a unidade. A parcimdnia dos modelos de classificagdo é
fundamentada em significancia estatistica e embasada intuitivamente no resultado
tedrico da existéncia de classificadores perfeitos. A Programacdo Genética (PG)
realiza o processo de evolucdo de modelos, explorando o espaco de busca de
possiveis modelos, constituidos de distintos regressores. Os resultados obtidos via
Programacdo Genética Economeétrica (PGE) — nome dado ao algoritmo gerador de
modelos — foram comparados aos proporcionados por benchmarks em oito
distintos conjuntos de dados, mostrando-se competitivos em termos de acurécia na
maior parte dos casos. Tanto sob o dominio da PG quanto sob o dominio da
econometria, a PGE mostrou beneficios, como o auxilio na identificagdo de
introns, 0 combate ao bloat por significancia estatistica e a geracdo de modelos

econométricos de elevada acuracia, entre outros.

Palavras-chave
Programagdo Geneética; Econometria em dados seccionais; Regressdo e
Classificacdo.
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Abstract

Novaes, André Luiz Farias; Tanscheit, Ricardo (Advisor); Dias, Douglas
Mota (Co-Advisor). Econometric Genetic Programming: a New
Approach for Regression and Classification Problems in Cross-
Sectional Datasets. Rio de Janeiro, 2015. 125p. MSc. Dissertation —
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Cat6lica do
Rio de Janeiro.

This dissertation proposes parsimonious models for regression and
classification tasks in cross-sectional datasets under random sample hypothesis.
Regression models are linear in parameters, estimated by Ordinary Least Squares
solved by QR Decomposition, presenting a unique solution under full rank of the
regressor matrix or not. Classification models are nonlinear in parameters,
estimated by Maximum Likelihood, not always presenting a unique solution.
Parsimony in regression models is based on the mathematical proof that accuracy
will be added to models only by the regressor that presents a test statistic module
higher than a predefined value in a two-sided hypothesis test. Parsimony in
classification models is based on statistical significance and, intuitively, on the
theoretical result about the existence of perfect classifiers. Genetic Programming
performs the evolution process of models, being responsible for exploring the
search space of possible regressors and models. The results obtained with
Econometric Genetic Programming — name of the algorithm in this dissertation —
was compared with those from benchmarks in eight distinct cross-sectional
datasets, showing competitive results in terms of accuracy in most cases. Both in
the field of Genetic Programming and in that of econometrics, Econometric
Genetic Programming has shown benefits such as help on introns identification,
combat to bloat by statistical significance and generation of high level accuracy

models, among others.

Keywords
Genetic Programming; Econometrics in Cross-Sectional Datasets;
Regression and Classification.
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“E fazendo que se aprende a fazer
aquilo que se deve aprender a fazer”

Aristoteles
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1

Introducao

11

Motivacao e Objetivo

Quantificar a relacdo entre uma varidvel de resposta e um grupo de
variaveis de controle é um dos problemas mais importantes da estatistica (Denison
et al.,, 2002). Esta tarefa geralmente se desdobra em duas: regressdo e
classificacdo. Ambas tém em comum a estimacdo numérica de uma funcdo da
variavel de resposta e as variaveis de controle. A principal diferenca entre as
tarefas reside essencialmente no tipo de variavel de resposta: se real, trata-se de
uma tarefa de regressao; se categorica, trata-se de uma tarefa de classificacao.

Considerando que alguns estudiosos apontam o ano de 1663 como o
marco inicial da estatistica (Willcox, 1938), com a publica¢do do trabalho Natural
and Political Observations upon the Bills of Mortality, de John Graunt, pode-se
dizer que as tarefas de regressao e classificacdo sdo tdo antigas quanto a prépria
estatistica.

Ao longo da histdria, no ramo da estatistica, muitos foram os algoritmos
que se propuseram a regredir e classificar uma variavel de resposta. Ao buscar
definir um algoritmo estado da arte para as tarefas, &€ mais coerente que se pense
em termos do conjunto de dados que possui a variavel de resposta a que se deseja
estimar, do que em termos de um Unico algoritmo que apresente desempenho
superior ao de todos os outros algoritmos em todos os conjuntos de dados — a
existéncia desse algoritmo remeteria ao conceito de classificador perfeito
(Davidson & MacKinnon, 2003). N&o é possivel definir um algoritmo que seja o
estado da arte Unico para todos os conjuntos de dados. Em situacfes préticas,
havera grupos de algoritmos que tendem a apresentar melhor desempenho em
determinados conjuntos de dados, em funcdo das caracteristicas do conjunto de
dados e dos préprios algoritmos.

Quantificar a relacdo entre uma varidvel de resposta e um grupo de

variaveis de controle ndo é uma tarefa exclusiva da estatistica — ela reside em
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diversas areas do conhecimento, como, por exemplo, na ciéncia da computacao.
Nesse dominio, a computacdo evolucionéria, sub-ramo da inteligéncia
computacional, compreende um conjunto de metodologias computacionais e
abordagens inspiradas em elementos da natureza, como a selecdo natural, para
resolver problemas diversos, tais como os de regressao e de classificacao.

Na ciéncia da computagcdo, assim como na estatistica, ha muitos
algoritmos capazes de resolver tais tarefas — a Programacgdo Genética (PG),
técnica sistematica da computacao evolucionaria que automaticamente soluciona
problemas sem a necessidade de se conhecerem informacdes do dominio do
conjunto de dados, do problema ou formato da solugdo do problema, é um destes
algoritmos.

Davidson et al. (1999) e Giustolisi & Savic (2006) estdo entre os primeiros
a utilizar ferramentas estatisticas e de computacdo evolucionaria para resolver
tarefas de regressdo. Em linhas gerais, ambos combinam 0s processos estatisticos
de estimacdo de parametros com o poder combinatorio e de geracdo de modelos
distintos da computacdo evolucionaria — os algoritmos de regressdo resultantes
desta combinacdo apresentam maior capacidade preditiva do que a apresentada
pelas mesmas técnicas quando utilizadas separadamente. Entretanto, as
abordagens de Davidson et al. (1999) e Giustolisi & Savic (2006), embora
aplicaveis a problemas praticos, carecem da apresentacdo de fundamentacéo
tedrica necessaria ao pleno uso das ferramentas economeétricas que propdem, além
do fato de ndo serem aplicaveis a tarefas de classificacéo.

Esta dissertacdo tem como objetivo principal propor algoritmos de
regressdo e classificacdo de elevada acuracia, competitivos frente a algoritmos
existentes que desempenhem as mesmas tarefas, através da utilizacdo de
ferramental estatistico e de computacdo evolucionaria. Sua motivagdo surge da
possibilidade de se utilizarem duas das caracteristicas mais vantajosas de cada
uma das vertentes: estimacdo de parametros — da estatistica — e poder
combinatdrio de geracdo de modelos distintos — da computacao evolucionaria.

A PG ¢ a ferramenta mais indicada para gerar modelos distintos porque
ndo somente cumpre com a geracdo de possiveis regressores, (0 conceito de
“regressor” serd devidamente explicado posteriormente) permitindo aos modelos

aproveitamento consideravel do espaco de busca, como também realiza todo o
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processo de evolucdo de modelos, utilizando operadores genéticos para propor
novas regressoes.

H& também, na construcdo desta dissertacdo, a motivacdo de prosseguir
com o desenvolvimento de algoritmos que possam ser denominados
classificadores perfeitos em uma ampla gama de conjuntos de dados — a nocdo de
“classificador perfeito”, embora aplicada a tarefa de classificacao, se estende para
a tarefa de regressao.

Os algoritmos propostos nesta dissertacdo possuem caracteristicas
peculiares e situacbes especificas nas quais podem ser aplicados, abordadas na

secdo 1.2.

1.2

Fundamentos

1.2.1
Tipos de Dados

As tarefas de regresséo e classificacdo podem ser realizadas em distintos
tipos de conjuntos de dados. Wooldridge (2008) afirma que dados de natureza
econémica podem variar em sua estrutura — experimentalmente, observa-se que tal
fato ocorre para dados de distintos campos do conhecimento, ndo somente da
econometria.

A econometria consiste na aplicacdo da estatistica matematica a conjuntos
de dados econémicos, de forma a obter suporte empirico aos modelos construidos
pela economia matematica e resultados numericos (Tintner, 1968). Haavelmo
(1944) acrescenta que tais resultados numéricos seriam alcancados pela utilizacao
da inferéncia estatistica como ferramenta. Embora se considere que o termo
econometria tenha sido proposto por Ragnar Frisch e Jan Tinbergen — ganhadores
do prémio Nobel de economia em 1969 — como uma unido entre estatistica,
matematica e teoria econdmica, as ferramentas econométricas também podem ser
utilizadas em conjuntos de dados de natureza qualquer, respeitando-se as
categorias propostas. Portanto, nesta dissertacdo, o ferramental econométrico sera
utilizado independentemente da natureza (econémica, fisica, de engenharias etc.)

do conjunto de dados.
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Wooldridge (2006) fornece um panorama completo dos possiveis tipos de
conjuntos de dados comumente encontrados em aplicacfes econométricas: de
corte seccional (ou transversal), de séries de tempo, transversais agrupados ou de
painel (ou longitudinais).

Dados de corte seccional ou transversal se caracterizam por terem sido
coletados em um mesmo intervalo de tempo (diario, semanal, mensal, anual, etc.).
Mesmo que isto ndo ocorra, considera-se que assim o seja e tal consideracdo é
consistente, pois a diferenca de tempo na coleta dos dados néo interfere em sua
caracteristica. Por exemplo, se uma coleta de dados é feita com frequéncia anual
e, para um determinado ano, parte dos dados tenha sido coletada na 12 semana do
ano e outra parte, na 22 semana do ano, tal diferenca temporal ndo € levada em
consideracdo visto que o periodo de uma semana, tomando como referéncia o ano,
é irrelevante para alterar qualquer caracteristica dos dados.

Frequentemente, considera-se que dados seccionais séo coletados como
uma amostra aleatoria da populacdo de referéncia. Segundo Casella & Berger
(2011), as variaveis aleatorias yq,yq, ..., Y, -, Vo Sa0 chamadas de Amostra
Aleatoria (AA) de tamanho n da populagdo f(y) se vy, Vs, ..., yn, forem variaveis
aleatorias mutuamente independentes e a fdp (funcdo densidade de probabilidade)
ou fp (funcdo de probabilidade) marginal de cada y;, t € [1,n], for a mesma
funcdo f(y). De modo alternativo, y;, ys, ..., ¥, S0 chamadas variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas (abrevia-se iid), com fdp ou fp igual a
f(y). Casella & Berger (2011), Spanos (1999) ou Hines et al. (2003) apresentam
um tratamento adequado aos conceitos de variavel aleatoria, valor esperado,
variancia, fdp e fp. As siglas fdp, fp e iid podem ser apresentadas em caixa alta ou
caixa baixa, dependendo da autoria do documento — nesta dissertagdo, seréo
apresentadas em caixa baixa, seguindo Casella & Berger (2011).

A partir da abordagem de Goldberger (1991), conclui-se que a hipdtese de
amostragem aleatoria simplifica a analise de dados seccionais. H& algumas
situacGes em que pode ndo ser adequado tratar um conjunto de dados transversal
como AA. Independentemente de qual situagcdo seja essa, frequentemente € a
hipdtese de independéncia a violada, embora a violacdo também possa ocorrer
com a hipétese de distribuicdo idéntica entre y;,y,,...,V,. A hipOtese de

amostragem aleatoria mantém-se para todos os conjuntos de dados tratados nesta
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dissertagdo, sendo ndo somente um efeito simplificador mas um direcionamento
consistente com a natureza dos conjuntos de dados tratados.

Dados de séries de tempo consistem em observaces de uma varidvel ou
conjunto de varidveis ao longo do tempo. Duas diferencas fundamentais em
relacdo aos dados transversais: 0 tempo é uma grandeza relevante, de tal modo
que a ordem dos dados interfere na informacdo que se pode extrair de seu
conjunto, e y;,v,, ..., ¥, Sa0 geralmente dependentes. Além disso, a frequéncia de
coleta de dados deve ser um fator de controle mais rigido neste tipo de conjunto
de dados e pode haver a presenca de tendéncias e/ou sazonalidade em séries
temporais.

Dados (de corte) transversais agrupados possuem caracteristicas dos dois
tipos de conjuntos de dados anteriormente citados. Um conjunto de dados dessa
natureza € construido da seguinte forma: coletam-se variaveis em um dado
instante (preferencialmente em formato de AA), relativo a um grupo de controle e,
em seguida, coletam-se as mesmas variaveis em um instante posterior, relativo a
um novo grupo de controle. Nos dados transversais agrupados, o aspecto seccional
estd presente na coleta das mesmas variaveis; o aspecto temporal estd presente na
coleta de dados em dois momentos diferentes, mesmo que de grupos de controle
distintos. Dados transversais agrupados sao Uteis quando o conjunto de dados em
determinado instante de coleta é insuficiente em nimero e/ou deseja-se avaliar a
eficacia de uma politica de a¢des entre dois instantes.

Um conjunto de dados de painel (ou longitudinais) consiste em uma série
de tempo para cada membro do corte transversal do conjunto — cada unidade de
corte (individuo, empresa, elemento, etc.) possui a sua propria série temporal. A
diferenca evidente entre os dados longitudinais e os dados transversais agrupados
¢ o fato de que, no primeiro, as mesmas unidades de corte transversal séo
acompanhadas ao longo do tempo. No segundo, as unidades ndo necessariamente
seréo as mesmas e, usualmente, ndo séo.

Esta dissertagcdo tem como foco o uso de regressdo e classificacdo em
conjuntos de dados seccionais, que formam a base para 0 estudo em dados
transversais agrupado, de painel e de séries temporais, particularmente os modelos
AR (p) - facilmente derivados de modelos bem definidos para dados seccionais.

Portanto, o intuito da dissertacdo é desenvolver satisfatoriamente modelos para
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regressdo e classificacdo em dados transversais para que, numa extensdo deste

trabalho, dados de outros tipos possam ser contemplados.

1.2.2

Linearidade e Nao Linearidade

Hedrick & Girard (2010) afirma que um sistema linear deve satisfazer
duas propriedades: superposicdo e homogeneidade. O principio da superposicao
diz que, para duas entradas distintas, y; e y,,, dentro do dominio da funcéo f(y),
o resultado de f(y:+y,) € igual a f(y:)+ f(n). O principio da
homogeneidade afirma que, para qualquer namero real k, f(ky;) = k f(y;), para
y: pertencente ao dominio de f(y).

Mardia et al. (1980) afirmam que o modelo linear geral € um modelo
estatistico que pode ser escrito sob a forma Y = X + U. A matriz Y ¢é tal que
Y =y, .Y, - ¥m] € nxm, sendo n 0 nlmero de observacdes de m distintas
variaveis aleatorias correspondentes as colunas y; , i, € [1,m], com cada uma das
m colunas y; de Y sendo um vetor de dimensGes n x 1. As variaveis aleatorias
correspondentes as colunas y; sdo nomeadas variaveis dependentes ou
regressandos. Gujarati (2008) define variaveis dependentes como as variaveis que
aparecem do lado esquerdo da igualdade Y = X + U.

X = [x; ... x;] €6 uma matriz de nUmeros nomeada matriz de regressores ou
variaveis independentes e tem dimensdes n x k, sendo k 0 nUmero de regressores
e cada coluna x;,i € [1, k], tem dimensdo n x 1. Gujarati (2008) define variaveis
independentes como as variaveis que aparecem do lado direito da igualdade
Y=XB+U,aexcecdode feU.

B é o vetor de pardmetros (ou coeficientes) que ajusta X a Y. O vetor B
tem dimensdes k x m e, usualmente, seu estimador B é dado por um método de
otimizagdo. E importante atentar que S ndo necessariamente faz um ajuste
perfeito de X a Y. A matriz U, nomeada matriz de erros e de dimensdes n x m,
compde o modelo linear geral representando numericamente o quanto de X que
ndo se ajusta a ¥ por meio de B.

Se Y for um vetor coluna composto de somente um y; , de tal forma que Y

seja nomeado y, B for uma matriz kx1 e U for nx 1, de tal forma que U seja
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nomeado u, entdo o modelo linear geral € nomeado modelo de regressdo linear
maltipla e assume a forma y = XB +u, que atende as propriedades de
superposicao e homogeneidade e resulta em um sistema de equacdes lineares. Sob
circunstancias que serdo tratadas no capitulo seguinte, y = X + u tem solugéo
unica.

Segundo Davidson & MacKinnon (1993), é comum que aplicacGes em
econometria para resolucdo de problemas praticos elaborem modelos que
busquem o estimador de y em y = X8+ u, e ndo o estimador de Y em Y =
Xp + U. Esta dissertagdo realiza a mesma préatica: deseja-se estimar a relacéo
entre uma Unica variavel dependente e um conjunto de variaveis independentes.

Qualquer sistema ou fungdo que ndo obedeca as propriedades de
superposicdo e homogeneidade é ndo linear — ndo ha conjunto de caracteristicas
que sistemas ou func¢des devam obedecer para serem n&o lineares: basta que ndo
sejam lineares (Hedrick & Girard, 2010).

Wooldridge (2001) afirma que um problema/sistema ndo linear €
semelhante a um problema/sistema no qual as varidveis ndo tém forma fechada —
ou seja, ndo ha solucdo Unica para o sistema. Para estes problemas, algoritmos

iterativos de distintas naturezas sdo necessarios.

1.2.3

Principio da Parciménia

O principio da parciménia, ou navalha de Occam, € frequentemente
considerado um dos principios fundamentais da ciéncia moderna (Domingos,
1999). A navalha de Occam postula que as entidades ndo deveriam se multiplicar
além da necessidade. Segundo Myung e Pitt (1997), sob o dominio de selecdo de
modelos, o objetivo ao se aplicar o principio é escolher o0 modelo mais simples
que seja capaz de descrever suficientemente bem o conjunto de dados.

Em outras palavras, o principio afirma que a explicagdo para qualquer
fenbmeno deve considerar apenas as premissas e entidades estritamente
necessarias a explicacdo do mesmo e eliminar todas as que ndo causariam
qualquer diferenca nas predi¢es do fenémeno.

Em tarefas de regressdo e classificacdo, o principio se aplica da seguinte

forma: deseja-se regredir/classificar uma variavel de resposta em funcédo do menor
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numero possivel de varidveis independentes, preferencialmente a partir de um

modelo que tenha a estrutura mais simples possivel.

124

Modelos Caixa-branca, Caixa-preta e Caixa-cinza

Ljung (1999) e Giustolisi (2004) afirmam que € usual que cores sejam
utilizadas para categorizar modelos matematicos em funcdo do nivel de
informacdo a priori requisitada pelos modelos.

Giustolisi & Savic (2006) detalham estas categorias. Modelos de caixa-
branca sdo definidos como sistemas onde toda a informacdo necessaria ao pleno
entendimento do experimento de interesse esta disponivel. Isto é, o modelo é
baseado em principios primarios (por exemplo, modelos associados a leis fisicas),
variaveis e parametros ja conhecidos. Nos modelos de caixa-branca, pelo fato de
variaveis e parametros terem um significado/interpretagdo, estes também explicam
as relagdes existentes entre as distintas partes do sistema.

Modelos caixa-preta séo modelos nos quais ndao ha informacéo disponivel
a priori, sendo essa uma de suas maiores potencialidades, pois fornece ao seu
usuario informacdo de um sistema do qual o proprio usuério o desconhece ou
conhece insuficientemente. Tais modelos séo orientados ao conjunto de dados aos
quais sdo submetidos, buscando descobrir a forma funcional (ou seja, a relacéo
entre variavel dependente e as varidveis independentes) e o0s respectivos
parametros provenientes da forma funcional, que usualmente precisam ser
estimados.

Modelos caixa-cinza possuem sua estrutura matematica derivada de
principios priméarios (de fenémenos fisicos ou de simplificacbes de equacdes
diferencias descrevendo o fendmeno, por exemplo). Geralmente ha necessidade de
estimacdo de parametros por meio do conjunto de dados disponivel, embora o

intervalo numérico esperado dos parametros estimados seja conhecido.
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1.3

Descrigdo do Trabalho

Os fundamentos das secdes anteriores permitem caracterizar de maneira
mais completa o0 objetivo desta dissertacdo. Como dito anteriormente, hd o
objetivo principal de propor modelos de regressdo e classificagdo de elevada
acuracia, competitivos frente a algoritmos que desempenhem as mesmas tarefas.
Os modelos propostos serdo do tipo caixa-preta, aplicados exclusivamente a
conjuntos de dados seccionais, mantendo a hipotese de amostragem aleatoria para
todos os conjuntos de dados tratados.

Os modelos de regressdo sdo lineares. Os modelos de classificacéo,
embora ndo lineares, ttm uma porcdo de sua estrutura que € linear, permitindo
leitura simples das variaveis independentes que compdem o modelo. Ambos os
modelos permitem interpretabilidade dos parametros estimados, embora este néo
seja 0 objetivo principal da dissertagéo.

Os modelos de regressdo e classificacdo obedecem ao principio da
parcimonia, através da selecdo de variaveis estatisticamente significantes (vide
secdo 2.3 e capitulo 4).

Estruturou-se esta dissertacdo nas etapas listadas a seguir, como uma
possivel forma de se obter algoritmos dentro das caracteristicas citadas.

(1) Definicdo dos modelos de regressdo e classificacdo: os modelos de
regressao tém a forma y = X + u por esta apresentar solucdo Unica sob algumas
condi¢des. Os modelos logit serdo utilizados para classificacdo binaria, devido
essencialmente ao fato de estimarem a probabilidade de determinado observagéo
pertencer a uma dada classe e pela sua forte difusdo como algoritmo de
classificacdo em econometria.

(2) Definicdo dos algoritmos que solucionam a estimacéo de B nos modelos
de regressdo e classificacdo: o algoritmo que soluciona a estimacdo de S8, nos
modelos de regressdo, é a decomposi¢do QR e, nos modelos de classificacdo, é
uma variante do Método de Newton. Ao passo que a decomposi¢do QR lida de
maneira satisfatéria com multicolinearidade e fornece solugdes numéricas
precisas, 0 Método de Newton atinge o 6timo global de problemas de otimizacéo

sob determinadas circunstancias.
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(3) Estudo das condi¢des necessarias para realizacdo de Testes de Hipdteses:
sdo plenamente satisfeitas quando n — o numero de observagdes do conjunto de
dados — ¢ suficientemente grande ou n — oo, sob condic¢des adicionais avaliadas
posteriormente, permitindo que a estatistica de teste em questéo tenha distribuigéo
assintotica conhecida.

(4) Apresentacdo da PG como a ferramenta que realiza o processo de
evolucdo e geracdo de modelos. A PG se utilizara de algumas ferramentas para
que possa explorar o espaco de busca de maneira ampla. S&o elas: representacéo
por arvores, por possuir grande potencial de geragdo de distintos regressores para
0s modelos; utilizacdo dos operadores de mutacdo e cruzamento entre individuos.
A PG fara uso das funcdes de avaliacdo Raiz do Erro Quadratico Médio (para
tarefas de regressdo) e Percentual de Classificagdes Incorretas (para tarefas de
classificagao).

(5) Introducdo e motivagdo, sob aspectos tedricos, do algoritmo gerador de
modelos de regresséo e classificacéo.

(6) Foram propostos oito estudos de caso — cinco para regressao e trés para
classificagdo — para avaliar o desempenho dos modelos.

Cita-se como trabalhos diretamente relacionados a esta dissertacéo
Davidson et al. (1999) e Giustolisi & Savic (2006).

Davidson et al. (1999) propdem modelos lineares, com estimacao de 8 por
MQO (conforme secdo 2.2.1) e TH (vide secdo 2.3) em B via Backward
Elimination (veja Draper & Smith (1998)) para tarefas de regressédo (e ndo de
classificacéo).

Giustolisi & Savic (2006) propdem o algoritmo de EPR (Evolutionary
Polynomial Regression) para solucionar tarefas de regresséo (e nédo de
classificacdo). A EPR utiliza um algoritmo genético para explorar o espaco de
busca de modelos e MQO para estimar B; minimiza uma funcéo objetivo que

penaliza por acréscimo de regressores e realiza TH sobre .
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1.4

Organizacao da Dissertagéo

Os préximos capitulos estdo organizados como segue. O capitulo 2
apresenta os fundamentos economeétricos necessarios a construcdo dos modelos de
regressdo e classificagdo. O capitulo 3 apresenta a Programagdo Genética,
ferramenta da computacdo evolucionaria que realiza o processo de geracdo de
modelos. O capitulo 4 apresenta em detalhes o mecanismo gerador de modelos,
fundamentando sua razdo tedrica e os elementos da computacdo evolucionaria
necessarios a sua construcdo. O capitulo 5 apresenta 0s experimentos e seus
resultados. No capitulo 6 realiza-se a conclusdo da dissertacdo, junto a propostas

de trabalhos futuros, avaliacdo de beneficios e limitacGes do algoritmo proposto.
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Econometria

Esta dissertacdo gera modelos lineares para conjuntos de dados associados
a tarefa de regressdo e modelos ndo lineares para conjuntos de dados associados a
tarefa de classificagdo. A apresentacdo dos fundamentos econométricos que
sustentam cada grupo de modelos sera feita separadamente. Tais fundamentos
estdo ligados essencialmente a forma do modelo e processo de estimacdo. A
terceira parte deste capitulo aborda testes de hipoteses, ferramenta indispensavel a
natureza parcimoniosa dos modelos.

O capitulo dois se utilizard de uma quantidade significativa de equacdes e
formulas — resultados tedricos importantes dentro do dominio da econometria.
Para efeito de simplificacdo e fluéncia do texto, quando em referéncia a uma
equacdo ou férmula, ndo serd utilizado o termo “eq.” e “form.”, justamente pela

chamada a equagdes e formulas ser feita com frequéncia.

2.1

Modelos de Regressao Linear

Modelos de Regressao linear sdo modelos da forma:

y=Xf+u (2.1)

onde y,x:1 € 0 vetor de n observacbes da variavel dependente y, tal que
y=[y1v, - 1T X,xx € a matriz de n observagdes das k variaveis
independentes X = {xy, x5, ..., X}, de tal forma que X = [x; ... x; ... x; ], em que
cada coluna x;,i € [1,k], é um vetor nx 1; B, x1 faz 0 ajuste de X a y e, por
reconhecer-se que este ajuste pode nédo ser perfeito, inclui-se em (2.1) o termo de
Mo Uy, 51 = [Ug Uy =+ Uy]T.

E comum que seja adicionada a X uma coluna unitaria e, a 8, um termo

extra, denominado intercepto. Desta forma, X, yx+1) € Bk+1)x1- A S€¢a0
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seguinte propora um arcabouco tedrico que ndo considera explicitamente tais
adicdes a X e B, 0 que ndo torna o arcabouco tedrico invalido.

Usualmente, n é uma parcela das observacdes que se pode obter em uma
situacdo real de amostragem aleatoria, fazendo com que nenhum dos elementos
em (2.1) seja calculavel, a ndo ser que n seja 0 numero de todas as observacoes
que se possa obter de y e X — 0 que frequentemente ndo ocorre.

(2.1) é nomeado modelo populacional. O conjunto de n observacdes de y e
X constitui uma amostra numérica destas variaveis. Tal amostra é suficiente, sob
certas condigdes, para que se possa dizer algo a respeito da relacdo populacional
entre y e X.

B € o elemento capaz de informar sobre a relacdo existente entre y e X.
Todavia, g tambeém é desconhecido, por ser um parametro populacional. Deve-se,
portanto, utilizar a amostra de n observacdes para que se possa produzir alguma

informacao relacionada & B, através de seu estimador, 8.

2.1.1

Estimacé&o por Minimos Quadrados Ordinarios

Esta secdo é baseada em Davidson & MacKinnon (1993).

O método de estimacdo mais utilizado em econometria € 0 método de
Minimos Quadrados (MQ). Em funcéo da linearidade, ha dois possiveis métodos
de MQ: Minimos Quadrados Ordinarios (MQO) — a equacéo de regressdo que sera
estimada é linear nos pardmetros — e Minimos Quadrados N&o Lineares (MQNL)
—aequacao € nao linear em pelo menos um dos parametros. A estimacdo de MQO
pode ser calculada de diversas maneiras, todas diretas (ndo iterativas), enquanto a
estimacdo por MQNL requer procedimentos iterativos. Esta secdo trata
exclusivamente do método de MQO.

Ha& uma importante distin¢éo a se fazer entre as propriedades numéricas e
estatisticas da estimacao por MQO. Propriedades numéricas sdo aquelas derivadas
do uso do MQO, independentemente de como o conjunto de dados foi gerado —
todas as propriedades numeéricas do MQO podem ser interpretadas em termos de
geometria euclidiana. Propriedades estatisticas, para que se mantenham, tém como

base certas hipdteses sobre a forma como o conjunto de dados foi gerado. Tais
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hipdteses jamais podem ser verificadas de tal forma que retornem uma resposta
inquestiondvel com relacdo a sua veracidade — entretanto, em alguns casos, elas
podem ser testadas via testes de hipoteses. Esta secdo apresenta 0 MQO como
ferramenta matematica e computacional, sem introduzir formalmente qualquer
tipo de propriedade estatistica que a suporte.

Os componentes essenciais de uma regressao linear sdo o regressando y e
a matriz de regressores X = [x; ... x; ... X ]. Quando se fizer referéncia ao indice
i, presume-se que i € [1, k] e tal informacdo sera omitida, assim como se pode
referir a X como [x; ...x;]. A matriz y e cada um dos x; podem ser pensados
como pontos em um espaco euclidiano n-dimensional, E™. Supondo que sejam
linearmente independentes, 0s k regressores formam um subespaco k-dimensional
de E™, nomeado §(X) = 8(xq,...,X,), que possui dimensdo sempre igual ao
posto de X, nomeado p(X). Por definicdo, §(X) consiste de todos 0s pontos z em
E™ tal que z = Xy, para algum y; « ;. Considera-se que n > k, 0 que é usual em
casos praticos de econometria, o que torna possivel que X tenha posto cheio (0s x;
sdo todos linearmente independentes), igual a k.

Se um ponto z, um vetor n x 1, pertence a §(X), pode-se escrever z como

uma combinacao linear das colunas de X.

K
z=Xy= Z YiX; (2.2)
i=1

onde y; sdo escalares que compdem o vetor y. Portanto, qualquer vetor de k
coeficientes, como y (que é k x 1), identifica qualquer ponto em §(X). Se 0s x;
sdo linearmente independentes — ou seja, se ndo se pode escrever nenhum deles
como combinacdo linear dos demais — (2.2) tem solucdo Unica. Deste paragrafo
em diante, considera-se que as colunas de X sdo linearmente independentes.
Pode-se realizar qualquer transformacdo linear em X, contanto que seja
preservado o posto de X, de tal forma que o subespaco gerado pela matriz X
transformada é o mesmo que §(X). Utilizando (2.2) e supondo X* = XA, onde A

representa a matriz da transformacéo linear:
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z=XAly =Xy (2.3)

Portanto, assim como qualquer z pode ser escrito como combinacgéo linear
das colunas de X, também & possivel que qualquer z possa ser escrito como
combinacdo linear de quaisquer transformacOes lineares das colunas de X.
Consequentemente, se §(X) € gerado pelas colunas de X, §(X) também é gerado
por X* = XA.

O complemento ortogonal de §(X) em E™, denotado por 6*(X), € 0
conjunto de todos os pontos w em E™ tal que, para todo z em §(X), w'z = 0.
Logo, todo ponto em §*(X) é ortogonal a todo ponto em §(X) — dois pontos sdo
ditos ortogonais se 0 produto interno entre ambos é zero (Poole, 2010). Como a
dimenséo de §(X) é k, a dimenséo de 6*(X) én — k.

A Figura 2.1 ilustra os conceitos acima, paran =2 e k = 1. A matriz X
tem somente uma coluna nesse caso, sendo representada por um vetor.
Consequentemente, §(X) € unidimensional e, como n = 2, §*(X) também é

unidimensional.

Figura 2.1 — Os espagos 6(X) e §+(X)

Fonte: Davidson & MacKinnon (1993)
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Como ja pontuado, qualquer ponto em &(X) pode ser representado por um
vetor na forma X, para algum B, 1. Se 0 objetivo for determinar o ponto em
6(X) que € o mais préoximo possivel de um vetor y, o problema passa a ser
minimizar a distancia entre y e X, com respeito a . Minimizar essa distancia é
equivalente a minimizar o quadrado da distancia, ja que a fungdo polinomial de
grau dois € monotonica crescente (Ashlagi et al., 2010) para valores maiores ou
iguais a zero e ndo ha distdncias negativas. (2.4) expressa 0 problema

matematicamente. O estimador de MQO, S8, é o valor que soluciona (2.4).

minly =~ XBIP = mjn ) 07, ~ X.B)' =mpp /- X8)' 0= X)  24)

onde y; e X; representam, respectivamente, o t-ésimo elemento de y e a t-ésima
linha de X. Ou seja, t representa uma evidéncia (pessoa, cidade, item ou
semelhante) da AA coletada para a formacgdo do conjunto de dados, de tal forma
que t € [1,n]. Quando se fizer referéncia ao indice t, presume-se que t € [1,n] e
tal informacé&o sera omitida.

O vetor de residuos i é dado por y — X8. Embora u n4o seja mensurével,
amostralmente é possivel obter uma grandeza relativa ao erro da estimag&o, que €
0 préprio residuo #. Como o residuo, observacdo a observagdo, é dado por
=y, — XB, ¥,y — X.B)? é nomeado Somatorio dos Quadrados dos
Residuos (SQR).

A Figura 2.2 ilustra a geometria do método de MQO. O regressando € 0
vetor y. O vetor XB é ponto mais préximo de y em &§(X) — nesse caso, com
n=2ek=1, B éum escalar. O segmento de reta, que liga y & XB e faz angulo
reto com §(X) em X, é simplesmente o vetor y — X transladado da origem até
0 ponto Xp.

O angulo reto formado entre y — X8 e §(X) ¢ essencial na estimacéo por
MQO. Em qualquer outro ponto de §(X), como Xﬁ'(Figura 2.2), y—Xﬂ' néo
forma angulo reto com &(X). Por consequéncia, |y — XB’|| deve ser

necessariamente maior que ||y — XB|.
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$(X)

Figura 2.2 — A projecéo de y em §(X)

Fonte: Davidson & MacKinnon (1993)

O vetor de derivadas de (2.4) em relagdo aos elementos de B é:

—2XT(y — XB) (2.5)

Esta equacgdo (2.5) deve se igualar a zero em um ponto de minimo. Como XTx
tem posto cheio (pois foi considerado que as colunas de X sdo linearmente
independentes) e qualquer matriz na forma XTX é necessariamente nio negativa
definida, 0 SQR é uma funcdo estritamente convexa de B e, consequentemente,
tem um 6timo Unico B, determinado pelas equagdes em (2.6). Borwein & Lewis

(2005) abordam os conceitos de convexidade estrita e formas de matrizes.

X"(y—XB)=0 (2.6)

As equacgbes em (2.6), nomeadas equagdes normais, expressam que
y — X deve ser ortogonal a todo x; e, por isso, a qualquer vetor que esteja
contido em §(X) - tal assertiva, do ponto de vista geométrico, é equivalente a
dizer que y — XB e 5§(X) devem formar um angulo reto entre si. Portanto, (2.6)
expressa algebricamente o0 que a Figura 2.2 expressa geometricamente.

Como a matriz XTX tem posto cheio, sempre é possivel inverté-la e

resolver (2.6) para fB:
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B=X"X)"XTy (2.7)

XB é UGnico mesmo que X ndo tenha posto cheio, visto que,
geometricamente, X é simplesmente o ponto em §(X) mais proximo de y. O
mesmo n&o pode ser dito para B: se X ndo tem posto cheio, o sistema (2.7) ndo

tem solucéo Unica.

2.1.2

Decomposicédo QR

O objetivo desta secdo é propor um algoritmo que calcule a estimativa de
MQO e é baseada em Davidson & MacKinnon (1993).

O estimador de MQO, B, é dado pela expressdo (2.7). A estimativa de
MQO ¢é um vetor de numeros reais, obtido apos todos os procedimentos de calculo
que envolvem B terem sido realizados.

Se XTX e X"y forem calculados, utilizando-se de uma rotina genérica de
inversdo de matrizes para inverter X'X e, em seguida, multiplicando-se o
resultado por XTy, a estimativa de MQO ¢ encontrada. Esta maneira, embora
trivial, € numericamente instavel. Tipicamente, um algoritmo de natureza instavel
ndo garante que os erros de aproximacdo diminuam conforme haja flutuac6es no
conjunto de dados de entrada (Burden & Faires, 2011). A metodologia descrita
acima pode funcionar satisfatoriamente se a precisdo adequada na representacéo
de dados for utilizada, as colunas de X forem similares em magnitude (é incomum
em situacdes praticas, a ndo ser que algum método de normalizagdo seja utilizado)
e se XTX n3o estiver muito proximo de ser singular (ndo inversivel).

Chambers (1977) e Maindonald (1984) recomendam a decomposi¢do QR
(ou fatoracdo QR) para o célculo da estimativa — Chambers (1977) ndo recomenda
outro método que nao seja QR e Maindonald (1984) acrescenta que o método é
recomendado em experimentos onde a acurdcia € de extrema importancia.

Davidson & MacKinnon (1993) também a utilizam, argumentando que os
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resultados alcancados atraves dela sdo mais precisos e que a metodologia é mais
interessante do ponto de vista tedrico.

A decomposicdo QR determina uma base ortonormal para &6(X) (o
subespaco gerado pelas colunas de X), nomeada Q, 4, COMm as propriedades:
5(X) = 6(Q) e QTQ = I. Por definicdo, uma base de E™ é dita ortonormal se esta
mesma base é ortogonal — os vetores da base sdo ortogonais dois a dois, entre si —
e todos os seus componentes sdo vetores unitarios. Para qualquer X de posto
cheio, é possivel realizar uma decomposicdo QR determinando-se Q e Ry,

sendo R uma matriz triangular superior, tal que:

X=QR e QTQ=1 (2.8)

A equacdo QTQ =1 implica em ortonormalidade das colunas de Q. A
matriz R ser triangular implica no fato das colunas de Q serem geradas
recursivamente: a 12 coluna de Q ¢ a 12 coluna de X, redimensionada para que
tenha tamanho unitario; a 2 coluna de Q é uma transformacdo linear das
primeiras duas colunas de X, que é ortogonal a 12 coluna de Q e também possui
tamanho unitario; e assim por diante até que Q tenha dimens@es n x k. Quando o
posto de X ndo é cheio e ha m colunas de X que sejam linearmente dependentes
das k — m colunas restantes, o algoritmo é modificado de tal forma que Q tenha
k —m colunas e R tenha dimensdes (k — m) x k. Desta forma, a estimativa de B
torna-se solucdo Unica do algoritmo quando se arbitra que os coeficientes dos m
regressores linearmente dependentes sejam iguais a zero.

Tendo as matrizes Q e R calculadas pela fatoracdo QR, a funcdo de
regressdo X pode ser escrita como QRPB = Qy. Estima-se, inicialmente, y
através de ¥ = (QTQ)~QTy, que tem estrutura semelhante a (2.7), utilizando-se
QTQ =1, 7 = Q"y. Geometricamente, as Figuras 2.1 e 2.2 seriam as mesmas se
fosse feita a substituicdo de X por Q como matriz de regressores, pois 6(X) =
5(Q).

Para o célculo da estimativa de B, (XTX)~! e @ utilizam-se (2.9), (2.10) e

(2.11), respectivamente.
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B=R"'p (29)

XX =RQERA'=R"IRA'=R"AT'=RTRH" (210

u=y-Qy=y—-QQ"y (2.11)

A decomposicdo QR realiza internamente toda a rotina de calculos para 8
e outras grandezas associadas ao erro, que serdo apresentadas posteriormente.

Como R é triangular, R~! é facilmente calculada, sendo uma operacgdo
pouco custosa para o0 algoritmo. Ndo ha nem mesmo a necessidade de verificar
singularidade para R, pois esta ndo tera posto cheio se X também nao o tiver —
utilizam-se aqui as definicbes de X, Q e R, além das relagdes que tém entre si.

A parte mais custosa da fatoracéo é formar Q e R de X — a complexidade
desta é operacdo é proporcional a nk?. A formacdo da matriz de somas
quadraticas e produtos cruzados, XX, que é o 1° passo para métodos baseados em
solucdes de equacgdes normais, também tem complexidade proporcional a nk?,
embora o fator de proporcionalidade seja menor.

Ha alguns algoritmos para céalculo da decomposicdo QR: algoritmo de
Gram-Schmidt (Bjorck, 1967, e Ling et al., 1986), processo de transformacdes de
Householder (Businger & Golub, 1965, e Hanson & Lawson, 1969), rotacGes de
Givens (Ling, 1991), dentro outros. Os experimentos desta dissertagdo séo
realizados no software Matlab R2014a. A rotina para célculo da decomposigédo

QR néo é disponibilizada pela Mathworks, empresa que desenvolve o Matlab.
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2.2

Modelos de Regresséo N&o Linear: Classificagdo Binaria

De acordo com Davidson & MacKinnon (1993), a classificacdo binaria é o
caso mais comum em situacdes praticas. Neste tipo de modelo, o valor da variavel
dependente y, s6 pode assumir dois valores, 1 ou 0 — tais valores indicam se um
evento de interesse ocorreu ou ndo. Supondo y, = 1 o indicativo de que o evento
ocorreu para a observacéo t e y, = 0 o indicativo para o0 caso contrario, pode-se
considerar uma probabilidade (condicional) de o evento ter ocorrido, nomeada P;.

O modelo de classificagdo binaria tem como objetivo modelar P;
condicional a X = [x; ...x;] ou a X = {xy,x,,...,x;}: tanto X quanto X séo
adequados nesse caso especifico. Serd X a notagdo utilizada. Matematicamente,

expressa-se P, como o valor esperado de y, condicional a X:

P, = Pr(y, = 1|1X) = E(y:|1X) (2.12)

A partir de (2.12), conclui-se que o modelo de regressdo linear ndo €
adequado para tarefas de classificacdo binaria. Para chegar a tal concluséo,
propbe-se que X, seja um vetor linha (dimensbes 1xk) de varidveis que
pertencam a X, incluindo uma constante para efeito de calculo. Dessa forma, um
modelo de regressao linear especificaria E (y;|X) como X, B. Entretanto, E(y;|X)
€ uma probabilidade, por definicdo, e probabilidades necessariamente devem
assumir valores entre 0 e 1, inclusive, de acordo com os axiomas de Kolmogorov
(Kolmogorov, 1960). Como a grandeza X, ndo é restrita a qualquer conjunto
fechado de valores reais, X, ndo pode ser interpretada como probabilidade — por
conseguinte, inviabilizando o modelo de regressdo linear para tarefas de
classificacdo binéria.

Ha varios modelos disponiveis para modelar (2.12) e, por consequéncia,
ser utilizados para classificagdo — os mais amplamente divulgados sdo os modelos
probit e logit, de acordo com Fernandes (2009). Ambos consistem em uma
funcdo de transformacdo, F(x), aplicada a uma funcdo indice, h(X;, B), que
depende exclusivamente de X; e B. A funcdo indice h(X,, B) tem as propriedades

de uma funcéo de regressao, seja ela linear ou nao linear. A especificacdo geral de
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um modelo para classificacdo, que modela probabilidades condicionais é dada

por:

E(yelX) = F(h(X., B)) (2.13)

Uma maneira mais restritiva, entretanto mais comum, de modelar P; é:

E(y:|X) = F(X:B) (2.14)

Por construgdo, F(x) tem as propriedades (2.15) e (2.16), fazendo com
que a transformacdo linear seja uma funcdo monotonicamente crescente que

mapeie da reta real ao intervalo 0-1.

F(~0)=0 e F()=1 (2.15)
oF@ _ (2.16)
ox

Em (2.14), a funcdo indice X;pB ¢é linear e E(y;|X) é uma transformacéo
ndo linear de X,B. Embora X, possa assumir, em principio, qualquer valor real,
F(X:B) somente pode assumir valores entre O e 1, devido a (2.15).

Ha wvarias funcbes cumulativas de distribuicbes que possuem as
propriedades (2.15) e (2.16), fazendo com que se possa modelar P, de distintas
maneiras. Em situacdes praticas, (2.14) é quase sempre preferivel a (2.13) — a
funcdo de regressdo linear X.B € quase sempre preferivel a uma funcdo de
regressdo nao linear genérica h(X;, B) — sendo os modelos probit e logit os mais
utilizados. Os modelos diferem com relacdo a especificacdo de F(+).

Para 0 modelo probit, F(x) € a fungdo cumulativa da distribui¢cdo normal,
d(x) = f_xoo%exp (—%XZ) dX, de tal forma que P; = E(y:|X) = ¢(X.B). Por

ser uma funcdo cumulativa de distribuicdo, ¢(x) satisfaz automaticamente as
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condicles (2.15) e (2.16) e, embora ndo haja formula fechada, ¢(x) é facilmente
calculada numericamente.

O modelo logit, também nomeado Regressdo Logistica (RL), € muito
semelhante ao modelo probit, possuindo algumas caracteristicas que o tornam
ainda mais simples — a iniciar pela especificacdo de F(x) como a funcéo logistica,
A(x), que possui formula fechada.

A modelagem de P; pela RL é dada por:

ex

A=A +e™™) 1= T or (2.17)
XeB
P = 1T o%B — AX:B) (2.18)

Em situacbes praticas, os modelos probit e logit tendem a mostrar
resultados muito semelhantes. A maior disseminacdo do logit, de acordo com
Fernandes (2009), somado as caracteristicas descritas nos paragrafos acima, faz
com que a RL seja 0 modelo utilizado para classificagdo binaria nesta dissertacao.

221

Estimacdo por Maxima Verossimilhanca

Esta secdo é baseada em Davidson & MacKinnon (1993).

A estimacdo de modelos logit é usualmente feita pelo método de Maxima
Verossimilhanca (MV).

A ideia bésica da estimacdo por MV € determinar um conjunto de
parametros B, tal que a verossimilhanca de se ter obtido a amostra da qual se trata
no experimento seja maximizada — é semelhante a dizer que a fdp ou fp conjunta
para 0 modelo que esta sendo estimado seja avaliada nos valores observados da
variavel dependente da amostra e tratada como uma funcdo somente dos
parametros. O maximo dessa funcéo é alcangado por B, o vetor de estimativas de
MV. Para utilizar o principio da verossimilhanga e, por consequéncia, a estimacao

por MV, parte-se da hipotese de que é possivel obter a fdp ou fp da amostra em
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questdo — um das razdes pelas quais se afirma que a MV parte de pressupostos
mais fortes e restritivos que a estimagao por MQO.

Para que seja realizada a estimacdo por MV, supde-se que y seja gerada
por uma determinada distribuicdo de probabilidade. No caso do modelo logit,
propfe-se que y seja um vetor de realizacdes de varidveis aleatorias dicotdmicas
com distribuicdo de Bernoulli e que cada uma das n realizagdes seja oriunda de
uma variavel aleatéria y, com a mesma distribui¢do. (2.19) é a fdp para uma

variavel aleatdria qualquer dentro do conjunto citado.

fOe=J,B) = [AXB)P[1 - AX B (2.19)

onde j €[0,1] indica possiveis saidas para y,. Para a RL, supde-se que
h(X:, B) = X:B. Assim, A(X.B) é a probabilidade de y, =1,e 1 — A(XB) é a
probabilidade de y, = 0.

A fp conjunta para 0 modelo que esta sendo estimado, funcdo somente dos
parametros, é denominada funcdo de verossimilhanca, L(y, B). Para qualquer g,
L(y, B) informa o qudo provavel é observar a amostra y. Pelo fato de y ter sido

oriundo de uma AA, a fp conjunta é o produtorio da fp de cada y;.

n

L8 = [Foe =08 = | [Axs P - A (220
t=1

t=1

E usual maximizar a fungio logaritmo de L(y,B), nomeada I(y, B), a0
invés de L(y, B), pela razéo de I(y, B) envolver somatdrios e ndo produtdrios. Por
I(y,B) ser monotonicamente crescente, B que maximiza I(y,B) também

maximiza L(y, B).

[AXBPE[1 - AX ] (2.21)

t=1

[(y,B) =logL(y,B) = log
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1,8 = ) e log(AXe®) + (1 -y log(1 ~ AXB)]  (2.22)
t=1

Esta funcéo é globalmente concava sempre que log(A(X.8)) e log(1 — A(X.8))
forem funcGes concavas do argumento X, — esta condicao € satisfeita pelo modelo
logit e faz com que as condicBes de otimizacdo de 12 ordem tenham solugéo Unica.
Entretanto, Pratt (1981) ndo garante que (2.22) seja globalmente cdncava quando
elementos ndo lineares, como, por exemplo, termos de iteracdo entre 0s
regressores, sejam adicionados no modelo. Altman, Gill & McDonald (2003)
afirmam que, se a funcdo de maximizacdo é globalmente concava, os 6timos local
e global coincidem.

As condicbes de 12 ordem para a maximizacdo de [(y, B) sdo dadas a

sequir. B é o estimador de MV que soluciona (2.22).

[ __d(A ti’ ]
n I(Yt A( tB ) ( ( ))Xtil 2.23)
=0 .
z'l A(xtﬁ)m—A(xtﬁ)) J'
Uma forma simplificada é:
> 0~ AXB)Xe (224)
t=1

Como (2.23) n&o é linear em B, ela serd maximizada numericamente pelo

Método de Newton.

2.2.2

Método de Newton

Como y é um vetor de realizacdes de variaveis aleatérias, L(y, B) é funcdo
somente de B. Logo, € possivel reescrever [(y, B) como I(B).

Supondo-se B um palpite inicial para B, [(8) uma funcdo duas vezes
diferenciavel em uma vizinhanca em torno de B© de tal forma que B pertenca a

vizinhanca, entéo, pelo Teorema de Taylor (Graves, 1927):
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1) ~ 1(B) + (B = B TU(B) + 5 (5~ BO) H(E)(8 - 5)
= A(B)

(2.25)

A(B) € a expansio de Taylor de 22 ordem para [(B). VI(B®) e H(B©®)
sdo, respectivamente, o vetor gradiente e a matriz hessiana associados a [(8) em
B©. (2.25) é vélida para o modelo logit, pois I(B) é duas diferenciavel, por
construcdo do modelo.

O Meétodo de Newton (MN) recebe as informagdes associadas a () em
B (valor da fungdo, gradiente e hessiana) e otimiza A(8). Como H(B®) &
negativa definida, a solucdo pelo MN levara a um maximo, que sera global sob as
condicOes citadas anteriormente para 6timo Unico de I(B). Diferencia-se A(B)

com relacdo a g e iguala-se a zero para obter:

ﬂ(l) — ﬂ(O) _ H_l(ﬂ(o))Vl(B(o)) (226)

O algoritmo continua para o célculo de B® e assim por diante. Mesmo
que ndo haja maximo global para I(f), é garantido que 0 MN promove valores

mais altos para [(f) (Murray, 2010). Abaixo, a generalizacdo de (2.26):

Bt = g _ H—l(ﬂ(s))v[(ﬂ(s)) (2.27)

B é B+ que converge em s + 1 passos para 0 maximo global ou o valor
de BS*V que faz 1(B) ter maior valor possivel.

A implementacéo utilizada nesta dissertacdo para obtencéo de B por MV é
uma generalizacdo do MN para o sistema de equacbes em (2.24) (Deuflhard,
1974).
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2.3

Testes de HipoOteses

231

Definicdes e Conceitos

De acordo com Davidson & MacKinnon (2003), ap0s a estimacdo de um
modelo, seja linear ou ndo linear, frequentemente deseja-se testar hipdteses sobre
esse modelo. Tais hipdteses geralmente tém a forma de restri¢cdes de igualdade ou
desigualdade sobre parametros do vetor B. As hipdteses sdo construidas sobre 8, e
ndo sobre B, pois a esséncia do Teste de HipGteses (TH) é avaliar assertivas sobre
0 parametro populacional (B) em fungdo de evidéncia empirica fornecida pela
amostra (B).

A maneira cléssica de se realizar um TH é inicialmente formular a
hipotese que se deseja testar, definir uma estatistica de teste adequada e, em
seguida, propor um critério de decisdo para rejeitar ou nao rejeitar a hipotese,

sendo conveniente estruturar este processo em topicos, como abaixo.

23.1.1

Hipoteses Nula e Alternativa

Hipotese, por definicdo, é uma conjectura sobre a relacdo entre a variavel
dependente e um ou mais regressores, expressa através de valores numéricos para
B. Em um TH, interessa-se por testar uma conjectura e, usualmente, inicia-se o
TH estipulando-se que conjectura é esta. Por exemplo, pode-se formular uma
hipotese onde se deseja testar a conjectura de que algum 8; = 0, se conjuntamente
todos os f3; sdo iguais a zero ou se 8, = 3B;. E comum que esta conjectura seja
simples, representando o status quo (situagdo atual) ou caso base de B ou algum
B; — da-se 0 nome de Hipdtese Nula ou H a esta conjectura.

Nesta dissertacdo, H, para realizacdo de TH em B € definida como a

sequir:
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Hy: B =0 (2.28)

A Hipotese Alternativa, ou H,, é o complemento de H,. Ou seja, quando
ndo ha evidéncia empirica suficiente de que H, seja verdadeira, rejeita-se H, e
automaticamente ndo se rejeita H;. Em um TH, somente H, estd sob teste.
Rejeitar H, ndo gera obrigacao de aceitar H;.

As hipoteses H, e H, retratadas conjuntamente sdo dadas por:

Hy:B;=0

2.29
Hli )Bi #*=0 ( )

Tanto H, quanto H, sdo conjecturas construidas sobre f;, um parametro
populacional. Ao se utilizar uma AA, que é uma porc¢do da populacgéo, realiza-se
uma inferéncia sobre o valor numérico populacional de §; — do qual ndo se tem

conhecimento — a partir do valor numérico estimado 3,.

2.3.1.2

Estatisticas de Teste

Uma estatistica de teste T é uma variavel aleatdria com fdp ou fp
conhecida sob H,. De acordo com a fdp ou fp, calcula-se a probabilidade de T ter
sido observado. Se a realizacdo de T é um numero real que pode ter ocorrido de
maneira aleatéria, entdo ndo ha evidéncia contra H,. Caso o contrario ocorra, ha
evidéncia contra H, e é necessario um critério de decisdo para rejeita-la.

Em funcdo de T, determina-se outra estatistica de teste denominada p-

valor que, por defini¢do, € o menor nivel de significancia no qual H,, é rejeitada.

2.3.13

Critério de Decisao

O critério de decisdo € funcdo do nivel de significancia do teste. Nivel de

significancia ou tamanho do teste € a probabilidade de que T rejeite H, quando
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H, é verdadeira. Sendo f3; o0 parametro que se deseja testar e &,= 0 0 conjunto

de valores que satisfaz H,, define-se o tamanho do teste, a, de Hy,:

a = Pr(T € RR|B; = 0) (2.30)

Se T for usada como estatistica de teste, define-se um critério de decisdo
através da divisdo da regido de possiveis valores de T em duas sub-regides,
denominadas Regido de Rejeicdo (RR) de H, e Regido de Nao Rejeicdo (RNR) de
H,: se T assumir valor dentro de RNR, H, nédo € rejeitada; se T assumir valor
dentro de RR, H|, é rejeitada.

Se o p-valor, funcdo de T, for usado como estatistica de teste, o critério de

decisdo passa a ser ndo rejeitar H, se p-valor > « e rejeitar H, se p-valor < a.

2.3.2
TH em Modelos de Regresséo Linear

Até esta secdo, nada foi dito com relacdo as propriedades estatisticas da
estimacdo por MQO. No inicio do capitulo, foi feita referéncia a distin¢ao entre os
conjuntos de propriedade numérica e estatistica — a uUltima tem como base
hipdteses sobre a forma como o conjunto de dados foi gerado.

Davidson & MacKinnon (1993) afirmam que o erro u, em
y = XB + u (2.1), é a tnica forma pela qual a aleatoriedade €é inserida na variavel
dependente de um modelo de regressao. Conclui-se, portanto, que a aleatoriedade
de y em (2.1) necessariamente vird de u e que hipoteses serdo necessarias para

sustentar a sua natureza aleatdria. Tais hipoteses séo as listadas em seguida.

Hipétese 1: y=Xf+u (2.31)

Hipotese 2: E(ulX)=0 (2.32)
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Hipotese 3: p(X) =k (2.33)
Hipotese 4: Var (u|X) = oI, (2.34)
Hipotese 5: u|X ~NID(0,0%) -~ u|X~N(0,0%I,) (2.35)

A Hipotese 1 requer que o modelo seja linear nos parametros, ou seja,
possa ser escrito sob a forma y = X + u. A Hipdtese 2 é denominada hipotese
de média condicional nula, que implica Corr(u,X) = 0 e, segundo Wooldridge
(2008), é sugerida caso o conjunto de dados seja amostrado aleatoriamente. A
Hipdtese 3 requer inexisténcia de colinearidade perfeita. A Hipdtese 4 diz respeito
a necessidade de homocedasticidade (variancia constante) e auséncia de
correlagdo serial entre os erros das observacbes — esta Ultima é plenamente
atendida sob amostragem aleatoria ou qualquer outro processo de amostragem de
corte transversal com observagdes independentes. Na Hipotese 5 determina-se a
necessidade de normalidade de u|X.

Sob as Hipoteses 1 & 5 e utilizando-se da teoria de combinacdo de
variaveis aleatorias (Casella & Berger, 2011), sendo u = [u; u, --- u,]T um
vetor de variaveis aleatorias e supondo-se (2.35), determina-se que y|X também
sera vetor de variaveis aleatorias tal como (2.36), fazendo com que B também o

seja — como mostra (2.37).

yIX ~N(XB,o°I,) (2.36)
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BIX ~N(B,c*(X"X)™1) (2.37)

onde Var(B|X) = o2(X"'X)™* em (2.37) e I,, é a matriz identidade n x n. (2.37) é
considerada a base da inferéncia estatistica envolvendo g (Wooldridge, 2006).
a? é um parametro populacional e, portanto, desconhecido. Seu estimador

ndo tendencioso € dado por:

u'u
$2 = — 2.38
62 =—— (2.38)
Quando, em (2.37), substitui-se o2 por 62, a grandeza T assume uma

distribuicdo t-student com n —k — 1 graus de liberdade (Wooldridge, 2006),

sendo SE(B;) = [Var(B:) .

Bi — B

T=W~t(n—k—1) (2.39)

Com as informacdes sobre a distribuicdo de T, é possivel caracterizar

completamente o TH para 8 em modelos de regresséo linear.

23.2.1

Hipoteses Nula e Alternativa
Seguem o modelo de (2.29).

2.3.2.2

Estatisticas de Teste e Critério de Decisao

T, em (2.39), € uma estatistica de teste pois é uma variavel aleatdria com

fdp conhecida sob H, e somente assume a distribuicdo em (2.39) devido a
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distribuicdo condicional de B em (2.37). A estatistica de teste T tem fdp como
mostrado na Figura 2.3.

Nesta dissertacdo, embora o separador decimal seja a virgula e o separador
de milhar seja o ponto, algumas Figuras apresentardo o ponto como separador
decimal, como na Figura 2.3, pelo fato destas Figuras terem sido originadas de
softwares originalmente desenvolvidos em paises de lingua inglesa, que utilizam o
ponto como separador decimal. Somente algumas Figuras (e ndo tabelas)

apresentam essa troca, 0 que nao deve gerar problemas de entendimento.

04

0.2
I

01
|
H""H—\
H___i_,.-ﬂ

l

Figura2.3—-fdpde T

Fonte: adaptado de Wooldridge (2006)

Atribuidos n e k a (2.39), T estd plenamente definida, poisn —k—1 €
parametro Unico da distribuicdo. Sendo T uma variavel aleatoria, pode-se calcular
probabilidades ou outras grandezas associadas a T. Por exemplo, pode-se
determinar os quantis —ty,,(n — k — 1) e t,/,(n — k — 1) que fazem com que a
probabilidade de T estar entre —t, ,(n—k —1) e to/r(n —k —1) seja 1 —a.
Para efeito de simplificacdo de notacdo, serdo utilizados os termos —t,, € ty/,.

A Figura 2.4 identifica as grandezas citadas.
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/ \

a / o«

' ]
_tn«fz ta,fz

Figura 2.4 — fdp de T e grandezas relativas a T

Se T,,s — a realizagdo da variavel aleatéria T quando os valores de f;, B;,
SE(B;) e v/n sfo substituidos em (2.39) — é um valor na regifo cinza da Figura
2.4, é pouco provavel, sob o nivel de confianca de 1 — a, que T, Seja de fato
um valor oriundo da distribuicdo de T sob H,. Nesse caso, deve-se rejeitar Hy,
pois T, esta dentro da RR de H,. E fundamental atentar que 8; é um parametro
populacional, portanto desconhecido, mas que, ao se realizar o TH, atribui-se a
ele, em (2.39), o seu valor sob H,. Tendo (2.29) como referéncia para TH, B;
recebera o valor 0 para que T, Seja obtido.

Se T,,s € um valor na regido branca (compreendida entre a curva e 0 eixo
horizontal) da Figura 2.4, € muito provavel, sob o nivel de confianca de 1 — a,
que T,ps Seja de fato um valor oriundo da distribuicdo de T sob H,. Nesse caso,
deve-se ndo rejeitar H,, pois T, esta dentro da RNR de H,,.

Os quatro paragrafos anteriores, que definem T como estatistica de teste e
determinam critérios de decisdo claros e objetivos relacionados a T, integrados a
(2.29), caracterizam um teste bicaudal para ;. Um TH bicaudal é tal que se

considera que desvios do pardmetro estimado (3;) sejam teoricamente possiveis
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em qualquer direcdo (positiva ou negativa), tendo como referéncia (2.29), de
acordo com Guijarati (2008).

Calcula-se o p-valor para que este possa ser usado como estatistica de
teste. No caso de TH bilaterais com H, e H; como em (2.29), o p-valor é

calculado como em (2.40).

p-valor = Pr(|T| > |T,ps|) (2.40)

A Figura 2.5 ilustra o p-valor (regiéo total hachurada em vermelho) para o

caso de T, estar na RR.

—Tops _trrfz trr,-’z Tops

Figura 2.5 — llustracéo do p-valor

Para efeito de exemplificacdo, supde-se @ = 5% e p-valor = 1%. Com as
evidéncias numéricas — T,,s € T,ps, Supostamente advindas de T sob H,,
observa-se que 1% € o menor nivel de significancia com que se rejeita H,. Como

5% > 1%, H, sera rejeitada sob o valor de « estipulado — para todos os valores
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de a maiores que 1%, H, serd rejeitada. Nesta dissertacdo, utiliza-se o p-valor
como estatistica de teste para testes de hipoteses.

Pode-se escrever (2.39) como:

Bi — B;

Tny, = W ~t (ng) (2.41)

Considera-se, para efeito de simplificacdo de notagdo, que ny =n —k —
1 (ng; € o nimero de graus de liberdade). Variando-se n,; sequenciamente, {Tngl}

torna-se uma sequéncia de variaveis aleatdrias, todas com distribuicéo t-student. A

fdp de Ty, Para algum ng,;, é dada por:

r (ngl + 1) —(ng1+1)
fog (b)) = ————— 2 (1 + Z) i (2.42)
’ r(5) g Tt

I'(--) é a funcio gamma, definida por T'(ny;) = (ng; — 1)1, uma extenséo
da funcdo fatorial. Embora I'(---) seja aplicada a nimeros reais e complexos, a
definicéo anterior se aplica a ng, inteiros e positivos. A expressao t,, € o quantil
associado a algum percentil da distribui¢do — por isso a notagdo “to,”.

Conforme ng; — oo, € natural buscar entender como se comporta fngl(t%).

Logo, deseja-se calcular:

ng +1 —(ng1+1
l-\( glz ) t(yz ( gzl )
lim f, (ty) = lim 1+ =
. e N N
2 gt
(2.43)
r ng +1 —(ngi+1)
_ 2 . Lo, 2
= lim 7 lim 1+
e F(Tgl) g, [ "9 Mgt

Utilizando-se a aproximacao de Stirling (Marsaglia & Marsaglia, 1990),

(2.43) pode ser escrita como:
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<ngl + 1) 5 -(ng1+1)

r 2

. %
lim f, (ty) = lim lim (1 +—>

Tlg [ n gl % n l—)oo l—,(nTg) s l ngl—>00 ngl

[l [ (-3)]

Esta equacdo mostra que 0 limy o fn,(ty) € a fdp da distribuicao

(2.44)

da
normal padronizada. Portanto, Ty, - N(0,1) e, para ng; suficientemente grande,

os modelos de TH discutidos até entdo permanecem validos, somente devendo-se
reconhecer que ndo serd mais a distribuicdo t-student a utilizada — e sim a normal
padrdo, ja que a 12 converge em distribuicdo para a 22 Como n > k, para 0s
modelos desenvolvidos nesta dissertacdo, n,, sera suficientemente grande para
que haja a convergéncia em distribuicdo. Casella & Berger (2011) fornecem um
tratamento adequado para tipos de convergéncia.

Para efeito de ilustracdo, propde-se a Figura (2.6). A curva em verde mais
claro é a fdp de uma variavel aleatdria com distribuicdo t-student, ng, = 1. As
curvas de cor verde escurecem conforme ng aumenta. Quanto maior ng;, mais
semelhante a curva da fdp normal padrdo, em amarelo, as curvas de t-student se
tornam. Para ng = 30 (ng estd representado pela sigla “d.f.”, somente nesta

Figura), as curvas da t-student e normal padrédo praticamente se sobrepdem.

Figura 2.6 — Aproximagéo de Ty, por N(0,1)
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2.3.3

TH em Modelos de Regresséo N&o Linear: Classificagdo Binaria

De acordo com Davidson & MacKinnon (1993), os modelos logit
satisfazem as trés condigdes de regularidade necessarias para que B, estimado por
MV na secdo 2.2.1, seja uma variavel aleatoria que tenha distribuicdo
assintoticamente normal, com matriz de variancia-covariancia dada pela inversa
da matriz de informagcéo.

Segundo Greene (2011), a primeira condicdo requer que as diferenciais em
(2.45) existam, sejam funcBes continuas e finitas para quase todos os elementos de
y e para todos os elementos de f que pertencem a um intervalo ndo degenerativo
(intervalo que possui comprimento estritamente positivo). Esta condigdo garante a
existéncia de uma aproximacao por série de Taylor e de variancias finitas das

diferenciais de I(y, B).

9 92 9°
ﬁ(l(}’,ﬁ))’a—ﬁz(l(}’,ﬁ)) e a—ﬂg(l(y,ﬁ)) (2.45)

A segunda condicdo define que os valores esperados das duas primeiras
diferenciais de [(y,B) possam ser calculados. Como 8/dp (I(y,B)) e
0%/0B% (l(y, B)) sdo funcdes aleatorias, espera-se que cumpram com 0S
requisitos tradicionais para calculos de valores esperados — tais requisitos estéo
em Casella & Berger (2011).

A terceira condicdo requer, para todo B pertencente ao intervalo néo
generativo citado anteriormente, que a terceira diferencial de I(y, B) em relacédo a
elementos distintos de B seja menor que uma funcdo que possui valor esperado
finito. Esta condicdo fard com que a série de Taylor proposta anteriormente seja
truncada.

Sob as condicGes citadas e n suficientemente grande (0 menor n, para

todos os conjuntos citados nesta dissertacéo, € 200):
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BSN(B.a}) (2.46)

Onde af; é chamada de variancia assintotica de B. Greene (2011) prova que

af, = [I(B)]71, sendo I(B) a informacdo de Fisher:

62

I(B) = —Eg [a_[le(y’ B)l (2.47)

I(B) deve ser estimada. A forma de célculo em (2.47) raramente estara
disponivel, segundo Greene (2011), que propde duas alternativas ao seu calculo:
(1) a matriz atual (e ndo o valor esperado) de derivadas segundas de I(y, B) na
estimativa de MV e (2) a matriz de variancias-covariancias do vetor gradiente de
[(y, B). A diferenca entre os estimadores esta no custo computacional em certas
situacOes, mas todos séo assintoticamente equivalentes.

(2.46) permite que se fagca TH para RL de forma semelhante ao TH que se
faz para modelos de regressao linear. O pardmetro ; tera distribuicdo sob H,
como em (2.48), quando n é suficientemente grande:

P

g=bizbi N(0,1) (2.48)

SE(B:)

sendo U a estatistica de teste. A estatistica de teste T converge em distribuicéo
para N(0,1), como ja visto. SE(,[?i) ¢ a raiz quadrada do elemento correspondente
ao regressor i da diagonal principal de af,.

E comum que se realize TH para 8; na RL utilizando-se o quadrado de U.
Nesse caso, U2 ~ y?(1). Pelo fato do quadrado de uma variavel aleatdria normal
padréo ter distribuicdo y2(1), U e U? levam ao mesmo resultado quando se aplica
um TH nos moldes de (2.29).
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O TH para modelos de RL esta definido: segue-se 0 modelo proposto em
(2.29) para H, e H{; U foi proposta como estatistica de teste mas serd o p-valor,
funcdo de U, a referéncia para tomada de decisdo e continuara a ser utilizado
como estatistica de teste. O célculo do p-valor é semelhante ao apresentado

anteriormente para modelos de regresséo linear.
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Programacao Genética

A PG ¢ a ferramenta que realiza o processo de evolucdo e geracdo de
modelos desta dissertacdo — este capitulo apresenta seus fundamentos.

O conteudo especifico sobre PG deste capitulo é baseado em Poli et al.
(2008). A ndo ser quando se explicita o contrario, a sigla PG se refere a PG

tradicional, proposta por Koza (1992).

3.1
Introducéo

Em ciéncia da computacéo, a computacéo evolucionaria € um sub-ramo da
inteligéncia computacional. Esta compreende um conjunto de metodologias
computacionais e abordagens inspiradas em elementos da natureza, como a
selecdo natural, para resolver problemas tais como as tarefas de regressdo e
classificacdo aqui abordadas.

A PG é uma técnica sistemética da computacdo evolucionaria que
automaticamente resolve problemas sem a necessidade de se conhecerem
informacGes do dominio do conjunto de dados, do problema ou formato da
solucéo do problema.

Em PG, evolui-se uma populacdo de programas de computador: geragéo a
geracdo, a PG estocasticamente transforma uma populacdo de programas em uma
nova populagdo de programas — espera-se que 0S NOVOS programas sejam
melhores do que aqueles que os geraram, embora tal resultado ndo possa ser
garantido, mesmo com ferramentas de elitismo. O elitismo copia o melhor
individuo da populacéo p para a populagéo p + 1, de acordo com uma métrica de
aptiddo. A acurécia representa a aptiddo — conceito que define a qualidade de uma
solugéo ou programa — para tarefas de regressao e classificacao.

A PG, por sua natureza estocastica e disponibilidade de operadores de
mutacdo e cruzamento, tem a capacidade de explorar com abrangéncia o espaco

de busca do problema, evitando a permanéncia em extremos locais. Mutacéo e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221672/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1221672/CA

3. Programacao Genética 56

cruzamento sdo operadores utilizados para criar novos programas a partir de
outros j& existentes: enquanto o primeiro operador cria um novo programa
(também chamado de individuo ou modelo) a partir de uma alteracéo aleat6ria em
uma parte do programa original (esta parte também é escolhida aleatoriamente), o
segundo cria um novo programa a partir da combinacdo de partes de dois
programas (tanto os programas quanto as partes dos programas que serdo
combinadas sdo escolhidas aleatoriamente). Mutacdo e cruzamento sdo chamados
de operadores genéticos.

A Figura 3.1 apresenta o pseudocodigo generico de um algoritmo de PG.

=

Crie aleatoriamente uma populagdo inicial de programas,

a partir das primitivas disponiveis.

2: EEPITL

3: Execute cada programa e determine sua acuracia.

4q Selecione um ou dois programas da populacdo, em fungdo
de probabilidades determinadas pela acuracia, para dque
fagam parte do processc de criagd3o da nova populacgio,
utilizando o= operadores de mutagdo ou cruzamento.

- Crie novos programas, aplicando o operadores citados,
de acordo com probabilidades do experimento (38oc distintas
das probabilidades determinadas pela acuracia).

6: ATE QUE: uma solugdc aceitdvel seja encontrada ou outra
condicdo de parada seja atingida (por exemplo, © nOmero
maximo de geracdes).

T: BETORNE: o individuo de melhor acuracia.

Figura 3.1 — Pseudocddigo genérico de um algoritmo de PG

Fonte: adaptado de Poli et al. (2008)
Este pseudocddigo serviré de base para a descrigdo da PG.

3.2

Representacao

A representacao dos programas é uma importante escolha a ser tomada em
um experimento de PG — tal decisdo antecede o 1° passo do algoritmo de PG,
visto na Figura 3.1.

Em PG, os programas séo usualmente representados por arvores, diferindo
da representacdo por linhas de cddigo. A Figura 3.2 ilustra a representagdo do
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programa max(x + x, x + 3 * y). As varidveis e constantes do programa (x, y e 3)
sdo os elementos extremos da arvore, nomeados folhas ou terminais. As operacdes
aritmeéticas (+,* e max) sdo nos internos, denominados func¢des. O conjunto de
terminais e fungdes é denominado conjunto de primitivas de um experimento de
PG, referenciado por 9. O conjunto de terminais (variaveis e constantes) sera

referenciado por Q nesta dissertacéo.

Figura 3.2 — Representacéo em arvore do programa max(x + x,x + 3 * y)

Fonte: Poli et al. (2008)

A arvore da Figura 3.2 pode ser um programa de um experimento de PG
ou parte de um programa. Se é parte de um programa, da-se o nome de gene, ramo
ou sub-arvore — pode inclusive ser chamada de componente ou elemento. Um
programa pode ser estruturado de uma forma mais complexa, composto por um
conjunto de genes, como mostra a Figura 3.3 — esta estrutura de representacao é
chamada de multigénica. A utilizacdo de um nd especial, denominado no raiz,

unifica os genes em uma arvore Unica.
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Genel Gene 2 Gene

Figura 3.3 — Representacdo multigénica de um individuo de PG

Fonte: adaptado de Poli et al. (2008)

Na PG, ndo é incomum que o conjunto de primitivas seja composto, além
das fungdes, por constantes denominadas constantes efémeras. Usualmente, séo

geradas aleatoriamente dentro de um intervalo real.

3.3

1° Passo: Criacao da Populacéao Inicial

Como em outros algoritmos evolucionarios, os individuos da populacéo
inicial da PG sdo tipicamente gerados de maneira aleatoria — h4 alguns métodos
gue desempenham essa tarefa, tal como o método full, método grow e método
hamped half-and-half. As metodologias citadas utilizardo 9 para gerar 0s
individuos.

Tanto no método full quanto no metodo grow, os individuos sédo gerados
de tal forma que ndo ultrapassem uma altura maxima. A altura de um né é o
nimero de arestas que precisam ser percorridas para que se acesse 0 né em
questdo, partindo do no raiz, que, assume-se, tem altura igual a zero. A altura de
uma arvore € a altura do né/folha mais distante do né raiz.

Na metodologia full — assim chamada pelo fato de gerar arvores cheias, ou
seja, todos os nos estdo a uma mesma altura — os nds sdo preenchidos

aleatoriamente com funcdes oriundas do conjunto de funcGes, até que a altura
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maxima da arvore seja atingida. Apds o preenchimento, por fungdes, de todos os
nos até a altura da arvore, terminais sdo aleatoriamente selecionados de Q para
compor a arvore no nivel seguinte a altura da arvore. Embora o método full crie
programas com folhas contendo sempre a mesma altura, ndo necessariamente
todos os individuos da populacdo inicial terdo um numero de nds (grandeza
referenciada como tamanho de uma arvore na PG) idéntico em sua estrutura e/ou
0 mesmo formato — as duas situacfes sO acontecerdo se todas as fungdes em
receberem o mesmo nimero de argumentos. Caso recebam, os programas gerados
na populagdo inicial, em fungdo de tamanho e formato, tendem a ser muito
parecidos.

O método grow permite a inicializacdo de arvores de tamanhos e formatos
mais variados. Os nos sdo selecionados aleatoriamente de 9, até que a altura da
arvore seja atingida — qualquer no da arvore, até atingir sua altura, pode ser
preenchido por uma fungdo, variavel ou constante, diferentemente do método full,
que somente permitia preencher com funcdes os nos até a altura da arvore. Assim
como o método full, o método grow preenche os nds seguintes a altura da arvore
somente com terminais.

*Mesmo a metodologia grow tendo possibilitado a criagdo de programas
com variabilidade um pouco maior em tamanho e formato, Koza (1992) propds
um terceiro método, hamped half-and-half, que combina full e grow: metade da
populacéo inicial é construida utilizando-se o método full e, a outra metade, o
grow. Isso é possivel a partir da utilizacdo de um intervalo de alturas limites para
arvores, garantindo que arvores com distintos tamanhos e formatos seréo geradas.

O tamanho e o formato mais frequentes gerados para os individuos da
populacdo inicial variardo de acordo com o método utilizado. As trés
metodologias descritas estdo sujeitas a distribuicdo das varidveis, constantes e
funcbes em ¥, fazendo com que o valor esperado mais frequente de tamanho e
formato de individuos seja uma informacdo pouco tangivel, devido também ao
aspecto aleatério inerente a formacdo de individuos da PG e seu poder

combinatorio.
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3.4

2° Passo: Estrutura de Repeticéo

Construida a populacdo inicial, o algoritmo de PG propde a evolugéo de
seus individuos através de uma estrutura de repeticdo. A populacdo inicial,
também chamada de gerac&o inicial, sera exposta a rotinas que buscam fazer com
que, em média, os individuos das populacfes/geracGes subsequentes sejam
melhores do que os individuos das populacdes/geracdes anteriores, em funcéo de
uma meétrica de acuracia. Este processo finda quando uma solu¢do com acuracia

aceitavel é encontrada ou outra condicdo de parada é atingida.

3.5

3° Passo: Determinacéo e Calculo da Acuracia

A determinagdo e o calculo da acuracia sdo realizados somente apos a
definicdo do conjunto de terminais, (2, e do conjunto de fungdes. A definigédo de
e do conjunto de funcgdes é funcdo do tipo de problema em estudo. O conjunto de
terminais Q pode ser composto de varidveis e constantes efémeras, além de
funcGes sem argumentos como, por exemplo, a funcdo que gera um numero
aleatdério seguindo uma distribuicdo uniforme dentro de um intervalo real. O
conjunto de funcgdes pode ser composto por fungdes aritméticas (soma, subtracao,
multiplicacdo e divisdo), matematicas (seno, cosseno, tangente, etc.), booleanas
(ou, e, ndo, etc.), condicionais (se-entdo) ou de repeticéo.

Para que a PG funcione efetivamente, € comum requisitar que o conjunto
de funcGes de um experimento tenha a propriedade de fechamento (closure) — que
pode ser entendida como a unido de duas outras propriedades, chamadas de
consisténcia de tipo e seguranca na avaliacdo — e a propriedade de suficiéncia.

A consisténcia de tipo é requerida devido ao operador de cruzamento
poder intercambiar nos arbitrariamente entre os individuos participantes da
operacdo. Consequentemente, € necessario que qualquer gene possa ser usado
como argumento em qualquer posicao de qualquer funcdo do conjunto de funcdes.
Portanto, € comum que todas as fun¢des tenham consisténcia de tipo, ou seja,
todas retornam valores do mesmo tipo, sendo que seus argumentos também

possuam este tipo.
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O outro componente de closure é a seguranca na avaliacdo. Essa
propriedade é requerida pelo fato de muitas fun¢des usualmente utilizadas em PG
falharem ao rodar em tempo real. Este problema é tipicamente tratado através de
uma modificacdo na natureza das fungdes do conjunto de primitivas 9. Uma
modificacdo tradicional em funcBes de 9 é a versdo protegida de funcGes
numéricas, que potencialmente podem ocasionar erros em tempo de execucgéo
devido ao seu dominio limitado, tais como divisdo e opera¢des com logaritmos.

A propriedade de suficiéncia determina ser possivel expressar uma solucéo
a tarefa de interesse usando elementos de . Mais formalmente, ¥ sera dito
suficiente se 0 conjunto de todas as possiveis combinacGes de elementos de I
gerarem ao menos uma solucgdo véalida para a tarefa de interesse.

A (métrica de) acurdcia ou funcdo objetivo é a grandeza responsavel por
identificar quais regifes do espaco de busca podem ser determinadas como as
mais provaveis de fornecer programas que solucionem, plenamente ou
aproximadamente, a tarefa de interesse. O espaco de busca a ser explorado pela
PG, definido como todas as possiveis solugdes para a tarefa em questéo, também é
funcédo do conjunto de terminais () e do conjunto de 9.

A acurécia pode ser mensurada de distintas maneiras. Por exemplo, em
termos da: quantificacdo de uma grandeza de erro entre o estimado pela PG e a
variavel de resposta; quantidade de tempo, combustivel ou unidades monetarias
necessarias para levar um sistema a um estado estaciondrio; acuracia do programa
em reconhecer padrdes ou classificar objetos; determinacéo do payoff que um jogo

gera ao jogador; dentre outras maneiras.

3.6
4° Passo: Selecao

O proposito da operagédo de selecdo é escolher individuos, entre o total de
individuos da populagdo, para as operacbes de cruzamento e mutagdo,
responsaveis pela criacdo da populacao seguinte.

Assim como na maior parte dos algoritmos evolucionarios, os operadores
genéticos em PG sdo aplicados aos individuos, aleatoriamente selecionados,
baseando-se na acuracia. Ou seja, individuos com maior acuracia tendem a

perpetuar 0s seus genes nas geragdes seguintes; enquanto que, para os individuos
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com menor acuracia, a mesma tendéncia ndo ocorre. O método de torneio é o mais
comumente usado para selecdo de individuos em PG.

Na selecdo por torneio, inicialmente escolhe-se aleatoriamente um
determinado ndmero de individuos dentro do total de individuos da populacéo
(Ntorneio)- OS individuos sdo comparados uns com os outros, utilizando a acuracia
como meétrica de comparacao, e somente o vencedor do torneio é escolhido para
ser o individuo que serd utilizado na operagdo de cruzamento ou mutacdo —
também denominado individuo gerador.

Em algoritmos evolucionarios, ¢ comum que o individuo gerador seja
nomeado “genitor”, e o individuo gerado, a partir do individuo gerador,
“descendente”. Caso haja dois individuos geradores, intercambiando genes para
gerar um novo, os individuos geradores sao nomeados “genitores” do individuo
gerado. Na operacdo de cruzamento, sdo necessarios dois individuos genitores;
consequentemente sdo realizados duas selecdes por torneio (uma para cada
genitor). Na operacdo de mutacgdo, s6 ha necessidade de um individuo gerador e,
por consequéncia, somente uma selecao por torneio € realizada.

A selecdo por torneio somente da peso a qual dos individuos é melhor
entre os escolhidos aleatoriamente para participar do torneio; ela ndo evidencia o
guanto o vencedor do torneio é melhor que os outros. Portanto, um individuo com
acuracia muito elevada frente aos outros de sua populacdo ndo poderia perpetuar
seus genes, atraves de seus filhos, de maneira macica na populacéo seguinte. Caso
isso acontecesse, uma rapida perda de diversidade ocorreria. H& um método de
selecdo, denominado selecdo por proporcionalidade de acuracia ou selecdo por
roleta, em que as chances da situacdo anteriormente citada ocorrer sdo maiores.
Na selecdo por torneio, essas chances sao pequenas.

Usualmente, N;yrneio INdividuos sdo aleatoriamente escolhidos na
populacdo — € permitido que um individuo seja selecionado mais de uma vez.
Caso um ou mais individuos tenham a mesma acuracia, € comum que se aplique
na PG a pressdo lexicografica proposta por Luke & Panait (2002), que consiste em
escolher, dentre os individuos de acuracia igual, aguele com 0 menor namero de

s

nos.
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3.7

5° Passo: Mutacgéo, Cruzamento e Elitismo

Esta dissertacdo contemplara as seguintes formas de mutacao:

(1) Mutacdo tradicional proposta por Koza (1992): inicialmente, seleciona-
se um individuo; em seguida, um gene desse individuo; por ultimo, um né do gene
— todas essas escolhas sdo aleatorias. Deve-se entdo excluir a sub-arvore que
possui 0 nd escolhido como né raiz da sub-arvore. Em seu lugar, cria-se uma sub-
arvore pelo método ramped half-and-half, exatamente como citado no 1° passo do
algoritmo de PG, e a mutagdo esta realizada.

(2) Mutagéo por substituicdo de regressores: escolhe-se aleatoriamente um
regressor de X e realiza-se a substituicdo deste por outra variavel de Q.

Esta dissertacdo contemplara as seguintes formas de cruzamento:

(1) Intercambio de genes completos dos genitores, de tal forma que o gene
de um dos genitores ocupara a posi¢do antiga do gene do outro genitor e vice-
versa. S&o gerados dois descendentes e 0s genes a serem trocados séo escolhidos
aleatoriamente.

(2) Cruzamento ao nivel intragénico: seleciona-se aleatoriamente um gene
de um genitor e outro gene do outro genitor; para cada um dos genes citados,
seleciona-se aleatoriamente um nd; a estes nds sdo associadas sub-arvores, ja que
cada um dos nos pode ser visto como um nd raiz de suas respectivas sub-arvores;
para completar a operacdo, as sub-arvores dos genitores sdo trocadas para a
geracdo de dois descendentes.

Nesta dissertagdo, utilizando-se do default do software GPTIPS -
plataforma na qual os algoritmos desta dissertacdo foram construidos, proposta em
Searson et al. (2010) —, a taxa de elitismo foi fixada em 5% dos individuos por

geracao.
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4.1

Introducédo e Motivacao

Esta dissertacdo tem como objetivo principal propor modelos de regresséo
e classificacdo de elevada acuracia, competitivos frente a algoritmos que
desempenhem as mesmas tarefas. Os modelos propostos seguem o0 arcabouco
econométrico do capitulo 2. As estruturas dos modelos de regressdo e de
classificacdo sdo dadas pelas equacdes (2.1) e (2.18), respectivamente.

y=Xp+u
X8
P, = 1T o%B — AX.p)

O algoritmo gerador de modelos desta dissertacdo disponibiliza uma
familia de modelos de regresséo ou classificacdo, em fungdo do conjunto de dados
ao qual é aplicado. O modelo de melhor acuracia € aquele superior aos outros de
sua familia em funcdo de uma métrica de comparacao, que deve ser definida em

funcdo do tipo de tarefa.

41.1

Modelos de Regressao Linear

A estimacdo por MQO propde a minimizacdo de uma grandeza associada

ao erro.
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mjn = XBI = mjn ) (7, = X.B)' = mjn &/~ XB)' (7 - XB)

O processo de minimizacdo do SQR é representado por (2.4) e, pelo fato
de a funcdo raiz quadrada ser monotonicamente crescente, a grandeza REQM
(Raiz do Erro Quadratico Médio), funcdo de SQR, também € minimizada com a
minimizacdo de SQR.

n 1/2
1 2
REQM = (5;(% —X.B) ) (4.1)

A relacdo entre SQR e REQM é dada por:
n 1
REQM = 12 - X.B)? /2—<1s R)l/z » (RE M)Z—SQR
QM = nt_l(}’t tB) ~\n Q - Q -

SQR = n(REQM)? (4.2)

Embora 0 REQM seja uma possivel medida de ajuste, considerando suas
caracteristicas positivas e negativas — relatadas por Armstrong & Fildes (1995) e
Wang & Bovik (2009), entre outros autores —, no dominio de modelos de
regressdo linear é comum que se utilize o coeficiente de determinacdo R?, ou

variacOes dele, como métrica de acurécia.

2 -4 _SQR
R =1 (4.3)

A grandeza Somatério dos Quadrados Total (SQT) é dada por
> .(v: — )%, onde y é a média do vetor y. O coeficiente R* mede o quanto da
variabilidade total do conjunto de dados (SQT) consegue ser explicada pelo
modelo em questdo, em funcdo de sua matriz de regressores X, ou seja, representa

a fracéo da variagdo amostral em que y € explicada por X.
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Greene (2011) afirma que ha problemas com o uso de R? como grau de
ajuste. Wooldridge (2008) determina que um dos fatores importantes sobre R? é o
fato de o coeficiente nunca poder diminuir — e, na maior parte dos casos, aumentar
— com o acréscimo de varidveis independentes ao modelo de regressao, sejam elas
quais forem, i.e., tenham ou ndo efeito causal sobre a variavel dependente. A
razdo estd no comportamento de SQR: do ponto de vista algébrico, SQR nunca
aumenta, por defini¢do, quando ha adicdo de varidveis independentes ao modelo.
A prova completa deste resultado estd em Greene (2011).

Sendo x;,, um vetor de dimensGes nx 1, 0 que se realiza na prética,
quando se adiciona uma variavel independente genérica x;,.,; ao conjunto de
regressores X do modelo, é a concatenacdo de x;,, & matriz de regressores
X =[x;...xx], tornando X = [x; ... Xy Xp41] € X = {x1, %3, .on, Xp, Xy }-

Levando em consideracdo a limitacdo de R?, é usual que se utilizem
algumas de suas variantes — por exemplo, o coeficiente R?, chamado de “R?
ajustado” — como métrica de ajuste, ndo somente para avaliar um modelo como
também para comparar modelos (Greene, 2011): seleciona-se, dentre opcdes

mutuamente excludentes, aquele que apresenta o maior R2.

_ k
2 _n2 2 4.4
R =R (1-R%) T —1 (4.4)

Segundo Wooldridge (2006), o ponto mais interessante do R? é a
penalizacdo a inclusdo de varidveis independentes ao modelo caso elas néo
fornecam melhoria no grau de explicagio dos componentes de X a y.
Diferentemente de R?, que varia entre 0 e 1, R? pode decrescer quando se adiciona
Xr+1 @ X, inclusive podendo o coeficiente assumir valores negativos ou maiores
do que 1. De acordo com Greene (2011), R? aumentara, com a adicdo de x;{, se
a sua contribuicdo ao ajuste do modelo compensar a perda de uma unidade no
namero de graus de liberdade (n — k — 1).

A assertiva anterior pode ser formulada pelo seguinte modelo de deciséo,
segundo Wooldridge (2006): sendo S, estimado por MQO ap6s concatenagio
de x;4; a X no modelo y = XB +u, x,,.,; aumentara o coeficiente R? se, e

somente se, a realizacdo da estatistica T, referenciada em (2.39) ao coeficiente
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Br+1, for maior do que 1 em valor absoluto. Como ja visto, T, é a realizagio da
variavel aleatoria T quando os valores de ;, f;, SE(f;) e v/n sdo substituidos em
(2.39). Neste caso (|T,ps| > 1), x4+, Promove um incremento na acuracia (R?) e
sua inclusdo é justificavel. Se |T,p| < 1, R? decresce com a inclusdo de x;,,. Se
|T,ps| = 1, R? ndo se modifica com a inclusdo de x, .

O modelo de decisdo para acréscimo ou ndo de x;,, a X apresenta pontos
em comum com o modelo de TH descrito na secdo 2.3.2. Suas semelhancas se
traduzem na presenca de uma estatistica de teste com distribui¢do conhecida e em
critérios de decisdo representados pelas regiGes de rejeicdo e ndo-rejeicao.
Enquanto o TH de 2.3.2 determina H, e H; explicitamente, a decisdo de
acréscimo de x,,; a X ndo explicita hipGteses sobre quaisquer coeficientes
populacionais, sendo esta uma diferenca entre 0S processos.

Para efeito de exemplificacdo, com n suficientemente grande, n > k,
a=5% e T,,s = 0,40, x;,; ndo seria adicionado a X, pois |T,ps| = 0,40 <
1,00, e também ndo seria considerado estatisticamente significante, pois |T,ps| <
1,96 =ty ,(n—k —1). Se T,ps = 1,60, x4, seria adicionado ao modelo, mas
ndo seria estatisticamente significante. Se T,,s > 1,96, ha uma situacdo favoravel
ao modelo, pois h& acréscimo de acuracia com significancia estatistica.

Diz-se que x; é estatisticamente significante se ha rejeicdo de H, para 0s
modelos de TH de (2.29). A significncia estatistica é fundamental para que se
possa atribuir relacdes de causa e efeito entre variaveis, evitando que se tomem
efeitos puramente aleatorios como causas de eventos de interesse. Ha diversas
possiveis razfes pelas quais x; ndo seja estatisticamente significante em y =
XB + u, ao nivel a: uma delas é que é possivel que x; seja estatisticamente
significante a um nivel de significancia maior promovendo, entretanto, um TH
com nivel de confianca menor; como o TH ¢é realizado sobre f;, um parametro
populacional, € possivel que x; ndo pertenca de fato ao conjunto de melhores
regressores que infiram o comportamento de y.

R? pode ser escrito como em (4.5), supondo ¢ = k/(n — k — 1):

R2=R*(1+¢)—c (4.5)
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Ha uma relagédo entre REQM e R?:

n(REQM)?

R2=R2(1+c)—c=(1— SQT

>(1+c)—c

_, n(REQM)?
RZ=1-— (—s aT

> (1+c¢) (4.6)

A partir de (4.6), conclui-se que a maximizacdo de R? é implicada pela
minimizacdo de REQM que, por sua vez, € minimizada quando se minimiza SQR.

Dentre REQM, R? e R?, seria 0 R? a métrica utilizada para, inicialmente,
definir o conceito de acurécia para a tarefa de regressao e, em seguida, comparar
0s modelos de regressdo linear. O coeficiente R? seria escolhido pelo fato de sua
maximizacdo estar diretamente relacionada ao processo de estimacdo de
parametros (MQO), além de sua natureza parcimoniosa permitir que somente haja
aumento em seu valor se o0 acréscimo de regressores for justificavel do ponto de
vista estatistico. Embora seja questionado por ndo penalizar de uma maneira mais
rigorosa 0s graus de liberdade — Amemiya (1985) sugere uma série de outras
grandezas que o fazem -, o R? costuma ser sugerido como uma primeira
alternativa ao R? e goza de boa aceitagdo como métrica de ajuste e comparacéo de
modelos nos pacotes econométricos (Davidson & MacKinnon, 2003).

Entretanto, se k > n, entdo ¢ < 0. Com isso, R? pode assumir valores
muito altos para modelos que apresentam R? muito baixo. Como exemplo,
supondo-se um modelo com as especificacdes k = 10, n = 8 e R? = 0,10, R?
assumiria o valor 3,10. Claramente, o valor de R? ndo condiz com a capacidade
do modelo em explicar y — seu valor € alto somente pelo fato de k ser maior do
que n. Embora, a principio, suponha-se que estas conjecturas nao ocorram em
situacOes reais, elas de fato ocorrem: quando se utiliza o processo de validacéo
cruzada para validacdo de modelos e/ou o conjunto de dados é relativamente
pequeno (n é pequeno), é possivel que modelos com boa acuracia no conjunto de
treino apresentem desempenho ruim no conjunto de validacdo ou até mesmo no
conjunto de treino (caso n < 50). Portanto, R? ndo poderia ser utilizado nestas

situacOes, limitando a utilizacdo do algoritmo de geracdo de modelos.
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Construir modelos de regressdo de acuracia elevada é o objetivo desta
dissertacdo. Para que seja cumprido, serd proposto um algoritmo gerador de
modelos de regressdo linear que se utilize do REQM (ja minimizado pela
estimacdo por MQO, que minimiza o SQR, que ocasiona maximizacgio de R?)
como métrica de comparacéo entre modelos. Embora R? ndo seja explicitamente
utilizado como métrica de comparacdo entre os modelos ao longo da evolucéo,
devido a razéo ja mencionada, ele pode ser utilizado ao término da evolugdo como
métrica de comparacdo com o benchmark proposto.

Para que se cumpra o objetivo, sera ferramenta fundamental a adicdo de
regressores estatisticamente significantes a X de cada um dos modelos propostos,
ao nivel de significancia de 5%, aos moldes de (2.29) para TH. Ao considerar 0
limiar t,/,(n — k — 1), em substituicdo ao valor unitario, tanto para realizar TH
em Br4+1 quanto para decidir se é correto ou ndo acrescentar xj,; (do ponto de
vista da maximizacdo de R?), preza-se por modelos que possuam regressores
altamente colaborativos com o grau de explicagdo de y, além de serem
estaticamente significantes. Tal decisdo revela uma caracteristica conservadora do
método, ao somente permitir em X os regressores que sejam de fato agregadores a
acurécia do modelo, aumentando o limiar de decisdo para adigdo de x,, do valor
1,00 para o valor 1,96.

O algoritmo de geracdo de modelos de regresséo linear se utiliza da prova
matematica relacionada ao acréscimo de x;., a X (0 acréscimo de regressores
nunca diminui o R?, consequentemente nunca aumenta 0 REQM) e da condigdo
necessaria para que x,,; Seja estatisticamente significante e, por consequéncia,
gerador de aumento a R?. Ou seja, a X deve ser acrescentado o maior nimero de
regressores gque sejam estatisticamente significantes.

Idealmente, 0 processo gerador de regressores deve ser independente de
dominio — caso contrario, considerando uma série de dez conjuntos de dados,
supondo que sejam de naturezas distintas, seriam necessarios um ou mais
especialistas por conjunto de dados para propor tais regressores.

A PG ¢ a ferramenta mais indicada para desempenhar tal tarefa, porque
ndo somente cumpre com a geracdo de possiveis regressores a X, permitindo aos

modelos aproveitamento consideravel do espaco de busca, como também realiza
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todo o processo de evolucdo de modelos, utilizando-se de seus operadores

genéticos para propor novas regressoes.

4.1.2

Modelos de Regresséao Néo Linear: Classificagcdo Binaria

A secdo 4.1.1 caracterizou em sua totalidade o conjunto de razfes que
sustentam o mecanismo gerador de modelos de regressao.
A equagdo (2.22) mostra a funcdo [(B), a ser maximizada no processo de

estimacéo de 8 por MV.

1B) = ) [yelog(AXe) + (1 = o) log(1 — AK.))]
t=1

B, estimador de MV, ndo maximiza uma medida de ajuste (tal como R?)
ou minimiza determinado tipo de erro (tal como REQM) — B maximiza L(B).
Embora pareca haver ganhos em meétricas de acuracia associadas a algum tipo de
erro quando [(B) é maximizada, segundo Greene (2011), de maneira genérica,
permanece como uma questdo interessante aos pesquisadores privilegiar a
minimizacao do erro (tal como o0 MQO) ou a obtencdo de bons estimadores (tal
como a MV) como decisdo frente a definicdo de seus modelos.

Particularmente em relacdo a classificacdo binaria por RL, Davidson &
MacKinnon (2003) afirmam que os modelos logit classificardo perfeitamente um
conjunto de dados para um dado B se A(X;8*) = 1 quando y; = 1 e A(X:B8*) =
0 quando y; = 0. A condigdo anterior ocorre somente se X,B* = oo, quando
ye =1, e X;B* =—c0, quando y, = 0. Satisfeitas as condi¢Bes anteriores,
[(y,B") =0 (ou préximo a zero) e B* é o estimador de MV tal que X.B* é
nomeado classificador perfeito, promovendo uma separacdo perfeita para y
supondo X.

Portanto, é possivel inferir que a maximizacdo de [(B) proporcionara
minimizacdo do percentual de classificacbes incorretas — que é uma métrica
associada a erro — quando X ¢é selecionado da melhor maneira possivel.
Analogamente, maximiza-se o percentual de classificacbes corretas quando a
solucdo de (2.22) e B*.
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O mecanismo gerador de modelos para a tarefa de regressdo seria
idealmente estruturado tendo o R? como medida de acuracia e comparagdo de
modelos. Devido a possiveis problemas oriundos de sua forma de célculo, foi o
REQM a grandeza escolhida em sua substitui¢do. O algoritmo gerador de modelos
para a tarefa de classificacdo sera exposto a algo semelhante: ndo sera a funcéo
[(B) a métrica de acuracia a ser minimizada e usada para comparar modelos —
sera utilizado o percentual de classificagdes incorretas frente ao total de
classificacOes realizadas (grandeza que sera denominada por “%_inc”). H4 uma
Unica razdo que justifica tal fato: todos os benchmarks utilizados para comparar 0s
modelos de classificagdo gerados nesta dissertacdo, em distintos conjuntos de
dados, tém como métrica de comparacdo %_inc. Como avaliado por Davidson &
MacKinnon (2003), a minimizagdo de %_inc possui uma relacdo direta com a
maximizacao de [(B).

Continua sendo ferramenta fundamental para que se cumpra o objetivo da
dissertacdo a adicéo de regressores estatisticamente significantes & X de cada um
dos modelos propostos, ao nivel de significancia de 5%, nos moldes de (2.29)
para TH. Observa-se que os TH serdo aplicados considerando-se a natureza da
tarefa: se € de regresséo, a teoria na secdo 2.3.2 para TH deve ser aplicada; caso
contrario, a teoria presente na se¢éo 2.3.3.

N&o ha prova matematica que comprove que mais regressores em X fazem
com que o método de MV apresente [( ) maior e, consequentemente, menor
%_inc. Prova-se, sob as Hipoteses 1 a 5 (se¢do 2.3.2) para a estimagdo por MQO
e sob normalidade de y para a estimagédo por MV, que o0s estimadores de MQO e
MV coincidem (Koopmans, 1950). Entretanto, y ndo tem distribuicdo normal e o
resultado ndo se aplica.

Para justificar a proposta de inclusdo de regressores estatisticamente
significantes a X nos modelos de classificacdo, para efeito de aumento em [(B),
intuitivamente analisa-se que o aumento do conjunto X tende a caracterizar
melhor o grupo de variaveis independentes que explicam o comportamento de
Pr(y; = 1|X).

Tal andlise sera suficiente para que o critério de inclusdo de regressores a

X permanega, para a geracdo de modelos de classificagdo, semelhante ao que
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possui 0 mecanismo gerador de modelos de regresséo linear, embora ndo haja

prova matematica que sustente esta decisao.

4.2

Hipoteses

A teoria proposta no capitulo 2, relativa a estimacdo e TH em modelos de
regressao linear e ndo linear, utilizada nesta dissertacao pelo algoritmo de geragéo
de modelos aplicados a tarefas de regressdo e classificacdo, sO pode ser
plenamente utilizada se as hipoteses que sustentam a teoria citada se mantiverem
para os conjuntos de dados tratados.

A estimacdo por MQO para modelos de regressdo linear € uma solugéo
geométrica, requisitando apenas que X tenha posto cheio: a decomposicdo QR
realiza essa checagem e inabilita a presenca de regressores linearmente
dependentes na estimacéo de S.

A estimacédo por MV para modelos logit pressupde que y seja um vetor de
realizacbes de variaveis aleatorias dicotdmicas com distribuicdo de Bernoulli e
que cada uma das n realiza¢Oes seja oriunda de uma varidvel aleatéria y, com a
mesma distribui¢do. A priori, qualquer AA de variaveis aleatorias dicotbmicas y;
pode ser modelada como uma AA de variaveis aleatorias com distribuicdo de
Bernoulli, pois a natureza de y, permite que assim seja feito, dada a defini¢do da
varidvel aleatoria de Bernoulli (Casella & Berger, 2011). Supondo a assertiva
anterior, pode-se estimar B tal que %_inc n&o seja satisfatorio: isto néo infere que
a caracterizacdo da distribuicdo de probabilidades de y, tenha sido incorreta. E
possivel que X ndo comporte regressores que tendam a explicar melhor o
comportamento de y, que o0 MN (Método de Newton) tenha fornecido um 6timo
local, ou ambas as razdes. Independentemente de qual seja a razdo, a
especificacdo de y, como variavel aleatdria de Bernoulli € justificavel, permitindo
a utilizagio da MV como método de estimacéo de f3.

TH para modelos logit sdo validos como proposto no capitulo 2 porque se
considera que n é suficientemente grande de tal forma que a anélise assintotica,

que propde distribuico assintoticamente normal para B, seja valida e permita TH
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com a distribuicdo da estatistica de teste correspondente. Ndo &€ comum a
modelagem de heterocedasticidade para modelos logit em trabalhos empiricos.

TH para modelos de regressdo linear supfem que as Hipdteses 1 a 5,
citadas na secdo 2.3.2, se sustentem. As Hipoteses 1, 2 e 3 se sustentam por
linearidade dos parametros em y = Xf + u, amostragem aleatéria e uso da
decomposicdo QR para estimar B por MQO. O estimador de B por MQO tem
distribuicdo normal assintética, como provado em Eicker (1963), ndo havendo
necessidade de normalidade para u|X (Hipdtese 5). Embora a teoria proposta para
TH em modelos de regressao linear no capitulo 2 suponha amostras finitas, 0s
resultados para TH em B (supondo normalidade de u|X) serdo semelhantes aos

resultados para analises assintéticas quando n é suficientemente grande, porque,
L. d

como ja visto, Ty, ), = N(0,1).
A auséncia de correlacdo serial é atendida com amostragem aleatoria,

satisfazendo a um dos requisitos da Hipdtese 4. A homocedasticidade, o outro
requisito que deve ser atendido na Hipotese 4, serd abordada na se¢do seguinte.

421

Homocedasticidade

No capitulo 2, mostrou-se que Var(B|X) = oc2(X"X)"%, a partir da

hipétese Var (u|X) = o°I,,. Pode-se reescrever Var(B|X) como:

var(x) = E[(B - B)(B - B)"]
= E[((X™X) "1 X"w) ((X"X) ' XTw)"]

(4.7)
= E[(XTX) "' XTuu"X(XTX)™1]
= (X"™X) ' XTE[uu | X]X(X"X)71,
onde:
E[uf|X] - Efuju,|X]
E[uu”|X] = : g : (4.8)

ElunuyX] -~ E[u2|X] ]
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A auséncia de correlacdo serial é atendida com amostragem aleatdria,

logo, qualquer elemento fora da diagonal principal de E[uuT|X] é nulo.

E[u?|X] - 0

E[uu™|X] = =

012 e 0
P ] (4.9)

0 - o2

0 o Euz|X]

A hipétese de homocedasticidade, que propde a7 = g2, nem sempre se
verifica em situagBes praticas. Quando of # ¢?, a situagdo € de
heterocedasticidade, que no interfere na estimacéo de B por MQO, mas interfere
em TH para B porque Var (u|X) pode ser maior ou menor sob
heterocedasticidade.

White (1980) prova que XT@iu’X é um estimador consistente, mas
viesado, de XTE[uuT|X]X. O termo wu#i’ é denominado variancia robusta a
heterocedasticidade, representando um estimador valido na presenca de
homocedasticidade ou heterocedasticidade desconhecida. Ou seja, pode-se realizar
TH independentemente do tipo de varidncia (homocedasticidade ou
heterocedasticidade) ou da forma de variancia (refere-se a heterocedasticidade,
que pode apresentar uma estrutura) presente na populagao.

A partir dos trabalhos de White (1980), Eicker (1967) e Huber (1967), que
afirmam ser possivel obter estimadores deste género, constituiu-se uma das
maneiras de tratar heterocedasticidade em modelos de regressdo linear,
permitindo-se realizar TH para B: substitua oI, por @ti” em Var(B|X). O termo
o%I, é nomeado varidncia homocedastica e #u’ é nomeada variancia
heterocedéstica ou variancia de White.

Para 5.000 modelos de regressdo linear obtidos para cada conjunto de
dados relacionado a tarefa de regressdo desta dissertacdo, realizaram-se dois TH,
seguindo (2.29), para cada um dos regressores desses modelos: um com a
variancia homocedastica e outro com a variancia de White. Os resultados séo

apresentados na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 — Resultados para TH em Regressores com Variancias distintas

Conjunto de TH: Variancias
Dados meédia mediana tireg
1 92,31% 94, 74% 105.515
2 89,87% 91,91% 101.222
3 90,08% 94,75% 72.526
4 88,10% 93,00% 112.542
& 91,20% 91,82% 61.463

Na tabela 4.1, “média” representa o percentual medio de similaridade entre
0s TH realizados para todos os regressores presentes em 5.000 modelos. Por
exemplo, para o conjunto de dados 1, houve similaridade média em 92,31% dos
TH realizados em 105.515 regressores presentes em 5.000 individuos — ou seja, 0
TH com variancia homocedastica e 0 TH com variancia de White apresentaram o
mesmo resultado em 92,31% dos casos. “Mediana” representa a mediana do
conjunto de TH. “#reg” é o total de regressores avaliados nos testes de hipoteses
individuais.

A tabela evidencia, empiricamente, a partir da observacdo da média e
mediana, que a utilizagdo de uma ou outra varidncia modifica somente
marginalmente o resultado de TH para 8, tendo como base os conjuntos de dados
desta dissertacdo e 0 experimento proposto com 5.000 individuos. Adota-se,
portanto, a variancia homocedastica como base para TH em f nesta dissertacao.

Apés a introducdo dos principais elementos que motivaram a construgédo
do mecanismo gerador de modelos de regressdo e classificacdo proposto nesta
dissertacdo, nomeado Programacdo Genética Econométrica (PGE), além da
andlise de sustentacdo das hipOteses que estruturaram o arcabougo teorico, sera
apresentada a PGE como mecanismo que realiza o processo de evolucdo de

modelos economeétricos de regresséo e classificacao.
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4.3
O Modelo de PGE

A PGE ¢ o algoritmo de PG, que evolui modelos econométricos, proposto
nesta dissertacdo. Portanto, esta secdo se utilizara do mesmo roteiro proposto no
capitulo 3, para a PG, como forma de apresentagdo da PGE.

A Figura 4.1 mostra o pseudocddigo do algoritmo de PGE, quando se
substitui o termo “programas” por “modelos” ou “regressdes”, na Figura 3.1. Se a
variavel dependente y é real, a PGE realizard a evolugdo de modelos da forma
y = X + u. Caso y seja binaria, os modelos serdo da forma A(X.8), como em
(2.18).

=

Crie aleatoriamente uma populacdo inicial de modelos,

a partir das primitivas disponiveis.

Z2: REFPITA

3: Determine a acuridciz de cada modelo.

4 Selecione um ou dois modelos da populacgdo, em fungdo
de probabilidades determinadas pela acuradcia, para dques
fagcam parte do processo de criacgdo da nova populagdao,
utilizando os operadores de mutagdo efou cruzamento.

o Crie movos modelos, aplicando o operadores citados,
de acordo com probabilidades do experimento (230 distintas
das probabilidades determinadas pela acuracia).

§: LTE QUE: uma solugdoc aceitavel seja encontrada ou outra
condicdo de parada seja atingida (por exemplo, © namero
maximo de geracdes).

T: RETOEME: o modelo de melhor acuracia.

Figura 4.1 — Pseudocodigo do algoritmo de PGE

Este pseudocddigo servira de base para a descri¢do da PGE.

4.3.1

Representacéo

Na PGE, os programas (regressdes, modelos ou individuos) séo
representados como na Figura 3.3.

Qualquer constante em um individuo da PGE é proveniente da estimativa

de B, oriundo da estimacdo por MQO, se a tarefa for de regressio ou da
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maximizacdo de [(B), se a tarefa for de classificagdo. Portanto, Q nesta

dissertacdo é composto somente por variaveis.

4.3.2

1° Passo: Criacao da Populacéao Inicial

A PGE se utilizard de uma versdo probabilistica do método ramped half-
and-half para geracdo da populacdo inicial. Internamente, a PGE criara a
populacdo da seguinte forma: supondo que a altura maxima permitida da arvore
seja 5 e o tamanho da populacéo seja igual a 100, 20 individuos serdo gerados a
cada altura de arvore, de 1 a 5 (altura maxima permitida). Do total da populacéo,
metade dos individuos sera gerada pelo método full e a outra metade pelo método
grow. Copias multiplas de genes em um individuo da populacdo inicial sdo
proibidas, embora esta restricdo ndo ocorra ao longo da evolucao.

Um conjunto de dados desta dissertagdo origina o0 seu conjunto de
terminais, , que dispbe de K variaveis de entrada: x;,xs, ..., X, ..., Xg. Cada
conjunto de dados originard o seu proprio Q. Suponha, somente para o exemplo
em seguida, que haja um conjunto de dados com Q contendo trinta variaveis de
entrada (K = 30). Estas varidveis serdo 0s possiveis regressores de cada
individuo da populacgéo inicial. Por exemplo, é possivel que o método ramped
half-and-half gere o individuo da Figura 4.2. O método atua em cada gene,
individualmente, possibilitando a criacdo de genes com alturas distintas.
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Figura 4.2 — Individuo multigénico tipico de um experimento de PGE

Fonte: adaptado de Gandomi & Alavi (2011)

E fundamental atentar que as variaveis x;,I € [1,K], e x;,i € [1,k]
representam grupos distintos. Enquanto o 1° retrata o conjunto de varidveis de
entrada que compdem Q, o 2° faz referéncia a matriz de regressores X =
[x; ... x; ], com cada coluna x; de X sendo um vetor de dimensBes nx 1, de um
modelo comoemy = XB + uou P, = A(X:f).

Quando o método hamped half-and-half, na construgdo de um individuo,
aleatoriamente seleciona uma variavel x; de Q para ser um regressor x; que
compbe X para y=XB+u ou P, =AX.B), supde-se que ha uma
parametrizacdo de I a i, fazendo com que a teoria economeétrica seja aplicada
utilizando-se da notacao do capitulo 2.

Posteriormente, serd mostrado que o individuo exemplificado pela Figura
4.2, assim como qualquer outro individuo de experimentos de PGE, sera
estruturado como um modelo da forma y = XB + u, caso a tarefa associada ao

conjunto de dados seja de regressdo, ou P, = A(X ), caso contrario.
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4.3.3

2° Passo: Estrutura de Repeticéo

Nos experimentos de PGE, a condicdo de parada do algoritmo para todos

0s conjuntos de dados € o nUmero maximo de geracdes proposto.

4.3.4

3° Passo: Determinacéo e Calculo da Acuracia

Q) € composto somente por variaveis de seu conjunto de dados. Como visto
anteriormente, qualquer individuo de um experimento de PGE sera estruturado
como um modelo da forma y = X + u, caso a tarefa associada ao conjunto de
dados seja de regressao, ou P, = A(X.B), caso contrario. Os formatos de modelos
citados somente necessitam das operacOes de soma e multiplicacdo para que
possam ser construidos. Logo, o conjunto de fung¢bes da PGE é composto somente
pelas fungdes de soma e multiplicacéo.

As fungbes do conjunto de funcdes da PGE possuem a propriedade de
consisténcia de tipo: tanto os argumentos quanto a saida das fun¢des sdo nimeros
reais. A PGE n&o apresenta possibilidade de erros em tempo de execucéo, pelo
fato das operacGes de soma e multiplicagdo serem definidas para todos os reais.
Logo, a PGE atende a propriedade de seguranca na avaliagdo. A PGE cumpre com
a propriedade de suficiéncia ao propor os modelos y = X + u e P, = A(X:f8)
para as tarefas de regressdo e classificacdo, respectivamente. Portanto, pode-se
dizer que a PGE é um algoritmo de PG apto a realizar a evolucdo de individuos
efetivamente.

Para a PGE, o espaco de busca é o numero total de modelos, n,,,4, que
podem ser gerados em um experimento. Por sua vez, n,,,q € fungdo do nimero de
regressores que podem ser criados, 7n,.4.

Usa-se 0 termo “criacdo” de regressores pelo fato de os regressores em um
individuo ndo serem somente (e no maximo) as K variaveis de entrada disponiveis
em (. Considera-se um regressor para X qualquer combinacdo (necessariamente

via multiplicacdo) de varidveis de Q. Por exemplo, a multiplicacdo das variaveis
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X, € x, de Q, x,x,, é interpretada como um regressor em X. O fato de x;x,
pertencer & X ndo impossibilita que x; e/ou x, também pertencam.

Apresentam-se abaixo as expressdes para os calculos de 1,4 € Nypq-

K
(K -1+ qvar)!

N, = 410
red 4 (K - 1)! qvar! ( )
Qvar=1
Nreg
Nyeg!
Moo = Z (4.11)
mod (nreg - qreg)!

Qreg=1

Em (4.10), q,4 € a quantidade de varidveis de Q necessérias para se criar
um regressor, € q,., € a quantidade de regressores utilizada para se criar um

modelo. A expressdo (4.10) é o somatorio das possiveis combinagdes com
repeticdes de K variaveis pertencentes a Q, qyar @ Qpar- A €xpressao (4.11) é o
somatorio dos possiveis arranjos de n,, regressores, g,cg a greg- SUpoNdo K = 3
para um conjunto de dados, n,,,, é da ordem de 1017,

Na PGE, a fungdo objetivo para tarefas de regressdo serd a REQM; para
tarefas de classificacdo, sera %_inc.

O célculo da acuracia ndo é realizado utilizando-se diretamente a estrutura
multigénica da Figura 3.3. O processo de “modificacdo” de individuos para
calculo da acuracia serd& mostrado pela sequéncia das Figuras 4.3 a 4.5,
considerando-se novamente o individuo da Figura 4.2. Os individuos nédo sdo de
fato modificados: as transformagdes propostas sdo realizadas somente para que se
calcule a acuracia. A estrutura multigénica original do individuo, como na Figura
3.3, permanece inalterada e sera ela a designada as etapas seguintes do algoritmo,
particularmente as fases de selecdo e criacdo de nova populacdo (por mutacéo,
cruzamento e elitismo).

Inicialmente, deve-se escrever explicitamente cada gene como um
somatario de variaveis de Q e/ou combinagGes de variaveis de Q, como na Figura
4.3.
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X7 +XgXys Xi0%X55

Gene 1l Gene 2 Gene 3

Figura 4.3 — Célculo da acurécia: 12 etapa

Em seguida, os regressores serdo retirados de seus respectivos genes. N&o
ha qualquer interesse em estimativas de B para genes, e sim para regressores,
devido ao potencial problema de multicolinearidade perfeita, que pode ocorrer
caso seja realizada a estimacdo no dominio dos genes. Supondo um individuo
formado por dois genes, um deles contendo somente o regressor x; € 0 outro
contendo exclusivamente o regressor — x;, havera multicolinearidade perfeita,
potencialmente interferindo nos resultados para TH sobre B, entre outras
consequéncias, como relata Wooldridge (2008).

Sob o dominio da PGE, a multicolinearidade ndo apresenta uma
preocupacdo quanto ao desempenho do algoritmo gerador de modelos. A
estimacdo de B por MQO em modelos de regressdo linear, realizada pela
decomposic¢édo QR, utiliza-se do fato de que, quando o posto de X néo é cheio e ha
m colunas de X que sejam linearmente dependentes das k — m colunas restantes,
o algoritmo é modificado de tal forma que Q tenha k —m colunas e R tenha
dimensdes (k — m) x k. Dessa forma, a estimativa de B torna-se solugéo Gnica do
algoritmo quando se arbitra que os coeficientes dos m regressores linearmente
dependentes sejam iguais & zero. A estimacdo de B por MV em modelos logit é
realizada aplicando-se o0 MN as equagdes que retratam as condi¢fes de 12 ordem
da maximizacdo de [(B). Tal processo resolve iterativamente sistemas de
equacbes em B — caso 0 posto de X ndo seja cheio, a otimizacdo sequer é

realizada.
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X7 X7 XgX12 X19%35

Regressorl Regressor 2 Regressor 3 Regressor 4

Figura 4.4 — Célculo da acurécia: 22 etapa

Prosseguindo com o célculo da acuracia do individuo exemplificado,
observa-se que, pelo fato dos regressores 1 e 2 representarem 0 mesmo regressor
(Figura 4.4), somente um deles sera necessario. Caso todos os regressores fossem

distintos entre si, ndo haveria qualquer excluséo.

A A

Regressorl Regressor 2 Regressor 3

Figura 4.5 — Célculo da acurécia: 32 etapa

A partir da Figura 4.5, é possivel escrever o individuo como um modelo
y=XB+u ou P.=AXB), pois XB = P1x7 + P2Xox12 + P3X1gX25. S€ O
individuo ficticio for proposto pela PGE em uma tarefa de regressao, utiliza-se o
modelo y = X + u para estimacdo de B por MQO. Depois de estimado S8,
avalia-se quais regressores em X séo estatisticamente significantes. Os que ndo o

sdo, de acordo com o TH proposto no capitulo 2, serdo retirados de X. Realiza-se
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uma nova estimacao somente com 0s regressores estatisticamente significantes em
X, chegando & f8,. O calculo de REQM é realizado em funcéo de B.

E importante atentar novamente que a estrutura multigénica original do
individuo permanece inalterada e sera ela a designada as etapas seguintes do
algoritmo. O ponto favoravel de a PGE fazer estimagao ao nivel dos regressores e
manter a estrutura multigénica para o prosseguimento da evolucéo é o fato dos
genes de um individuo poderem se recombinar, a partir do cruzamento, ou mutar a
fim de produzir outros regressores com significancia estatistica. Eliminar
permanentemente genes e/ou regressores dos individuos ocasionaria perda de
diversidade genética na populacdo. Como exemplo, supondo que x; ndo seja
estatisticamente significante em uma dada regressdo, tal fato ndo impede que x2 o
seja em outra regressao. Se x; ou 0 gene que comporta x; é eliminado, torna-se
menor a chance de se obter x? em algum outro individuo, por mutagdo ou
cruzamento.

Se o individuo for proposto pela PGE em uma tarefa de classificacéo,
utiliza-se o modelo A(X,B) para estimacdo de B por MV. Da mesma forma como
na descricdo para a tarefa de regressdo, serd 8, 0 vetor de estimativas utilizado
para calculo da acuracia. A(XBZ), 0 vetor de probabilidades estimadas através de
B, é utilizado para determinar J, através da seguinte regra: se X8, = 0,5,
y: = 1; caso contrério, y. = 0. O limiar de probabilidade de valor 0,5 foi
escolhido para que ndo haja vies a classificacdo de uma ou outra classe. O limiar
também independe do conjunto de dados ser desbalanceado ou ndo. Com ¥,

calcula-se a acurécia do modelo, dada por %_inc.

4.3.5
4° Passo: Selecao

A PGE utiliza o método de torneio para selecdo de individuos,
COM Nyprneio = 7. S80 aleatoriamente escolhidos da populacdo ntprneio
individuos, permitindo que se selecione 0 mesmo individuo mais de uma vez.

Na PGE, utiliza-se a sele¢do por torneio com uma variante de pressao
lexicogréfica: inicialmente, todos os individuos da populagdo sdo separados em

grupos de acordo com a sua acuracia, considerando-se a partir dessa divisdo que
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individuos do mesmo grupo possuam acuracias iguais; em seguida, realiza-se a
selecdo por torneio; como haverd individuos com acurécias iguais, dado que essa
situacdo foi induzida, sera considerado o vencedor aquele com a maior quantidade
de regressores estatisticamente significantes.

Enquanto a presséo lexicografica proposta por Luke & Panait (2002) atua
parcimoniosamente sobre a evolucdo controlando o ndmero de noés, a variante
proposta para a PGE também tem natureza parcimoniosa, ao atuar sobre o nimero
de regressores estatisticamente significantes. A razdo pela qual se desejam
regressores nestas caracteristicas ja foi analisada.

A diferenga entre a pressdo lexicogréfica proposta por Luke & Panait
(2002) e a presséo lexicografica utilizada pela PGE esté na variavel que cada uma
controla e no momento em que a pressdo lexicografica é aplicada: em Luke &
Panait (2002), somente os individuos de mesma acurécia, apds terem sido
selecionados para o torneio, competem entre si em relacdo ao nimero de nds —
vencera aquele que tiver o menor nimero de nds. Na pressdo lexicografica
utilizada pela PGE, antes mesmo da selecdo os individuos ja séo categorizados em
funcdo da sua acuracia para competirem no torneio, posteriormente. A fim de nédo
linearizar a populacdo, propds-se que houvesse somente dois individuos por classe
para categorizacao de individuos em fungdo da acurécia.

4.3.6

5° Passo: Mutacgéo, Cruzamento e Elitismo

A PGE se utilizard das formas de mutacdo e cruzamento descritas para a
PG, assim como do percentual para taxa de elitismo, fixado em 5%.

Na PGE, as probabilidades de ocorréncia dos operadores de mutacdo e
cruzamento sdo variantes ao longo do experimento. Davis (1989) afirma que,
embora grande parte das implementacdes de algoritmos genéticos (veja Holland,
1992) mantenham fixas as probabilidades de ocorréncia de seus operadores
genéticos (probabilidades do experimento) durante o experimento, essas
probabilidades deveriam ser variantes, baseando-se principalmente na capacidade
dos operadores em fornecer filhos com acurdcia melhor do que seus pais.

Silva (2007) propde, no software livre GPLAB, a utilizacdo de um

processo de adaptacdo automatica para as probabilidades de ocorréncia dos
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operadores de PG, com base em Davis (1989). Em todas as geragdes ao longo da
evolucdo, o mecanismo avalia se o operador genético estd produzindo
descendentes melhores (em termos da acurécia) do que a populacdo da qual os
genitores pertencem, dentro de uma janela de avaliagdo composta por algumas
geracOes que antecedem a geracdo na qual se faz a analise. Se o operador estiver
gerando descendentes melhores que a populagdo da qual os genitores pertencem,
dentro da janela de analise, sua probabilidade de ocorréncia aumentara na préxima
geracdo; caso contrario, diminuira. Caso um operador permaneca por um
determinado numero de geracdes somente recebendo avaliagdes negativas
(gerando descendentes piores), um aumento repentino em sua probabilidade de
ocorréncia sera promovido, para que ele tenha a oportunidade de gerar
descendentes novamente. A Figura 4.6 apresenta a evolucgdo das probabilidades de
ocorréncia dos operadores ao longo de um experimento tipico de PG com um
conjunto de dados proposto por Silva (2007) — a linha verde em negrito é a
probabilidade de ocorréncia do operador de mutagdo; a linha azul em negrito é a
probabilidade de ocorréncia do operador de cruzamento. As outras linhas devem
ser desconsideradas. O eixo horizontal representa as geracdes do experimento; o
eixo vertical apresenta o valor da probabilidade alcangada por cada operador ao

longo dos experimentos.

Figura 4.6 — Evolutivo das probabilidades de mutacéo e cruzamento em um experimento

Fonte: GPLAB (2015)
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As curvas acima forma obtidas considerando-se 20 experimentos com o
mesmo conjunto de dados proposto por Silva (2007). A Figura 4.7 mostra uma
aproximacdo para a media das probabilidades de ocorréncia de mutagdo e
cruzamento para 0s 20 experimentos. O termo *“crossover” € sindnimo de

cruzamento.

Crossover e Mutacdo / geracio
[].9 T T T T T T T T T

Crossover

Mutacio

Crossover e Mutagéo

0_1 1 1 1 1 | 1 1 1 1
0 ] 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Geragles

Figura 4.7 — Média das probabilidades de ocorréncia de mutacao e cruzamento para 20
experimentos

A curva evolutiva da Figura 4.7 foi utilizada como mecanismo de variacédo
das probabilidades de ocorréncia de mutacdo e cruzamento para 0s experimentos
de PGE. Tal medida ndo é a mais adequada: idealmente, 0 mecanismo proposto
por Davis (1989) e Silva (2007) deveria ser utilizado. Limitacfes técnicas de
ajuste entre as funcGes do GPLAB e o GPTIPS retratam a principal razéo pela
qual o mecanismo proposto por Silva (2007) nao foi plenamente utilizado.

Embora a média de 20 experimentos para somente um conjunto de dados
retrate informacéo limitada com relacdo ao comportamento das probabilidades de
ocorréncia, a pratica retrata uma tentativa de se propor individuos melhores
através da maior ou menor incidéncia de um operador genético em distintos

momentos da evolucdo.
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4.4

Sumario

A tabela abaixo sumariza as informacGes do algoritmo de PGE
apresentado ao longo deste capitulo.

O intervalo de cada pardmetro foi esecificado tomando por base as
sugestdes de Poli et al (2008): “o senso comum afirma que o ideal sobre o
tamanho da populacao é fazé-la a maior possivel, mas ha alguns que sugerem que
se realizem diversos experimentos com populacfes menores” (portanto, ao campo
Tamanho da Populagéo foram atribuidos valores no intervalo de 50 a 150 com
diversos experimentos, ao invés de utilizar valores maiores ou iguais a 500, por
exemplo); “tipicamente, o numero de geracoes € limitado entre 10 e 50 (portanto,
ao campo Numero de Geracgbes foram atribuidos valores no intervalo de 15 a
100); “é comum que se crie a populagdo inicial de forma aleatoria, usando o
método ramped half-and-half, com altura méaxima no intervalo de 2 a 6”
(portanto, a Altura Méaxima do Individuo e a Altura Maxima para sub-arvore
criada foram atribuidos valores no intervalo de 2 a 5).

Ao pardmetro Numero Méaximo de Genes por Individuo foram
atribuidos valores entre 2 e 5. Experimentos preliminares mostraram que valores
menores do que 2 para 0 parametro citado evidenciavam individuos com pouca
variabilidade genética, enquanto que valores maiores do que 5 evidenciavam
individuos com alta variabilidade, porém com pouca acuracia quando aplicados ao
conjunto de validacdo ou teste. Portanto, considerou-se o intervalo de 2 a 5 como
0 mais coerente em termos de variabilidade genética e acuracia.

Aos parametros Probabilidade de Ocorréncia de Mutagdo tradicional
dado que ocorrera Mutacdo e Probabilidade de Ocorréncia de Cruzamento
intragénico, dado que ocorrera Cruzamento foram atribuidos valores default
do software GPTIPS.
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Tabela 4.2 — PGE: sumario

Objetivo

Obter modelos de regresséo e
classificagdo com maior acuracia
possivel.

Conjunto de Funcdes

Soma e Multiplicacéo.

Conjunto de Terminais (£2)

Variaveis do conjunto de dados.

Individuo

Acurécia REQM (para tarefas de regresséo);
%_inc (para tarefas de classificacdo).
Selecdo Por Torneio, com variante da presséo
lexicogréafica de Luke & Panait (2002)
com significancia estatistica. Tamanho
do torneio: 7 individuos.
Parametros
- Tamanho da Populacao De 50 a 150.
- NUmero de Geragdes De 15 a 100.
- Altura Méaxima do Individuo De2ab.
- Altura Méaxima para sub- De2ab.
arvore criada
- NUmero Maximo de Genes por | De2a5.

- Probabilidades de Ocorréncia
de Mutacéo e Cruzamento

Variantes ao longo da evolucéo
(seguem a Figura 4.7).

Cruzamento intragénico, dado que
ocorrera Cruzamento.

- Probabilidade de Ocorréncia de | De 50% a 95%.
Mutacéo tradicional (Koza, 1992),
dado que ocorrera Mutacéo.

- Probabilidade de Ocorréncia de | 50%.

- Taxa de Elitismo

5% sobre a populacéo (fixo).

- Condicéo de Parada

Numero de geraces atingido.
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Experimentos e Resultados

5.1

Conjuntos de Dados

Utiliza-se a PGE, com os parametros descritos na secdo 4.4, para gerar
modelos de regressao linear e ndo linear para alguns conjuntos de dados, listados
nas tabelas a seguir. Todos os conjuntos de dado sdo oriundos do UCI Machine
Learning Repository. A descricdo completa dos conjuntos de dados pode ser

visualizada na informacéo “Sitio”, em cada uma das tabelas.

Tabela 5.1 — Conjunto de Dados: Concreto

Nome do Conjunto de Dados Resisténcia a Compresséo do Concreto
Nome Abreviado Concreto

Tipo de Tarefa Regressao

Variavel de Resposta Resisténcia a compressao do concreto.
Breve Descricéo A resisténcia a compresséo do

concreto é uma fungdo ndo linear de
atributos como tempo de fabricacao e
ingredientes usados na fabricacéo,
presentes no conjunto de dados.

Area do Conjunto de Dados Engenharia / Fisica

Sitio https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets
/Concrete+Compressive+Strength

Numero de Exemplos (n) 1.030

NUmero de Atributos / Variaveis 8
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Tabela 5.2 — Conjunto de Dados: Casas

Nome do Conjunto de Dados Casas
Nome Abreviado Casas
Tipo de Tarefa Regressao

Variavel de Resposta

Precos de casas (em US$) no subdrbio
de Boston.

Breve Descricéo

Prop0e a estimacéo de valores (em
USS$) de casas no suburbio de Boston,
em fungdo de variaveis relacionadas
ao setor imobiliario e componentes
socioecondmicas.

Area do Conjunto de Dados

Economia / Financas

Sitio https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/
Housing

Numero de Exemplos (n) 506

Numero de Atributos / Variaveis 13
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Tabela 5.3 — Conjunto de Dados: Ruidos

Nome do Conjunto de Dados

Ruidos em Aerofélios

Nome Abreviado

Ruidos

Tipo de Tarefa

Regressao

Variavel de Resposta

Nivel de pressao do ruido no
aerofolio, em decibéis.

Breve Descricao

Séries de experimentos aerodinamicos
e testes acusticos sobre secOes de
aerofdlio em 2 e 3 dimens0es,
conduzidos em tdneis de vento;
propdem estimar o nivel de pressédo do
ruido no aerofélio, em decibéis.

Area do Conjunto de Dados

Engenharia / Fisica

Sitio

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/
Airfoil+Self-Noise

Numero de Exemplos (n)

1.503

NUmero de Atributos / Variaveis

5

Tabela 5.4 — Conjunto de Dados: Proteinas

Nome do Conjunto de Dados

Propriedades Fisico-Quimicas da
Estrutura Tercidria de Proteinas

Nome Abreviado

Proteinas

Tipo de Tarefa Regressao

Variavel de Resposta Tipo de propriedade da estrutura da
proteina.

Breve Descricao Né&o ha.

Area do Conjunto de Dados

Biologia / Ciéncias da Natureza

Sitio

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/
Physicochemical+Properties+
of+Protein+Tertiary+Structure

Numero de Exemplos (n)

45.730

NuUmero de Atributos / VVariaveis

9
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Tabela 5.5 — Conjunto de Dados: lates

Nome do Conjunto de Dados

Estudo Hidrodinamico de lates

Nome Abreviado

lates

Tipo de Tarefa

Regressao

Variavel de Resposta

Resisténcia residual ao deslocamento.

Breve Descricéo

Busca-se estimar a resisténcia residual
ao deslocamento de iates, quando em
fase inicial de construcéo, pois julga-
se que essa variavel tem efeito causal
sobre o desempenho do iate e sua
forca propulsora.

Area do Conjunto de Dados

Fisica / Engenharia

Sitio

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets
/Yacht+Hydrodynamics

Numero de Exemplos (n)

308

NuUmero de Atributos / VVariaveis

6

Tabela 5.6 — Conjunto de Dados: Wisconsin

Nome do Conjunto de Dados

Cancer de Mama — Wisconsin

Nome Abreviado

Wisconsin

Tipo de Tarefa

Classificacao

Variavel de Resposta

Pessoa tem ou ndo tem cancer.

Breve Descricéo

Conjunto de dados obtido do Hospital
da Universidade de Wisconsin,
coletado ao longo de dois anos (1989 a
1991).

Area do Conjunto de Dados

Saude

Sitio

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/
Breast+Cancer+Wisconsin+(Original)

Numero de Exemplos (n)

699

NUmero de Atributos / Variaveis

9
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Tabela 5.7 — Conjunto de Dados: Diabetes

Nome do Conjunto de Dados

Diabetes em Indios Pima

Nome Abreviado

Diabetes

Tipo de Tarefa

Classificacao

Variavel de Resposta

Pessoa tem ou ndo tem diabetes.

Breve Descricéo

A variavel de resposta evidencia se a
paciente apresenta ou ndo sinais de
diabetes de acordo com o critério da
Organizagdo Mundial de Saude
(OMS).

Area do Conjunto de Dados

Saude

Sitio

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/
Pima+Indians+Diabetes

Numero de Exemplos (n)

768

NUmero de Atributos / Variaveis

8

Tabela 5.8 — Conjunto de Dados: lonosfera

Nome do Conjunto de Dados

lonosfera

Nome Abreviado

lonosfera

Tipo de Tarefa

Classificacao

Variavel de Resposta

H& ou ndo ha estrutura conhecida para
as radiacOes observadas.

Breve Descricéo

16 antenas de alta frequéncia enviam
radiacdes para a ionosfera. A reacéo
em elétrons livres pode gerar algum
tipo de estrutura — que € a variavel de
resposta desse conjunto de dados.

Area do Conjunto de Dados

Fisica

Sitio

http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/

lonosphere
Numero de Exemplos (n) 351
Numero de Atributos / Variaveis 33
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5.2
Evolucdo das Meétricas de Desempenho e Metodologia de
Comparacéo de Modelos

Um experimento de PGE fornece uma familia de modelos de regresséo ou
classificacdo, em fungdo do tipo de conjunto de dados associado. Geragdo a
geragdo, entre os individuos que competem entre si para proliferar seus
descendentes nas proximas geragdes, ha um melhor individuo por geragdo, em
funcdo da meétrica de acuracia utilizada — este grupo sera referenciado como
(grupo dos) melhores individuos por geracdo de um experimento.

Em dois ou mais experimentos independentes de PG (por consequéncia, da
PGE), ndo ha qualquer garantia de similaridade, tanto em forma quanto em
acuracia, entre os individuos gerados nos distintos experimentos, populacdo a
populacdo, devido & natureza estocastica da PG. Portanto, € usual que se realize
uma série de experimentos de PG, avaliando-se ndo o comportamento das
métricas de interesse para um unico individuo por geracdo e sim para uma média
de melhores individuos, geracdo a geracdo, tomando como referéncia todos os
experimentos considerados para calculo da média.

As métricas de interesse sdo obtidas em funcdo da métrica de acuracia —
otimizada ao longo do processo evolutivo — dos melhores individuos por geracao.
A métrica de acuracia também é uma métrica de interesse, de tal forma que os
termos sdo intercambiados na sequéncia do texto.

Realizaram-se 10 experimentos para cada um dos conjuntos de dados
citados e a média das métricas de interesse é calculada para os mesmos 10
experimentos. Embora tenha se realizado um ndmero muito superior a 10
experimentos para cada conjunto de dados, a evolucéo das médias das métricas de
interesse considera um conjunto de 10 experimentos. A razdo para 0 uso deste
numero reside no fato de o Laboratério de Inteligéncia Computacional do
Departamento de Informética da Universidade de Nicolau Copérnico manter
resultados de algoritmos para classificacdo em diversos conjuntos de dados e
utilizar a validacdo cruzada k-fold, com k=10, como metodologia de
comparacdo entre os algoritmos. k, do termo k-fold, ndo possui qualquer relacdo

com as k variaveis independentes de X = {x;, x5, ..., Xx }.
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A avaliacdo de um algoritmo por validagdo cruzada k-fold é realizada da
seguinte forma (Kohavi, 1995): divide-se aleatoriamente o conjunto de dados em
k subconjuntos mutuamente exclusivos, de tamanhos semelhantes; avalia-se o
algoritmo nos conjuntos de treino e teste, sendo que um dos k subconjuntos é
selecionado para ser o conjunto de teste e 0os k— 1 restantes constituem o
conjunto de treino; o algoritmo serd avaliado k vezes em conjuntos de treino e
teste, sendo, a cada avaliagdo, um dos k subconjuntos o conjunto de teste e os
k — 1 subconjuntos restantes o conjunto de treino. Na validacdo cruzada k-fold,
cada um dos k conjuntos de teste recebe 0 nome de conjunto de validacéo.

Portanto, ao realizar-se a avaliacdo dos algoritmos pela metodologia
proposta pelo laboratorio citado, obtém-se automaticamente um grupo de
benchmarks para cada conjunto de dados associado somente a tarefa de
classificacdo, pois o referido laboratério ndo disponibiliza 0 mesmo acervo para
algoritmos e conjuntos de dados associados a regressao.

Para efeito de uniformizagédo das metodologias de avaliacdo e comparacgéo
de modelos, sdo avaliados e comparados modelos associados aos conjuntos de
dados de regressédo e classificacdo por meio da validacdo cruzada 10-fold.

Como visto anteriormente, sob a 6tica dos modelos de regressao, sdo de
interesse ao longo da evolugdo as métricas de REQM e RZ%. Sob a ¢dtica dos
modelos de classificagdo, é de interesse a metrica %_inc. Como a PGE tem
natureza parcimoniosa, é coerente que se observe o comportamento do nimero de
regressores, estatisticamente significantes ou néo, ao longo da evolucdo.

O laboratorio citado ordena os algoritmos em cada conjunto de dados pela
média de desempenho 1 — %_inc (0 percentual de classificagbes corretas) no
conjunto de validagdo para a validacdo cruzada 10-fold. Logo, a grandeza
1 — %_inc também ser& representada nos graficos evolutivos de métricas médias
de desempenho.

H& somente uma diferenca entre as metodologias de avaliacdo e
comparacdo de modelos para regressédo e classificagdo: enquanto para os modelos
de classificacdo a metodologia segue estritamente a validagdo cruzada 10-fold
proposta pelo laboratorio, para os modelos de regressao divide-se o conjunto de

dados inicialmente em dois grupos — treino, com 70% do total de exemplos do
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conjunto de dados, e teste, com 0 restante — para, posteriormente, realizar

validacao cruzada 10-fold no conjunto de treino.

Os gréficos das Figuras 5.1 a 5.8, que mostram a evolucdo das métricas de
interesse para os distintos conjuntos de dados, apresentam abrevia¢Ges ou outras
formas de representacdo de algumas grandezas, sio elas: “R2 Ajustado” para R?;
“#reg” para numero de regressores; “#reg-ES” para ndmero de regressores
estatisticamente significantes; “%-inc” para %_inc; “%-corr” para 1 — %_inc.

Os graficos evolutivos das métricas de interesse foram fornecidos por
experimentos de PGE com os parametros listados na tabela 5.9 — os valores dos
pardmetros estdo dentro do intervalo apresentado para cada um deles na tabela

4.2.

Tabela 5.9 — ParAmetros de um experimento de PGE

Parametros

- Tamanho da Populacéo

150

- NUmero de Geragdes

25 (regressdo); 15 (classificacéo).

Individuo

- Altura Méaxima do Individuo 3

- Altura Méaxima para sub- 3
arvore criada

- NUmero Maximo de Genes por | 3

- Probabilidades de Ocorréncia
de Mutacéo e Cruzamento

Variantes ao longo da evolucéo
(seguem a Figura 4.7).

- Probabilidade de Ocorréncia de
Mutacéo tradicional (Koza 1992),
dado que ocorrerd Mutacéo.

50%.

- Probabilidade de Ocorréncia de
Cruzamento intragénico, dado que
ocorrera Cruzamento.

50%.

- Taxa de Elitismo

5% sobre a populacéo (fixo).

- Condicéo de Parada

Numero de geraces atingido.
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A razdo de escolha dos valores para cada parametro, listados na tabela 5.9,
reside no fato de experimentos iniciais com a PGE mostrarem que o Tamanho da
Populacéao fixado em 150, o0 Numero de Geracdes fixado entre os valores de 15
a 25, Altura Maxima do Individuo e Altura Maxima para sub-arvore criada e
Numero Maximo de Genes por Individuo fixados no valor 3, a Probabilidade
de Ocorréncia de Mutacdo tradicional dado que ocorrerd Mutacdo e
Probabilidade de Ocorréncia de Cruzamento intragénico dado que ocorrera
Cruzamento fixados em 50% geravam grande variabilidade genética com
acuracia elevada frente a outros experimentos com o0s parametros assumindo
valores distintos. Nao sera apresentado um estudo de sensibilidade a respeito
desses parametros na PGE, pois ndo é objetivo da dissertacdo. Reconhece-se que
sejam necessarios esforcos adicionais para determinar um conjunto de parametros
mais adequado — via analise de sensibilidade — ou 6timo — via implementacéo de
algoritmo genético — para a PGE e que tais conjuntos de parametros podem ser
ainda funcdo do conjunto de dados aos quais a PGE ¢é aplicada.

Concreto | R2 Ajustado e REQM : Média dos melhores por experimento

0.8 S — 15

.| = R2 Ajustado
.| REQM

—

0.€

0_4.:;-._5;;::5;-31.;:5

0 5 10 15 20 25

Geragdes

Figura 5.1a — Concreto: R* e REQM
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Concreto : #reg e #reg-ES : Média dos melhores por experimento

.

#reg .

Geragdes

Figura 5.1b — Concreto: #reg e #reg-ES

5 10 15 20 25

Casas : RZ Ajustado e REQM = Madia dos melhores per experimento
0g : — ——— ——— 1 — ————6
e R2 Ajustado
. |=REQM
0.8 {4
07 F : . : : [ . : : ; : B : : 2
0 5 10 15 20 25
Geragdes

Figura 5.2a — Casas: R? e REQM
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28

26

24

22

20

18

16

07

Casas: #reg e #reg-ES | Media dos melhores por experimentio

99

Ruidos : R2 Ajustado & REQM :

Geragdes

Figura 5.2b — Casas: #reg e #reg-ES

10 15

Media dos melhares por experimento

25

0el

R2 Ajustaﬂo

REQM

05
0

10 15
Geragbes

Figura 5.3a — Ruidos: R? e REQM
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Ruidos : #reg e #reg-ES : Media dos melhcres por experimento
7.5 N [ s s S B S R S

BEL . b

5E1

454

35 S S S HEN I B S R N
0 5 10 15 20 25
Geragdes

Figura 5.3b — Ruidos: #reg e #reg-ES

Proteinas : R2 Ajustado e REQM : Media dos melhores por experimento
- - - - - - - - T H T T B

53

o RﬁAjdslado
4 —— REQM

15.28

0.285

0.28F N
0.27

0.265

ool |0
0 5 10 15 20 25"

Geragdes

Figura 5.4a — Proteinas: R* e REQM
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Froteinas : #reg e #reg-ES ;| Meédia dos melheres por experimento
75 . — — —— : —
/ : —_— — #ireg
(O T e 4reg ES
7 e e ]
6.5 -
E -
55 .
]
45 g
4 4
3_5 - . i : : . . :
5 10 15 20 25
Geragdes
Figura 5.4b — Proteinas: #reg e #reg-ES
lates : R2 Ajustado e REQM : Médiz dos mehores por experimento
1 : — — : - 10
N R2 Ajustado
~|——REQM
08l {5
0.6 — — 0
0 5 10 15 20 25
Geragdes

Figura 5.5a — lates: R? e REQM
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lates . #reg e #ireq-ES | Media dos melhores por experimento
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Figura 5.5b — lates: #reg e #reg-ES
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Figura 5.6a — Wisconsin: %-inc e %-corr
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10 s [ o T B

Wisconsin : #reg @ #reg-ES | Media dos melhores por expermento

Geragdes

Figura 5.6b — Wisconsin: #reg e #reg-ES

Diabetes : %-inc & %-corr : Média dos melhores por experimento

0.3

L A S N

7| —OinE

0224 - -

=079

.0.78

0.2
0
Geragdes

Figura 5.7a — Diabetes: %-inc e %-corr
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0.2

Diabetes : #reg € #reg-ES | Media dos melhores por experimento
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Figura 5.7b — Diabetes: #reg e #reg-ES

lonosfera : %-inc e %-corr . Média dos melhores por experimento
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Figura 5.8a — lonosfera: %-inc e %-corr
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lonosfera : #reg e #reg-ES : Média dos melhores por experimento
36— —— T T T T T T T T —

#reg .
#reg-ES

el S0 N U B
o

5 10 15
Geragdes
Figura 5.8b — lonosfera: #reg e #reg-ES
5.3
Benchmarks
O grupo de benchmarks para os modelos de classificacdo foi definido na
se¢édo 5.2.

Como determinado anteriormente, o algoritmo de geracdo de modelos de
regressao linear se utiliza da prova matematica relacionada ao acréscimo de x; 1
a X (o acréscimo de regressores nunca diminui o R?, consequentemente nunca
aumenta 0 REQM) e da condicdo necessaria para que x.,, Seja estatisticamente
significante e, por consequéncia, gerador de aumento a R2.

E possivel propor um benchmark para os algoritmos de regressdo da PGE
a partir do resultado tedrico acima e da analise dos graficos de evolugdo do
numero de regressores. Caso a PG ndo fosse utilizada como mecanismo de
geracdo de modelos, o simples acréscimo de regressores a X segundo uma regra
que ndo explora o espaco de busca seria suficiente. A rotina x2fx, do Matlab,
realiza essa tarefa. Serd dado um exemplo para pleno entendimento de seu

funcionamento. Supondo x,,x,,x; as variaveis de Q, x2fx gerara 0 conjunto
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X ={x1, x5, X3, X1Xp, X1X3, XpX3, X2, x5, x5} de regressores, composta pelas
varidveis independentes originais de €, seus termos cruzados e termos
quadraticos. E possivel utilizar x2fx novamente, agora sobre x;, x,, X3, X;X,,
X1X3, XpX3, X2, X2 e x3, para que se gere um novo conjunto X com ainda mais
regressores. No caso citado acima, ha a formacdo de dois modelos para
comparagdo com a PGE: o primeiro deles apos aplicacdo Unica da rotina x2fx e o
segundo apos a aplicacdo dupla da rotina x2fx (a segunda aplicacdo é realizada
sobre o conjunto de variaveis originadas da primeira aplicacéo de x2fx).

Portanto, os benchmarks dos modelos de regresséo linear gerados pela
PGE seréo os dois modelos de regressdo linear criados sob utilizagdo da rotina
x2fx, nomeados “Benchmark 1” e “Benchmark 2”, de tal forma que o primeiro

deles é o que possui X com menor cardinalidade.

5.4

Resultados

Esta secdo apresenta os resultados comparativos entre os algoritmos.

5.4.1

Regresséo

Cada uma das Figuras, de 5.9 a 5.13, apresenta um conjunto de resultados
para um conjunto de dados. Ha quatro quadros compondo cada uma das Figuras.
Ha um quadro relativo ao R? no conjunto de treino para os trés algoritmos
testados, em cada um dos k experimentos — este quadro tem o titulo “treino”.
“Exp” é a abreviacdo de experimento; “Bench 1” é a abreviacdo de Benchmark 1;
“Bench 2” e a abreviagdo de Benchmark 2. “Média”, a métrica mais importante de
cada quadro, realiza a média da grandeza mostrada no quadro considerando todos
0S experimentos, para cada algoritmo. “DP” € o desvio padrdo amostral da
grandeza mostrada no quadro considerando todos os experimentos, para cada
algoritmo.

Ha um quadro relativo a R? no conjunto de validagdo para os trés

algoritmos testados, em cada um dos k experimentos — este quadro tem o titulo
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“validagdo”. Por fim, ha um quadro relativo a R? no conjunto de teste para os trés
algoritmos testados, em cada um dos k experimentos — este quadro tem o titulo
“teste”. O quadro com titulo “#reg-ES” é semelhante aos quadros anteriores, com
a Unica diferenca de representar o nimero de regressores estatisticamente
significantes.

Médias em azul apontam o algoritmo que obteve o melhor desempenho
por quadro: quanto maior o R? atingido, melhor o resultado do algoritmo. Quanto
menor 0 numero de regressores, mais parcimonioso ¢ o modelo e melhor é o

resultado do algoritmo (supondo que apresente uma boa métrica de R?).

Concreto
Treino Validacdo

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 07474 06761 00,2588 1 0,6137 0,5565 0,3392
2 0,7674 05974 0, 4489 2 08826 0,4245 00,5496
3 0,7495 05631 0, 1900 3 08726 02630 0,2847
4 07316 06951 0, 2997 4 08026 0, 7186 -0,1029
5 0, 7488 05791 04127 5 0,6741 05326 0,3012
& 0, 7569 05651 {,5875 & 0,7981 0,1849 0,3170
7 0,7421 05700 0,5019 7 0,8832 0,4527 0,5428
g 0,7453 0,6802 0, 2264 8 05562 05368 0, 0981
9 0,7444 05908 0,2247 9 07264 0,6655 -0,0006
10 0,7450 05720 00,5501 10 0,6698 02230 0,3174
Meédia: 0,7478 0.6006 0,3701 Media: 0,7479 0,4358 0,2657
Dp: 00004 0.0520 0,1478 DP: 0,1175 0,1846 0,2122

Teste #reg-ES

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 07528 0, 7809 0,2514 1 & 22 11
2 0,7753 0,7254 0,4076 2 7 32 15
3 0, 7860 0,6703 0,1946 3 & 32 3
4 07776 08251 0, 2286 4 & 27 15
5 0, 7609 0,7101 0,3919 5 & 29 17
& 0, 7853 06716 06022 & 7 24 24
7 0,7823 0, 7096 0, 3790 7 7 28 15
8 0,7492 0, 7897 0,1748 8 & 27 10
9 0,7854 0,7142 0, 1905 9 7 28 g
10 0,7780 0,6843 00,5846 10 7 31 17
Meédia: 0,7737 0,7281 10,3405 Media: 6,50 28,00 13,30
DP: 0,0143 0,0530 10,1593 DP: 0,53 3.27 5,76

Figura 5.9 — Resultados para o conjunto de dados Concreto
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Casas
Treino Validacdo

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 0,B690 0,7552 Mal 1 1,3823 07228 -3715,2
2 0,B603 0,7584 Mal 2 1,4308 0, 7008 -338,4
3 08572 0,73%6 Mal 3 1,0355 1,1575 -22,0
4 0,2799 0,7400 MNalM 4 2,4634 1,2671 -262,3
5 02208 0,7401 MalM 5 -0,2280 0,2852 -16,6
& 08571 0,8143 MalM & 0,6060 0,5306 -57,8
7 02872 0,7461 MNalM 7 0,0100 06184 -21,8
g 0,261% 0,8211 MalM g 10717 0,2517 -25,2
o 0,8615 0, 7668 Mal o 1,1945 1,1423 -23,3
10 08514 08528 MNal 10 0,2703 -0,1477 -242.2
Meédia: 0,B667 07735 HDIV/D! Media: 0,0536 0,6538 -473,1128
DP: 0,0120 0,0407 HDIV/D! DP: 3.5491 0,4513 11457977

Teste #reg-ES

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 0,0007 0,260 -1883,7 1 19 19 319
2 0,9487 0,7798 -3667,8 2 17 15 318
3 1,0436 0,7971 9421 3 14 15 319
4 0,9257 0,8132 -17313.4 4 21 15 318
5 0,0873 0,7676 -810,4 5 20 13 318
& 09716 0,0987 -419 2 & 17 12 319
7 0,8505 0,7334 -3101,2 7 23 16 318
g 0,9499 0,8950 -646,8 8 18 23 319
] 0,9935 0,8064 -392,2 9 16 21 318
10 08182 0,B62E8 -3424.0 10 13 23 318
Media: 0,9580 0,8280 -3270,2280 Média: 17,80 17.80 318,60
DP: 0,0598 0,0756 5097,2618 DP: 3.08 3.58 0,52

Figura 5.10 — Resultados para o conjunto de dados Casas
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Ruidos
Treino Validacdo

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 0,6261 05875 0,4842 1 0,4028 03648 10,9192
2 0,6078 0,5500 0,4845 2 0,8406 0,7874 87376
3 0,6320 05884 0,4833 3 0,3272 0,2550 11,2194
4 0,6081 06121 04826 4 0,6382 0,6998 10,0626
5 0,6296 0,5805 0,4813 5 0,5884 0,5008 9,8020
& 0,6163 0,6036 0,4836 & 0,5446 05049 13,0006
7 0,6295 05846 0,4847 7 05977 0,5691 78773
B 06416 05874 04860 B 0,6096 05827 18,4811
9 0,6206 06174 04869 9 06748 0,6815 27,7858
10 0,6270 0,6174 0,4835 10 0,6310 05832 10,8646
Meédia: 0,6239 0,5929 0,4841 Media: 0,5855 0,5529 12,8750
DP; 0,0107 0,0206 0,0016 DP; 0,1416 0,1579 5,9984

Teste #reg-ES

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 06162 0,587% 83843 1 7 10 16
2 0,6562 0,5950 85641 2 & 7 15
3 0,6102 0,5736 7,9501 3 7 o 14
4 0,6454 06411 84311 4 & g 15
5 0,6365 0,6100 0, 1088 5 7 2 12
& 0,6206 0,617 28,3761 & 7 10 16
7 0,6369 0,6026 84168 7 7 9 17
g 0,6420 0,6221 82,4023 B B B 15
o 0,6548 0,6447 11,6442 g 5 11 14
10 0,6534 0,6320 g,3500 10 & 10 16
Media: 0,6380 0,6134 B,7728 Média: 6,60 9,10 15,60
DP: 0,0169 0,0240 1,0544 DP: 0,84 1.20 1,26

Figura 5.11 — Resultados para o conjunto de dados Ruidos
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Proteinas
Treino Validacdo

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 0,2995 0,3563 0,3146 1 0,2932 0,3479 0,3471
2 0,3009 0,3594 0,3169 2 0,3057 0,3574 0,3800
3 0,2994 0,3591 0,3213 3 0,2960 03608 0,4351
4 0,3062 0,3567 0,3189 4 0,2906 0,3335 034458
5 0,2988 0,3563 0,3174 5 0,2763 0,3375 03638
& 0,3006 0,3577 0,3166 & 0,3004 0,3553 04184
7 0,2922 0,3578 0,3188 7 0,3020 0,3652 0,3592
g 0,2804 0,3548 0,3164 8 0,288 0,3667 0,3480
9 0,2936 0,3565 0,3222 9 0,3109 0,3615 08114
10 0,3040 0,3566 0,3153 10 0,3042 0,3559 0,3847
Media: 0,2976 0,3571 0,3178 Meédia: 0,2968 0,3542 0,4193
DP: 0,0073 0,0014 0,0025 DP: 0,0100 0,0112 0,1411

Teste #reg-ES

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 0,2963 03649 0,008 1 B 33 49
2 0,3020 0,3679 0,6641 2 6 31 a7
3 0,3004 0,3698 0,5609 3 B 34 437
4 0,3071 0,3638 0,5045 4 2 32 a3
5 0,2955 0,3633 0,6812 5 2 35 49
& 0,3015 0,3672 0,5832 & 2 35 49
7 0,2943 0,3687 0,6241 7 6 32 45
8 02812 0,3659 0,6416 8 G 30 49
9 0,2958 0,3667 05729 9 B 34 a7
10 0,3073 0,3665 0,4851 10 2 34 45
Meédia: 0,2081 0,3665 0,5937 Media: 7,40 33.00 47,80
DP: 0,0075 0,0021 0,0627 DP: 0,97 1,70 1,40

Figura 5.12 — Resultados para o conjunto de dados Proteinas
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lates
Treino Validacdo

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 09281 0,7722 09807 1 1,1554 09155 1,0919
2 0,9308 0, 7759 09965 2 1,0825 09728 1,0231
3 09288 0, 7779 09778 3 1,0536 09104 10219
4 09288 0,7714 09815 4 0,8104 06546 05100
5 0,9308 00,7851 09792 5 1,2260 1,4475 1,0754
& 09277 0, 7752 09799 & 0,7434 04967 08234
7 09295 0, 7767 09809 7 0,9199 0,7551 09801
8 09280 0, 9266 0,9305 8 0,6480 06519 06934
9 09282 0, 7748 09794 9 09216 0, 7625 08922
10 05254 0, 7716 0,9798 10 1,3855 1,1876 10721
Media: 0,9290 0, 7907 0,9766 Meédia: 0,9956 0,B755 0,9183
DP: 0,0011 0,0479 00171 DP: 0,2308 00,2802 0,1918

Teste #reg-ES

Exp Bench 1 Bench 2 Exp Bench 1 Bench 2
1 1,2589 1,1780 1,1485 1 3 1 5
2 1,2568 1,1937 10932 2 3 1 a0
3 12617 1,15934 1,1495 3 2 1 2
4 1,2235 1,1387 1,1376 4 2 1 18
5 1,2614 1,2172 1,1583 5 2 1 3
& 1,2203 1,1260 1,1295 & 3 1 &
7 1,2425 1,1714 1,1452 7 3 1 5
8 11870 1,1790 1,1807 8 3 2 3
9 124472 1,1685 1,150 g 3 1 5
10 1,2804 1,2073 1,1384 10 2 1 4
Media: 1,2436 1,1774 1,1432 Meédia: 2,60 1,10 9,10
DP: 0,0270 10,0284 0,0224 DP: 0,52 0,32 11,76

Figura 5.13 — Resultados para o conjunto de dados lates

No conjunto de dados Concreto, a PGE apresentou 0 R? médio mais
elevado, dentre todos os algoritmos aplicados, nos conjuntos de treino, validagéo e
teste, além de ser o0 modelo com X de menor cardinalidade (“#reg-ES” médio € o
menor dentre todos os algoritmos). O desvio padrdo para todas as métricas da
PGE foi o menor entre os algoritmos. O desempenho no conjunto de teste é o de
maior importancia, pois representara a capacidade do algoritmo inferir o
comportamento de y em um conjunto de dados no qual ndo utilizou para
treinamento.

No conjunto de dados Casas, a PGE apresentou 0 R?> médio mais elevado,
dentre todos os algoritmos aplicados, nos conjuntos de treino e teste. Os modelos

com X de menor cardinalidade sdo a PGE e Benchmark 1, com média de
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regressores estatisticamente significantes atingindo o valor de 17,80. Tal fato
evidencia a superioridade na qualidade de regressores gerados pela PGE em
relagdo ao Benchmark 1 neste conjunto de dados, visto que, embora tenham
cardinalidade de X em igual nimero, a PGE apresentou melhor desempenho no
conjunto de teste. O termo “NaN” indica que o R? dos modelos gerados por
Benchmark 2 foram expostos a situagcdo em que k = n, com k elevado (média de
318,60) e n ligeiramente superior a k, fazendo com que R? atinja valores
negativamente muito elevados, excedendo a precisdo computacional do software
que fez o seu calculo, como confirmam as tabelas de validacdo e teste.

No conjunto de dados Ruidos, Benchmark 2 explorou de maneira mais
eficiente o espaco de busca de regressores, por consequéncia de modelos, do que a
PGE e Benchmark 1 — observa-se pela cardinalidade média de X em Benchmark 2,
quando comparada com o0s outros dois algoritmos. Por ser um conjunto de dados
com poucas variaveis de entrada — somente cinco — € possivel que seja necessario
aumentar a capacidade de exploracdo do espaco de busca pela PGE, através da
modificacdo de pardmetros do experimento, como aumento do niumero maximo de
geracOes, do numero de genes maximo permitido e do tamanho de arvore maxima
para os individuos.

A andlise para o conjunto de dados Proteinas é semelhante a Ruidos.

No conjunto de dados lates, a PGE apresentou o R? médio mais elevado,

dentre todos os algoritmos aplicados, nos conjuntos de validagéo e teste.

5.4.2

Classificacao

Os algoritmos das tabelas 5.10 a 5.12, para cada um dos conjuntos de
dados, sdo ordenados pela média de desempenho 1 — %_inc (o percentual de
classificacbes corretas, representado na tabela por “%-corr”) no conjunto de
validagdo para a validagdo cruzada 10-fold. Para os experimentos de classificacdo,
ndo ha conjunto de teste.

Os resultados dos algoritmos listados nas tabelas abaixo, para cada
conjunto de dados, a exce¢do do indicado por “PGE”, sdo de responsabilidade do

Laboratorio de Inteligéncia Computacional do Departamento de Informatica da
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Universidade de Nicolau Copérnico. A coluna “Referéncia” é de dominio do
laboratério e ndo necessariamente faz referéncia a artigos que tenham sido
publicados com os resultados apresentados. As tabelas abaixo foram copiadas do
site http://www.is.umk.pl/projects/datasets.html, também citado no capitulo de
Referéncias Bibliograficas, e a elas foram acrescentadas a linha em negrito, cor

vermelha, com o resultado da PGE para cada conjunto de dados.

Tabela 5.10 — Algoritmos de classificacéo para o conjunto de dados Wisconsin

Posicao Algoritmo W-corr Referéncia
1 MB + kernel est 97,518 WD, WEKA, 10X10CY
2 SVM (S=CV) 97,2 Bennet and Blue
3 kNN with DVDM distance 97,1 our (KG)
4 GM k-NN, k=3, raw, Manh 97,0221 WD, 10X10CV
5 GM k-NN, k=opt, raw, Manh 97,017 WD, 10CV only
& W55, 8 it/2 neurons 96,918 WD,/ME; 98.1% train
7 FSM-Feature Space Mapping 96,9+1 4 RASWD, =99 Gaussian
8 Fizher linear discr. anal 96,8 Ster, Dobnikar
9 MLP+BP 96,7 Ster, Dobnikar
10 MLP+BP (Tooldiag) 96,6 Rafat Adamczak
11 Lva 96,6 Ster, Dobnikar
12 kNN, Euclidean/Manhattan f. 96,6 Ster, Dobnikar
13 SNB, semi-naive Bayes (pairwise dependent) 96,6 Ster, Dobnikar
14 PGE 96,43:2,88
15 SVM lin, opt C S6,4£1 2 WD-GM, 16 missing with -10
16 W55, 8 it/1 neuron! 96,4%2 0 WD,/ME, train 98.0%
17 GM IncNet 96,4221 NJ/WD; FKF, max. 3 neurcns
18 NB - naive Bayes (completly independent) 96,4 Ster, Dobnikar
159 55V opt nodes, 3CV int 96,3422 WD/GM; training 96.620.5
20 1B1 96,319 Zarndt
21 DB-CART (decision tree) a9G,2 Shang, Breiman
22 GM 55V Tree, opt nodes BFS 96,02 9 WD/KG (beam search 94.0)
23 LDA - linear discriminant analysis 96 ster, Dobnikar
24 OC1 DT (5xCV) 959 Bennet and Blue
25 RBF (Tocldiag) 95,9 Rafat Adamczak
26 GTO DT (5xCV) 957 Bennet and Blue
27 ASI - Assistant | tree 95,6 Ster, Dobnikar
28 MLP+BP [Weka) 95,4£0,2 TW/WD
29 OCNZ 952+21 Zarndt
30 183 95,0240 Zarndt
31 MML tree 94,8%1,8 Zarndt
32 ASR - Assistant R (RELIEF criterion) tree 947 Ster, Dobnikar
33 C4.5 tree 94 7+2 0 Zarndt
34 LFC, Lookahead Feature Constr binary tree 94,4 Ster, Dobnikar
35 CART tree 94,4+2 4 Zarndt
36 103 943226 Zarndt
37 C4.5 (SxCV) 93 4 Bennet and Blue
38 C 4.5 rules 86,7+5,9 Zarndt
39 Default, majority 65,5 -
40 QDA - quadratic discr anal 345 ster, Dobnikar
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Tabela 5.11 — Algoritmos de classificacdo para o conjunto de dados Diabetes

114

Posigdo Algoritmo %-corr Referéncia
1 Logdisc 77,7 Statlog
b IncMet 77,6 Morbert lankowski
3 DIPOLS2 77,6 Statlog
4 Linear Discr. Anal. 77.5-77,2 Statlog; Ster & Dobnikar
5 SV, linear, C=0.01 77,5242 WD-GM, 1L0XCV averaged 10x
G SWM, Gauss, C, sigma opt 77,4843 WD-GM, 10XCV averaged 10x
7 PGE 76,9516,00
3 SMART 76,8 Statlog
9 GTO DT (5=CV) 76,8 Bennet and Blue
10 kMM, k=23, Manh, raw, W 76,740 WD-GM, feature weighting 3CV
11 kNN, k=1:25, Manh, raw 76,643 4 WD-GM, most cases k=23
12 Asl 76,6 Ster & Dobnikar
13 Fisher discr. analysis 76,5 Ster & Dobnikar
14 MLP4+BP 76,4 Ster & Dobnikar
15 MLP+BF 75,8%6,2 Farndt
16 Lo 75,8 Ster & Dobnikar
17 LFC 75,8 Ster & Dobnikar
138 RBF 75,7 Statlog
19 MBE 75,5-73,8 Ster & Dobnikar; Statlog
20 kMM, k=22, Manh 75,5 Karol Grudzinski
21 MWRL 75,546,3 Zarndt
22 F5M stand. 5 feat. 75,4249 WD, 10x10 test, CC>0.15
23 SNB 75,4 Ster & Dobnikar
24 BP 75,2 Statlog
25 S5SV DT 75,0£3.6 WD-GM, 55V BS, node 5CV MC
26 kMM, k=18, Euclid, raw 74 8+4 8 WD-GM
27 CART DT 74,7154 Zarndt
28 CART DT 745 Stalog
29 DB-CART 74,4 Shang & Breiman
30 ASR 743 Ster & Dobnikar
31 FSM =tandard 74,1411 WD, 10x10 test
32 OOT, dyadic trees 74,0£2.3 Blanchard
33 Cluster means, 2 prototypes 73,7537 MB
34 55V DT 73,7547 WD-GM, 55V BS, node 10CY strat
35 SFC, stacking filters 73,3%19 Porter
36 C45DT 73 Stalog
37 C450DT 72,7%5,6 Zarndt
38 Bayes 72,2369 Zarndt
39 C4.5 (5xCY) 72 Bennet and Blue
40 CART 72,8 Ster & Dobnikar
41 Kohonen 727 Statlog
42 c450T 72,122 6 Blanchard (averaged over 100 runs)
a3 kMM 719 Ster & Dobnikar
44 D3 71,7%6,6 Farndt
45 B3 71,7450 Zarndt
45 IB1 70,4%6,2 Zarndt
a7 kNN, k=1, Euclides, raw 69,444 4 WD-GM
48 kMM 67,6 Statlog
49 C45 rules 67,052 9 Farndt
50 OCM2 65,1411 Zarndt
51 Default, majority 65,1
52 aDaA 59,5 Ster, Dobnikar
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Tabela 5.12 — Algoritmos de classificacéo para o conjunto de dados lonosfera

Posicio Algoritmo %-corr Referéncia
1 3-MMN + simplex 98,7 Our own weighted kNN
2 W55 2 epochs 96,7 MWLP with numerical gradient
3 3-MN 96,7 KG, GM with ar without weights
4 B3 96,7 Aha, 5 errors on test
5 1-NM, Manhattan 96 GM kMM (cur)
B MLP+BP 96 sigillito
7 SV Gaussian 94922 5 GM [our), defaults, similar for C=1-100
8 45 94,9 Hamilton
9 3-MN Canberra 947 GM kMM (our)
10 RIAC 94,6 Hamilton
11 C4 (no windowing) 94 Aha
1z cas 93,7 Bennet and Blue
13 SV 932 Bennet and Blue
14 Man-lin perceptron 92 Sigillito
15 FSM + rotation 92,8 our
16 1-MN, Euclidean 921 Aha, GM kNN {our)
17 DB-CART 91,3 Shang, Breiman
18 Linear perceptron 90,7 sigillito
19 0Oci DT 395 Bennet and Blue
20 CART 88,9 Shang, Breiman
21 SV linear 87,1239 GM [our), defaults
27 PGE 86,9+5,21
23 GTO DT 36 Bennet and Blue

A PGE apresentou competitividade frente aos outros algoritmos, nos
conjuntos de dados Wisconsin e Diabetes. Muitos dos algoritmos que se
posicionaram ligeiramente a frente da PGE (com diferenca percentual média de
acertos em relacdo a PGE inferior a 0,5%) nos dois conjuntos de dados citados,
como 0 SVM (Support Vector Machine) e MLP+BP (Multilayer Perceptron com
Back Propagation), sdo altamente ndo lineares, utilizando-se de func¢des de maior
complexidade tais como as funcBes trigonométricas, permitindo pouca ou
nenhuma interpretabilidade de resultados e da estrutura de seus modelos. Para
SVM e MLP+BP, veja Hastie et al. (2011) e Bishop (1996), respectivamente.

Os modelos logit, utilizados pela PGE, embora néo lineares, séo lineares
na estrutura de seus regressores, utilizando-se somente das operagdes de soma e
multiplicacdo para combina-los. A PGE se utiliza de ferramental menos
abrangente que 0 SVM e o MLP+BP, por exemplo, mas consegue competir com
algoritmos deste nivel nos conjuntos de dados citados.

Em lonosfera, o desempenho da PGE n&o foi competitivo. lonosfera

possui um atributo binario, uma das variaveis independentes que constitui o
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conjunto de dados, que apresenta 89,17% de suas ocorréncias com saida igual a 1
— 0 restante, 10,83% das ocorréncias, possui saida igual a zero. Esse atributo pode
se combinar com outros, via multiplicagdo, dando origem a regressores que
possuam relacdo de dependéncia elevada entre si, fazendo com que o posto de X
ndo seja cheio.

A variante do MN utilizada nesta dissertacdo é uma generalizacdo do MN
para solucionar o sistema de equacdes em (2.24), para maximizacdo de I(B), e
ndo apresenta uma “protecdo” contra X que ndo tenha posto cheio, como possui a
decomposi¢do QR para minimizar o SQR, que elimina colunas de X linearmente
dependentes. Com isso, a PGE é obrigada a utilizar parametros de experimento
tais que ndo criem individuos muito grandes, para que se evite obter individuos
com X que ndo tenha posto cheio, para conjuntos de dados em tarefas de
classificacdo nas condicdes citadas. Dessa forma, individuos com acuracia maior
deixam de ser gerados por uma limitacdo da PGE, sujeita a conjuntos de dados

altamente desbalanceados, como é o caso de lonosfera.
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Conclusao

Pode-se dizer que a PGE cumpriu satisfatoriamente com seu objetivo
principal, ao propor modelos parcimoniosos de elevada acuracia para 0s conjuntos
de dados propostos — 0s valores nominais das métricas de acuracia, dispostas no
capitulo anterior, evidenciam a assertiva — e promoveu modelos competitivos
frente a outros algoritmos de regressao e classificacdo — avalia-se a assertiva pela
analise do desempenho comparativo aos benchmarks, principalmente em
Concreto, Casas, lates, Wisconsin e Diabetes.

Observou-se que a PGE ndo forneceu modelos de elevada acuréacia em
todos os conjuntos de dados: por exemplo, 0 R? médio dos melhores individuos
gerados para Proteinas, no conjunto de teste, foi abaixo de 0,30. Além disso,
observou-se que a PGE néo foi competitiva em todos os casos: por exemplo, seu
desempenho em lonosfera foi tal que gerou ao algoritmo uma das Ultimas
colocagBes entre os algoritmos classificadores. Portanto, ha beneficios e
limitacGes relativas ao seu uso como processo gerador de modelos para regressao
e classificacdo.

Sob o dominio da computacéo evoluciondria e da PG, destacam-se
como beneficios da PGE:

(1) O auxilio na identificacdo de introns através da significancia
estatistica. Miller & Smith (2006) definem introns como partes estranhas do
codigo que ndo contribuem a acuracia do individuo. Ao se realizar TH em f,
retira-se do coOmputo da acuracia os regressores estatisticamente insignificantes —
que sdo os introns, segundo a definicdo de Miller & Smith (2006).

(2) O combate ao bloat através da significancia estatistica. Luke & Panait
(2006) definem bloat como o crescimento ilimitado e sem controle de individuos
em uma populacdo, geralmente ndo ocasionando melhorias na acuracia. Embora
se permita que introns permane¢am na estrutura de um individuo, potencializando
o bloat, a PGE o combate quando define que somente o regressor estatisticamente
significante contribui para a acuracia. Para a PGE, o crescimento generalizado de

individuos pode até ndo ser visto como um problema, pois ela se beneficia de
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potenciais regressores estatisticamente significantes que venham a surgir a partir
deste crescimento.

(3) A geracdo de modelos lineares, para regresséo, e de néo lineares, para
classificacdo, com uma porcao linear que permite analise simples da estrutura do
modelo e regressores que o compdem.

(4) A alternativa a utilizacdo de constantes efémeras, atraves da estimacao
de B por MQO ou MV. O uso de B em substituicdo as constantes efémeras em um
modelo potencializa a contribuicdo, por meio da acuracia, deste modelo a tarefa
em quest&o, pois a estimacdo de 8 é um processo de otimizacdo, que permite ao
modelo estar em suas melhores condi¢des (em funcdo do critério que se utiliza
para otimizacao de f8) de ser aplicado a tarefa.

Sob o dominio da computacdo evolucionaria e da PG, destacam-se
como limitacGes da PGE:

(1) A dupla estimacéo de B para cada individuo, necessaria a identificacio
de regressores estatisticamente significantes e do cOmputo da acurécia.

(2) A restricdo relacionada a forma dos modelos y=XB+u e P, =
A(XB) pode inibir a geracdo de outros modelos, menos restritivos em sua forma,
mas que poderiam apresentar melhor acuracia. As formas y =X +u e P; =
A(X:B) também implicam, em primeira instancia, em se utilizar somente as
funcBes soma e multiplicacdo no conjunto de funcgoes.

Sob o dominio da econometria, destacam-se como beneficios da PGE:

(1) A geracdo de modelos com foco em elevada acuracia. Tanto os
modelos gerados por PGE quanto seus benchmarks estdo altamente
comprometidos com a busca pela melhor assertividade que se possa fornecer a
tarefa do conjunto de dados em questéo.

(2) Intuitivamente, um econometrista ou outro usuéario da PGE poderia néo
pensar em uma determinada combinagdo de variaveis de . como um regressor
estatisticamente significante. Supondo que a PGE gere um modelo, ao fim da
evolugdo, que contenha este regressor, a situacdo pode fazer com que o
econometrista ou outro usuario reflita sobre a racionalidade — econdmica ou fisica,
por exemplo — desta combinagéo, permitindo que se possa relacionar a acuracia
fornecida pelo modelo, em fungéo de seus regressores, com causalidade.

Sob o dominio da econometria, destacam-se como limita¢Ges da PGE:
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(1) Possibilidade de pouca interpretabilidade de B. Por exemplo, o par
amostral do modelo populacional a seguir foi eleito o melhor individuo para um

dos experimentos com o conjunto de dados Casas.

Y = B1X1 + P2Xs + P3Xe + PaX7 + PsXo + PeX11 + P7XeXg + PgXeX13
2 2
+ BoXoX13 + P1oX13 + P11XsXoX11 + B12X3X9X10
+ B13X3X10X13 + P14XgX9X11 + B15X9X10X11

+ B16X10X11%13 + U

(6.1)

E possivel que haja interesse na interpretacido do coeficiente do regressor
X10X11X13, constituido pelas variaveis x;o, x1; € xy3, de Q. Embora seja
estatisticamente significante, é possivel que B;¢ seja ndo interpretavel dada a
estrutura de regressores do par amostral de (6.1).

Para 0 mesmo experimento citado acima, que gerou o par amostral do

individuo de (6.1), gerou-se o par amostral do individuo em (6.2).

Y = B1X1 + P2X4 + P3Xs + PaXe + PsX11 + PeX12 + U (6.2)

Ao passo que o par amostral de (6.1) apresentou R? = 0,8615 no conjunto
de treino, com cardinalidade de X igual a 16, o par amostral de (6.2) apresentou
R? = 0,5791, com cardinalidade de X igual a 6. E possivel que um usuério da
PGE opte pela utilizacdo de (6.2) em detrimento de (6.1), por (6.2) apresentar uma
estrutura menor com potencial de interpretabilidade de coeficientes maior.
Portanto, embora a PGE possa fornecer modelos com pouca interpretabilidade de
B, ela também tem o potencial de gerar modelos com alta capacidade de
interpretabilidade, cabendo ao usuario a decisdo de qual modelo utilizar.

(2) Dificuldade em obter bom desempenho em conjuntos de dados que
sejam altamente correlacionados ou que apresentem atributos ndo informativos,
pelo fato da variante do MN, a partir de sua generalizagdo para o sistema de
equacdes em (2.24), para maximizacdo de [(B), ndo apresentar uma protecdo
contra X que ndo tenha posto cheio, como possui a decomposicdo QR para

minimizar o SQR, que elimina colunas de X linearmente dependentes. Com isso, a
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PGE é obrigada a utilizar parametros de experimento tais que ndo criem
individuos muito grandes, para que se evite obter individuos com X que nédo tenha
posto cheio. Tal limitacdo impossibilita a geracdo de individuos com acurécia
mais elevada em conjuntos de dados dentro das condi¢es citadas.

6.1

Desenvolvimentos Futuros

Desenvolvimentos futuros serdo baseados nas seguintes agdes:

(1) Insercdo de TH para B com a variancia de White. Embora a tabela 4.1,
que evidencia os resultados para TH em regressores com variancias distintas para
5.000 individuos de cada conjunto de dados, ter apresentado similaridade alta
entre os resultados, nada se pode afirmar com relacdo a como se comportara a
variancia em novos e distintos conjuntos de dados, sendo adequado que se utilize
a variancia de White.

(2) Expansédo da PGE para conjuntos de dados em séries de tempo.

(3) Possibilidade de evoluir paralelamente a PGE um algoritmo genético
que selecione somente variaveis independentes simples de Q. Por exemplo, em
(6.1), ha poucas variaveis independentes simples de . como regressores. Como ha
a tendéncia, em um experimento de PGE, que sejam sugeridos mais regressores
combinados do que regressores simples aos modelos, o algoritmo genético seria
uma ferramenta adequada para sugerir regressores simples, evoluindo
paralelamente & PGE, calculando-se a acuracia dos modelos utilizando tanto os
regressores sugeridos pela PGE quanto pelo algoritmo genético.
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