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Método dos elementos finitos com representacao explicita
da falha por elementos de interface

Neste capitulo, apresentam-se a formulacdo em elementos finitos do
elemento de interface, os modelos constitutivos adotados e os algoritmos de
solugdo empregados para a integragdo das tensdes. Os desenvolvimentos
apresentados a seguir sdo baseados na nomenclatura e formulagbes
apresentadas por Schellekens et al. (1992), Day & Potts (1994), Azevedo (1997)
e Abbo (2005).

3.1.
Elementos de interface

As descontinuidades geoldgicas como as falhas nas rochas apresentam
comportamentos complexos onde a distribuicdo das tensdes depende
fundamentalmente das condi¢cbes de interface do problema mecéanico. Para
representar corretamente este comportamento é necessario utilizar elementos
especiais chamados elementos de interface, os quais sdo de grande relevancia

para este trabalho.

A seguir é apresentada uma revisao dos elementos de interface mais
utilizados, suas caracteristicas, formulacdes, desvantagens e sua evolucao na
historia.

3.1.1.
Elemento de Goodman, Taylor e Brekke (1967)

O elemento de interface de Goodman et al. (1967) foi originalmente
desenvolvido para a andlise de juntas em estruturas rochosas. Este elemento
possui uma espessura nula e é formado por 4 ndés com deslocamentos na

direcdo normal e tangencial a direcéo da interface como ilustrado na Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Geometria do elemento de interface de Goodman et.al (1967)

As deformacfes sdo os deslocamentos relativos entre o topo e a base e

podem ser relacionadas com os deslocamentos nodais através da matriz B,

como segue:
£, ylore — ybee
R e
ou,
e=Bu (3.2)

onde U é o vetor de deslocamentos nodais, o qual pode ser escrito como:
u={ut,ul,u?,u?u,ud,ul ut (3.3)
X ) y ) X k) y ) X ) y ) X ) y -

A matriz B pode ser expressa como:

-N, 0 -N, 0 N, 0O N, O
B= (3.4)
0 -N, 0 -N, 0O N, 0 N,
onde N; e N, sé@o as fun¢bes de interpolagéo lineares definidas como:
1 2X
N, =—|1-— 3.5
Y12 o
1 2X
N,==[1+— 3.6
22 5o

A matriz de rigidez local do elemento pode ser calculada pelo principio do

trabalho virtual como:

L2 L
K, = j B'D,B— dx (3.7)
-L/2 2
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onde D; é a matriz constitutiva do elemento de interface.

A matriz de rigidez deve ser transformada em relacdo as coordenadas

globais.

3.1.2.
Elemento de Ghaboussi, Wilson e Isenberg (1973)

Ghaboussi et.al(1973), propuseram um elemento de interface com
espessura ndo nula e simetria axial para a analise das descontinuidades
representadas por ligacdes de rochas, falhas e interfaces (Recka, 2009). Seus
deslocamentos entre 0 topo e a base sdo considerados como graus de

liberdades independentes como ilustrado na Figura 3.2.

Figura 3.2 — Geometria do elemento de interface de Ghaboussi et.al (1973)

em que:
ud =ul+Au (3.8a)
uy =u; +Au (3.8h)
ud =ud +Au’ (3.8¢)

6 _ ,,3 6
u, =uy +Auy (3.8d)
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Os deslocamentos relativos na direcdo normal Au,, € na direcéo
tangencial Au, ilustrados na Figura 3.3, variam ao longo do elemento de
interface (Romanel, 2011), como segue:

5 6
Au, =N, Au; + N, Au; (3.9a)

Au, =N, Au} + N, Auj (3.9b)

onde N; e N, sd@o as fungdes de interpolacéo lineares do elemento, definidas

como.
1
N, =§(l—§) (3.10a)
N, =%(1+2§) (3.10b)

Au
Au

N

Figura 3.3 — Detalhe do elemento de interface de Ghaboussi et.al (1973)

As deformagdes podem ser definidas como os deslocamentos relativos nas

componentes normal e tangencial sobre a espessura inicial do elemento, t, de

acordo com:
Aun
g, = : (3.11a)
Aué

A matriz B que relaciona as deformacdes com os deslocamentos relativos

pode ser escrita como:
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1IN, 0 N, 0
B== (3.12)
tf0 N, 0 N,

As componentes de tensdo sdo definidas através da matriz constitutiva, Dy,

do elemento de interface, como segue:
W=D, " (3.13)
A matriz de rigidez local do elemento pode ser determinada pela seguinte
equacao:
K, = j B'D,BdV (3.14)
\4
devendo ser transformada com respeito ao sistema global de coordenadas para

sua composi¢ao na matriz de rigidez global.

3.1.3.
Elemento de Pande e Sharma (1979)

Este elemento de interface é uma extensdo do elemento de Ghaboussi
et.al (1973) mas adotando um elemento parabdlico de 8 nés, como ilustrado na

Figura 3.4.

U+ Auy

U +Au
ustAu, s

g +Au,

Elemento plano superior

Elemento plano inferior,
u, + A,

X

Coordenadas globais

Figura 3.4 — Detalhe do elemento de interface de Pande et.al (1973)
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3.1.4.
Elemento de Desai, Lightner e Siriwardane (1984)

Este elemento de interface foi utilizado inicialmente na modelagem de
solos, possui uma espessura delgada e pode representar problemas de
interacdo solo estrutura sobre véarios modos de deformacdo. Sua principal
vantagem € que sua formulagdo é a mesma de um elemento quadrilateral plano,

sendo facil sua implementacdo computacional (Desai et al., 1984).

3.1.5.
Elemento de Beer (1985)

O elemento de Beer é baseado no elemento desenvolvido por Ghaboussi
et.al (1973). As principais diferencas propostas por Beer (1985) foram: uma
formulagdo isoparamétrica e a espessura nula do elemento de interface, com o
objetivo de fazer uma adequada analise no contato de juntas como na analise do

comportamento na fratura de rochas.

3.1.6.
Elemento de Day & Potts (1994)

O elemento de interface de Day & Potts (1994) possui uma espessura zero
e seu elemento é baseado no elemento de Goodman et.al (1967). Séao
propostas algumas melhorias e estudam as dificuldades numéricas quando se
apresentam grandes diferencas na rigidez do elemento de interface com respeito
aos elementos continuos adjacentes. Os problemas de geracédo de malha devido
a caracteristica do elemento de apresentar as mesmas coordenadas nos nos

dos lados adjacentes sdo tratados no trabalho de Day e Potts (1994).

3.2.
Equacdes de equilibrio

Para lograr um equilibrio mecanico em um sistema, sua posicao no espaco
de configuracdo deve ser um ponto onde o gradiente de energia potencial seja
zero. Para interfaces deformaveis devem-se satisfazer localmente as equacdes

diferenciais de equilibrio:
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%+§+bx =0
X
%+%+b =0
oy ox 7

onde by e by s&o componentes das forgas de corpo nas direcdes X ey,

respectivamente. Na forma vetorial as equacdes de equilibrio sdo:

Vie+b=0

em que V é um operador diferencial de primeira ordem definido como:

% 0 % 0
]

V= 5 0

o & o 2

oy OX

G é 0 vetor das componentes das tensfes definido como:
f /
O Gy ’Exy Tyx

e b representa o vetor de forcas de corpo definido como:

b={b, b,J
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(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Ao satisfazer as equacgdes de equilibrio em todo o corpo juntamente com

as condicbes de contorno, podem-se determinar as tensdes, deformacdes e

deslocamentos dentro do corpo. Para a aproximacdo das equacgOes diferenciais

este trabalho utiliza o método dos residuos ponderados. O processo de

minimizag¢do do residuo usado pelo método dos residuos ponderados consiste

da seguinte equacéo integral.

W= [wT(VTo+b)dv =0
A\

(3.20)

onde dV é o dominio da integracédo e w é o vetor das fungdes de ponderacéo do

erro com componentes nas dire¢des X e y, o qual é definido como:
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w={w, w,| (3.21)

Integrando por partes, usando o teorema de Green-Gauss, a Equacao
(3.20) pode ser escrita como:

[w'(¥w) odV - [w'bdV - [w'tdS+ Y R.u=0 (3.22)
\Y \Y% S

em que t é o vetor de forcas de superficie expresso como:

t=1t, ) (3.23)

Rc sdo as forcas externas concentradas e ou vetor de deslocamentos de
ponderacao. As forcas de superficie devem satisfazer as seguintes condi¢des de

equilibrio na fronteira

t, =n,c, +n,1,,

_ (3.24)
ty =n,t,, +N,0,

em que Ny e Ny séo os cossenos diretores do vetor normal & superficie.

Uma aproximacdo da Equacdo (3.22) pode ser obtida através do método dos
elementos finitos. O método subdivide o dominio da integracdo em varios
subdominios conhecidos como elementos finitos, para o0s quais, as
aproximacdes das variaveis dependentes podem ser feitas por meio de um
namero de pontos de controle e fungdes de interpolacdo simples, Soares (2005).
Considerando que o dominio é dividido em m elementos a equagéo 3.22 pode

ser escrita como:

[BTodV—[NtdS—[NbdV-Ku=0 (3.25)
\Y S \Y

em que U é o vetor com os deslocamentos nodais, K é a matriz de rigidez que

sera apresentada adiante e N é a matriz de interpolacdo que contem as fungdes

de interpolacdo expressa como:
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Z|
[l

(3.26)

O O O S
o O S5 O
. o
>S5 O O o

em que n denota o vetor com as fungdes de interpolacdo, n={N, N,---N_,}’

Para um elemento com m nés o campo de deslocamentos para qualquer

ponto interno pode ser expresso como:
U=Nu (3.27)

onde U es o vetor de deslocamentos nodais e U é o vetor de deslocamentos
continuos com componentes na dire¢do das coordenadas S e n. Este vetor pode

ser definido como:
U={urs ot ue ue (3.28)

Os sobrescritos bot e top indicam o topo e a base do elemento. As deformacgées

internas podem ser calculadas como:
e=Bu (3.29)

onde B é a matriz que relaciona as deformacdes aos deslocamentos nodais e
depende do tipo de elemento de interface (Taylor e Brekke,1967; Wilson e
Isenberg, 1973; Pande e Sharma, 1979; Lightner e Siriwardane, 1984; Beer,
1985; Day & Potts, 1994).

A solucdo da Equacédo (3.25) ndo é trivial e as vezes se torna possivel
dependendo da geometria, tipo de carregamento e condi¢cbes de contorno. Estas
equagles, as quais governam o comportamento de cada elemento finito, sédo
aplicaveis para qualquer relagdo constitutiva e podem ser reescritas na forma do

método dos elementos finitos como:
Fint = Fext (3.30)

onde Fiy; € o vetor de forcas internas correspondente ao estado de tenséo ¢ de

um elemento dado, definido como:
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Fo = [BTodV (3.31)
\

Fext € 0 vetor de forcas externas de um elemento calculado por trés parcelas:
Foa =F +F +F (3.32)

em que Fs é o vetor de forcas de superficie de um elemento que pode ser escrito

como:

Fo=[N"tds (3.33)
S
F, € o vetor de forca devido ao peso proprio de um elemento definido como:
R, = j N"b dVv (3.34)
\Y

e F;é o vetor devido aos deslocamentos prescritos ndo nulos

A Equacado de equilibrio (3.30) resulta em um sistema de equacdes néo
lineares devido & néo linearidade da parcela da for¢ca interna. Na literatura
encontram-se diversas metodologias para resolver problemas nédo lineares.
Dentre as tantas metodologias, uma € desenvolver de forma incremental a
Equacdo (3.30) pelo método da derivacdo com respeito ao tempo t. Usando a

regra da cadeia na Equacéo (3.30), pode-se obter:

dl:in’[ d_U _ dFext
du dt dt (3.35)
dF,,

onde du € a matriz Jacobiana definida como:

dR, dR dr, |
d_ul E oo E
du dgl dgz . dgn (3.36)
dF;  dRg dF;,
[du, du, 7 du, |
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Derivando-se pela regra da cadeia a Equacéo (3.31) tem-se:

%zng d_GdV=jBTd_"EdV (3.37)
du ¢ du v dedu

Se os termos gque envolvem a segunda derivada da funcéo de plastificacdo
com respeito as tensdes forem desprezados, a relacdo da derivada das tensdes

com respeito as deformacdes pode ser expressa como:

do

=D 3.38
ge (3.38)

onde D; é a matriz constitutiva tangencial do elemento que depende do modelo

constitutivo adotado para representar a relacdo tensédo-deformacéao.

Similarmente, pode-se obter a matriz cineméatica B da rela¢do da derivada

das deformagfes com respeito aos deslocamentos nodais, para o qual se tem:

d
% _g (339)
du

Substituindo a Equacéo (3.39) e a Equacao (3.38) na Equacéo (3.37), tem-
se que:

dF

int __ T _
= i B'DBdV =K, (3.40)

onde K; é a matriz de rigidez tangente do elemento que depende da matriz
constitutiva tangente D; a qual é avaliada em funcdo do estado de tenséo, o, no

inicio do incremento em cada elemento.
Substituindo a Equacéao (3.40) na Equacdao (3.35), tem-se:

du dF

— ext

t a = dt (3.41)

Finalmente, multiplicando a Equacédo (3.41) pela inversa da matriz de

rigidez tangente do elemento, tem-se:

-l
Au = KU AR, (3.42)
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onde a Equacdo (3.42) define o sistema diferencial que governa o
comportamento carregamento-deformacédo de um elemento. Esta contribui¢do do
elemento é adicionada junto ao sistema de equacfes diferenciais expresso a

seqguir:
Au G~ KétAFGext (343)

onde Kgt é a matriz de rigidez global definida por:

Ke= YK=Y [B'DBdV (3.44)

elementos elementos v/

e AR, € 0 vetor global de forgcas externas representado como:

AFpe= D FEu= > jNdeV+ > jNTAtdS+ > —KAu (3.45)

elementos elementos v/ elementos g elementos

A relacdo descrita na Equacédo (3.43) define de forma incremental o
comportamento global carregamento-deslocamento de um modelo desenvolvido

em elementos finitos.

3.3.
Principio de tensdes efetivas

O principio de tensdes efetivas pressupde que o vetor das tensdes totais ¢
compreende a soma do vetor das tensdes efetivas, ¢ e a poropressdo, p como

segue:
c=c+mp (3.46)

onde m é o vetor equivalente ao delta de Kronecker, o qual segundo Zhong-Zhi

et al. (2011), no elemento de interface pode ser representado como m{0 1}T.

Segundo Abbo (2005), em analises geotécnicas € convencional decompor
a poropressdo total em componentes de um estado estacionario, ps € um

excesso da poropressao variando no tempo, como segue:

P=Ps+Pe (3.47)
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Os incrementos poropressdo Ap podem ser representados

adequadamente como:

4
Ap =Ny AP (348)

onde AP é o vetor que contém os incrementos de poropressao nodal e pode ser

escrito como:

AP ={AP, AP,---AP}'
AP AP, } (3.49)

e Np € o vetor das fun¢des de forma dos graus de liberdade da poropressédo a

qual pode ser definido a seguir:

§
s Ny oNp, b (3.50)

O subscrito n denota o numero de nés com graus de liberdade de
poropressdo, 0SS quais ndo necessariamente sd8o0 0s mesmos dos
deslocamentos. Usualmente a ordem do polinbmio dos incrementos de

poropressao é menor que os incrementos dos deslocamentos (Abbo, 2005).

Usando o processo puramente incremental na Equacdo (3.22) e

substituindo-se a Equacao (3.46), tem-se:

I(VW)T (AG' + mAp)dV — IWTAde -~ IWTAtdS +> RBu=0 (3.51)
\Y% \Y%

\%

Utilizando a metodologia de residuos ponderados e o esquema de Galerkin
(1915), tem-se:

T T T T
[B Acdv+[B 'mapdV—[NTAbdV - [NTAtdS-Ku=0 (3.52)
\Y% \Y% \Y% \Y%

Os incrementos de tensdes efetivas estdo relacionados aos incrementos

de deformacdes através da matriz tangente elastoplastica, como segue:

Ac’'=DgAe (3.53)
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onde Dep, € a matriz elastoplastica definida adiante. As tensdes efetivas podem
ser calculadas em relacdo aos incrementos de deslocamentos nodais, como

segue:
Ac’=D,BAu (3.54)

onde Au € o vetor de incrementos dos deslocamentos nodais e B é a matriz que
relaciona os incrementos de deslocamentos nodais com 0s incrementos de
deformacgé&o. Substituindo as Equacdes (3.54) e (3.48) na Equacédo (3.52), e

desprezando a forgas de corpo e forgas de superficie, resulta em:

KAa+LAp = AR, (3.55)

onde K é a matriz de rigidez do elemento definida como:

K = [B'D,,BdV (3.56)
\Y

L é a matriz de acoplamento definida como:
L= j B'N,dV (3.57)
\Y

3.4.
Formulacdo numérica do elemento de interface

Neste trabalho optou-se pela implementacdo do elemento de interface de
Goodman et.al (1967) e Day & Potts (1994), sendo este o mais utilizado na
literatura (Nacht et al., 2010; Ng & Small, 1996; Turon et al., 2004; Burak, 2009,
Costa, 1984) e talvez 0 mais adequado para a representacdo da falha. Sdo
implementados quatro tipos de elementos de interface necesséarios para a
representacdo do plano de falha no reservatério. As carateristicas de cada tipo

de elemento sdo apresentadas no Quadro 3.1 apresentado a seguir:
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Quadro 3.1 — Tipos de elementos de interface implementados.

Tipo 1: Elemento de Iy

u’
interface de 4 nés. 4 RS
t=20 ‘ >
1

1,2 graus de liberdade —> X
ativos. Interpolagéo ‘ I |’
linear.

Tipo 2: Elemento de
interface de 4 nos. I y

1,2,8 graus de liberdade . s
ativos. Interpolacdo t=0 I -

. X
linear. | T:
g L >

Tipo 3: Elemento de
interface de 6 nés.

u:
1,2 graus de liberdade 4 J:a 3 .0
: < o L—. .
ativos. - Interpolagdo i = L x
quadratica. 1 3 >

3 pontos de interpolacéo.

Tipo 4: Elemento de
interface de 6 nos.

u)
1,2,8 graus de liberdade 4 L) 3sa P
ativos. Interpolacéo Z g s
ati O »” X
quadratica. 1 o 5,

3 pontos de interpolacéo.

Os graus de liberdade deste trabalho seguem a nomenclatura apresentada
por (Abaqus documentation, 2011) onde 1,2 sdo os graus de liberdade dos
deslocamentos nas componentes x e y respectivamente e 8 é o0 grau de
liberdade da poropressdo. Os elementos tipo 1 e tipo 2 possuem 4 ndés com
interpolacgéo linear. O elemento tipo 1 tem os graus de liberdade 1,2. O elemento
tipo 2 tem os graus de liberdade 1,2 e 8. Os elementos tipo 3 e 4 s&o elementos
gue possuem 6 ndés com interpolagdo quadratica. O elemento tipo 3 tem o0s
graus de liberdade 1,2. O elemento tipo 4 tem os graus de liberdade 1,2 e 8 para

0s nos das arestas e 1,2 nos nés intermediarios.

Os elementos tipo 2 e 4 s&o utilizados no plano de falha que encontra-se
adjacente ao reservatorio e os elementos tipos 1 e 3 séo utilizados no plano de
falha fora do reservatdrio. As hipoteses adotadas para a formulagéo do elemento

de interface séo baseadas no trabalho de Mendes et al. (2010), a saber:
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* Quando a inje¢do no reservatorio inicia, a extensdo da falha dentro do

reservatorio é considerada ter a mesma poropressao que seus arredores.

« Com 0 aumento da poropressao, as tensodes cisalhantes aumentam e as
tensdes normais efetivas diminuem sobre a falha. Como consequéncia, a falha
pode reativar e o fluido pode migrar do reservatdrio para a falha. Neste caso, a
pressdo interna do fluido da extensédo da falha reativada assume a mesma

poropressao atuante no reservatério para ao qual a falha est4 conectada.

+ Como a injecdo continua e a poropressao aumenta, a extensao da falha
fora do reservatorio pode também reativar até que as tensdes normais diminuam

até zero, causando abertura da falha e levando a fratura hidraulica.

Neste capitulo apenas sera apresentada a formulagdo do elemento de
interface de 6 nos tipo 3, conforme ilustrado na Figura 3.5, onde & representa o
sistema local adimensional de coordenadas. Geometricamente assume-se uma
espessura nula para evitar problemas de compatibilidade na geracdo da malha,
mas a espessura sera levada em conta para o calculo da rigidez do elemento de
interface. As tensbes e deformacBes se assumem uniformes ao longo do
elemento. As func¢des de forma nédo sao iguais a um elemento quadratico comum
devido a espessura nula do elemento. Portanto, as correspondentes funcbes de
forma sao mostradas nesta sec¢do. Os pontos vermelhos representam os pontos
de integracdo e a numeracdo nodal foi feita pensando na incorporacdo ao
programa Abaqus® através da inclusdo de novos elementos e novos modelos

constitutivos.

Topo !
P IG T_.‘ §3 =
Base Nk 2
1 ¢=0 =1

Sistema Natural

Figura 3.5 — Detalhe do elemento de interface tipo 3 de 6 nds
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Para o elemento tipo 3 de 6 nos, com respeito ao sistema global de

coordenadas, o vetor de deslocamentos nodais € escrito como:

us u6} (3.58)
Os deslocamentos continuos do elemento sdo expressos como:

UT = {ubee, ubee, giere, e (3.59)

onde topo e base denotam o lado superior e inferior respectivamente.

Os deslocamentos continuos e os deslocamentos nodais séo relacionados

através da Matriz de interpolacédo N
U=Nu (3.60)

As deformagbes podem ser definidas como os deslocamentos relativos

entre o topo e a base
SX U;opo _ Ugase (3 61)
g, - U;opo _ Ul;/ase :

ou ainda em funcado dos deslocamentos nodais
€y Nl(ui_ulx)+ Nz(ui_ai)"' Ns(ui_ui) (3.62)
e, | Nl(u‘;—uly)+ Nz(ui,—u§)+ N3(u3—u5) '

onde N1, N2 e N3 séo as fungdes de interpolacdo expressas como:

1
N, = g(éz -£) (3.63)
1 .,
N, =2 (€ +8) (3.64)
N, —1-&2 (3.65)

sendo N; e N, as funcdes de interpolacao correspondentes aos nds extremos e

N3 a correspondente ao né intermediario.
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Finalmente, se obtém a matriz B que relaciona as deformagfes no sistema
local de coordenadas aos deslocamentos nodais do sistema global de

coordenadas.

€
{s}:Bu (3.66)
Sn

Na expressao acima os indices s e n denotam as componentes cisalhantes

e normais respectivamente e a matriz B pode ser representada como:

-N, 0 -N, 0 N, 0 N, 0O -N;, 0 N,
B=[MT] (3.67)
-N, 0 -N, 0 N, 0 N 0 =N, 0 N,
em que MT é a matriz de transformacao que pode ser expressa como:
cos®  senf
T= (3.68)
—sen® cosO

As expressdes trigonométricas sen e cosd podem ser calculadas pelas
derivadas das coordenadas globais com respeito as coordenadas locais, como

ilustrado na Figura 3.6.

y

dx
dg
Figura 3.6 — Transformacé&o de coordenadas

sendo:

dx dN,; dN, dN,
— = X, + X, + ac X

dg dg Tt odg

(3.69)

dy_dN, o N, N,
dg dg dg dg

Ve (3.70)

As fung@es trigonomeétricas senf e cosd podem ser expressas como:
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seno :ﬁg—z (3.71)
c0s0 = igz (3.72)

onde |J| é o determinante do jacobiano definido como:

(&2

As tensoOes efetivas normais oy, € cisalhantes ts, sdo calculadas através da

matriz constitutiva D, do elemento, como segue:

T €
{ S}: Dt{ S} (3.74)
Gn gn

onde D; é a matriz constitutiva do elemento de interface
A matriz de rigidez K; que relaciona os deslocamentos nodais com respeito
ao vetor de forcas nodais ao nivel do elemento pode ser representada como:
1
K, = [BTD,BdetJdz (3.75)
1 6@

e o vetor de forca interna do elemento pode ser escrito como:

1
Fo = [ B odetydé (3.76)
-1 HE)

Utiliza-se a regra de Simpson para a integracdo numeérica, segundo
Zienkewich & Taylor (2000):

np
K, =Y w,G(§) (3.77)
i=1

np
Foe = D W4 H(E) (3.78)
i=1
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Nas expressdes acima & sdo as coordenadas dos pontos de integracao;

W sé@o os pesos respectivos aos pontos de integracéo e as funcbes G(§;) e
H(,) séo o arranjo de parametros que depende de & A qualidade dos

resultados depende de forma direta dos pontos de integragdo escolhidos. Em
elementos sélidos, normalmente é utilizado o esquema de integracdo de Gauss.
No entanto, nos elementos de interface em certas condigbes a integracdo de
Gauss produz oscilagdes espurias que podem ser evitadas usando o método de
integracédo de Newton cotes (Turona, 2007; Schellekens, 1992). Por essa razéo,
nesta dissertacdo optou-se por utilizar 3 pontos de integracdo de Newton Cotes
para os elementos de interface, conforme a Figura 3.5. O fator de ponderacéo de
cada um deles se apresenta no Quadro 3.2.

Quadro 3.2 — fatores de ponderacdo dos pontos de Newton Cotes do
elemento de Interface

Pomto | Notral | ponderado
Ponto 1 -1.00 1/3
Ponto 2 0.00 1+1/3
Ponto 3 1.00 1/3

O uso de elementos de interface no simulador Abaqus € limitado uma vez
que sua extensa biblioteca ndo contém este tipo de elemento. No entanto, o
Abaqus é uma ferramenta versatili e permite a integracdo de sub-rotinas
desenvolvidas pelo usuario. A sub-rotina UEL do Abaqus permite criar qualquer
tipo de elemento, ndo obstante, este recurso é destinado apenas para usuarios
avancados e seu uso nos exemplos mais simples exige consideravel codificacéo
pelo usuério / desenvolvedor (Abaqus documentation, 2011). No capitulo 4 seréo
descritos com mais detalhe estes recursos de sub-rotinas desenvolvidas pelo
usudério, que representaram uma parte importante no desenvolvimento desta

dissertacéo.

3.5.
Equacgbes constitutivas

As equacbes constitutivas sdo de grande relevancia na solugdo de

problemas geotécnicos, j& que séo utilizadas para representar de forma ideal o
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comportamento tensdo-deformacdo dos materiais em geral. Estas equacoes
devem levar em conta carateristicas tais como: ndo linearidade, plasticidade e

dilatancia.

Nas leis constitutivas que relacionam as tensfes com deformacbes é
necessario o conhecimento da matriz constitutiva elastoplastica que determine o
estado de tensOes atualizado e corrigido. Para a determinagdo da matriz
elastoplastica € utilizada a lei de plastificacdo do material formando uma
superficie em trés dimensfes no espaco de tensdes principais. O estado de
tensbes que se encontra dentro da superficie de plastificacdo € considerado
como elastico e o0 estado de tensfGes que se encontra sobre a superficie de
plastificacdo é considerado plastico. Para materiais elasto-plasticos a superficie
de plastificacdo é representada por uma funcao de plastificagéo do tipo f(o, k),
onde o é o vetor de tensdes atualizado e k é o parametro de endurecimento
definido em funcdo de alguma medida de deformacéo plastica a partir de dados
ou observagbes experimentais. Se f(o, k) < 0, 0 estado de tensdo se encontra
dentro da superficie de plastificacdo tendo um comportamento elastico, como

segue:
6=Dece (3.79)

Onde D. é a matriz elastica tensdo-deformacdo, ¢ é o vetor das

componentes de tensdo e € é o vetor das componentes de deformacao.

Quando a funcao de plastificacéo se iguala a zero, f(o, k) = 0, as tensdes
permanecem sobre a superficie de plastificacdo e ocorre o fluxo plastico. Assim
sendo, durante o fluxo plastico tem-se que:

T
f=(F) 64+ Fizo (3.80)
ok

do

Onde jf € o gradiente da funcdo de plastificacdo, 6 é o vetor da variacdo
c

infinitesimal das tensdes e k é a variacao infinitesimal do endurecimento.
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Neste ponto, a variacdo infinitesimal das deformacgdes totais, & pode ser
expressa como a soma de duas parcelas, uma linear elastica, ¢°, e outra plastica,

&P,

=& +8 (3.81)

A parcela plastica da variacdo infinitesimal de deformacéo, £°, é obtida
através da lei que governa o fluxo plastico, Lei de fluxo, a qual pode ser

representada como:.
&P :Aya—g =Ayh; Ay>0 (3.82)
oo

onde g é o potencial plastico, Ay € um parametro plastico, sendo uma constante
positiva que define a magnitude da variagéo infinitesimal da deformacg&o plastica
e h é o gradiente ao potencial plastico. Quando a funcéo potencial plastico é
adotada como a propria funcdo de plastificacdo, é dito que se tem uma

plasticidade associada, ou que se tem uma lei de fluxo associada.

Derivando a Equacéao (3.79) e substituindo na Equacéo (3.81) e Equacéo
(3.82), tem-se:

6 =De& — AyDch (3.83)

Inserindo a Equacdo (3.83) na Equacado (3.80), o multiplicador plastico

pode ser representado como:

aTDg¢
Ay= A—+ocTDeh (3.84)
onde o parametro o' é definido como:
T
a’ = [af) (3.85)
do
e 0 parametro A é escrito como:
of k
A= zg— (3.86)
dk Ay
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Substituindo a expressao Ay da Equagéo (3.84) na Equacao (3.83),

chega-se a seguinte equacao:

6=D,¢ (3.87)

onde

D, —ha'D
D, =D, —————= (3.88)
A+a D.,h
Dep € a matriz constitutiva tangente continua, ou matriz constitutiva elasto-
plastica, constituida por duas parcelas: uma parcela elastica D¢ e outra parcela

plastica D, representada como:

D, —ha'D,

» " A+a'D.h (3.89)

Desta maneira a Equacgéo (3.89) pode ser representada de uma forma

mais compacta como:
Dep = De - Dy (3.90)

As funcbes f e g e suas derivadas usadas na formulacdo anterior do
problema elasto-plastico sdo dependentes do modelo constitutivo e devem ser
continuas e diferencidveis para todo ponto no espaco das tensGes (Norefa
2010). O parametro A, depende do tipo de endurecimento que é adotado,

conforme ilustrado na Figura 3.7.

Endurecimento

Perfeitamente
Plastico
Elastico linear

>
£

Figura 3.7- Comportamento elastico-plastico com endurecimento


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021462/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021462/CA

65

Quando a superficie de plastificacdo permanece constante com respeito ao
historico das tensdes, o comportamento do material € considerado elastico
perfeitamente plastico. Neste caso a tensdo do material ndo pode exceder em
valor absoluto o valor da tensdo de plastificacdo, portanto k permanece

constante no tempo. Neste caso a equacao (3.90) pode ser redefinida como:

f= (ijT =0 (3.91)

Consequentemente A = 0 e a matriz elastoplastica torna-se:

D.-ha'D
D,=D, ———~+17—°% (3.92)
» ‘ aTDeh
Considerando fluxo associado, ou seja, a = h, a matriz elastoplastica pode
ser escrita como:
T
D, -oaa D,

D,=D, ———= 3.93
ep e OLTDe(l ( )

3.6.
Modelos constitutivos

Quando a solucao dos problemas de engenharia geotécnica faz uso de
analises como elementos finitos, é necessaria a escolha do modelo constitutivo
do material. O comportamento do material depende de uma série de variaveis e
fatores, tais como as condi¢des iniciais, densidade, saturagdo, estrutura etc.
Portanto, é de grande relevancia a escolha do modelo constitutivo que melhor
represente o comportamento real da falha levando em conta o maior niUmero

possivel de variaveis e fatores condicionantes.

3.6.1.
Modelo linear elastico

O modelo linear elastico da falha adota a lei de Hooke que define uma
relacdo linear tenséo-deformacéo onde os incrementos de tenséao e deformacéo
sdo avaliados através de uma matriz constitutiva elastica D, simétrica, a qual

pode ser representada como:
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D—ks 0 3.94
e_o kn ()

onde ks e k, séo os coeficientes de rigidez fornecidos em fungdo da espessura

considerada para falhas geolégicas:

O coeficiente de rigidez normal é definido por:
(3.95)

onde t é a espessura de influéncia da falha geoldgica e E é o modulo de Young

da rocha hospedeira da falha geolégica

O coeficiente de rigidez tangencial é fornecido por:

k =

S

G
= (3.96)

em que G é o modulo cisalhante da rocha hospedeira da falha geoldgica, sendo:

E

T 2(1+v) 90

3.6.2.
Modelo Constitutivo de Mohr-Coulomb com limite de resisténcia a
tracao

Como visto no capitulo anterior o deslizamento e a reativagcéo de falhas é
governada pelo critério de Mohr-Coulomb, sendo este critério adequado para
uma boa representacédo do comportamento das rochas na plastificacdo, segundo
Vermeer & Borst (1984). Neste trabalho foi adotado este mesmo modelo
constitutivo de Mohr-Coulomb com limite de resisténcia a tracdo, aplicavel a
solos e rochas o qual propde uma envoltéria de resisténcia como funcao do
angulo de atrito e a coesdo do material. O critério de falha de Mohr-Coulomb
assume que a tensao cisalhante alcanca o valor limite expressa em termos da

tensdo normal, como segue:

T=C—0 tan ¢ (3.98)
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Nesta expressdo, t € a tensdo de cisalhamento no plano de ruptura; ¢’y € a

7

tensdo efetiva normal a superficie (compressdo negativa); ¢ € a coesao do

material; ¢ € o angulo de atrito.

O modelo constitutivo de Mohr-Coulomb é um modelo elasticopléstico
perfeito desenvolvido a partir da composi¢céo da lei de Hooke com a forma geral
do critério de ruptura de Mohr-Coulomb, onde a envoltéria de resisténcia no
plano cartesiano t — ¢’ € representada por uma fun¢ao linear, como ilustrado na

Figura 3.8.

B

. , T=ccotg ‘
| G max =~ O min | |

O int

G min o'

Figura 3.8 _ Enyoltéria de ruptura de Mohr-Coulomb (adaptado de Souza
Neto, 2007)

Para avaliar se ocorre plastificacdo em uma andlise especifica o0 modelo de
Mohr-Coulomb adota uma funcéo de plastificacdo a qual define uma fronteira
entre o comportamento elastico e o comportamento plastico do material. Este
critério de plastificagdo € definido a partir da fungéo formulada em termos de
tensdes efetivas, Smith & Griffith (1999).

f =1+0', tang—c (3.99)

Potts (2002) afirma que se a interface se desloca de tal forma que a tenséo
de tragdo normal maxima excede (c/tand), a interface consequentemente abre e
a tracao residual é redistribuida através de algoritmos de solucao nao lineares.
N&o obstante, Michal (2009) afirma que na realidade o solo ou rocha pode
resistir a valores muito pequenos deste tipo de tensdo de tracdo. Segundo
Michal (2009), é aconselhavel evitar as tensdes de tragdo ou limitar sua
magnitude por um valor especifico, R;, através de uma superficie adicional de

corte, representada na forma:
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f =o', - R, (3.100)

Em que Ry é a resisténcia a tracédo da falha, ¢’y é a tensdo normal e f, é a

funcéo de corte (“tension cutoff’).

3.6.3.
Integracdo numérica de tensdes

A deducéo da matriz tangente elastoplastica, D¢, € baseada nas equagoes
constitutivas ja apresentadas anteriormente. O problema na determinagéo dos
incrementos de tensdo dado um incremento de deformacdo de acordo com a

relagdo constitutiva:
Ao =Dg,Ae (3.101)

deve-se a que o estado de tensédo final ndo é conhecido, logo, nao é possivel
determinar a situacdo de carregamento ou descarregamento. Uma solucdo para
este tipo de problema € o uso de tensdes preditoras elasticas, oyia, calculadas
pela soma das tensdes atuantes com o incremento de tensdo preditor elastico

AGtrial, COMO segue:
Gtrial = O * AGtrial (3.102)

O incremento de tensdo preditor elastico pode ser calculado através da
Equacéo (3.67)

AGtrial = De A (3103)
onde At é o incremento de deformacao total e D¢ € a matriz constitutiva elastica

Pedroso (2002) afirma que a plasticidade computacional busca elaborar
algoritmos precisos e eficientes para a relagdo constitutiva elastoplastica.
Exemplos de algoritmos de integracdo das equacgfes diferenciais sdo: método

explicito, método implicito e método do ponto médio.

O método utilizado neste trabalho é o método de integracdo implicita
(Backward Euler), j& que usualmente sdo incondicionalmente estaveis (Ortiz &
Popov, 1985). Mesquita (2005) afirma que o procedimento de integragéo

implicito das tensdes fornece preciséo suficiente por si s6. Este método implicito
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determina as tensOes iterativamente e avalia as derivadas no final do intervalo
do tempo. Além disso, a matriz tangente elastoplastica € consistente com o
algoritmo de solugdo do sistema global preservando a caracteristica de
convergéncia quadratica do método de Newton-Raphson (Simo et al., 1988).

O algoritmo é conhecido como proje¢cdo ao ponto mais préoximo, ja que
dado um incremento arbitrério o algoritmo retorna em dire¢do normal & superficie

de plastificagcéo através de um corretor plastico, como mostrado na Figura 3.9.

__..-»» Oial

do

Figura 3.9 — interpretacédo do método de integracéo implicito
3.6.4.
Algoritmo de integracao

O algoritmo procura determinar os incrementos de tensao dc e o valor de
plastificacdo dc® que retorna o ponto definido pelo preditor elastico, oyia, &

superficie de plastificacdo.

Dado um incremento de deformagéo Ag, pode ser assumida a seguinte

hipotese:
P =g (3.104a)
€y =& +Ae (3.104b)
gy =&, ¢ (3.104c)

o =D, (g, —€") (3.104d)

i+1
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O indice subscrito i representa o instante para o qual todas as variaveis
internas sdo conhecidas e o indice i+1, incremento subsequente para o qual se

deseja determina-las.

A condicdo de plastificacdo através da funcdo de plastificacdo é testada

para o estado preditor, como segue:
filt (org) <0 (3.105)

Se as tensbes obtidas com o preditor eldstico ndo violarem a condicao de
plastificagdo, significa que a hipétese assumida é correta, logo, o estado de

tensdo em i+1 pode ser escrito como:

6., =om (3.106)

i+l T Vil

Por outro lado, se as tensfes obtidas violarem a superficie de plastificacéo,
o algoritmo retorna. Logo deve ser encontrado um novo estado de tensdes que

seja compativel com o modelo. Dessa forma tem-se:

gh, =¢P +Ayﬂ (3.107)
0
g g Ay (3.108)
06
6 =o DAy (3.109)
oo

Substituindo 6,41 na superficie de plastificacao, resulta em:

fi+1(0?fi' - DeAvﬂj =0 (3.110)
0o

Resolvendo a Equacgéo 3.110 para o parametro plastico Ay, podem ser
atualizadas as equacdes (3.107), (3.108) e (3.109). Atualizadas as tensbes

pode-se calcular a matriz tangente elastoplastica consistente, como segue:
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5(0?!?' - DeAvgf]
D,, = ° (3.111)
[ru-org)
0 €in _A’Yi
oo

O esquema de integracao implicito considerando a teoria da plasticidade
associada pode ser resumido como mostrado no Quadro 3.3.

Quadro 3.3—- Esquema implicito de integracéo de tensao

Dados: o, eAs

trial
i+1

Verificar se : " (c"@) < 0

i+1 i+1

cacular: o

se (SIM):faga:c,,, =o'

i+1

se (NAO):calcule:o, , =o' — DeAyﬂ
oG
i+1

Substituir : f_, (¢ — D, Ay S—f) =0
()

Resolver para: Ay
Atualizar:c,,,
calcular: D,

Para aumentar a precisao do algoritmo podem-se dividir os incrementos de

deformacgdo em subincrementos, Pedroso (2002)

3.6.5.
Hip6teses adotadas para a formulacdo do algoritmo de integracao

O algoritmo de integragdo implicita desenvolvido nesta dissertagdo é
aplicado ao modelo de Mohr-Coulomb com “cut-off’ (Equagdo 3.99 e 3.100).
Neste modelo sdo adotadas duas hipGteses com respeito a resposta da

plastificacdo da falha quando reativa:

1. Aresposta plastica esta limitada somente pelo cisalhamento

2. Aresposta plastica ocorre nas duas componentes cisalhante/normal.

A primeira hipétese é baseada dos trabalhos P. C. F. Ng et al. (1997),
Michal (2009), Dos Reis (2006), onde o elemento de interface tem um

comportamento dividido em:
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Sem deslizamento: o comportamento do material € elastico linear.

Reativacdo: a resisténcia ao cisalhamento é governada pelo critério de
Mohr-Coulomb. Neste caso a tensdo cisalhante atinge o valor da tensédo de
ruptura e a falha desliza provocando a plastificacdo apenas na componente
cisalhante.

s

Descarregamento: a resisténcia ao cisalhamento é restaurada, se as

tensdes ao cisalhamento se encontram dentro da superficie de plastificagéo.

A segunda hipéteses se baseia no trabalho de Ng & Small., (1997) e Potts

et al. (2002), onde o comportamento do elemento de interface é dividido em:
Sem deslizamento: o comportamento do material é elastico linear.

Reativacdo: a resisténcia ao cisalhamento é governada pelo critério de
Mohr-Coulomb. Neste caso um novo estado de tensdes que seja compativel com
o modelo de Mohr-Coulomb é encontrado, o que provoca a plastificagdo na

componente cisalhante e normal da falha.

Descarregamento: as resisténcias normal e cisalhante sdo restauradas,

se o0 estado de tensdo é compativel com o modelo de Mohr-Coulomb.

Um terceiro critério € necessario quando as tensfes normais efetivas
excedem a tensdo maxima a tracdo. Neste caso o comportamento do elemento

de interface é dividido em:

Abertura: o comportamento do material é elastico linear s6 para a
deformacéo cisalhante. A tensdo normal atinge o valor maximo a tragéo, a falha

abre e perde sua resisténcia normal.

Reativacédo e abertura: a falha perde sua resisténcia na direcdo normal e

na direcdo cisalhante.

Recuperacéo: caso se inverta o valor da tensdo normal e o estado de
tensbes se encontre dentro da superficie de plastificacdo, restaura-se a rigidez

normal e cisalhante.
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3.6.5.1.
Aplicacdo ao modelo de Mohr-Coulomb com “cut-off”

O algoritmo de integracéo desenvolvido é aplicado as duas formulacdes
com respeito as hipéteses adotadas anteriormente

Formulacdo 1: Como mencionado anteriormente a resposta plastica na
reativacdo esta limitada apenas ao cisalhante. Neste caso a derivada da fungéo
de plastificacdo que avalia a reativacdo, f, (Equacédo 3.99), pode ser definida
como:

of |1

—= (3.112)

ot |0

O método de projecao esté representado na Figura 3.10 em que as areas
de cor azul, verde, rosa, indicam o tipo de critério de retorno para a resposta de
plastificacdo. O esquema de integracdo implicito da se¢do 3.6.4 aplicado ao

modelo de Mohr-Coulomb com limite de resisténcia a tracdo esta detalhado no
Quadro 3.4.

Retorno Reativacéo
Tensdo preditora (z@ c"?) ———

Dgoo (Tgis1:0niv) Tensdoatualizada

4 \
tan T Retorno

Abertura

A S<
“~~. Retorno Abertura e

¢ Reéativagio

A

»

' Rt

Figura 3.10 — Retorno vertical a Superficie de plastificacdo com a formulacéo 1
(adaptado de Michal, 2007)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021462/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021462/CA

74

Quadro 3.4 — Esquema de integracdo de tensdo com a formulacdo 1

Dados: T, 0ni s Agg, € Ag,;
e Calcular as tensdes preditoras: 1o =1, +k Ag,,; o =o,, +K,Ag,,
e Verificar se : f" = t0@ + 6" tang—C<0; f, o =o' —R <0
#se (f(zi )y <0 &f,"" (o) < 0) — Eléstico
Atualizar as tensdes Matriz tangente do algoritmo
_ . k, O
trial . trial . s
Tsia = Ts o) Opis =On s [ 0 k
n
*se (FI (™) >0 &f,"7 (oh,) < 0) — Apenas reativacéo
. af_trial
__ trial 1 .
Tsin = Tsin — KAV, alﬁ’
Tsi+
Avaliar f,,(tg;,,) =0 eresolver para Ay, :
f_trial
Ays — i+l
kS
Atualizar as tensdes
. af_trial .
_ trial 1 . ____trial
L TSniE:-:L - ksAYs It:ria| ’ Ohnivt = Gnnia+1
1%
Tsin

Matriz tangente do algoritmo:

0O O
0 kK,
#se (F (th ) <0 &F, "' (6" ) > 0) — Apenas abertura

ni+l

Avaliarf (o, )=0 eresolverpara Ay, :
f _trial
A,Yn — ni+1
Ky
Atualizar as tensoes:
) ) 6f t(rial
__ trial . __ trial 1 _
Tsiva = Tsitr Ghiva =Oniyt — knAY P! ntlri+all - Rt
Gn i+1

Matriz tangente do algoritmo:

5o

xse (F¥ (1) >0 &f ™' (6" ) > 0) — Reativagao e abertura

i ni+1
) af_trial ) of _trial
trial +1 . trial ni+1
Toi = Tsin — KA G, =Onim — KA L
Si+l Si+l N Ys 8Tg:ill ni+l ni+l n YH aG:.iTl
Avaliarf,,, (ts;,,) =0&f,. . (c,,,,) =0eresolver para Ay,, Ay, :
f_trial f _trial
A,Y — i+l : A,Yn — _Ni+l
L K,
Atualizar as tensdes : Matriz tangente do algoritmo

0 0
T =C—-Ranga o, =R, 0 0
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Formulacdo 2: Nesta formulacdo a resposta plastica ocorre nas duas
componentes cisalhante/normal, logo, considerando a integracao implicita, o
retorno do estado de tensdes é normal & superficie de plastificagdo. Neste caso
a derivada da funcéo de plastificacdo que avalia a reativacao, f, (Equacao 3.99),

pode ser definida como:

of 1
o(z,0,) - {tan ¢} (3419

O método de projecdo esté representado na Figura 3.11 em que as areas
de cor azul, verde, rosa, indicam o tipo de critério de retorno para a resposta de
plastificacdo. O esquema de integracdo implicito da se¢do 3.6.4 aplicado ao
modelo de Mohr-Coulomb com limite de resisténcia a tracdo esta detalhado no

Quadro 3.5, onde as linhas indicam as mudancas com respeito ao Quadro 3.4.

Retorno Reativacao

TensAo preditora (z, o)

(Tsi41,0n iy ) TeNsdoatualizada

tang \ T
Retorno
Abertura
A ~o
C ~~~.Retorno Aberturae
< il @ Redtivagio R
c', R,

Figura 3.11 — Retorno perpendicular a Superficie de plastificacdo com a
formulacéo 2 (adaptado de Michal, 2007)
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Quadro 3.5 — Esquema de integracdo de tensdo com a formulacéo 2
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Dados: Tg;,0,; , Agg; € Ag,,
e Calcular as tensdes predltoras: o =1, +K, Agg;; ol =0, +K, Ag,,
e Verificar: f" =t + "™ tanp - C<0; f, ' =o' ~R, <0
*se (f1)' (tei, o) <0 &f,[11 (o77h) < 0) — Eléstico
Atualizar as tensbes Matriz tangente do algoritmo:
_ k., O
rial rial .
TSH—l = TtSlil’ c5ni+1 = G;iil’ |: 0S k i|
n
xse (FF (18, ohi) 2 0 &, (o1) < 0) — Apenas reativago
af trial 6f trial
rial +1 . rial +
Tsia = TtSlil - KnAY ot Im:;| ’ Onivg = G:ni-l —K AYS oG I1r|1a|
Tsin Ghiv
Avaliarf,, (ts,,,,00 ) =0 eresolver para Ay:
ftnal
A,YS — i+1 >
k, + Kk,tan“p
Atualizar as tensdes :
af trial 8f trial
rial + . rial +
TSH—l tSli—l k A a Imiu ! Gni+1 :Hil k A a Imlal
Tsin (S
Matriz tangente do algoritmo:
kK, tan’e kK, tang
k. +k,tan’p Kk +k, tan’p
k.k, tane Kk, K,
k,+k tan’e Kk +Kk_ tan’p
xse (F1 (17 69 ) <0 &f 1" (o) > 0) — Apenas abertura
Avaliarf ™ (6" ) = 0 e resolver para Ay, :
trial
Ay, = f:(‘”
n
Atualizar as tensdes Matriz tangente do algoritmo:
af trial k 0
trial . tnal ni+1 . §
Tei =Tory, O -k A H R
Si+l Si+l nisl = Onis Th o6 ::ill t 0 0
xse (™ (¢ ™) >0 &f, ™ (o™, ) > 0) — Reativago e abertura

trial trial trial trial

TSi+l = Tg:ill - k [AYS a o AY e ] Gn i1 Ggiiill - kn(AYs i+'l + AYn e ]

rial rial rial rial
8 tSlil a :nil at;iil a :nil
Avaliarf (1,0 ) =0&f. (5, .,,) =0eresolver para Ay, Ay, :
Atualizar as tensbes Matriz tangente do algoritmo:

0 0
T, =C-Riang; o, =R; 0 0
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