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Resumo

Loiola, Carlos A. Gomes; Costa, Christine Sertd (Orientadora). Um Taxi
para Euclides: Uma Geometria Nao Euclidiana na Educacao Basica.
Rio de Janeiro, 2014. 96p. Dissertacio de Mestrado - Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

A dissertacdo em tela foi desenvolvida com o intuito de proporcionar ao
professor de matematica uma introducdo ao estudo das Geometrias Nao
Euclidianas, um assunto carente em nossas salas de aulas tanto do Ensino Basico
como das Licenciaturas em Matemdtica. Em consonincia com os Pardmetros
Curriculares Nacionais, sdo historicamente construidos os conhecimentos
matemdticos apresentados para discutir o Quinto Postulado dos Elementos de
Euclides e para apresentar a descoberta de novas geometrias. Para ser apresentada
de forma mais detalhada, foi escolhida uma Geometria Nao Euclidiana que pode
ser facilmente entendida e contextualizada por alunos do Ensino Médio: a
Geometria do Taxi. Tal geometria, além de possibilitar ligacdes com outros
conteidos do Ensino Basico também é um modelo para a geografia urbana,
oferecendo ao alunado a possibilidade de interacdo com questdes motivadoras,
interdisciplinares e préximas do seu cotidiano. E apresentada uma sugestio de
dindmica que compara os conceitos das distdncias euclidiana e do taxi além de
discutir a definicdo de circunferéncia e sua representacdo tanto na Geometria
Euclidiana como na Geometria do Téaxi. Além disso, alguns resultados da
aplicacdo da referida dindmica em turmas do 3o. ano do Ensino Médio do C.E.
Professor Ney Cidade Palmeiro, localizado na cidade de Itaguai no Rio de Janeiro,
também sdo relatados. Pretende-se que este trabalho seja mais uma contribuicio
para o aprimoramento da formacdo continuada dos professores das escolas de

ensino bdsico no pais.

Palavras-chave

Euclides; Quinto Postulado; Geometria do Taxi; Lugar Geométrico; Ensino.
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Abstract

Loiola, Carlos A. Gomes; Costa, Christine Sertd (Advisor). A Taxicab for
Euclid: A Non Euclidean Geometry in Basic Education. Rio de Janeiro,
2014. 96p. MSc. Dissertation - Departamento de Matemadtica, Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

The present dissertation was developed with the intention of providing the
mathematics teacher an introduction to the study of Non Euclidean Geometry, one
lacking subject in our classrooms as much as the basic education and
undergraduate mathematics. In line with the National Curriculum Parameters,
mathematical knowledge presented to discuss the Fifth Postulate of Euclid's
Elements, and to present the discovery of new geometries are historically
constructed. To be presented in more details, we choose a non Euclidean
Geometry that can be easily understood and contextualized by high school
students: the Taxicab Geometry. This geometry, in addition to allowing
connections with other content of basic education, such geometry is a model for
urban geography, offering the pupils the opportunity to their everyday issues. A
suggested activity to be developed in the classroom by students who compares the
concepts of taxi distance and euclidean distance and besides discussing the
definition of a circle and its representation in both Euclidean Geometry as in the
Taxi appears. Futhermore, some results of implementing this activity in class 3rd.
year of high school the Colégio Estadual Professor Ney Cidade Palmeiro, located
in Itaguai in Rio de Janeiro, are also reported. It is intended that this work is a
futher contribuition to the improvement of continuing education of teachers of

primary schools in the country.

Keywords
Euclid; Fifth Postulate; Non-Euclidean Geometry; Taxicab Geometry;

Locus; Education.
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Se quer realmente buscar a verdade, deve pelo menos uma vez na vida, e tdo
completamente quanto possivel, duvidar de tudo.

René Descartes (1596 — 1650)
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Introducao

O fisico Eugene Wigner, em 1960, nos trouxe uma nocdo de como a

matemdtica e o mundo real podem estar vinculados declarando:

A linguagem da matematica revela-se desrazoavelmente eficaz nas ciéncias
naturais. E um presente misterioso que nem compreendemos e nem merecemos.
Devemos estar agradecidos por ele e esperamos que continue a ser valido na
investigacdo futura e que até mesmo se estenda, para o melhor e para o pior, para
nosso prazer e apesar talvez de nossa admiracdo, a ramos mais vastos do
conhecimento.'

Antes dele Einstein havia escrito:

H4 um enigma que desde sempre tem perturbado as mentes. Como pode a
matemadtica, ao fim e ao cabo um produto do pensamento humano independente da
experiéncia ser tdo admiravelmente apropriada aos objetos da realidade?”

Bem antes desses dois eminentes fisicos, ha cerca de 2400 anos, Aristoteles
deve ter passado muito tempo observando os navios que se distanciavam do cais e
desapareciam no horizonte. E num daqueles momentos que se perdem na historia
deve ter se perguntado o motivo pelo qual os navios iam sumindo primeiramente
os cascos e depois as velas. Em uma Terra plana os navios deveriam diminuir por
igual. S6 havia uma explicacdo para tal evidéncia: a Terra é redonda. Em relacdo a
esse fato Mlodinow nos afirma que para observar a estrutura de nosso planeta em
grande escala, Aristételes tinha olhado através da janela da Geometria.

Ao estudar geometria, ou melhor, ao olhar pela janela da geometria, como
diria Mlodinow, nossos alunos tem a oportunidade de apreciar e interagir com o
ambiente ao seu redor podendo relacionar as ideias geométricas com nimeros e

medi¢des, e desse modo ampliar o seu horizonte de conhecimento. A geometria

' Disponivel em <HTTP://nautilus.fis.uc.pt/personal/cfiolhais/extra/artigos/artletras 140600.
htm
2 Disponivel em <HTTP://nautilus.fis.uc.pt/personal/cfiolhais/extra/artigos/artletras 140600.
htm
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pode agir como tema integrador na Matemadtica do Ensino Médio uma vez que a
intui¢do e o formalismo, a abstragdo e a dedugdo fazem parte de sua estrutura.

Por outro lado, os Parametros Curriculares Nacionais estabelecem que a
Matemadtica no Ensino Médio deva ndo s6 ter um aspecto formativo e

instrumental, mas também ser apresentada como uma ciéncia.

A Matemética no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um
papel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para
muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

Contudo a Matematica no Ensino Médio deve ser vista como uma ciéncia,
com suas caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba
que as defini¢des, demonstragdes e encadeamentos conceituais e 1dgicos tem a
func@o de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem
para validar intui¢cdes e dar sentido as técnicas aplicadas. (PCN Parte — III, 1998,

pg.40)
Em continuidade os Pardmetros Curriculares Nacionais afirmam que:

Cabe a Matemética do Ensino Médio apresentar ao aluno conhecimento de
novas informacdes e instrumentos necessdrios para que seja possivel a ele
continuar aprendendo. Saber aprender é condicdo bdsica para prosseguir
aperfeicoando-se ao longo da vida. (PCN Parte — II1I, 1998, pg.41)

Especificamente com relagdo a Geometria os Pardmetros Curriculares

Nacionais nos informam que:

As habilidades de visualizacdo, desenho, argumentacdo l6gica e de aplicagdo
na busca de solucdes para problemas podem ser desenvolvidas com um trabalho
adequado de Geometria, para que o aluno possa usar formas e propriedades
geométricas na representagdo e visualizagdo do mundo que o cerca.

Essas competéncias sdo importantes na compreensdo e ampliacio da
percepcao de espaco e construcdo de modelos para interpretar questdes da
Matematica e de outras dreas do conhecimento. (PCN Parte — III, 1998, pg.44)

De acordo com as consideragdes expostas acima apresentamos um texto que
nos possibilita ndo s6 acompanhar a evolucdo do pensamento matematico que
permitiu a criagdo e compreensdo das Geometrias Nao Euclidianas, mas a
interagdo com uma delas a chamada Geometria do Taxi que no nosso
entendimento se adéqua as propostas dos Pardmetros Curriculares Nacionais e
pode ser facilmente trabalhada com alunos do Ensino Médio.

O estudo e conhecimento da evolucdo do pensamento matemdtico que

permitiu a criacdo e desenvolvimento das Geometrias Nao Euclidianas € uma
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excelente fonte para o professor compreender o funcionamento e criagdo das
ideias matemadticas e como se estruturaram os novos conhecimentos ao longo do
tempo. Uma vez que os Pardmetros Curriculares Nacionais orientam que a
atividade matemadtica escolar ndo € olhar para coisas prontas e definitivas, mas
que esse conhecimento deve ser apresentado ao aluno como historicamente
construido e em permanente evolugdo.

Por outro lado, a Geometria do Taxi é um 6timo modelo para a geografia
urbana. Sendo assim, ela pode interagir de modo natural com o cotidiano do
discente, permitindo ao professor integrar conceitos e defini¢des na solucdo de
problemas e situacdes reais envolvendo o bairro e ruas conhecidas por seus
alunos. Apresentado a esse modelo geométrico, o aluno € levado naturalmente ao
conhecimento da existéncia de outras geometrias, diferentes da Geometria
Euclidiana, ampliando sua visdo para novos rumos e setores da Matematica.

A Geometria do Taxi e a Geometria Euclidiana diferem de modo conceitual
apenas pela métrica. A distancia euclidiana € a medida do segmento de reta que
une dois pontos quaisquer, sendo determinada pelo Teorema de Pitdgoras. A
distancia do taxi é obtida pela soma das medidas dos trajetos horizontais ou
verticais entre dois pontos quaisquer dados. Entretanto, sob o olhar da
Matematica, essa diferenga conceitual ocasiona uma grande distingdo, e quando
observado do ponto de vista educacional possibilita os discentes confrontarem
definicdes e conceitos com representagdes geométricas distintas. Tal fato leva a
uma sauddvel discussdo dessas definicdes e conceitos possibilitando que os alunos
se apropriem desse conhecimento naturalmente.

Sugerimos, ao professor, uma dindmica que pode ser realizada com alunos
do Ensino Médio e que aplicamos a uma turma do 3° Ano do Ensino Médio do
C.E Professor Ney Cidade Palmeiro, localizado na cidade de Itaguai, estado do
Rio de Janeiro. A dindmica Caminhando pelas Ruas da Minha Cidade que estd
dividida em dois médulos, um direcionado ao professor e outro para o aluno,
procura sintetizar os seguintes objetivos:

- Fazer o aluno se apropriar da nog¢do de que podemos medir uma distincia
de forma distinta dependendo dos impedimentos apresentados.

- Apresentar a Geometria do Taxi

- Mostrar que a Geometria do Taxi € um modelo mais apropriado que a

Geometria Euclidiana para a geografia urbana.
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- Utilizar os conhecimentos matematicos como modelo de se melhor
compreender o ambiente cotidiano.

- Explorar a comparacdo entre a distancia euclidiana e a distancia do taxi
utilizando coordenadas cartesianas.

- Explorar o conceito de circulo e circunferéncia e suas representacdes

gréficas na Geometria do Taxi e na Geometria Euclidiana.
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1. Euclides
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Figura 1 - Mapa de Alexandria®

No istmo, entre o mar Mediterraneo e o Lago Maredtis, a oeste do delta do
rio Nilo, em uma antiga aldeia de pescadores e pastores chamada Rhakotis, nasceu
a cidade de Alexandria. Em suas geométricas ruas que a tradicdo atribui ao
urbanista Dinécrates® a sua planificacdo, um homem caminhou por volta de 300
a.E.C. e escreveu um livro que rivaliza com a Biblia em nimero de edigdes.
Segundo Mlodinow o modo como ele abordou sua obra acabou dando a filosofia

uma nova forma e definiu a natureza da matematica até o século 19:

Sua obra integrou a educacio superior durante a maior parte desse tempo, e
continua sendo assim até hoje. A redescoberta de sua obra foi uma chave para a

? Disponivel em: <http://www.ancientvine.com/alexandria_map.html>. Acesso em 22 de
novembro de 2013.
* Arquiteto e urbanista origindrio de Rodes ou Maceddnia, viveu na época de Alexandre o

Grande, e também construiu a grande pira funerdria em Hefestion.
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renovacio da civilizagdo europeia na Idade Média. Spinoza’ tentou imitd-lo.
Abraham Lincoln® o estudou. Kant” o defendeu. (Mlodinow, 2008, pg.39)

Esse homem, cuja vida pouco se conhece, chamava-se Euclides e o seu
livro, os Elementos. Artmann no preficio do seu livro, Euclid the Creation of

Mathematic, apresenta Os Elementos do seguinte modo:

Este livio é para todos os amantes da matemdtica. E uma tentativa de
entender a natureza da matemdtica do ponto de vista da sua fonte antiga mais
importante.

Mesmo que o material coberto possa ser considerado elementar na sua maior
parte, o modo como ele o apresenta estabeleceu o padrdo por mais de dois mil
anos. Conhecer Os Elementos pode ser da mesma importancia para o mateméatico
hoje que o conhecimento da arquitetura grega para um arquiteto.

E claro que nenhum arquiteto contemporéneo construird um templo dérico,
muito menos organizard um local de constru¢do como os antigos o faziam. Mas,
para o treino do julgamento estético de um arquiteto, um conhecimento da heranca
grega é indispensdvel. Concordo com Peter Hilton® quando diz que a matemdtica
genuina constitui uma das mais finas expressdes do espirito humano, e posso
acrescentar aqui, como em outros tantos casos, aprendemos dos gregos aquela
linguagem de expressao.

Enquanto apresenta a geometria e a aritmética, Euclides ensina-nos aspectos
essenciais da matematica em um sentido muito mais geral. Exibe o fundamento
axiomdtico de uma teoria matemadtica e seu desenvolvimento consciente rumo a
solu¢do de um problema especifico. Vemos como a abstracdo trabalha e impde a
apresentacao estritamente dedutiva de uma teoria.

Aprendemos o que sdo defini¢Oes criativas e como a compreensdo conceitual
leva a classificacdo dos objetos relevantes. Euclides criou o famoso algoritmo que
leva o seu nome para a solucdo de problemas especificos na aritmética e mostrou-
nos como dominar o infinito nas suas varias manifestagoes.

Um dos poderes maiores do pensamento cientifico € a habilidade de desvelar
verdades que s@o visiveis somente “aos olhos da mente”, como diz Platdo, e de
desenvolver modos e meios de lidar com elas. E isso que Euclides faz no caso das
magnitudes irracionais ou incomensuraveis. E, finalmente, nos Elementos
encontramos tantas amostras da bela matemadtica que sdo facilmente acessiveis e

> Escreveu sua obra principal Etica no estilo de Os Elementos, comeg¢ando com definigdes e
axiomas, a partir dos quais ele alegava ter demonstrado teoremas rigorosos.

® Enquanto era ainda um obscuro advogado, estudou os Elementos de Euclides para
melhorar suas habilidades 16gicas.

" Acreditava que a geometria euclidiana estd estruturada no cérebro humano. Escreveu em
1783, na introdugdo a sua filosofia sob o titulo “Afinal, é a metafisica possivel?”: “Nao ha
absolutamente livro na metafisica como temos na matemdtica. Se quiserdes conhecer o que € a
matematica, basta olhardes os Elementos de Euclides”.

¥ Matematico, fez grandes contribuicdes para a topologia algébrica e dlgebra homological.
Também foi uma figura importante na Educacio Matemadtica, especialmente na Europa

Continental.
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que podem ser minuciosamente estudadas por qualquer um que possua um treino
minimo em matemadtica. (Artmann, 1999)

Apesar da importancia e influéncia da obra de Euclides, o que sabemos dele
ndo é muito diferente do que conhecemos de outros matematicos da Grécia
Antiga: as informag¢des que temos sdo poucas ou nenhuma sobre sua vida e
personalidade. Tatiana Roque afirma que muito pouco se sabe sobre a vida de
Euclides; nem mesmo é comprovado que tenha nascido em Alexandria, como se
afirma com frequéncia. Evidéncias existem de que Euclides, além dos Elementos,
tenha escrito outras obras de matemadtica, sobre lugares geométricos, conicas,
perspectiva e geometria esférica. Mlodinow de modo bem humorado nos diz que
virtualmente, nada de sua vida é conhecido. Ele comia azeitonas? Assistia a pecas
teatrais? Era alto ou baixo? A historia ndo responde a nenhuma dessas perguntas.

Alguns fatos, no entanto, da vida de Euclides sdo aceitos pela tradi¢do
apesar de serem frutos de suposicdes e inferéncias. Proclus’ no seu livro
Comentérios sobre os Elementos de Euclides preserva uma parte da Histdria da
Geometria de Eudemo'’, conhecido como o Sumdrio de Eudemo, ele relaciona os
nomes daqueles que mais contribuiram para o estudo e desenvolvimento da
matemdtica grega antiga e chama a aten¢do para o fato que Euclides ndo foi o
primeiro a compilar os Elementos. Em complementagdo ao Sumdrio, Proclus

€screve:

E ndo muito mais jovem do que esses é Euclides, o que reuniu os Elementos,
tendo também, por outro lado, arranjado muitas das coisas de Eudoxo'' e tendo,
por outro lado, aperfeicoado muitas das coisas de Teeteto'?, e ainda tendo
conduzido as coisas demonstradas frouxamente pelos seus predecessores a
demonstracdes irrefutiveis. E esse homem floresceu no tempo do primeiro
Ptolomeu'*; pois, também Arquimedes, tendo vindo depois do primeiro, menciona
Euclides, e, por outro lado, também dizem que Ptolomeu demandou-lhe uma vez se

? Filsofo neoplatdnico grego do século V. Seu livro é uma fonte importante da matemédtica
grega.

' Filésofo da Grécia Antiga, considerado como o primeiro historiador da ciéncia.

" Matematico e astrénomo grego desenvolveu o método da exaustdo.

"2 Matemético grego a quem é atribuido a constru¢io e demonstracio dos poliedros
regulares, bem como a descoberta de dois deles (octaedro e icosaedro).

'3 General maceddnio que serviu sob o comando de Alexandre, o Grande que se tornou o

governante do Egito fundando a dinastia ptolomaica.
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existe algum caminho mais curto que os Elementos para a Geometria e ele
respondeu nio existir atalho real na Geometria. (Bicudo, 2009, pg.41)

Proclus aparenta ndo ter conhecimento direto sobre o assunto, usa de um

raciocinio de plausibilidade para estabelecer certos fatos sobre o gedmetra. Nessa

linha nos escreve Irineu Bicudo:

O préprio autor do acréscimo parece ndo ter conhecimento direto do lugar de
nascimento do gedmetra ou das datas em que nasceu e em que morreu. Procede
antes por inferéncia:

ey
@)
3

“)
&)
(6)

(7
®)

®

Arquimedes'* viveu imediatamente apSs o primeiro Ptolomeu;
Arquimedes menciona Euclides;

Ha uma histdria sobre algum Ptolomeu e Euclides;

logo Euclides viveu no tempo do primeiro Ptolomeu.

Euclides medeia entre os primeiros discipulos de Platdo'" e Arquimedes;
Platdo morreu em 347/6 a.E.C;

Arquimedes viveu de 287 a 217 a.E.C;

logo Euclides deve ter atingido seu acimen por volta de 300 a.E.C (o
que acorda bem com o fato de que o primeiro Ptolomeu reinara de 306 a
283 a.E.C)

Atenas era, a época, 0 mais importante centro de matematica existente;
Os que escreveram Elementos antes de Euclides viveram e ensinaram
em Atenas;

O mesmo vale para os outros matemdticos de cujos trabalhos os
Elementos de Euclides dependiam;

logo Euclides recebeu seu treinamento matematico dos discipulos de
Platdo em Atenas. (Bicudo, 2009, pg.42)

Em a Colecdo Matemdtica no Livro VII Pappus16 comentando sobre

Apolénio17 relata que Euclides ensinou e fundou uma escola em Alexandria:

Pappus, 7.35:
E [Apoldnio] pode ajuntar as coisas restantes ao “lugar”, tendo antes sido capaz de
imaginar pelas coisas ja escritas por Euclides sobre o “lugar” e, tendo frequentado

14 s - A . . L, . . 2ot
Fisico, astronomo, engenheiro, inventor € considerado como o maior matemadtico grego

da antiguidade.

15 1314 £ ‘o . . . .
Filésofo e matematico da Grécia Antiga no periodo cldssico. Fundador da Academia em

Atenas primeira instituicao de ensino superior do mundo ocidental.

16 poi s f: ‘ : ~ .
Principal matemdtico de sua época, conhecido por sua obra A Colec¢do, na qual ele retine

uma série de obras antigas de importantes matematicos.

17 . Sl A .
Matemadtico grego que nos transmitiu oito livros sobre conicas, tendo ampliado os quatro

livros das Conicas de Euclides e acrescentado mais quatro.
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muito tempo os discipulos de Euclides em Alexandria, por essa razdo adquiriu esse
habito ndo ignorante da mente. (Bicudo, 2009, pg.43)

Finalmente encontramos um episédio relatado por Stobaeus'®, nos seus

Eclogarum physicarum et athicarum Libri 11", Ei-lo:

(...)alguém que comecara estudar geometria com Euclides, tendo aprendido o
primeiro teorema, perguntou a Euclides: “Mas o que serd acrescido por aprender
essas coisas?” E Euclides, tendo chamado o escravo: “ Dé-lhe trés ébulos, porque
para ele € preciso lucrar com o que aprende”. (Bicudo, 2009, pg.43)

Tudo o que a tradicdo nos transmite sobre Euclides esta dito, entretanto,
como nos alerta Bicudo “a tradi¢@o se interessa mais pela verossimilhanca do que
pela verdade, considerando aquela como uma metafora desta” e segundo Asger
Aaboe devemos levar em conta que “a tradi¢do grega tem a tendéncia de
transformar seus herdis em idolos”. Tais alertas ndo levam ao total descrédito dos
escritos, mas a uma leitura mais atenta e critica. Nessa linha, ao nos depararmos
com o didlogo entre Ptolomeu e Euclides, que o préprio Stobaeus também relata
como tendo ocorrido entre Alexandre e Menaechmus, devemos aceitd-lo como
uma metdfora, conforme Bicudo, ao fato de a geometria ter de ser aprendida
sistematicamente, passo a passo, seguindo o trajeto exposto nos Elementos. Do
mesmo modo a histdria entre Euclides e seu aluno deve ser tomada, segundo
Bicudo, como o fato de que Pitdgoras mudou a filosofia sobre a matemética “em
uma forma de educacio liberal”, ou seja, propria dos homens livres, que ndo se
submetem sendo aos ganhos intelectuais.

De tudo que dissemos fica a ideia do pouco que conhecemos e a0 mesmo
tempo necessitando de inferéncias ou raciocinios de plausibilidade. Podemos dizer
que Euclides estudou em Atenas com algum aluno do filésofo Platdo, viveu em

Alexandria no tempo do primeiro Ptolomeu e 14 ensinou e escreveu os Elementos.

18 A o .
Natural da Macedonia escreveu uma compilacio de importantes autores gregos,
abordando assuntos vérios (filosofia natural, ética, politica, economia, etc).

19 A . .. .
Coletanea de coisas fisicas e éticas
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2. Os Elementos
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Figura 2 - Capa da primeira ediciio inglesa de Os Elementos (1570)>

Os Elementos foram escritos por volta de 300 a.E.C compondo-se de um
conjunto de 13 livros. Ndo possuimos nenhum registro ou fragmento por menor
que seja do texto original escrito por Euclides, temos apenas versdes e tradugdes
bem tardias. Para Asger Aaboe os mais antigos manuscritos que contém Os
Elementos datam do século dez E.C, ou seja, estdo mais proximos de nés do que

de Euclides. Tatiana Roque nos informa que um dos mais antigos fragmentos de

2 Disponivel em: <http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2001/icm23/images/elements.jpg>. Acesso

em 22 de novembro de 2013.
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uma das versdes de Os Elementos, foi encontrado entre diversos papiros gregos na
cidade de Oxyrhynque no Egito as margens do rio Nilo, datando provavelmente
dos anos 100 da Era Comum (Figura — 3). Infelizmente esses fragmentos sdo
poucos e pequenos, impossibilitando termos uma ideia da totalidade da obra,

entretanto fornecem comparacdes valiosas.

Figura 3 - Fragmento de papiro de Os Elementos®'

Uma vez que mesmo os textos mais antigos de Os Elementos sdo
transcrigdes ou traducdes de outras transcrigdes ou tradugdes que por sua vez
foram transcritas ou traduzidas, e assim sucessivamente, resta perguntar como foi
possivel chegarmos a um texto que se assemelha ao escrito por Euclides? Aaboe

de um modo bem simples nos esclarece:

Os estudiosos da antiguidade cldssica desenvolveram técnicas refinadas para
esse estudo. Em linhas grosseiras o processo € o seguinte:

! Disponivel em: < http://www.educadores.diaadia.pr.gov/arquivos/File/tvmultimidia/imagens/

matematica/2papieuc.jpg >. Acesso em: 5 de dezembro de 2013.
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Comparamos os manuscritos X e Y. Se Y possui todos os erros e
peculiaridades de X e, além disso, alguns somente seus, € razodvel supor que Y é
uma cdpia ou copia de uma cdpia, de X. Se X e Y tem alguns erros em comuns e
cada um deles erros s6 seus, sdo provavelmente derivados de um arquétipo Z,
talvez perdido, mas que possa ser reconstruido. Desta maneira os manuscritos
existentes podem ser dispostos em familias, cada familia representada por um
arquétipo. A partir dos arquétipos reconstréi-se o texto original. (Aaboe, 2013,

pg-38).

Tomei nos dd uma ideia da grandiosidade e dificuldade do estudo das fontes

do texto de Euclides:

A importancia dos Elementos faz com que o estudo de suas fontes seja uma
tarefa desesperadora. Existem dezenas de manuscritos que partem do texto original,
levemente alterado por diversas razdes bem intencionadas. Em alguns, por razdes
didaticas, sdo acrescentados comentarios matematicos ou historicos, muitas vezes
errados. Em outros, aparecem tentativas de corrigir o texto original, apresentando
demonstracdes mais breves, ou explicitando partes supostamente obscuras do
argumento, e mesmo alterando defini¢cdes. Ironicamente existem estudiosos que
encontram erros na versdo que tem em maos, atribuem o erro a estudiosos
anteriores, e, ao corrigi-los, apresentam o novo trecho como sendo do prdprio
Euclides. (Tomei, 2006, pg.21)

O resultado desse refinado e grandioso trabalho descrito por Aaboe e Tomei
¢ que Os Elementos de Euclides sdo os mais antigos textos matemadticos grego,
que nos € possivel estudar em sua completude, nos possibilitando entender a
importancia que essa obra adquiriu ao longo do tempo. Euclides descreve quase
todo o conhecimento matemético produzido por seus antecessores corrigindo,
dando uma base sélida e acrescentando novos resultados. Isso torna Os Elementos
uma verdadeira enciclopédia do conhecimento matematico grego da época
relegando os textos anteriores ao esquecimento. Tal fato leva Irineu Bicudo a nos
alertar: quem se aproxima descuidadamente dessa histéria pode ser levado a
acreditar que a propria geometria nasceu inteiramente radiante da cabeca de
Euclides, como Atenas na de Zeus.

Nos treze livros dos Elementos, Euclides nos apresenta a Geometria Plana, o
que hoje chamamos de Teoria dos Numeros e a Geometria Espacial. Esses
conhecimentos foram estruturados do seguinte modo:

Livro I — Os Fundamentos da Geometria. Teoria dos Triangulos, Paralelas e
Areas.

Nesse livro encontramos 23 definicdes, 5 postulados, 9 axiomas e 48

proposi¢des. Euclides faz uma distin¢do entre axiomas e postulados, os primeiros
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sdo considerados as hipdteses bésicas a todas as ci€ncias e os postulados sdo as
hipéteses especificas a uma determinada ciéncia. As 48 proposi¢des podem ser
divididas em trés partes. As primeiras 26 tratam das propriedades dos tridngulos.
As proposicoes de 27 a 32 estabelecem a teoria das paralelas e demonstram que a
soma dos angulos internos de um tridngulo é o mesmo que dois angulos retos. Da
proposicao 33 a 48 tratam-se dos paralelogramos, tridngulos, quadrados, sendo
dado uma atenc¢do especial as relagdes entre dreas. A proposicdo 47 é o Teorema
de Pitagoras e a proposi¢do 48 € a reciproca do Teorema de Pitdgoras. O contetido
desse livro foi desenvolvido provavelmente pelos antigos pitagoricos.

Livro II — Algebra Geométrica

Nesse livro encontramos duas defini¢des e 14 proposi¢des. E um livro
relativamente pequeno que trata das transformacdes de dreas e da dlgebra
geométrica grega da Escola Pitagérica. Estabelece as equivaléncias geométricas
de diferentes identidades algébricas e uma generalizacdo do teorema de Pitdgoras
conhecida como a lei do cosseno.

Livro III — Teoria da Circunferéncia

Nesse livro composto de 11 definicdes e 37 proposi¢des, das quais 5 sdo
problemas e os restantes teoremas, sao apresentados os conhecimentos relativos a
circunferéncia, as cordas, secantes, tangentes e medicao de angulos.

Livro IV — Figuras Inscritas e Circunscritas e Construgdo de Certos
Poligonos Regulares.

Esse livro abrange as construgdes pitagéricas com régua e compasso dos
poligonos regulares de 3, 4, 5, 6 e 15 lados. Tem 7 definicdes e 16 proposicdes
que sdo todas problemas. Sao estudados também, as inscri¢des e circunscrigdes
desses poligonos em um circulo dado e a construgdo de poligonos regulares, como
o pentagono e o hexdgono, pelo método da duplicagdo dos lados.

Livro V — Teoria das Propor¢des de Eudoxo

Esse livro composto por 18 definicdes e 25 proposicdes contém uma
exposicdo da teoria da proporcio de FEudoxo aplicivel a magnitudes
comensuraveis e incomensurdveis resolvendo assim o problema levantado pela
descoberta dos pitagdricos dos niimeros irracionais.

Livro VI — Figuras Geométricas Semelhantes e Proporcionais

Esse livro possui 4 defini¢des e 33 proposi¢des onde se estabelecem os

Teoremas Fundamentais dos tridngulos semelhantes e as construgdes da terceira,
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da quarta e da média proporcional. Se estabelece também uma solucio geométrica
para as equacdes quadricas e a proposicdo de que a bissetriz do dngulo interno de
um tridngulo divide o lado oposto em dois segmentos proporcionais aos outros
dois lados

Livro VII — Fundamentos da Teoria dos Nimeros

Juntamente com os Livros VIII e IX forma um bloco diferente da estrutura
estabelecida nos livros I a VI. Esse bloco compreende no total 102 proposicdes e
trata da teoria elementar dos nimeros.

O Livro VII é composto de 22 defini¢des e 39 proposi¢des. Inicia com a
apresentacdo do hoje denominado Algoritmo de Euclides, para encontrar o
méaximo divisor comum entre dois nimeros inteiros. Encontramos também a
exposicdo da teoria das propor¢des numéricas ou pitagéricas.

Livro VIII — Continuagdo de Propor¢des e Teoria dos Nimeros

Esse livro possui 27 proposi¢des e trata de séries de niimeros em propor¢des
continuas e progressio geometrica relacionadas.

Livro IX — Teoria dos Niimeros

Esse livro composto de 36 proposicdes apresenta demostragdes
significativas. A proposicdo 14 é o equivalente ao Teorema Fundamental da
Aritmética, a proposicdo 20 estabele que os nimeros primos sdo infinitos, a
proposi¢do 35 estabelece uma demonstracdo geométrica da formula da soma dos n
primeiros termos de uma progressdo geométrica e a proposi¢do 36 fornece a
férmula dos numeros perfeitos. Encontramos também teorias de origem pitagérica
que falam dos numeros pares, impares e suas relagdes.

Livro X — Classificagdo dos Incomensuraveis

Este volume trata dos ndmeros irracionais, ou seja, segmentos que Sio
incomensuraveis com relacdo a determinado segmento de reta dado. O Livro X é
considerado um livro complexo e por muitos especialistas como o mais notavel
dos Elementos. E composto de 16 definicio divididas em trés grupos e 115
proposi¢des. Acredita-se que grande parte desse volume corresponde ao trabalho
de Teeteto que Euclides ordenou e completou. A proposicdo I € a base para o
método da Exaustdo que é empregado no Livro XII.

Livro XI — Geometria Espacial
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Juntamente com os livros XII e XIII forma uma trilogia que apresenta a
Geometria Espacial. Nessa trilogia encontramos 75 proposi¢des, 63 das quais sdo
teoremos e as 12 restantes sdo problemas.

O Livro XI possui 28 definicdes e 39 proposicdes, onde encontramos
teoremas sobre retas e planos no espaco, e os teoremas sobre paralepipedos.

Livro XII — Medic¢do de Figuras

Esse livro com 18 proposi¢des desenvolve dados basicos para o Livro XIIIL.
Euclides usa o método da exaustdo comentado por Arquimedes.

Livro XIII — Sélidos Regulares

Esse livro com 18 proposi¢des apresenta os cinco sélidos platonicos: o
tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro.

Nao ha divida quanto a importincia do contetido apresentado nos
Elementos. Entretanto para muitos autores e pesquisadores o grande mérito estd
na forma com que eles sdo apresentados. Euclides busca dar a matemaética grega
uma base solida utilizando o método axiomatico que pela primeira vez pode ser
visto atuando em toda a exten¢do de uma obra. O cuidado de Euclides com a
técnica empregada denota provavelmente sua inten¢do em deixar a obra livre de
conjecturas e suposicoes, livre de nocdes que se baseiam apenas na intui¢do sem
uma comprovagdo légica, livre de observagdes fisicas. Desse modo um caminho
que a tradicao atribui seu inicio com Tales encontra seu ponto alto com Euclides.

O método axiomatico de um modo geral conciste de um grupo de objetos ou
termos ndo definidos, chamados de objetos ou termos primitivos, em fungdo dos
quais todos os demais termos ou objetos sdo definidos; um conjunto de
proposi¢des que se faz sobre os objetos ou termos primitivos e aceitas sem
demonstragdo, que sdo chamadas de axiomas ou postulados, e finalmente um
conjunto de proposi¢des demonstradas utilizando a 16gica dedutiva que apresenta
a propriedades dos objetos ou termos ndo definidos, que sdo denominados de
teoremas. Inicialmente pode parecer estranho um sistema 16gico ser montado com
termos ou objetos ndo definidos assim como proposi¢des ndo demonstradas mas

observemos o que diz Tomei e Aaboe a esse respeito:

Vocé deve imaginar qual deve ser um dos problemas basicos de escrever um
diciondrio. Uma palavra dificil tem de ser explicada com palavras mais féceis, que
por sua vez tem que ser explicadas com palavras ainda mais faceis. Levado ao pé
da letra, o processo ndo teria fim. Como o nimero de palavras de uma lingua é
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finito, a conclusdo € inevitavel: algumas palavras ndo poderdo ser definidas. Temos
de escolher algumas palavras como ponto de partida e definir todas as outras a
partir delas. Claro, ndo hd nada de sagrado nessa escolha inicial de palavras; elas
podem ser trocadas por outras. Mas o importante é comecar a partir de um conjunto
fixo de termos ndo definidos. (Tomei, 2006, pg.34)

Se eliminarmos as palavras de um tratado matemadtico, resta uma sequéncia
de teoremas, cada um seguido de sua demonstragdo. A demonstragdo consiste em
mostrar que o teorema em estudo é uma consequéncia logica dos teoremas
precedentes. Mas isso significa, naturalmente, que o primeiro “teorema” que
enunciamos ndo pode ser demonstrado, pois ndo ha teoremas precedentes para
serem usados em sua demonstracdo. Os teoremas indemonstraveis que iniciam uma
teoria sdo chamados de axiomas. ( Aaboe, 2013, pg.55)

Além dos fatos explanados por Tomei e Aaboe, o sistema axiomético por lidar com
objetos ou termos indefinidos ndo limita qualquer particular interpretagdo. Os resultados e
propriedades encontradas pela 16gica dedutiva podem ser utilizados em qualquer conjunto

de termos que se identificam com os objetos ndo definidos, é o que nos diz Aaboe:

...do ponto de vista da matematica pura, ndo faz diferenca o que sdo os
objetos que figuram nos axiomas, tais como pontos, retas e circulos; o que importa
sdo as relacdes entre tais objetos ndo definidos, como por exemplo, duas retas
distintas tem no maximo um ponto em comum. Em vez de reduzirem a matemadtica
a uma simples brincadeira inconsequente, essa desisténcia de definir os objetos
com o0s quais uma teoria se ocupa a torna extremamente util. Com efeito, sempre
que forem encontrados objetos que satisfagcam as relagdes enunciadas nos axiomas,
por exemplo, na fisica, entdo todo o corpo de teoria pode ser aplicado a estes
objetos. (Aaboe, 2013, pg.55)

Apesar dessa pretensa arbitrariedade que os objetos ndo definidos e os
axiomas possam ter em um sistema axiomadtico, ndo é bem assim que as coisas
funcionam. Os termos primitivos e os axiomas ndo sdo destituidos de significados,
os axiomas nos trazem afirmacgdes bdsicas sobre os objetos ndo definidos e o
raciocinio dedutivo agrega mais e mais proposi¢des e propriedades sobre eles.
Além disso, o conjunto de axiomas escolhido para o desenvolvimento de um

sistema axiomatico deve ter certas propriedades como:

1. Consisténcia: essa propriedade nos diz que nenhum axioma pode
contradizer outro e que com base nesse conjunto de axiomas nenhum

teorema sera contraditdrio a outro teorema.
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2. Completude: essa propriedade estabelece que o que serd usado no
desenvolvimento da teoria estd devidamente estabelecido no
conjunto de axiomas.

3. Independéncia: essa propriedade estabelece que nenhum axioma é
logicamente deduzido de outro, ou seja, nenhum axioma ¢é derivado

de outro.

Aaboe nos esclarece que:

Nio € tdo simples quanto parece ter-se certeza que um sistema de axiomas é
completo, Mas se procedermos, passo a passo, examinando cada raciocinio nos
minimos detalhes, poderemos ter certeza que ndo foram feitas hipdteses tacitas.

A consisténcia de um conjunto de axiomas € extremamente dificil de decidir.
Demonstra-se geralmente que um certo conjunto de axiomas, por exemplo os das
geometria plana, é consistente, se outro conjunto de axiomas , por exemplo o dos
numeros reais, for consistente. No exemplo dado, a ponte entre os dois conjuntos
de axiomas € a geometria analitica.

A independéncia diz que ndo deveriamos escrever mais axiomas do que os
absolutamente necessdrios. Se um sistema de axiomas é consistente e completo
mas ndo independente isso ndo causard nenhum problema sério; significa
simplesmente que um ou mais dos axiomas estdo erroneamente designados, e
deveriam em vez disso serem chamados de teoremas, pois podem ser demonstrados
usando outros axiomas. (Aaboe, 2013, pg.56)

Essas poucas observagdes sobre o método axiomdtico s@o suficientes para
entendermos a grandiosidade do trabalho de Euclides, entretanto por ser pioneiro
em uma regido tdo vasta e nova, langcando mao de ideias tdo densas e profundas,
Euclides cometeu enganos, mas que de modo algum diminuem sua importancia
histérica na construcdo de alicerces sélidos para o desenvolvimento da

matematica.
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3. O Quinto Postulado

Figura 4 - Pagina da primeira edicfio impressa em latim (1482)*

Euclides inicia o Livro I dos Elementos citando 23 defini¢des em que
procura deixar a compreensdo dos objetos e termos, que terdo suas propriedades

estudadas e estabelecidas no decorrer de sua obra, de forma bem clara e precisa.

2 Disponivel em: <http://www.prof2000.pt/users/amma/af18/t1/t1.htm>. Acesso em 26 de

novembro de 2013.
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Vejamos algumas definicdes elencadas por Euclides, por tradugdo de Irineu

Bicudo:

1. Ponto € aquilo de que nada é parte.
2. E linha é comprimento sem largura.
3. E extremidade de uma linha sdo pontos.

4. E uma linha reta é a que estd posta por igual com os pontos sobre si
mesma.

10. E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faca os angulos
adjacentes iguais, cada um dos angulos € reto, a a reta que se alteou é chamada
uma perpendicular aquela sobre a qual se alteou.

15. Circulo € uma figura plana contida por uma linha, em relacio a qual todas as
retas que a encontram, a partir de um ponto dos postos no interior da figura, sdo
iguais entre si.

16. E o ponto é chamado centro do circulo.(Bicudo, 2009, pg.97/98)

Em seguida, Euclides escreve os postulados e axiomas delimitando assim as
hipéteses que sdo utilizadas nas demonstracdes dos teoremas e no
desenvolvimento de toda a teoria. Eis os postulados e axiomas estabelecidos por

Euclides, por traducio de Irineu Bicudo:

Postulados:

1. Fique postulado tracar uma reta> a partir de todo ponto até todo ponto.

2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.

3. E, com todo centro e distincia, descrever um circulo.

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E caso uma reta, caindo sobre duas retas, fagca os angulos interiores e do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas, as duas retas,
encontram-se no mesmo lado no qual estdo os menores do que dois retos.

Axiomas ou Nocdes Comuns:

. As coisas iguais as mesmas coisas sdo também iguais entre si.

. E, caso sejam adcionados coisas iguais a coisas iguais, os todos sdo iguais.
. E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, os restantes sdo iguais.

. E, caso iguais sejam adcionados a desiguais, os todos sdo desiguais.

. E os dobros da mesma coisa sdo iguais entre si.

. E as metades da mesma coisa s@o iguais entre si.

. E as coisas que se ajustam uma a outra sdo iguais entre si.

. E o todo é maior do que a parte.

. E duas retas ndo contém uma 4rea. (Bicudo, 2009, pg.98/99)

O 01O\ N~ W —

E evidente que a luz de nossa moderna visdo do sistema axiomadtico iremos

encontrar falhas e enganos cometidos por Euclides na elaboracio de suas

2 Euclides ndo faz distingdo entre reta e segmento de reta.
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definicdes, postulados e axiomas. Entretanto o questionamento mais importante
da obra de Euclides gira em torno do Quinto Postulado, permitindo que a
matemdtica expandisse e abrisse novos caminhos e dreas de estudo.

Hoje em dia é quase um consenso entre os historiadores da matematica que
o proprio Euclides tinha certas restrigdes quanto ao Quinto Postulado, uma vez
que s6 foi utilizado a partir da proposicao 29 do Livro I, contribuindo com a tese
que ele s6 foi utilizado quando se tornou imprecindivel. Tal fato pode ser
observado na Tabela 1 (Bongiovanni, Jahn, 2010, pg.43) que apresenta a relacio

de cada proposicdo do Livro I dos Elementos com as defini¢cdes, postulados e

axiomas.
Uso Uso
T - |3 -
s | ¥ |7 > | S |82 F | & z
2| 5 | 2 g g 25| g | g -
2|8 | E 2 & (% | & | B &
=S 5 gx = =S 5 gx

1 1520 1,3 1 25 4,24

2 [1520( 1,23 1,3 1 26 1,8 3,4,16

3 15 3 1 2 27 | 23 2 16

4 7,9 28 4 1,2,3 13,15, 27

5 1,2 3 3,4 29 | 23 | 2,5 [1,2,4 13,15

6 1 8 3,4 30 1 27,29

7 1 8 5 31 1,2 23,27

8 7 7 32 2 1,2 13,29, 31

9 20 1 1,3,8 33 1 4,27, 29

10 | 20 1,4,9 34 1 2 4,26, 29

11 | 10,20 1 1,2,3,8 35 1,2,3 4,29,34

12 [ 10,15 | 1,3 8,10 36 1 1 33,34, 35

13 10 1,2 11 37 2 6 31, 34, 35

14 2,4 |1,2,3,8 13 38 2 6 31, 34, 36

15 4 1,2,3 13 39 1 1,8 31,37

16 1,2 8 2,3,4,10,15 | 40 1 1,8 31,38

17 2 a4 13,16 a1 1 1,2 34,37

18 1 8 3,5,16 42 1 1,2 10, 23, 31, 38, 41
19 5,18 43 1 2,3 34

20 1,2 8 2,5,19 a4 1,2,5| 1,8 15, 29, 30, 31, 42, 43
21 2 a4 16, 20 a5 1 1,2 | 14,29, 30, 33, 34,42, 44
22 | 15 1,3 1 1,3,20 46 | 22 4 1,3 2,3,11, 29,31, 34
23 1 8,22 47 1,4 [1,2,5 4,14, 30, 31, 41, 46
24 1 1,8 2,4,5,19,23 | 48 1 1,2 2,3,8,11,47

Tabela 1 — Relacio das proposicoes com as definicoes, postulados e

axiomas

Aaboe reforga essa hipdtese quando nos afirma:
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A decisdo de usar o postulado das paralelas como um de seus axiomas nao
lhe fora facil e pode ser deduzido da maneira como ele usou este postulado —
devemos aqui como sempre acontece ao tratar de Euclides, fazer deducdes a
partir do texto, pois os Elementos ndo contem preficio nem comentédrios ou
justificacdes, mas somente defini¢des, postulados, teoremas e demonstragdes. No
livio I, ndo usou o postulado das paralelas até atingir a demonstracio da
proposicdo 29, a qual afirma que, quando duas retas paralelas sdo cortadas por
uma terceira, entdo os angulos interiores do mesmo lado sdo iguais a dois retos.
Ele tinha tido uma ocasido tentadora para usar o quinto postulado, imediatamente
apos I, 17 e se o tivesse feito poderia ter encurtado e mesmo tornado mais
penetrantes muitos dos raciocinios posteriores. Fica assim claro que o adiamento
¢ deliberado, e que Euclides decidiu demonstrar o miximo possivel sem usar o
postulado das paralelas, embora isso significasse progresso mais lento. (Aaboe,
2013, pg.60).

Pesquisadores da matemadtica de diferentes épocas e diferentes lugares
tentaram mostrar que na realidade o Quinto Postulado utilizado por Euclides em
seu sistema axiomaético poderia ser demonstrado pelos outros quatro, ou seja, na
realidade o Quinto Postulado seria um teorema. Essa discussdo nio traz nenhum
dano a validade do sistema axiomatico utilizado por Euclides nos Elementos, uma
vez que o que se discute é a independéncia do Quinto Postulado, novamente

Aaboe nos esclarece:

Os axiomas de Euclides sdo tdo consistentes quanto a aritmética, pois
podemos construir um modelo aritmético que os satisfaz. Este modelo é chamado
de geometria Analitica.

O problema axiomdtico que mais preocupou os matemadticos, desde a
antiguidade até meados do século passado, foi o da independéncia do sistema de
Euclides, especificamente do quinto postulado de Euclides. Isso parece algo
curioso pois, como vimos, a independéncia dos axiomas ndo tem impacto sobre a
validez 16gica da teoria como um todo, mas esta atividade reflete a atitude dos
matematicos mais antigos com relagdo a axiomatica.(Aaboe, 2013, pg.57/58)

Todas as tentativas de demonstracio do Quinto Postulado dos Elementos
ndo resistem a uma andlise rigorosa, em geral se observa que de forma inadvertida
ou ticita o pesquisador utiliza uma proposi¢do que € equivalente ao Postulado das
Paralelas, como também € conhecido o Quinto Postulado. A mais antiga tentativa
de demonstra¢do que sabemos foi de Ptolomeu, é o que nos informa Proclus em

seu livro Comentarios sobre os Elementos de Euclides:

Este deve ser retirado do conjunto dos postulados. Pois é um teorema —
teorema este que coloca muitas questdes que Ptolomeu se propds resolver num
dos seus livros e requer, para a sua demonstragdo, varias defini¢des assim como
teoremas. E a sua reciproca é provada pelo préprio Euclides como um teorema.
(proposi¢do 17 do Livro 1).
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[...] Estas considera¢des tornam claro que devemos procurar uma
demonstracdo do teorema com que nos deparamos e que lhe falta o cardter
especial de um postulado”.( Proclus, séc V, 191.21-193.3)24

Importante se faz ressaltar que Proclus em seguida afirma que outros
também compartilham da ideia que o Quinto Postulado € na verdade um teorema,

embora nio mencione oS Seus nomes:

Como eu disse na parte da minha exposicdo que precede os teoremas, nem
todos admitem que esta proposi¢do geralmente aceite seja indemonstravel...

...outros antes de nds classificaram-no entre os teoremas e exigiram uma
demonstracdo disto que foi tomado como um postulado pelo autor dos Elementos.
(Proclus, séc V, 364.18-365.6)%

Proclus também apresenta uma tentativa de demonstragio do Quinto
Postulado de Euclides. Ele analisou diversas tentativas, desqualificando-as,
mostrando falhas nas argumentagdes que na maioria das vezes era aceitar a
hipdtese que retas paralelas sdo retas equidistantes, um argumento equivalente ao
Quinto Postulado. Proclus afirma que podem existir retas ndo concorrentes que
ndo sdo equidistantes, portanto é preciso demonstrar essa hipotese. Entretanto para
provar tal fato tem-se que necessariamente admitir o Quinto Postulado ou uma
afirmacao que lhe € equivalente.

Com a mudanga do eixo do saber e cultura para o mundo arabe, com a
queda de Alexandria em 641 E.C, a discussdo em torno do Postulado das Paralelas
também teve contribuicdes de seus matemadticos. Ibn-al-Haytham e Omar
Khayyam, apesar de falharem na demonstracdo, introduziram uma nova
abordagem, utilizaram o método de reducdo ao absurdo. Ibn-al-Haytham na sua
tentativa de demonstracdo toma um quadrilidtero com trés angulos retos e tenta
provar que o quarto angulo também é reto e dai procura deduzir o quinto
postulado. Ibn-al-Haytham falha ao admitir que o ponto A ao percorrer a reta AB,
faz o ponto C descrever uma reta, se o segmento AC permanecer perpenticular ao

segmento AB, pois tal fato € equivalente ao quinto postulado.

**Disponivel em:< htpp://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/semindrio/quintoposteucl/
proclus.htm>, acessado em 12/12/2013
» Disponivel em:< htpp://www.educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/semindrio/quintoposteucl/

proclus.htm>, acessado em 12/12/2013
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Figura 5 - Quadrilatero usado por Ibn-al-Haytham na tentativa de

demonstraciao do Quinto Postulado

Por sua vez Omar Khayyam utiliza na sua tentativa um quadrilatero em que
os dois angulos da base sdo retos e os lados adjacentes a base possuen dimensoes

iguais.

N
\[3

3
l[:j

Figura 6 - Quadrilatero usado por Omar Khayyam na tentativa de

demonstracao do Quinto Postulado

Utilizando agora o fato que a distincia entre duas paralelas permanece
constante, Omar Khayyam mostra que o segmento AB é maior, menor ou igual ao
segmento CD conforme os angulos A e B sejam respectivamente obtusos, agudos
ou retos. Entretanto o argumento utilizado por Khayyam ja havia sido refutado por
Proclus de que a distancia entre duas retas paralelas é constante.

Nasir Eddin al-Tusi que escreveu uma versdo em arabe dos Elementos de
Euclides apresentou também a sua tentativa de demosntracdo do Quinto

Postulado. Ela baseava-se no seguinte argumento tomado como ébvio:
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Se duas retas AB e CD sdo cortadas por uma terceira reta PQ, que é
perpendicular apenas a uma delas (considere-se que seja CD), entdo, as distancias
medidas nas perpendiculares de AB para CD sdo menores do que PQ no lado em
que AB faz um angulo agudo com PQ, e sdo maiores no lado onde AB faz um
4ngulo obtuso.”

j:a.
\

|
. ] B! ] )

v/

Figura 7 - Argumento usado por Nasir Eddin al-Tusi na tentativa de

demosntracao do Quinto Postulado

O erro de Nasir Eddin al-Tusi foi tomar uma argumenta¢do como dbvia
equivalente ao Quinto Postulado de Euclides invalidando assim a sua tentativa de
demonstracao.

Com a traducdo para o latim da obra de Euclides em 1142 por Adelard de
Bath, retoma novamente o interesse do ocidente pelo problema que envolve o
Quinto Postulado.

O matematico John Wallis abandonou a nogdo da equidistincia das retas
paralelas utilizando o axioma que toda figura possui uma semelhante de qualquer
tamanho, ou seja dada uma figura podemos amplid-la ou reduzi-la sem que ela
sofra distor¢des. Wallis utilizou esse axioma especificamente para tridingulos
afirmando que dados um tridingulo e um segmento existe um tridngulo, tendo o
seguimento dado como um dos seus lados, que é semelhante ao tridngulo dado.

A tentativa de John Wallis é falha na sua esséncia o seu axioma é

equivalente ao Quinto Postulado de Euclides.

2 http:www. educ.fc.ul.pt/docentes/opombo/semindrio/quintoposteucl/postulado

1.htm. Acesso em 12/12/2013
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Os esfor¢os foram muitos na tentativa de demonstrar o Quinto Postulado de
Euclides, entretanto nenhuma tentativa passa por um exame mais acurado levando
sempre a um erro légico. Desse modo, pouco se evoluiu na discussdo em torno do
problema das paralelas. Por um lado se procurava demonstrar o Quinto Postulado
utilizando os outros quatro, ou seja de forma direta. Por outro lado acreditava-se
que a Unica e verdadeira geometria era a que hoje chamamos como Geometria
Euclidiana. Essa crenca era tdo forte que o matemadtico Isaac Barrow (1630-
1677)* afirmou certa vez que os principios da Geometria Euclidiana se aplicavam
ao espaco fisico por razdes inatas, querendo dizer que nasce com o homem a
capacidade de entender o espaco na forma da Geometria Euclidiana.

Nesse ambiente surje Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733) um padre
jesuita, professor de teologia, filosofia e matematica que ensinou em Turim e
Pavia. Hoje é considerado como um precursor de uma nova geometria, mas
infelizmente influenciado pela noc¢des de sua época, que a unica e verdadeira
geometria existente era a Euclidiana, deixou de adiantar em um século a
descoberta de novas geometrias. Na sua obra “Euclides ab Omni Naevo
Vindicatus™® de 1773 que tem como foco a demonstracdo do Quinto Postulado de
Euclides pode-se dizer que praticamente descobriu uma nova geometria ou a
primeira Geometria N@o Euclidiana, sem ter-se apercebido de tal fato.

A abordagem de Saccheri era negar o Postulado das Paralelas, ou seja, ele
tomava como falso o Quinto Postulado e aceitava como premissas verdadeiras as
28 primeiras proposi¢des do Livro I de Euclides. A partir dai comegou a procurar
alguma evidéncia de que o Quinto Postalado era de fato verdadeiro. Ele utilizou
um quadrildtero com dois lados opostos congruentes e perpendiculares a base que
hoje conhecemos como quadrilitero de Saccheri estudando assim as suas
propriedades.

Infelizmente Saccheri analisa seus feitos sob uma Gtica mais voltada na
crenga existente na época de que a verdadeira e Gnica geometria era a Euclidiana,
do que naquilo que a légica estava lhe mostrando, deixando assim de caminhar na

dire¢do de uma nova e interessante drea da matematica.

27 s f A .
Tedlogo e matematico inglés, nascido em Londres. Teve como aluno Isaac Newton.

28 Euclides Livre de Todos os Erros
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4. Uma Primeira Geometria Nao Euclidiana

Figura 8 - Circle Limited III (1959) - M.C.Escher”

Em 1820 um preocupado pai com o futuro profissional do filho lhe d4 um
conselho por carta: “Ndo desperdices uma hora no problema. Em vez de ser
recompensador, envenenard toda a tua vida”. Esse zeloso pai ainda continua
tentando dissuadir o filho para outros interesses escrevendo: “os maiores
gedmetras ponderaram o problema durante centenas de anos e ndo conseguiram
provar o postulado das paralelas sem um novo axioma.” E colocando a autoridade
de pai: “ Acredito que eu mesmo investiguei todas as ideias possiveis...”.

Apesar dos apelos de Farkas Wolfgang Bolyai, esse preocupado e zeloso
pai, o jovem de 21 anos Janos Bolyai, nascido em Kolozsvar, Hungria (atualmente
Cluj, Romenia), escreve ao seu pai em 3 de novembro de 1823 relatando: “resolvi
publicar um trabalho sobre as paralelas, mal arranje o material e as minhas
circunstancias o permitam. Nao completei o meu trabalho, mas o caminho que

segui torna quase certo que o objetivo serd alcangado”. Prossegue de um modo

» Disponivel em: http://www.mcescher.com/. Acesso em 05 de dezembro de 2013.
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eufdrico escrevendo: “Efetuei descobertas maravilhosas que me deixaram
extasiados e seria motivo de lamento se as perdesse. Quando as vires, querido pai,
também perceberds.”. Na mesma carta Janos Bolyai escreve uma conhecida frase
“Criei um universo do nada”. E como que se desculpando pelo fato de ndo ter
seguido o conselho do pai afirma: ““ tenho certeza que me trard honra, tal como se
ja tivesse completado a descoberta”.

Uma vez que novas e boas ideias ndo € privilégio de uma tnica pessoa,
podendo ocorrer de modo simultineo entre personagens que nunca se
conheceram, Farkas Bolyai agora aconselha o seu filho a agir com rapidez:
“primeiro porque as ideias passam facilmente de uns para os outros, que as podem
de imediato publicar, e, segundo, hd alguma verdade no fato de muitas coisas

terem uma época para serem descobertas a0 mesmo tempo em varios sitios”.

Figura 9 - Carta de Janos Bolyai a seu pai30

*% Disponivel em: http://www.termeszetvilaga.hu/kulonsz/k011/eukleidesz.html. Acesso em

12 de dezembro de 2013.
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Nessa época Farkas Bolyai trabalhava em seu livro Ensaios sobre os
Elementos de Matematica para Jovens Estudiosos e imediatamente convidou
Janos Bolyai para incluir em seu livro esses estudos. Desse modo em 1823 Janos
Bolyai descobre a primeira Geometria Nao Euclidiana.

Nessa época o outro personagem dessa histéria, Nikolay Ivanovich
Lobachevsky, talvez ainda ndo tivesse iniciado o seu estudo do problema das
paralelas, entretanto foi ele o primeiro a publicar um trabalho que apresenta uma
nova geometria, que hoje conhecemos como a Geometria Hiperbdlica. Em 1829
em uma desconhecida revista cientifica russa, O Mensageiro de Kazam,
Lobachevsky apresenta um artigo intitulado Sobre os Fundamentos da Geometria.
Nesse artigo, escrito em russo, ele apresenta todo o desenvolvimento do que
chamou de Geometria Imagindria.

Somente em 1832 Janos Bolyai consegue publicar os seus estudos, e mesmo
assim em um apéndice do 1° volume dos Ensaios de Farkas Bolyai, com o
pomposo titulo “A ciéncia do espaco absoluto com uma demonstragdo da
independéncia da verdade ou falsidade do axioma XI de Euclides (que ndo pode
ser decidido a priori) e também a quadratura do circulo no caso de sua falsidade”.

Tanto Bolyai quanto Lobachevsky ndo conheciam o trabalho um do outro e
como afirma Mlodinow “... infelizmente, ninguém tampouco sabia. Matemadticos
essencialmente obscuros, quando falaram ninguém deu ouvidos”. Bolyai nunca
mais publicou nenhum outro trabalho e Lobachevsky se tornou reitor da

Universidade de Kazam. Mlodinow ainda completa afirmando:

... poderiam ambos ter sumido no limbo desconhecido, ndo fosse o seu
contato com Gauss. Ironicamente, foi a morte de Gauss que finalmente levou a
revolugdo ndo euclidiana.

Gauss foi um cronista meticuloso das coisas a sua volta. Tinha o prazer de
colecionar dados bizarros, tais como a duracio da vida de seus amigos mortos, ou o
nimero de passos desde o laboratério onde trabalhava até vérios lugares que
gostava de visitar. Ele também fazia registros de seu trabalho. Apds a sua morte,
especialistas estudaram com atengdo suas anotagdes e correspondéncias. L4,
descobriram a sua pesquisa sobre o espaco ndo euclidiano, bem como os trabalhos

de Bolyai e Lobachevsky. (Mlodinow,2008 , pg.125).
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Somente em 1862 quando Richard Baltzer, na segunda edi¢do do seu livro
Element der Mathmatik incluiu os trabalhos de Bolyai e Lobachevsky, tornou-os
referéncias padrdo para aqueles que estudam essas novas geometrias.

Assim de Euclides por volta de 300 a.E.C até Bolyai e Lobachevsky no
século XIX, muito tempo se passou para que a matemadtica consolidasse as ideias
e consideracdes em torno do Quinto Postulado dos Elementos e abrisse caminho
para o estudo de novas geometrias que hoje conhecemos como as Geometrias Nao
Euclidiana. Tais geometrias s@o assim chamadas, pois contrariam o Quinto
Postulado dos Elementos ou algumas de suas consequéncias.

Hoje em dia chamamos de Geometria Euclidiana, Geometria Hiperbdlica e
Geometria Eliptica aquela que adota como o Quinto Postulado respectivamente a
afirmacdo que por um ponto exterior a uma reta podemos tracar uma unica reta
paralela, infinitas retas paralelas ou nenhuma reta paralela a reta dada.

A seguir apresentamos uma Geometria Nao FEuclidiana que por sua
simplicidade de compreensio e uso pode ser inserida e trabalhada para

contextualizar topicos do Ensino Bésico.
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5. A Geometria do Taxi

5.1. Métrica

Quando perguntamos a alguém qual a distincia entre dois lugares, podemos
ter respostas diversas e até certo ponto surpreendentes. Muitos, talvez, dirdo que
depende da hora, pois pode ser uma hora e meia a duas horas dependendo do
transito. Outros que depende do meio de transporte que se estd utilizando para se
deslocar, associando assim distincia a tempo. Muitas vezes o desconhecimento do
caminho pode influenciar em nossa percep¢do de distdncia. Quantas vezes ja ndo
dissemos que a volta parece ser mais perto. Se estiver no interior de Minas Gerais
responderam a sua pergunta dizendo que é logo ali e no interior do nordeste que
pode ser daqui a tré€s cachimbos.

A ciéncia, no entanto, ndo pode ficar a mercé de nossa intuicdo e
regionalismos. Assim a matemdtica define distancia como uma fun¢do D: HxH —
R, que associa a cada par ordenado (x, y) pertencentes ao conjunto H um niimero
real D(X,y), chamado a distancia de x a y, de modo que tal funcdo, que chamamos

de métrica deve satisfazer as seguintes condicdes:

1.D(x,x)=0
2.se X #y, entdo D(x, y) >0
3. D(x, y) = D(y, x)
4. D(x, z) <D(x,y) + D(y, 2)
O conjunto H ao qual associamos uma métrica D: HxH — R, D(x, y) =k, é
0 que chamamos de espago métrico e representamos pelo par (H, D).
O espago euclidiano R" cujos elementos sdo x = (xq, X, ..., X,) onde x; €

um numero real, ¢ um exemplo de espaco métrico com as seguintes métricas

(Demonstragdes no anexo — 9.1):
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n 1/2
De(x,y) = [Z(xi - J’i)zl
i=1

n
Dr(xy) = ) lx = i
i=1

A métrica Dg € a que chamamos de Métrica Euclidiana e a Dt denominamos
de Métrica do Taxi.

No particular caso do Plano Euclidiano (R?) terfamos a Métrica Euclidiana e
a Métrica do Taxi descritas do seguinte modo:

Meétrica Euclidiana:

1/2

2
Z(xi - %)2] = \/(xl —y1)?+ (2, — ¥2)?
i=1

Dr(A,B) =

onde A(yy,y,) e B(x1,x,) pertencem a R

©

Figura 10 - Métrica Euclidiana

Meétrica do Taxi:
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Dr(A,B) = lx; — il = [x1 — y1l + |x2 — ¥l

n
i=1

onde A(y;,V,) e B(xy,x,) pertencem a R?

.hﬂ

(w1

! [£ — y‘ll |

-
3

o -
=

Figura 11 - Métrica do Taxi

Na Métrica Euclidiana a distancia entre dois pontos € um segmento de reta
que une esses dois pontos, j4 na Métrica do Taxi a distancia entre dois pontos é
determinada de forma distinta, por intermédio de linhas quebradas que vao unir
esses dois pontos. A Métrica do Taxi ird induzir uma nova geometria, onde retas e
pontos s@o os mesmos da Geometria Euclidiana e os angulos sdo medidos da
mesma forma, entretanto os objetos que dependem do conceito de distincia se
apresentam de forma distinta. Essa nova geometria ndo euclidiana recebe hoje o
nome de Geometria do Taxi, ou Geometria Urbana ou ainda Geometria de
Manhattan, e teve como precursor o matematico russo Hermann Minkowski (1884
— 1909) responsavel pela defini¢cdo da métrica do taxi. O termo Geometria do Taxi
ou Taxicab Geometry surge pela primeira vez em 1952 quando Karl Menger em
uma exibicdo no Museum of Science and Industry of Chicago apresenta um
folheto com o nome You Will Like Geometry em que o termo Taxicab Geometry

€ usado.
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Podemos observar que a Geometria do Taxi é uma Geometria Nao
Euclidiana no fato que o postulado de congruéncia do triangulo LAL* (lado —
angulo- lado) da Geometria Euclidiana, ndo é valido na Geometria do Taxi. Como
evidencia a Figura - 12. Nela temos que os tridngulos ABC e A’B’C’ tém
respectivamente os lados AB, AC e A’B’, A’C’ congruentes, pela métrica do taxi,
e o angulo A congruente com o angulo A’, entretanto os tridngulos ndo sao

congruentes.

-~
L

e
e
—_—
__4

4

f=)

-1

Figura 12 - Negacao da congruéncia LAL

5.2. Comparacdes da Geometria do Taxi com a Euclidiana no R?

Apresentaremos agora algumas consideragdes a respeito da Geometria do
Taxi em comparacdo com a Geometria Euclidiana, sem a intencdo de ser

exaustivo, mas tornando possivel uma melhor compreensdo do modelo do taxi.

3! Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o 4ngulo compreendido,

entdo eles sdo congruentes.
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5.2.1. Distancia

Dados os pontos A(yy,y,) e B(xq,x,) temos que:

1/2

2
Z(xi - J’i)zl = \/(xl —y1)2 + (x; — y2)?
i=1

D;(A,B) =

n
Dr(A,B) = Z i = il = Ix1 = yal + |x2 = 2l
i=1
Observando o fato que:

0 <2|x; — yil.lx2 — 2l

E somando em ambos os lados da desigualdade (x; — y1)? + (x5 — v,)?

teremos:

(= Y1)+ (0 = ¥2)% < (g —y)2 4+ (2 — 202 + 200 — yil 1%y — y2l
(x1 —y1)% + (3 = ¥2)% < (Ixg — y1l + |22 — 212

Podemos agora elevar ambos os lados da desigualdade a 1/2 , logo:

[ — )2 + (0 = ¥2)2172 < [(xy — yal + 1%, — y,1)212

\/(X1_J’1)2+(x2 = ¥2)% < |xg — yil + [x2 — vl

Logo podemos afirmar que: Dg (x,y) < Dr(x,y)

5.2.2. Menores Caminhos entre Dois Pontos

No modelo euclidiano a distincia entre dois pontos é fornecida como a
medida de um segmento de reta que une esses dois pontos, desse modo existe um
unico caminho para percorrer essa distancia. J4 no modelo do taxi podemos ter

varios caminhos que fornecem a mesma medida de distancia entre dois pontos.
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.

s
j{a -

Figura 13 - Trajetoria do taxi entre os pontos A e B

Observando a Figura — 13, onde apresentamos um dos possiveis caminhos
que nos permitem determinar a distncia entre A e B (AGHIJKB), para determinar
quantos possiveis caminhos podemos ter entre A e B, vamos raciocinar da
seguinte maneira:

Como para nos deslocar de A até B realizaremos movimentos horizontais e
verticais, respectivamente, paralelos ao eixo x e ao eixo y e como todos os
movimentos sdo unitdrios necessitamos de M movimentos horizontais e N
movimentos verticais que totaliza M + N movimentos. Certo caminho fica
totalmente determinado se dissermos quantos desses M + N caminhos sdo
horizontais. Assim queremos saber de quantas maneiras iremos escolher M
movimentos horizontais em M + N movimentos o que podemos determinar

calculando:

(M + N)! M+ N)!
MI(M+N—-M) N'M!

M —
CM+N -

Por outro lado também poderiamos querer saber de quantas maneiras iremos
escolher N movimentos verticais em M + N movimentos o que podemos

determinar calculando:
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M+N) (M +N)!
NI(M+N—-N)! N'M!

N —
CM+N -

5.2.3. Circunferéncia

Conceituamos a circunferéncia como sendo o lugar geométrico dos pontos
do plano que estdo a mesma distdncia de um ponto fixo chamado centro. Desse
modo temos:

Dados os pontos M(x, y) e O(a, b), tal que M pertence a circunferéncia e O

seu centro, e D(M, O) =r, temos que:

Ce = {M(x,y) € R* /Dg (0,M) =71}

CT = {M(x'}’) € RZ/ DT(OIM) = T'}

Desse modo:

€z = -2+ (y-b)? =7
Cr = |x—al+ |ly—»bl=r
Onde Cg e C; representam de modo algébrico a circunferéncia no modelo
euclidiano e no modelo do taxi, respectivamente. A equagdo Cp representada em

um sistema de eixos cartesianos nos fornece a seguinte visualizacdo grafica da

circunferéncia:

M (z,y)

Figura 14 — Circunferéncia Euclidiana
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Analisemos agora a equagdo C; = |x —al| + |y — b| = r:

Parax <aey =2b »y=x+ (r—a+b) (1)
Parax >aey <b »y= —x+ T +a+b) Q)
Parax >aey <b »y=x+ (—-r—a+b) 3)
Parax <aey <b »y= —x+ (—r+a+b) @)

Da Geometria Analitica sabemos que as equacdes (1), (2), (3), e (4) sdo
equacdes de retas e que os pares de retas (1) e (2), (1) e (4), 3) e (4), (3) e (2) sdo
retas perpendiculares concorrentes nos pontos A(a, b + r), Bla—r, b), C(a, b — 1),
D(a + r, b), respectivamente. Uma vez que Dr(A, B) = Di(B, C) = Dy(C, D) =
Dr(D, A) = 2r, o quadrilitero ABCD ¢é um quadrado. Dessa forma a
circunferéncia na Geometria do Taxi tem como representacdo grafica um

quadrado, conforme Figura — 15.

< e
\ Ofa,b) /
NS
N

Figura 15 — Circunferéncia do Taxi

E féacil de ver que o comprimento da circunferéncia na Geometria do Taxi é
dado por ¢; = 8r e uma vez que o valor de m € a razdo entre o comprimento da

circunferéncia e o didmetro, temos que:

Ty = 8T/2r =4
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Com as observacdes acima podemos afirmar que o comprimento da
circunferéncia na Geometria do Taxi pode ser calculado pela férmula ¢, = 2m,r
que € virtualmente semelhante a que utilizamos na Geometria Euclidiana.

Sendo na Geometria do Taxi a circunferéncia representada graficamente por
um quadrado, cujas diagonais sdo paralelas aos eixos coordenados, ela pode ser
dividida em quatro tridngulos retdngulos isdsceles cujos lados iguais medem r,
conforme a Figura — 16. E importante observar que para calcularmos a drea de um
tridngulo na Geometria do Taxi usamos a mesma férmula da Geometria
Euclidiana, no caso em que tanto a base quanto a altura sdo medidas horizontais
ou verticais, de modo que esses segmentos sdo 0s mesmos tanto para a Métrica do

Taxi quanto para a Métrica Euclidiana.

Figura 16 - Calculo da area do Circulo do Taxi

Desse modo podemos calcular a area da circunferéncia do taxi do seguinte

modo:

5.2.4. Elipse

Definimos elipse como sendo o lugar geométrico dos pontos do plano cuja
soma das distancias a dois pontos fixos, chamados focos, é igual a uma constante,
maior do que a distincia entre os focos.

Desse modo, dados os pontos F;(a,b),F,(c,d) e M(x,y) e a constante

a € R, temos:
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EE = {M(x:}’):e RZ/DE(MlFl) + DE(MIFZ) = za}

Er= {M(x,y) € R? / Dr(M,F;) + Dr(M,F,) = 2a }

Desse modo:

Ez=Jx—a)2+ (y—b)2+ J(x—c)2+ (y—d)? =2a
Er = |x—al+ |y—=>bl+ |x—c|+ |y—d| =2a
Onde Eg e E representam de modo algébrico a elipse no modelo euclidiano

e no modelo do taxi, respectivamente. A equacdo Ey representada em um sistema

de eixos cartesianos nos fornece a seguinte visualizacio grafica da elipse:

;’A‘—-’/E[
— ﬁj\
;/ - - \_\
/ ’ N \
A - - \
/ e \ \
n" -?-_1 - - 5 f;) \

Figura 17 - Elipse Euclidiana

No caso da elipse apresentaremos um exemplo de como obter a sua
representacio grafica.
Exemplo:
Dados os pontos F;(2,4) e F,(3,6),encontre os pontos M(x,y) do plano
que atende a equagao:
Dr(M,F,) + Dy(M,F,) =5

Solucido:
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Sendo:

Dr(M,F;) + Dr(M,F,) =5

Temos que:

Ix—=2]+ ly—4l+ Ix=3[+ ly—-6l=5
Analisando essa equagio, teremos:

Parax <2ey <4 - x+y=5(a)

Parax <2e4 <y <6 - x=1(b)

Parax <2ey>6 - —x+y=15(c)

Para2 <x <3ey <4 -y=3(@)

Para2 <x <3e4 <y <6 -3 =>5nao tem solucdo
Para2 <x <3ey >6 oy =17(e)

Parax >3ey <4 »x—y=0(f)

Parax >3e4 <y <6 - x=4(g)

Parax >3ey >6 »x+y =10 (h)

Tomando agora as solucdes das equagdes acima com suas respectivas

condi¢des e tracando em um sistema de eixos cartesianos teremos a representagao

grafica dessa elipse no modelo do taxi.

o)

Figura 18 — Elipse do Taxi
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5.2.5. Parabola

Dados uma reta L e um ponto F € L, que chamamos de diretriz e foco,
respectivamente, definimos uma pardbola como sendo o lugar geométrico dos
pontos do plano cuja distdncia a F e a L sdo iguais.

Desse modo dado L = mx + ny + ¢ = 0 e F(a, b) € L, temos que:

Py

{M(x,y) € R? / Dg(M,F) = Dg (M, L)}

Pr = {M(x,y) € R? /Dr(M,F) = Dr (M,L)}

Uma vez que dado um ponto A(x,,y,) eumareta L=mx+ny+c=0

podemos escrever:

lmx, + ny, + c|

Dg(P,L) =
g N
Do(P, L)% = lmx, + ny, + c|

Max{|m|, |n|}

Assim, teremos que:

lmx, + ny, + c|

Vm? +n?

Py = \/(x—a)2+ (y—»b)? =

|mx, + ny, + c|
Max{|m|, |n|}

Pr = |x—al+ |y—-bl=

Onde Py e Py representam de modo algébrico a pardbola no modelo
euclidiano e no modelo do taxi, respectivamente. A equacido Py representada em
um sistema de eixos cartesianos nos fornece a seguinte visualizacdo grafica da

parabola:

32 <
A demonstrag@o encontra-se no anexo 9.2
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Figura 19 — Parabola Euclidiana

Apresentamos agora um exemplo como obter a representacdo grafica de
uma pardbola no modelo do taxi.
Exemplo:
Dados o ponto F(0,2) e areta L =y = —3, determine os pontos M (x,y)
do plano que atendem a equacio:
Dy(M,F) = Dy (M, L)
Solucido:

Uma vez que:
DT(MlF) = DT (MIL)

Temos entao:

|x=0[+ [y —=2[ = [y +3]
Analisando essa equagdo, temos:

Parax <0ey < —3 - x = 5 ndo € uma solucio.
Parax <0e—-3 <y <2 -x+2y= —1(a)
Parax <0ey =22 - x= —5(b)

Parax >0ey < —3 - x = —5 ndo é uma solucdo
Parax 20e—-3 <y <2 -x—-2y=1(c)
Parax >0ey =22 - x=5(d)
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Desse modo podemos tragar a pardbola no modelo do taxi:

Figura 20 — Parabola do Taxi

5.2.6. Hipérbole

Dados dois pontos do plano F; e F,, que chamamos de focos, definimos
hipérbole como sendo o lugar geométrico dos pontos M(x,y) para os quais o
moédulo da diferenga de suas distancias a F; e F, € igual a um valor constante.

Desse modo, dados os pontos F; (a, b) e F,(c,d) e k € R, temos que:

Hy = {M(x,y) € R? / |\Dg(M,F;) — Dg(M,F,)| = 2k}

Hr = {M(x,y) € R* /|Dy(M,F,) — D;y(M,F,)| = 2k}

Assim, teremos:

Hp = |\/(x—a)2+ (y—hb)?2 - J(x—0)?+ (y—d)2|=2k
Hr = [lx—al+ |y = bl = (Ix —cl + |y —dD| = 2k

Onde Hgp e Hy representam de modo algébrico a hipérbole no modelo

euclidiano e no modelo do taxi, respectivamente. A equagdo Hg representada em
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um sistema de eixos cartesianos nos fornece a seguinte visualizacdo grafica da

hipérbole:

Figura 21 — Hipérbole Euclidiana

Apresentaremos um exemplo de como obter a sua representacdo grafica no
modelo do taxi.

Exemplo:

Dados os pontos F; (0, 0) e F,(2,—3) determine os pontos M (x,y) do plano

que atendem a equacao:
|Dr(M, Fy) — DT(M.F2)| =2
Solucdo:
Uma vez que:
|Dr(M, Fy) — Dr(M, F;)| = 2
Temos entao:

[IxI+ |yl = Ix=2|— ly+3||=2

Analisando essa equagdo temos:
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Parax < 0ey < —3 - ndo existe solucio

Parax <0e—3<y<0 —>y=—7/20uy:—3/2 - y= —3/2(a)
Parax <0ey =0 — ndo existe solugdo

Para0 <x <2ey <-3 sx= 1/, oux= —3/2 > x = 1/, (b)
Para0 <x <2e —3<y <0 -x—-y= 7/2(c)oux—y: 3/Z(d)
Para0 <x <2ey 20 »x= 7/, oux = 3/2 > x = 3/z(e)
Parax > 2ey < —3 — ndo existe solugao

Parax >2e —3<y <0—>y=—3/2 ouy = 1/2—>y: _3/2(a)

Parax > 2ey =0 — ndo existe solucao

Tomando agora as solu¢des das equagOes acima com suas respectivas
condi¢des e tracando em um sistema de eixos cartesianos teremos a representagao

gréfica dessa hipérbole no modelo do taxi.

Figura 22 — Hipérbole do Taxi
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6. Dinamica: Caminhando Pelas Ruas da Minha Cidade

A atividade apresentada no Anexo — 9.3 e que vamos detalhar nesse
capitulo, foi trabalhada com uma turma do 3° ano do ensino médio do C.E.
Professor Ney Cidade Palmeiro localizado na cidade de Itaguai, estado do Rio de
Janeiro. A turma em questdo era composta por 31 alunos e as atividades foram
realizadas nos meses de outubro e novembro de 2013 em cinco etapas, em dias
ndo consecutivos, do seguinte modo:

Primeira Etapa: realizamos uma pequena palestra com os alunos sobre a
importancia do estudo e conhecimento dos diferentes modelos geométricos como
representacao do espaco em que vivemos, com apresentacdo dos videos Histéria
da Geometria™ e A Geometria Nio Euclidiana®.

Segunda Etapa: realizamos as atividades Caminhando e Navegando.

Terceira Etapa: realizamos a atividade Distancia.

Quarta Etapa: realizamos as atividades Calculo da Distincia Euclidiana e
Cilculo da Distancia do Taxi.

Quinta Etapa: realizamos a atividade Circulo e Circunferéncia.

Na primeira etapa durante a palestra fornecemos aos alunos uma folha de
papel e perguntamos o que eles entendiam por circunferéncia, solicitando
inicialmente que escrevessem esse entendimento e a seguir nos dessem uma
representacdo grifica da circunferéncia. As respostas dadas por essa pequena
amostra de alunos podem evidenciar, mesmo apds passarem pelo ensino
fundamental e estarem no final do ensino médio, que esses alunos ndo distinguem
o conceito de um objeto matemadtico de sua representacdo ou do seu modelo
grafico. O que dizer entdo a respeito do conhecimento ou entendimento da
existéncia de diferentes modelos geométricos que podem em determinadas
situacdes representar um conceito ou definicio matemadtica, na realidade para

esses alunos s6 existe um tipo de geometria a Geometria Euclidiana. Na Figura —

33 Disponivel em <http://www.youtube.com/watch?v=6ebMePG YIf8>
3 Disponivel em <http://www.youtube.com/watch?v=gqyY_vSQWEw>
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23 e na Figura — 24 podemos ver um tipo de resposta que é comumente dada por

esses alunos.

Figura 23 - Resposta dos alunos a atividade proposta

i AR BARALD wu ARAAGACA
= i

Figura 24 - Resposta dos alunos a atividade proposta

Fornecemos também aos alunos durante a palestra uma folha conforme a
Figura — 25 e solicitamos que eles determinassem a distancia entre os dois pontos
marcados. Em todas as respostas os alunos usaram uma régua para determinar a
distdncia, ndo usando em nenhum momento nem a Métrica Euclidiana para o
calculo da distdncia e nem mesmo cogitando se haveria algum impedimento para

se medir a distdncia com um segmento de reta que unisse os dois pontos.
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Figura 25 — Folha distribuida aos alunos

Desse modo a aplicagdo da dindmica Caminhando pelas Ruas da Minha
Cidade tem como objetivos bdsicos a apresentacio de um novo modelo
geométrico distinto da geometria euclidiana, a Geometria do Taxi, € a0 mesmo
tempo procura consolidar a defini¢do de circunferéncia e circulo, independente do
modelo (Euclidiano ou do Taxi) que se adote e do modo pelo qual se representa
graficamente tal conceito. A escolha da Geometria do Taxi se da pelo fato que
esse tipo de Geometria Nao Euclidiana ndo é de dificil compreensdo para um
aluno do Ensino Médio e sua representacdo gréifica pode ser feita utilizando o
sistema de eixos cartesianos que é do conhecimento dos alunos desde o ensino
fundamental. Entretanto o fato que mais contribui com a escolha da Geometria do
Taxi € que com ela podemos modelar o espago urbano, o que nos permite de
modo bem natural integrar ao dia a dia do aluno esse modelo geométrico,
confrontando-o com uma nova geometria que ndo a euclidiana. Tal fato possibilita
ao professor utilizar um modelo geométrico ndo euclidiano a fim de contextualizar
situacdes de aprendizagens que permitem ao aluno ampliar sua visdo critica
aplicando e exercitando seus conhecimentos na solugdo de problemas integrados
ao seu cotidiano.

Na segunda etapa aplicamos as atividades Caminhando e Navegando que
procuram evidenciar o conceito de distancia como sendo a menor trajetéria que
une dois pontos entre as vdrias possiveis. Além disso, o aluno tem a oportunidade

de observar que dependendo das condi¢cdes impostas pelo ambiente 0 modo como
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se determina essa menor trajetdria € distinto. Na atividade Caminhando usamos a
Meétrica do Téxi e na atividade Navegando € usado a Métrica Euclidiana.

Na atividade Caminhando podemos observar que as trés trajetorias
escolhidas sdo sempre buscando o menor caminho entre A e B, como mostra a
figura — 26, e na atividade Navegando a trajetéria reta entre A e B estd presente
em praticamente todas as respostas, como podemos ver na figura — 27. Podemos
assim observar que de modo intuitivo o conceito de distincia estd presente nas

respostas desses alunos.

ogleearth

Figura 27 - Resposta dos alunos a atividade proposta

Com as respostas dadas ao questionamento (b) das atividades Navegando e

Caminhando podemos consolidar a afirmacdo que o conceito de distancia entre
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dois pontos estd bem definido entre os alunos como sendo a menor trajetéria entre

esses pontos, conforme Figura — 28(Navegando) e Figura — 29(Caminhando).

b) Se vocé fosse medir a distincia entre a localidade A e a localidade
B que trajeto escolheria para fazé-lo? Explique porque escolheu tal
trajeto para fazer a medigdo da distincia entre a localidade A e a
localidade B.

Figura 28 - Resposta dos alunos a atividade proposta

b) Se vocé fosse medir a distidncia entre a localidade A e a localidade
B que trajeto escolheria para fazé-lo? Explique porque escolheu tal |
trajeto para fazer a medicdo da distancia entre a localidade A e a |
localidade B.

Figura 29 - Resposta dos alunos a atividade proposta

Nos questionamentos (c) e (d) das atividades Navegando e Caminhando o

aluno tem a oportunidade de se confrontar com duas formas distintas de medir a
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distancia entre dois pontos e uma consequéncia interessante que dependendo da
forma como é feita sua determinacdo podemos ter apenas uma trajetoria ou varias
trajetorias que podem ser utilizadas para a medi¢@o da distincia.

Ao final dessa etapa o aluno ja passa ter uma quebra de paradigma,
naturalmente ele se apropria da nocdo que a distincia entre dois pontos nem
sempre € um segmento de reta e que existe outras formas de medir uma distancia.
O modelo a ser utilizado vai depender das condi¢cdes impostas pelo problema a ser
solucionado, no nosso caso um impedimento fisico, ou seja, a obrigatoriedade de
se trafegar por ruas.

Na terceira etapa os alunos foram levados ao Laboratério de Informética da
escola onde realizamos a atividade Distancia®. Os alunos foram distribuidos em
duplas para a realizacdo da tarefa. Essa atividade tem como objetivos principais:
(a) - consolidar o uso das coordenadas cartesianas no plano e introduzir uma nova
nog¢do de distancia onde a funcdo médulo aparece de forma natural;

(b) - explorar a comparagao entre a distdncia euclidiana e a distancia do taxi.

Geometria do Taxi - Distancias

Estz Unidade apresenta uma abordagem diferente para
tratar distincias. introduzinde uma que faz uso da
fungiio valor absoluto de nimeros reais.

Iniciar software ™

FUNDO NACKINAL Ministério da Secretaria de Miniszeria B -;a
FINDE 5ombioliint  GencincTenaogs  ErinoaDiincia  doEducacio I 00
DA EDUCACAC Colthno rrnieal
UNIEAL®

Ficha técnica da unidade | Ficha técnica do projeto Ver relatdrio de compatibilidade

Figura 30 - Sofware Geometria do Taxi - Distancia

Na Figura — 30, vemos a tela inicial do software utilizado nessa atividade.

3 Disponivel em <http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1231>


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212444/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212444/CB

64

Na quarta etapa realizamos as atividades Calculo da Distancia Euclidiana e
Cilculo da Distincia do Taxi que fornece ao aluno a oportunidade de aprofundar
seus conhecimentos nessas duas métricas exercitando o célculo propriamente dito
das distancias em questdo. Essas atividades deixam bem claro para o aluno que a
forma como medimos distincia pode ser distinta dependendo das condigdes
impostas pelo modelo geométrico adotado para modelar certa situagdo real, como
fizemos nas atividades Caminhando e Navegando onde usamos dois modelos
geométricos, a Geometria do Taxi e a Geometria Euclidiana, respectivamente,
para modelar as duas situacdes apresentadas.

Na quinta e dltima etapa realizamos a atividade Circulo e Circunferéncia®®
levamos os alunos novamente para o Laboratério de Informatica da escola. Os
alunos foram distribuidos em dupla para a realizacdo dessa tarefa. O objetivo
principal dessa atividade €, utilizando a Geometria do Taxi, explorar o conceito de

circulo e circunferéncia e a forma desses objetos.

Geometria do Taxi - Formas Geométricas

~—

Este software axplora as variagBes das formas
geométricas tradicionais da Ceometria Euclidiana
quando analisamos os mesmos conceitos na Geometria
do Téxi.

Iniciar software

FUNDO NACKINAL Winistério da Secretaria de Ministério ! - ;ﬂ

FNDE bositoininto  GaniacTemabgs  Edwocioabstincis  doEducacss S, 0
DA EDUCACA COVERND FEDIRAL

Ficha técnica da unidade / Ficha técnica do projeto Ver ralatério de comparibilidade

Figura 31 - Sofware Geometria do Taxi - Formas Geométricas

36 Disponivel em <http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1248>
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7. Conclusao

Mesmo ndo sendo exaustivo, na apresentacdo, tanto da Geometria do Taxi
quanto no desenvolvimento histérico que possibilitou o aparecimento das
Geometrias Ndo Euclidianas, este trabalho fornece ao professor do Ensino Bésico
uma forma de observar a matemdtica sob um aspecto integrador e critico,
possibilitando que o mesmo possa refletir sobre os processos de ensino e as
possibilidades que a Geometria fornece como objeto de aprendizagem.

A inegével caracteristica da Geometria em modelar o ambiente cotidiano do
aluno, permite o seu uso como objeto de aprendizagem de compreensdo natural e
lddica, por outro lado a Geometria do Taxi leva o alunado a uma quebra de
paradigma, possibilitando uma abordagem mais critica e um desenvolvimento
mais consistente da aprendizagem.

A Dinamica que sugerimos € um exemplo de como o professor de
matemadtica pode usar a Geometria, mais especificamente a Geometria do Taxi, no
desenvolvimento de conceitos matematicos, quebrando a monotonia e tornando
mais interessante a sua aprendizagem.

Esperamos com esse trabalho, que o professor de matemética do Ensino
Basico, abra novos caminhos em sua prética docente e se sinta motivado em criar

suas proprias estratégias, pesquisando novos conceitos de aprendizagem.
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9. Anexo

9.1. Espaco Euclidiano R"

9.1.1. (R", Dg)

O espaco euclidiano R" é um espago métrico com a distincia assim definida:

n 1/2
De(x,y) = [Z(xi - }’i)zl

Demonstragao:
Para mostrarmos tal afirmagdo devemos verificar que a métrica definida

atende as seguintes condi¢des:

1.D(x,x)=0

2.se X #y, entdo D(x, y) >0
3. D(x, y) = D(y, x)

4. D(x, z) < D(x, y) + D(y, 2)

1.D(x,x)=0

Seja x € R", desse modo:

n 1/2 n 1/2
De(x,y) = [Z(xi - Yi)zl = [Z(xi - xi)z] =0

2.Se x #y, entdo D(x, y) >0

Sejam x € R" e y € R", desse modo:
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n 1/2
De(x,y) = [Z(xi - }’i)zl

Uma vez que para x # y existe pelo menos um x; # y; e para todo xj # yj

temos que (x; — y;)? > 0 logo:

1/2

DE(x;}’)= >0

i(xi - y)?

3. D(x, y) = D(y, x)

Uma vez que (y; — x)? = [-(g — y)]? = (x; — y)? temos:

1
2

Dg(y,x) = Z(Yi — x;)?

[Zrm—mﬂ
1/2 l

De(y,0) = | G = y?| = Dex,y)

4. D(x, z) <D(x, y) + D(y, 2)

Vamos demonstrar tal afirmag¢do denominada de desigualdade triangular,
utilizando-se de outra desigualdade chamada desigualdade de Cauchy-Schawarz
que nos afirma que:

Dado dois vetores X, y pertencentes ao espago vetorial normado com

produto interno R" , temos que:
[y < lxlyl
Desse modo temos que:
lx+yl? = Kx+yix+y) = x>+ yl* + 2 x + y)| <

< x*+ y2+2lxllyl = (x| + lyD?
logo:
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lx +y| < Ix[+ |yl

Sendo suficiente para afirmarmos que Dg (X, z) < Dg (X, y) + D (y, z)

9.1.2. (R", Dy)

O espaco euclidiano R" é um espago métrico com a distancia assim definida:

n
Dr(ey) = ). Ixi = i
-

Demonstracao:
Para mostrarmos tal afirmag@o devemos verificar que a métrica definida

atende as seguintes condigdes:

1.D(x,x)=0

2.Se x #y, entdo D(x, y) >0
3. D(x, y) = D(y, x)

4. D(x, z) <D(x, y) + D(y, z)

1.D(x,x)=0

Seja x € R", desse modo:

n
mmm=2m—m=o
i=1

2.Se x #y, entdo D(x, y) >0

Sejam x € R" e y € R", desse modo:

n

Dr(y) = ) Ixi = il

i=1

Uma vez que para x # y existe pelo menos um X; # y; € para todo X; # y;

temos que |x; — y;| > 0, logo:
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n
Dr(x,y) = ) Ixi= %l >0

i=1

3. D(x, y) = D(y, x)

Uma vez que:
Ixi — il = |- = x)| = lyi— xl

Temos que:

n n
Drxy) =) l-wl=) |-0i-xl=
i=1 =1

n
= Q. i—xl= D0
l:

4. D(x, z) <D(x, y) + D(y, z)

Uma vez que |x + y| < |x| + |y| temos:

n

n
Dp(x,y) + Dp(y,2) = Z i = il +Z ly: — zl
i=

v

=1

n n
> > -yt vimul= ) - zl= D)
i=1

i=1

9.2. Distancia de Ponto a Reta

Na geometria euclidiana para obter a distdncia entre um ponto P e uma reta
h podemos proceder do seguinte modo:

a — trace a reta s perpendicular a reta h e que passe pelo ponto P;

b — marque o ponto A intersec¢do da reta s com a reta h;

¢ — a distancia do ponto P a reta h € a medida do segmento de reta PA
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Figura 32 - Distancia entre um ponto e uma reta - Métrica Euclidiana

Poderiamos também abordar tal situacdo do seguinte modo:

a — tracemos um circulo de centro P e raio v < Dy (P, h);

b — aumente o circulo até o mesmo intersecctar a reta h em apenas um
ponto, ou seja, que o circulo seja tangente a reta;

¢ — a distancia do ponto a reta sera o raio desse circulo tangente a reta h

Figura 33 - Distancia entre um ponto e uma reta - Métrica Euclidiana

Usaremos esse modo de visualizar a distancia entre uma reta e um ponto na
geometria euclidiana para explorar conceitualmente a distincia entre uma reta e
um ponto na geometria do taxi.

Consideremos entdo uma reta h e um ponto P dados, e uma sequéncia de

circulos do taxi concéntricos em P. Trés casos podem ocorrer:
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Primeiro Caso:

2 - N
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Figura 34 - Distancia entre um ponto e uma reta - Métrica do Taxi

A distancia do ponto P a reta h € a distancia vertical D;-(P,h) = Dr(P, A).

Segundo Caso:

.
’ N
. N N
, N N
~ N S
N N N N
3 Y
~ .
N N
N

Figura 35 - Distancia entre um ponto e uma reta - Métrica do Taxi

A distincia do ponto P a reta h é a distincia horizontal Dy (P, h) =

Dr(P,A).

Terceiro Caso:
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Ay

Figura 36 - Distancia entre um ponto e uma reta - Métrica do Taxi

A distancia do ponto P a reta h é dada por: D;(P,h) = Dy(P,X), X €
A4,

Com essas observacdes feitas podemos entio melhor entender o seguinte
teorema:
Dado o ponto P(xg,Yyo) € a reta h: ax + by + ¢ = 0, na geometria do taxi

temos que a distancia de P a reta h é dada por:

laxy + by, + c |
Max.{|al,|bl}

Dr(P,h) =

Demonstragao:

Na geometria do taxi a distancia de um ponto a uma reta é definida como:

Dy(P,h) = Minye,Dr(P,X)

Sendo X; e X, o ponto de interseccdo da reta h com as retas x = xgouy =

Yo, Tespectivamente, temos:

Dr(P,h) = Min{Dy(P,X;), Dr(P,X;)}

Uma vez que X; e X, sdo dados por:
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Desse modo, teremos;

ax c axg + by, + ¢
Dr(P. X)) = It = xol = | yo + >+ 7] = [

by, ¢ axg + by, + ¢

D-(P,X,) = +—+—|+ — =
r( 2) Xo 2 a |0 — Yol

a

Podemos entdo escrever que:

laxy, + by, + c| |axy+ by, + c|

DT(P,h)zMin{ },seaiOebiO

bl Tl
Dr(P,h) = |¥| sea=0
Dy (P, h) = |ax0—+c seb=0
Assim:
pr(p.p) = S

9.3. Dinamica

A seguir apresentamos os moédulos, do professor e do aluno, da dindmica

Caminhando pelas Ruas da Minha Cidade.
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Caminhando Pelas Ruas da

Minha Cidade

Conceito

Geometria Nao
Ensino Médio 32 Geométrico
Euclidiana

Geometria do

Taxi

Professor

w
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Professor, nessa dindmica vocé terd as seguintes atividades para desenvolver

com os seus alunos:

Atividades | Organizacao : | Registro
2
1 Caminhando 15 min STECE Em grupo
alunos
G de 2
H Navegando 15 min rupo de Em grupo
alunos
H Distancia 50 min Grupo de 2 -
alunos
Célculo da Dl.stanC|a 25 min Grupo de 2 individual
do Taxi alunos
Calculo dfa !Dlstanua 25 min Grupos de 2 individual
Euclidiana alunos
. C|rcquAe . 50 min Grupos de 2
Circunferéncia alunos -
Apresentacao

A geometria possibilita que o aluno desenvolva habilidades que permitem a
descri¢do, o reconhecimento, a compreensdo e a representacdo do espago em que
vivem. Com tais habilidades desenvolvidas o aluno est4 apto a resolver problemas
do cotidiano e interagir com seu ambiente de modo organizado e preciso.

A dinimica foi elaborada com o intuito de fazer o aluno se apropriar de
conceitos que o possibilite interagir e representar suas relagdes com o espaco em
que vive utilizando-se de outro tipo de geometria que ndo a euclidiana.

Nessa dinamica utilizamos a chamada Geometria do Taxi, ou Geometria do
Motorista de Taxi, ou ainda, Geometria Pombalina. Tal geometria criada pelo
matematico Hermann Minkowski (1864 — 1909) apresenta uma relagdo muito
estreita com o cotidiano do aluno na cidade descrevendo os caminhos da geografia

urbana de um modo mais real que a geometria euclidiana.
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Atividade - 01

Material

Lapis, borracha, régua, folha — 01, folha — 03.

Descricao

Professor forneca ao aluno a folha — 01 e a folha — 03, fazendo algumas
consideragdes a respeito do deslocamento que se deve fazer para sair da
localidade A e chegar a localidade B. Informe ao aluno que, ao se deslocar de A

para B, ele deve fazer apenas com trajetos horizontais e verticais. Na figura — 01

temos dois exemplos de caminhos que podem ser feitos.
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Figura - 01

Incentive o aluno a representar o cendrio usando uma malha quadriculada
(folha — 03) que ird representar os quarteirdes e as ruas. Os trajetos podem ser
representados por uma sequéncia de letras H (para horizontal) e V (para vertical)

do modo como estd exemplificado abaixo na figura — 02.
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Figura - 02

Isso ird facilitar ndo sé o processo de contagem dos trajetos entre A e B,
mas também a visualizagdo do cendrio a ser estudado e a determinagdo da
distdncia a ser percorrida nos trajetos. Por exemplo, se na figura — 02
estabelecermos que H = 100 m e V = 100 m teremos que no trajeto HHV VH H
H a distincia percorrida entre os dois pontos sera de:

HHVVHHH=100+ 100 + 100 + 100 + 100 + 100 + 100 = 700 m

Atividade - 02

Material

Lapis, borracha, régua, folha — 02.

Descricao

Professor entregue aos alunos a folha — 02 e solicite que eles registrem os
questionamentos feitos no livreto. Observe com seus alunos que agora ndo existe
nenhum impedimento na escolha da trajetéria entre A e B.

Ao término das atividades 01 e 02 é importante que os alunos tenham se
apropriado da ideia que medir uma distincia é algo que pode ser feito de modo

distinto conforme as necessidades e condi¢cdes impostas. E importante promover
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um pequeno debate em sala com os alunos com a intencéo de consolidar e avaliar
a apropriacdo dos conceitos e ideias estudadas.

Incentive os alunos a pesquisarem sobre o assunto com perguntas do tipo:

O que € distancia?

O que € medir?

Qual o conceito de distdncia em matematica?

O que € distancia euclidiana?

Existem outros tipos de distancia?

O que € distancia do taxi?

Leves seus alunos ao laboratério de informdtica e oriente uma pesquisa
sobre essas perguntas, finalizando com a apresentagdo de um trabalho escrito ou
um cartaz feito em grupo ou mesmo a apresentacdo de um video sobre o assunto.
Uma sugestao interessante de trabalho é buscar no Google Maps a regido em que
os alunos moram e o local da escola solicitando aos alunos que tracem no mapa o
trajeto que fazem de suas casas até a escola determinando assim as distancias de

percurso
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Folha - 01
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02

Folha —
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Folha - 03
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Professor na atividade 3 iremos fazer uso dos recursos educacionais
multimidias disponiveis no sitio http://m3.ime.unicamp.br/ , que € o portal M’
Matematica e Multimidia. Esse portal “contém recursos educacionais multimidia
em formatos digitais desenvolvidos pela Unicamp com financiamento do FNDE,
SED, MCT e MEC para o Ensino Médio de Matemdtica no Brasil. Sdo recursos
educacionais no formato de videos, dudios, softwares e experimentos, que estdo
licenciados sob uma licenca Creative Commons - é permitido copiar, distribuir,
exibir, executar a obra e criar obras derivadas, mas ndo é permitido o uso
comercial ou o relicenciamento sobre uma licenca mais restritiva”.

Como descrito no sitio as “atividades sdo realizadas com o uso de
computadores para o estudo, aplicacdo ou formalizacdo de conceitos de
matemdtica do ensino médio. Estes softwares contém vdrias informagdes para os
alunos e existe um guia com explicacdes aprofundadas para o professor”.

Sugerimos que antes da aplicac@o das atividades que seja lido e executado
por vocé professor todas as etapas da mesma. Todo o processo avaliativo é feito
no proprio portal que ndo passa de uma fase para outro se a anterior ndo estiver

correta.

Atividade - 03

Material

Recursos de Informatica

Descricao

Na atividade 3 iremos realizar a dindmica Geometria do Taxi — Distancia
que encontramos disponivel no sitio http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1231 .
Tal atividade ira “Consolidar o uso de coordenadas cartesianas no plano e
introduzir uma nova nog¢do de distdncia, na qual a funcdo modulo aparece de
forma natural” e “explorar a comparacdo entre as distdncias euclidiana e do

tdxi, por meio de coordenadas”.

Atividade - 04
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Material

Lapis, borracha e calculadora, Folha — 04 e Tabela — 01.

Descricao

Nessa atividade, professor, vamos trabalhar com o aluno o célculo da
distancia euclidiana. Inicie passando para o aluno qualquer dos videos disponivel
em:

http://www.youtube.com/watch?v=alXcuud7QUo

http://www.youtube.com/watch?v=SLGrD9QCitQ

http://www.youtube.com/watch?v=-010aYJ7RGE

Ap6s o video disponibilize para o aluno a folha — 04 e a tabela — 01, para

que o mesmo se aproprie do método de célculo da distincia euclidiana.

Atividade - 05

Material

Lapis, borracha e calculadora, Folha — 05 e Tabela — 02.

Descricao

Nessa atividade, professor, vamos trabalhar com o aluno o célculo da

distancia do taxi. Inicie passando para o aluno o video disponivel em:

http://www.youtube.com/watch?v=t4tWbolKG2g

Ap6s o video disponibilize para o aluno a folha — 05 e a tabela — 02, para

que o mesmo se aproprie do método de célculo da distancia do taxi
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Tabela - 01
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Tabela - 02
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Professor na atividade 6 iremos fazer uso dos recursos educacionais
multimidias disponiveis no sitio http://m3.ime.unicamp.br/ , que € o portal M’
Matematica e Multimidia. Esse portal “contém recursos educacionais multimidia
em formatos digitais desenvolvidos pela Unicamp com financiamento do FNDE,
SED, MCT e MEC para o Ensino Médio de Matemdtica no Brasil. Sdo recursos
educacionais no formato de videos, dudios, softwares e experimentos, que estdo
licenciados sob uma licenca Creative Commons - é permitido copiar, distribuir,
exibir, executar a obra e criar obras derivadas, mas ndo é permitido o uso
comercial ou o relicenciamento sobre uma licenca mais restritiva”.

Como descrito no sitio as “atividades sdo realizadas com o uso de
computadores para o estudo, aplicacdo ou formalizacdo de conceitos de
matemdtica do ensino médio. Estes softwares contém vdrias informagdes para os
alunos e existe um guia com explicacdes aprofundadas para o professor”.

Sugerimos que antes da aplicac@o das atividades que seja lido e executado
por vocé professor todas as etapas da mesma. Todo o processo avaliativo é feito
no proprio portal que ndo passa de uma fase para outro se a anterior ndo estiver

correta.

Atividade 6

Material

Recursos de Informatica

Descricao

Na atividade 6 iremos realizar a dindmica Geometria do Taxi — Formas
Geométricas no sitio http://m3.ime.unicamp.br/recursos/1248 . Nessa atividade “o
aluno escolhe no mapa as “esquinas” onde colocar quatro pontos de referéncia
(sua casa, a escola, a casa de um amigo e a lanchonete) e é solicitado a
considerar distdncia como o nimero minimo de quadras a serem percorridas
para se ir de um ponto a outro (distdncia do tdxi). Depois é convidado a pensar
no que corresponde aos conceitos de circunferéncia e circulo na geometria do

tdxi”.
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Caminhando Pelas Ruas

da Minha Cidade
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Atividade — 01

Seu professor entregou uma foto aérea de certa regido da cidade.

Observando essa foto responda aos questionamentos feitos abaixo:

a) Queremos caminhar da localidade A para a localidade B. Trace pelo menos

trés trajetos que sejam possiveis de serem feitos. Observe agora os trajetos

escolhidos por outros colegas. Sao os mesmos que vocé escolheu?

b) Se vocé fosse medir a distincia entre a localidade A e a localidade B que

trajeto escolheria para fazé-lo? Explique porque escolheu tal trajeto para fazer

a medicio da distancia entre a localidade A e a localidade B.
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¢) Utilizando o papel quadriculado (Folha - 03) faca um modelo do cenario da
foto (Folha - 01). Procure determinar a distincia entre a localidade A e a

localidade B. Observe a trajetorias que seus colegas escolheram para medir a

distancia. E a mesma trajetoria que a sua?

d) Quantos trajetos existem entre a localidade A e a localidade B que tenham

essa mesma medida feita por vocé como sendo a distincia entre A e B?
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Atividade — 02

Seu professor entregou agora uma foto aérea da regido litoranea da cidade.

Observando a Folha — 02, responda aos questionamentos feitos abaixo.

a) Queremos navegar da localidade A para a localidade B. Trace pelo menos

trés trajetos que sejam possiveis de serem feitos. Observe agora os trajetos

escolhidos por outros colegas. Sdo os mesmo que vocé escolheu?

b) Se vocé fosse medir a distancia entre a localidade A e a localidade B que

trajeto escolheria para fazé-lo? Explique porque escolheu tal trajeto para fazer

a medicao da distancia entre a localidade A e a localidade B.
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¢) Utilizando a foto que vocé recebeu (Folha - 02), procure determinar a

distancia entre a localidade A e a localidade B. Observe a trajetéria que seu

colega escolheu para medir a distincia. E a mesma trajetoria que a sua?

d) Quantos trajetos existem entre a localidade A e a localidade B que tenham

essa mesma medida feita por vocé como sendo a distincia entre A e B?

Comparando com o mesmo item da Atividade — 01 o que vocé pode observar?
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Atividade — 03

O seu professor ird levad-lo para o laboratdrio de informética para realizar

esta atividade.

Atividade — 04

O seu professor ird passar um video que o ajudara nessa tarefa. Apds assistir
ele ird fornecer uma tabela juntamente com a folha — 05 para vocé praticar e

entender melhor o célculo da distancia do taxi. Entdo maos a obra.

Atividade — 05

O seu professor ird passar um video que o ajudard nessa tarefa. Apds assistir

ele ird fornecer uma tabela juntamente com a folha - 04 para vocé praticar e

entender melhor o calculo da distancia euclidiana. Entdao maos a obra.

Atividade — 06

O seu professor ird levad-lo para o laboratdrio de informadtica para realizar

esta atividade.
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