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Métodos Sem Malha

Segundo Liu (2009), os métodos sem malha trabalham com um conjunto de
nés distribuidos dentro de um dominio, assim como com conjuntos de nds
distribuidos sobre suas fronteiras para representar, sem discretizar, o dominio do
problema e seus contornos. Portanto, este € o principal motivo para adotar
métodos sem malha nesta tese, eliminando a necessidade de uma malha pela
constru¢do da aproximacdo da funcdo de campo inteiramente em termos dos
pontos nodais, visto que nenhuma especificacao da inter-relagdo nodal €, a priori,
definida ou necesséria.

Uma das referéncias pioneiras dos métodos sem malha é o Método dos
Elementos Difusos (DEM - Difuse Element Method) proposto por Nayroles et al.
(1992). O DEM ¢ a generalizacdo do método de elementos finitos no qual o
procedimento de Galerkin é aplicado sem a necessidade de uma malha do
dominio. Posteriormente, 0 DEM foi refinado e modificado por Belytschko et al.
(1994), chamando-o de Garlekin sem malha (EFG - Element Free Galerkin). As
modificagdes propostas para o método EFG conferiram um aumento na exatidao
das respostas em comparacao ao método de elementos difusos.

A seguir sdo descritas nogoes basicas da formulagdo de métodos sem malha
empregando o método de minimos quadrados méveis, desenvolvido por Lancaster
e Salkaukas (1981), comumente usados para geracdo de funcdes de forma. No
final do capitulo sdo apresentados alguns exemplos resolvidos a partir de uma

implementacdo do método sem malha feita em Matlab®.

4.1.
Principio Basico dos Métodos Sem Malha

Na formulacdo de métodos sem malha, a fun¢do de campo u (i.e a

componente de deslocamento) em um ponto arbitrdrio X' = (x, y, z), pertencente

7z

ao dominio do problema, é interpolada utilizando os deslocamentos de pontos
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nodais em um pequeno dominio local referente ao ponto x, chamado de dominio

de suporte, i.e.

u(x)ng(x) u=d(x) U “4.1)
com:

U=[u, w, -~ u] (4.2)

P =[gx) 4x) - 4] 4.3)

onde n € o nimero de nds pertencentes ao dominio de X, u; € a componente de
deslocamento do i-ésimo né do dominio de suporte, U € o vetor que contém todos
os deslocamentos nodais, ¢; é a funcdo de forma do i-ésimo né criada usando
todos os nds de suporte, e @ € a matriz que coleta todas as func¢des de forma
nodais calculadas.

De forma geral, procura-se representar a aproxima¢do de uma funcdo
qualquer através de um conjunto de fun¢des de forma com suporte compacto,

influenciando apenas uma pequena por¢cao do dominio do problema.

4.1.1.
Conceito de Dominio de Suporte

O dominio de suporte de um ponto determina o nimero de nds que sdo
usados localmente para aproximar o valor da fun¢cdo no ponto. Portanto, a sua
escolha é fundamental para a obten¢cdo de uma aproximacio de forma eficiente e

precisa.

Figura 4.1 Representacao do dominio do problema Q. Em destaque,

exemplos de dominios de suporte retangular Q; e circular Q; para os noés i ej.
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Os dominios de suporte podem possuir tamanhos e formas diferentes,
normalmente centrados no ponto de interesse para manter a uniformidade do
dominio local. As formas mais utilizadas sdo circular e retangular, como mostrado
na Fig. 4.1 para o caso bidimensional.

O conceito de dominio de suporte funciona bem se a densidade de nds no
dominio do problema ndo varia significativamente. Neste trabalho, o conjunto de
pontos detectados pelo algoritmo SIFT, que sdo utilizados como nds na
formulacdo sem malha, apresentam uma distribui¢ao nao uniforme e a densidade
dos nés pode variar de um ponto para outro. O uso de um dominio de suporte com
base no ponto de interesse pode levar a selecdo desequilibrada de nds na

constru¢do da fungdo de forma. Para prevenir este tipo de problemas, o conceito

de dominio de influéncia deve ser utilizado (Liu, 2005).

4.1.2.
Conceito de Dominio de Influéncia

O dominio de influéncia é definido como a regido na qual o ponto nodal
exerce sua influéncia no dominio do problema e contribui para a solugdo. Desta
forma, entende-se por dominio de suporte para um ponto qualquer como a regiao

formada pela unido de todos os dominios de influéncia que atuam naquele ponto.

Figura 4.2 Exemplos de dominios de influéncia circulares no caso

bidimensional.

A sobreposi¢do dos dominios garante a conectividade entre nos. Isto é
visualizado na Fig. 4.2, onde d;, d> e ds sdo os raios dos dominios de influéncia
que correspondem aos nés 1, 2 e 3, respectivamente. Nota-se que os dominios de

influéncia dos nés 1 e 2 envolvem o ponto de avaliacio X, portanto serdao
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utilizados na constru¢do da func@o de forma em x. Cabe ressaltar que o n6 3 deste
exemplo ndo tem influéncia no ponto x e, portanto, nao € considerado.
Segundo Belytschko et al. (1994), a dimensao do dominio de influéncia para

um determinado ponto nodal é calculada por:
dm =a,-d, (4.4)

onde o, € uma constante de proporcionalidade e d; é o raio de influéncia que
determina o tamanho minimo do dominio de influéncia.

Se os nds sdo uniformemente distribuidos, d; € a distincia maxima do menor
conjunto de pontos que formam um poligono fechado ao redor do ponto de
interesse. Caso contrario, se os nds estdo nao uniformemente distribuidos, o
parametro d; é determinado pela regido de integracao, de maneira que a dimensao
do dominio de influéncia pode ser diferente de um né para outro. Isso permite que
alguns nds tenham mais influéncia do que outros, evitando assim uma distribui¢ao
nodal desequilibrada na construcao da funcdo de forma.

O valor de a; € escolhido antes do processamento. De acordo com a
experiéncia computacional, valores de a; entre 2.0 e 4.0 levam a bons resultados
(Liu, 2005). Por exemplo, um valor de o, igual a 2 indica um dominio de

influéncia cujo raio € 2 vezes o valor do dominio pré-determinado.

4.2.
Aproximacao por Minimos Quadrados Moéveis (MLS)

As aproximagdes por minimos quadrados mdveis sao construidas a partir de
trés componentes:

¢ uma funcdo peso de suporte compacto, associada a cada ponto,

¢ uma base polinomial, e

e um conjunto de coeficientes que dependem da posicao.

Uma caracteristica atraente da técnica de aproximacdo por minimos
quadrados modveis € que a continuidade da aproximagdo estd fortemente
relacionada a continuidade da fun¢do peso escolhida. De forma que, mesmo sendo
a continuidade da base local menor que a da funcdo peso, a aproximacao

resultante terd a continuidade da fungdo peso.
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Seja u(x) uma fun¢do de uma varidvel de campo definida no dominio Q2. A
Lo / 4 ..
aproximacdo de u(x), chamada de u'(x), pelo método dos minimos quadrados
moveis, € formada por um somatério de fungdes linearmente independentes no

dominio do problema, tal que
W' ()= p;(x)a,(x) =P (x) a(x) (4.5)
j

onde P é uma base polinomial completa de m termos,
Prx=[p® px .. p,®] (4.6)
e a é o vetor dos coeficientes a serem estimados, e dependem da posi¢ao x:
a'x)=[q,x) ax) .. a,(x)] 4.7

No exemplo da Fig. 4.3, u" é a funcdo aproximada para u construida a partir

dos valores da fun¢do u; nos pontos x;.

u" (x)

A J

= |—-———

X

Figura 4.3. Funcao de aproximacao u" e deslocamentos nodais u; na

aproximacao MLS.

Pode-se definir o desvio existente entre a fun¢do u e a sua aproximagao

local " como o erro residual, tal que
e(x) =u"(x)—u(x,) 4.8)

O método dos minimos quadrados mdveis define o funcional quadratico do

erro residual como:

J= Z w(x—x,)[e, ®)]’ 4.9)
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onde n é o nimero de nds na vizinhanga de x e w é uma funcdo de ponderacao (ou
funcdo peso) que apenas assume valores ndo nulos dentro de seu suporte, afim de
gerar uma aproximacgao local.

Neste ponto, nota-se a principal diferenca dos métodos dos minimos
quadrados modveis com os métodos dos minimos quadrados cldssico. Os
elementos do vetor de coeficientes da Eq. (4.7) dependem da posicido X, e a fungdo
de ponderacdo introduzida na Eq. (4.9) ndo € constante, pois depende das posi¢coes
X € X;.

Desta forma, considerando as defini¢des apresentadas anteriormente, tem-se
& 2

J = wx-x)(u"(x)-u(x,))
i=1

= wix=x)[PT(x a0 -1, | 4.10)

O critério utilizado para a determinagao dos coeficientes do vetor a se baseia
na minimizacdo do funcional J por meio da sua derivada em relacdo aos
coeficientes de a, i.e.

E)J:

9 _o 4.11
a (4.11)

Obtém-se o conjunto de m equagdes resultante:

aJ n T

a—alzo & ;w(x—xiﬂpl(xi)[P (x)a(x)—u, |= 0

LI Zn:w(x—x.)Zp(x)[PT(X.)a(X)—u.]: 0

da, i=1 I 2 I ’ (4.12)
Yy o 3 w(x—x,)2p x)[P"(x)ax) -, |= 0

aam p 1 m 1 l 1

Em notacgdo vetorial, tem-se:

2": w(x—x,)2P(x,) [ P"(x,)a(x)—u, | =0 (4.13)

ZZn: w(x—x,)P(x,)P"(x,)a(x)-w(x—x,)P(x,)u, =0 (4.14)

i=l

Eliminando o fator constante e rearranjando a Eq. (4.14) tem-se:
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Zn: w(x—xl.)P(xi)PT (x,)a(x) = Zn: wx—-x,)P(x,)y, (4.15)

i=1 i=1

ou escrito na forma simplificada
AXx)a(x)=Bx)U (4.16)

na qual as matrizes A e B sdo definidas como

A(X)=Zn:W(X—XI.)P(X[.)PT(Xi) (4.17)

B(X)z[w(x—xl)PT(xl) wx-x,)P'(x,) .. w(x—xn)PT(x”)] (4.18)

Note-se que a matriz A € quadrada e tem dimensdo (mXxm), enquanto a
matriz B tem dimensdo (mXxn), e os pardmetros nodais da fun¢do varidvel u sdao

representados pelo vetor U:
U= z u, (4.19)
i=1

A solucao do sistema linear da Eq. (4.16) € unica e dada por:
ax)=A"'(x)B(x)U (4.20)

Finalmente, substituindo a Eq. (4.20) na Eq. (4.5), a aproximacdo por

minimos quadrados moveis da fun¢do u resulta em
u"(x)=PT"(x)A7'(x)B(x)U

n nm

=22 p,0[AT 0B« (“21)

onde, comparando com a Eq. (4.1), definimos a funcdo de forma ¢; associada ao i-

€simo nd no ponto X:

6,00=Y p,(0 (A" ©B()) (4.22)

Ji
ou escrita de forma simplificada como

¢ =P"A"'B, (4.23)
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Para obter as derivadas a partir do deslocamento definido na Eq. (4.21), é
necessario calcular a derivada da funcdo de forma da Eq. (4.23). Segundo
Belystschko et al. (1994), a derivada da funcdo de forma pode ser calculada

aplicando a regra do produto, tal que para o caso bidimensional tem-se:

¢.=P" A'B,+P"(A") B,+P"A"B,, (4.24)

¢,=P",A"B,+P"(A") B, +P'A"B,, (4.25)

Y

onde o subscrito representa a derivada da funcgdo.
As equacdes anteriores envolvem o cdlculo da derivada de (A™') em relagdo
a x e y. Aplicando a derivacdo implicita 2 identidade AA™ = I, as derivadas da

inversa da matriz podem ser calculadas por:

(A7) =-A"A A" (4.26)

(A") =-A"A A" 4.27)

5y

Desta forma, as derivadas espaciais das matrizes A e B, definidas na Eq.

4.17 e Eq. 4.18, respectivamente, sdo determinadas. Assim,

A®x), = Zn:w(x—xi)JC P(x,)P"(x,) (4.28)
A(x) = Zn:w(x—xl)y P(x,)P"(x,) (4.29)
e

B(x) =w(x-x,) P'(x,) (4.30)
B(x) , =w(x-x,) P'(x,) (4.31)

A Eq. (4.1) também pode ser utilizada de modo similar para a componente

de deslocamento v, assim tem-se:
v(x) =Y B (X)), (4.32)

Desse modo, o vetor de deslocamentos na superficie do material € definido:
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u h_ g 0| (u,
o) =2 i) o

As deformacdes em um ponto qualquer do dominio podem ser calculadas

em funcdo dos deslocamentos do ponto, considerando pequenas deformagdes,

tem-se:
h i
E, Ox i
u

£ ¢ = 0 g { } (4.34)
’ Sy | |v
Eo) 1o 5

| 6y  Ox |

Assim, o vetor de deformagdes ¢é definido a partir das derivadas parciais de

primeira ordem da fungao peso:

h i O
E, ox ¢ 0 ¢ix 0
X S i U| < 7 u; 435
T2 ffy{o AH‘Z 0 % H o
8)0, i i ¢i,y ¢i,x
| 6y  Ox |

4.2.1.
Funcao de Base

A consisténcia da aproximacao dada pelo método MLS depende da ordem
da base polinomial utilizada. Se a base polinomial possui mondmios de ordem
completa m, entdo as fun¢des de forma geradas pelo MLS terdo consisténcia C™.

A Tab.1 mostra alguns exemplos de bases polinomiais variando a dimensdo

do problema e a ordem méxima m dos mondmios.

Tabela 4.1 Algumas bases polinomiais.

Dimensao | m PT(x)
1 3 1 x x|
2 3 1 x x]
3 4 1 x x x]
2 6 |[1 x x x xx x|
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4.2.2.
Funcao Peso

A funcdo peso € um componente importante na formulacdo de métodos sem
malha. A sua escolha € arbitrdria desde que a fungdo seja continua e positiva
dentro do suporte. Uma caracteristica essencial nas fun¢des peso escolhidas é o
seu suporte compacto, que permite definir as fungdes de aproximacdo em um
carater local (Dolbow e Belytschko, 1998). Algumas outras caracteristicas das
funcdes peso sdo:

® wix)>0, dentro do dominio de suporte.

® wix)=0, fora do dominio de suporte.

® w;(x) € uma funcdo que decai monotonicamente ao longo do seu dominio.

A funcdo peso pode ser escrita como funcdo de um comprimento

normalizado ou raio de influéncia, r:

(4.36)

onde a dimensdo de r € calculada pela distancia entre o ponto de interesse X € o
ponto nodal x; dividido pela dimensao do seu dominio de influéncia.

A seguir, algumas das fungdes peso unidimensionais mais encontradas na
literatura de métodos sem malha sdo apresentadas:

e (Cubica Spline (Belytschko et. al. 1995)

247 +47°, r<i
w(r)=J4—dr+d4r’ =47, L<r<i (4.37)
0, r>1

e Quadrtica Spline (Belytschko et. al. 1995)

g2 344 <
Ww(r) = 1-6r-+8r"-3r", r<l1 (4.38)
0, r>1
e Quinta Spline (Xiaofei et. al. 2004 )
_ 2 3 4 5 <
w(r):{l 10r" +20r" = 157" +47r°, r<1 (4.39)
0, r>1

e Exponencial (Belytschko ez. al. 1995)

~(r/a)’
wry=1¢ - r=l (4.40)
0, r>1
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e Gaussiana (Belytschko et. al. 1994)

*(rb)Zk 7(b)2k

e —e
<1
wry =1 oo (4.41)
0, r>1
e (Conica (Belytschko et. al. 1994)
N2k <
w(r) = {1 (=, r=l (4.42)
0, r>1

onde a, b e k sdo parametros das fungdes peso.

As funcdes spline mostram certa praticidade em sua utilizacdo quando
comparadas com as fungdes peso exponencial, gaussiana e coOnica, devido ao fato
que as funcdes spline ndo apresentam parametros de ajuste. Na Fig. 4.4 sdo

mostradas algumas fungdes peso apresentadas anteriormente.

Cibica Spline Quartica Spline
T T T

nar

wi)
wi)
wilx]

Figura 4.4 Exemplo de algumas funcoes peso no espaco unidimensional.

Em relacdo as equacdes (4.24) e (4.25), nota-se que a derivada espacial da
funcdo peso € necessdria para o cédlculo das derivadas das matrizes A e B. Esta
derivada pode ser calculada fazendo-se uso da regra da cadeia (Dolbow e

Belytschko, 1998):
Wik =Wir Lk (4.43)
onde o subscrito k representa a derivada da fungao.

Por exemplo, no caso de um dominio circular em uma dimensado, para a

funcdo Cubica Spline (Equagao 4.37) tem-se:
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calculando o valor de r; . (Equagdo 4.36) e substituindo na Eq. 4.44:

w o—w sign(x—x;)
i,x i,r dml.
onde
—8r+12r%, r<s
w, =1-4+8r—4r*, l<r<i
0, r>1
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(4.44)

(4.45)

(4.46)

Nota-se que, a funcdo peso e a sua respectiva derivada sdo também

continuas ao longo de todo o dominio, as quais sao mostradas na Fig. 4.5.

Fungao de Peso Cibica Spline
Derivada da Fungéo de Peso

a4 ; ; ; A ; ; ;
0 0.25 05 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1

Figura 4.5 Funcao peso Cubica Spline unidimensional e a sua respectiva

derivada.

E, para o caso bidimensional, tem- se:

substituindo o valor de r;, e r;, tem-se:

X—X;

Wi,x - Wl r 2

rdm;

_ Y=Y
Wi,y - Wl r

2
rdm;

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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A representacdo grafica da funcdo peso Cubica Spline e as suas derivadas

em relacdo as direcdes x e y sdo mostradas nas Figs. 4.6 a 4.8:

0B~
06

0ado

w (1.7)

0z

04

=

==
i <

fll

-

SO
L

TREERE
e

== “\ P
“.:_:fﬂl

I,,,'"O‘“:g‘:
L™

ety
T e
o N

Figura 4.7 Derivada parcial da funcao de peso Cubica Spline em relacao a

direcao x.

Figura 4.8 Derivada parcial da funcao de peso Cubica Spline em relacao a

direcio y.
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4.3.
Exemplo Numérico: Problema Unidimensional

Nesta secdo, € apresentado um problema unidimensional da referéncia
Dolbow e Belytschko (1998). Considera-se uma barra engastada em uma das suas
extremidades e livre na outra, como mostrado na Fig. 4.9. A barra unidimensional

de comprimento unitdrio L € sujeita a uma forga linear, b(x), de magnitude x.

b(x) =x
- - - -
X
-
- -
L

Figura 4.9 Problema unidimensional.
O problema pode ser descrito por:

Eu, +x=0 O<xx<l 4.51)

sujeito as seguintes condi¢des de contorno:

(4.52)

onde u € o deslocamento, u, a derivada do deslocamento em relacdio ax e E € o
modulo de elasticidade do material.

A solugdo exata do problema € dada por:

u(x) :%(%x—%j (4.53)
u(x),x :L(l—xz) (4.54)

As Figs. 4.10 e 4.11 mostram o comportamento da solu¢do exata e a funcdo
de aproximacao construida a partir do MLS, considerando 21 nés uniformemente
distribuidos no dominio do problema, uma fun¢do de base cibica Spline, € uma

base polinomial linear dada por:

PT(X)=[1 X xz], m=3 (4.55)
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Figura 4.10 Comparacao entre a solucao exata e a solucao MLS para u(x).

0.3

Sol. Exata
B Sol. Aproximada

Figura 4.11 Comparacao entre a solucio exata e a solucao MLS para u(x) ..

A Tab. 4.2 apresenta o erro quadritico médio (RMS) entre a solucdo exata e

a solucdo aproximada para uma distribuicao de 6, 11 e 21 nés em todo o dominio.

Tabela 4.2 Erros RMS no calculo da solucao para o problema

unidimensional.
. , Erro RMS Erro RMS
Numero de nos
u(x) u(x)x
6 3,42-10™ 8,22-10°
11 3,16-10° 1,61-10°
21 2,86-10° 3,04-10™

O erro quadrético médio (RMS) no valor aproximado da fun¢do solucdo é

estimado tomando-se os valores calculados e comparando-a com seus valores

reais:
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2

RMS = \/%Z(ﬁexat _‘fiaprox) (456)

i=1

4.4.
Exemplo Numérico: Problema Bidimensional

Nesta secdo, € apresentado um problema bidimensional do livro de
Thimoshenko (1970). Considera-se uma viga engastada de secdo retangular e
espessura unitaria com uma carga, P, concentrada no seu extremo, x = 0, como

mostrado na Fig. 4.12.

le

Figura 4.12 Problema bidimensional.

A solugdo exata do problema é dada por:

2 3 3 2 2
u(x,y)=—Px y_VPy +Py N PL _PD y (4.57)
2EI 6EI 6IG \2EI 8IG
2 3 2 3
v(x’y):Vny +Px _PLx+PL (4.58)
2EI 6El 2FEI 3EI
onde / é 0 momento de inércia da viga, i.e.
D3
] == 4.59
) (4.59)

O problema € resolvido com os parametros E = 2,4 GPa, v = 0.38, D =20
mm, L = 80 mm, e P = 2 N. Considere-se uma distribuicio de 1804 nds,
distribuidos neste exemplo de forma aleatéria em todo o dominio, como mostrado

na Fig. 4.13.
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Y [mm]
=

% o
qoltese "\'.'."-"":'\ '.‘:’-.' A 0”'0'0 'ﬂu';’."'o‘t'..“-." oy 0,00 0ean0 s 00,00 ]

o

o

10 20 30 40 50 60 70 8
X[mm]

S

Figura 4.13 Distribuicao de nés adotada na discretizacao do problema.

Na solucdo do problema utilizando a formulagdo sem malha no espaco
unidimensional, adotou-se como funcao de base a Cubica Spline mostrada na Fig.
4.6. A seguir sdo comparadas as solugdes para as componentes de deslocamento e

deformacao obtidas analiticamente e as geradas pelo programa desenvolvido.

u(xy) [mm]

Y [mm] X [mm]
Figura 4.14 Comparacao entre a solucio exata e a solu¢cao MLS para a

componente de deslocamento u(x,y).
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Figura 4.15 Comparacao entre a soluciao exata e a solu¢ao MLS para a

componente de deslocamento v(x,y).
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Figura 4.16 Comparacao entre a solucio exata e a solucao MLS para a

componente de deformacio &, (x,y).
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Figura 4.17 Comparacao entre a solucio exata e a solu¢ao MLS para a

componente de deformacao &, (x,y).
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Figura 4.18 Comparacao entre a solucio exata e a solu¢ao MLS para a

componente de deformacao &, (x,y).

A Tab. 4.3 apresenta o erro RMS entre a solucdo exata e a solucdo
aproximada para as componentes de deslocamento e deformacdo. No célculo do

erro, utiliza-se a Eq. 4.56.
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Tabela 4.3 Erros RMS no calculo da solucao do problema bidimensional.

Componente

u(x,y)

v(x,y)

&(x,y)

&(x,y)

£y(X,y)

Erro RMS

6,4-107

2,3-107

0,319

0,173

1,327

70

Os resultados apresentados nos exemplos numéricos mostram que os

métodos sem malha MLS se aplicam bem a solucdo de problemas mecanicos. As

funcdes de forma geradas a partir do MLS podem representar fun¢des polinomiais

de qualquer ordem e, por conseguinte, qualquer funcao suave.

Na metodologia proposta nesta tese, os nds utilizados na formula¢do sem

malha serdo aqueles identificados pelo algoritmo SIFT, cuja distribuicdo e

densidade dependem muito da textura das imagens capturadas. E, para a

determina¢do da solucdo aproximada, utilizando a informagdo de deslocamento

fornecida pelos pontos SIFT, € necessdrio considerar alguns aspectos quanto a sua

aplicacdo pratica. Esses aspectos sdo apresentados e discutidos no préximo

capitulo.
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