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5
Efeito de nao-linearidades variante no tempo sobre a proba-
bilidade de erro de sistemas OFDM

No capitulo anterior, foi desenvolvida uma técnica analitica para avaliar
o efeito de nao-linearidade com memoria variante no tempo sobre o espectro
de sistemas OFDM. Isto permitiu a andlise do o espalhamento espectral pro-
duzido por uma nao-linearidade com memoria variante no tempo num sistema
OFDM. Neste capitulo é desenvolvida uma técnica para a avaliacao dos efeitos
de nao-linearidades com memoria variantes no tempo sobre o desempenho (em
termos da probabilidade de erro de bit) de sistemas OFDM.

O desenvolvimento de técnicas analiticas para determinar a probabili-
dade de erro de sinais OFDM distorcidos por nao-linearidades tem sido um
tema de extensa pesquisa [18, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27]. No entanto, estas
técnicas estao focadas em sinais distorcidos apenas por nao-linearidades invari-
antes no tempo (como ¢ o caso dos HPAs). Neste trabalho uma nao-linearidade
com memoéria e variante no tempo é considerada para modelar, por exemplo,
o efeito conjunto de um HPA e de um canal de propagacao multipercurso.
Novamente, para dar conta da memoéria do dispositivo nao-linear, foi utilizado
um modelo baseado em Series de Volterra variantes no tempo para modelar a

nao-linearidade encontrada nos sistemas OFDM.

A Secao 5.1 descreve o sistema OFDM considerado, principalmente a
estrutura do receptor utilizado. A Secao 5.2 descreve a representagao do
sinal de saida considerando o modelo apresentado na Secao 3.2. Na secao
5.3 sao apresentadas expressoes para calcular a probabilidade de erro em
presenca de ruido aditivo Gaussiano branco para os casos especificos onde
sistemas OFDM/BPSK e OFDM /QPSK sao considerados. A caracterizagao de
algumas varidveis envolvidas nestas expressoes sao apresentadas na Secao 5.4.
Utilizando-se estas expressoes, resultados numéricos para um caso particular,
envolvendo uma nao-linearidade de terceira ordem, sao obtidos e apresentados

na Secao 5.5. Finalmente, a Secao 5.6 apresenta um resumo do capitulo.
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5.1
Receptor OFDM

As expressoes analiticas e relacoes matemadticas, necessarias para o
calculo do desempenho de sistemas OFDM, sao desenvolvidas considerando-se
o modelo apresentado na Figura 5.1. O diagrama da figura corresponde ao
processamento do k-ésimo simbolo OFDM. Nesta figura, §x(t) representa a
envoltéria complexa do sinal OFDM transmitido, 7 (t) representa a envoltéria
complexa do sinal OFDM recebido, 71(t) representa o ruido térmico do receptor
caracterizado como um processo aditivo complexo gaussiano branco (com
densidade espectral de poténcia Nyp), a ndo-linearidade com memdria variante
no tempo serd representada por Séries de Volterra. Sy ,, ¢ o simbolo modulado
complexo transmitido no intervalo de tempo k e sub-portadora n, Ry, ¢
o simbolo complexo recebido no intervalo de tempo k e sub-portadora n,
pn(t) denota a funcdo complexa do pulso formatador usado para transmitir
a informagao na sub-portadora n. O filtro integrador implementa a integral do
sinal de entrada no intervalo [T.,, 7], onde T é a duracao do simbolo OFDM
e Ty, é a duragao do prefixo ciclico do sinal OFDM. O n-ésimo equalizador
multiplica a saida do n-ésimo filtro integrador por um fator complexo Hy, ,, para
compensar parcialmente os efeitos da nao-linearidade. Note que, nesta secao
serda considerado o modelo em tempo continuo, envolvendo a implementacao
por meio de osciladores coerentes e nao um modelo em tempo discreto, que
envolve uma implementagao baseada na Transformada Rapida de Fourier. Isto
se justifica pelo fato das relacoes de entrada-saida da nao-linearidade variante
no tempo com memoria (ver (3-9)) serem expressas em tempo continuo e
nao em tempo discreto. Vale ressaltar entretanto, que ambos modelos sao

equivalentes.

| Sk.0 : I f > Equalizador R0 :
| ! e
| po(t) : | " p5 (1) :
n(t . Ry 1
| g I f Equalizador s
ko1 |, " oH ’ |
| LS 5k()]  nao-lineridade  (Fr ()] ¥Fx (1) k2 : I
| : p1(t) N P variante no t}el.npo I§\u pT (t) : : :
| : . I'y| com memoria | : . |
L | !
| Sk N= | I f N E(I{;alizador Ry, N1 I
| | | k,N—1 |
| pN—1(t) | Pr_1(t) I
I — | S — — — — — — —
Transmissor OFDM Receptor OFDM

Figura 5.1: Modelo usado para analisar o impacto da nao-linearidade no
desempenho de sistemas OFDM moveis
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Usualmente [23, 25], as anédlises de probabilidade de erro de sistemas
OFDM em presenca de nao-linearidades sem memoria encontradas na li-
teratura foram realizadas considerando que o sinal OFDM distorcido pela
nao-linearidade é composto de uma réplica em escala do sinal OFDM e uma
componente interferente descorrelatada aditiva. Assim a densidade espectral
de poténcia do sinal OFDM distorcido corresponde a uma réplica em escala da
densidade espectral de poténcia do sinal OFDM mais a densidade espectral de
poténcia do componente interferente descorrelatado. A partir desta premissa,
uma estimativa simples da razao sinal/distor¢ao nao-linear pode ser obtida
e, uma estimativa da probabilidade de erro em presenca de ruido aditivo
gaussiano branco pode também ser facilmente obtida (ao se assumir que a dis-
torgao aditiva é Gaussiana). As anédlises de probabilidade de erro de sistemas
OFDM moveis em presenca de nao-linearidades (variantes no tempo ou nao)
com memoria nao podem ser realizadas usando esse procedimento porque nao
é possivel escrever o sinal OFDM distorcido como a soma de uma réplica em
escala do sinal OFDM e um componente interferente descorrelatado. Neste
caso, para determinar a probabilidade de erro de sinais OFDM distorcidos
por nao-linearidades com memoria em presenca de ruido aditivo Gaussiano
branco inicialmente sao identificadas as parcelas, correspondentes ao sinal
desejado, interferéncia e ruido, do simbolo recebido em uma determinada
sub-portadora. A probabilidade de erro é entao calculada dado o valor da
parcela de interferéncia. Finalmente, o teorema de probabilidade total (versao
densidade de probabilidade) permite obter, a partir desta probabilidade de

erro condicional, a probabilidade de erro numa determinada sub-portadora.

Para o caso onde canais variantes no tempo sao considerados, a proba-
bilidade de erro condicionada a um valor de interferéncia e ao conhecimento
do canal tem que ser calculada, para depois, pelo teorema de probabilidade
total (versdao densidade de probabilidade) obter a probabilidade de erro numa

determinada sub-portadora.

5.2
Representacao do sinal de entrada ao receptor OFDM

Neste capitulo, a envoltéria complexa §(¢) do sinal OFDM de entrada ao

canal nao-linear variante no tempo é dada por (2-13) com 6 = 0, ou seja,

o0

()= &(t—kT) (5-1)

k=—o00
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com 8k (t) denotando a envoltéria complexa do simbolo OFDM, dado por

§k(t> = Z_: Sk,n pn(t> (5'2)

onde Sy ,, representa o simbolo complexo transmitido na sub-portadora n no k-
ésimo intervalo de tempo, N é o nimero de sub-portadoras do sinal OFDM, T
é a duragao do simbolo OFDM e p(.) é a funcao que modela o pulso formatador.

No caso particular de pulso formatador retangular, tem-se

. 27n(t—Tep)
pult) = *TI—TCP e T T tel0,T]
0 ;1[0 T]

(5-3)

onde T, ¢ a duracao do prefixo ciclico do sinal OFDM. O canal nao-linear com
memoria variante no tempo sera modelado como na Secao 3.2, assim o sinal

de saida do canal nao-linear com meméria variante no tempo é dado por

gk(t) = / ]271(120&1) gk(t — Oél) dOél
+ Z / : / Fome1 (t, o, .., Qo)
mzl—oo —00
m—+1 2m+1
: Hék(t — ar)H§Z(t —ag)day ... dogg, i (5-4)
r=1 s=m+2
com .
ki(t, o) =7 / h(t,v) @(a; —v) dv, (5-5)
~ OON m—+1
k2m+1 (t, aq, ... aa2m+1) = Y2m+1 /h'(ta U) H ﬁ(ar - U)
AN r=1
2m—+1
: H (s —v)dv para 1<m<M (5-6)
s=m-+2
e 12:2m+1(t, Qaq,...,00me1) = 0 para m > M. Note que, @(t) representa a

resposta ao impulso (equivalente passa-baixa) de um filtro linear invariante
no tempo, B(t,v) representa a resposta ao impulso (equivalente passa-baixa)
de um filtro linear variante no tempo e 7,,,,1 € uma constante que caracteriza

a nao-linearidade.
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5.3
Probabilidade de erro de sistemas OFDM moveis

Nesta se¢ao, é desenvolvida uma técnica analitica para determinar a prob-
abilidade de erro de sistemas OFDM méveis distorcidos por nao-linearidades
variantes no tempo com memoria em presenca de ruido aditivo gaussiano
branco.

A envoltéria complexa 7y (t) que caracteriza o sinal recebido corrompido

pelo ruido térmico do receptor (ruido aditivo gaussiano branco) se escreve,

i (t) = Or(t) + n(t) (5-7)
ge(t) =Y dgm(t) (5-8)

onde .
Gro(t) = / Pt )8t — ) da (5-9)

pe,m(t) = /"'/%2m+1(t,a1,---,a2m+1)

m+1 2m—+1
) Hgk(t - ar)Hé‘}Z(t — ag)dayg ... dagy, i (5-10)
r=1 s=m-+2

para 1 < m < M. Como mostrado na Figura 5.1, o sinal 7 (t) passa através de
um banco de correlatores paralelos (cada um deles sintonizado em cada uma
das N sub-portadoras), e os valores resultantes sdo equalizados produzindo os

simbolos complexos recebidos Ry, ,, dada por

T

M
Rio = He [ [Z em(t) + ()| pi (0t (5-11)
Tep m=0
ou
M T T
Rin =" Heo [ anmlOpi0de+ B [ 70508 (512
m=0 Tep Tep

O primeiro termo em (5-12) representa os produtos de intermodulacao de
1...

ordem 2m + 1 (m = M) e o segundo termo é uma fungao do ruido
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aditivo Gaussiano branco. Note que o produto de intermodulacao de primeira
ordem (m = 0) corresponde a uma versao distorcida do simbolo complexo
transmitido no intervalo de tempo k e na sub-portadora n. Considerando-se (5-
9), (5-10), (5-12) e (5-2) é possivel, apds varias manipulagoes matematicas (ver
Apéndice D), obter uma expressao complexa que relaciona o simbolo complexo
recebido no intervalo de tempo k e sub-portadora n com os simbolos complexos
transmitidos em diferentes intervalos de tempo e diferentes sub-portadoras e

uma funcao dos kernels que caracterizam a nao-linearidade variante no tempo.

Assim,
Ki(n
Rk,n = HanSk,nl 1)
= (T =T)"
N—-1 N-1 N-—1
K3(n1,n2,n3)
+Hkn Z Sk nlsk ngSkn
n1=0mn2=0n3=0 ’ (T TCp)
_'_Xk,n
+Nk,n (5-13)

onde o termo de somatoério simples corresponde a uma versao distorcida do
simbolo complexo transmitido, o termo de somatorio triplo contém os difer-
entes produtos de intermodulagao de terceira ordem (m=1), X, representa

os produtos de intermodulagao de ordem superior (m > 2) e

N = H | [ altwi o (5-14)

Tep

¢ uma variavel aleatéria complexa gaussiana com média zero e variancia
|Hy..n|*No (ver Apéndice C). Portanto, a funcao densidade de probabilidade

de Ny, se escreve

1 V|2

N)= — — ¢ 2H,.?No 5-15
ka:,n( ) 27T|Hk7n‘2N06 ( )

Ainda em (5-13), as funcdes K,(-) e K3(-) sao dadas por

Ki(ny) = fo(ni)H; <T ilchp) (5-16)

- n n —-n
Ks3(ny,ng,ng) = fu(ny + ng — ng)Hs ( L 2 >

5-17
T—n;T—n;T—n) (5-17)
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respectivamente. Note que, em geral, para 1 < m < M

~ ~ n Nm41 Nm+2 Nom+1
Km 3 P m - Hm P s T
2 +1(n1 ng ng +1) 2 +1(T—Tcp T—Tcp T—Tcp T—Tcp)
Fa e g = Mgy — = M),
(5-18)

Em (5-16), (5-17) e (5-18),

T
1 2t (A—=Tep) _n
faly) = /ﬁ(x i >a7ﬁ7”’@ (5-19)

com o
hs(t,v) = Z apﬂp(t)e_j%vp(y) (5-20)
p=0

e as funcoes Hi(-), Hy(-) e Hopmy1(-) sdo dadas por

Hi(1) =G (B) U (Br), (5-21)

ﬁg(ﬁl, B2, B3) = G (B + B2 + Bs) U (B1) U (B2) U (—fs3) (5-22)

e em geral, para 1l <m < M

g2m+1(51, o Pomgr) = G (Br 4 Ba 4+ Bomgr) -
UB) -+ UBms) U (=Bmra) - - - U(= o)
(5-23)

respectivamente. Em (5-21), (5-22) e (5-23), G(.) e U(.) denotam as transfor-
madas de Fourier de §(.) e @(.) respectivamente.

A dedugado matematica de (5-21), (5-22) e (5-23) pode ser encontrada no
Apéndice B e a deducao de (5-19) e (5-20) no Apéndice D. Para compensar a
atenuacao e o deslocamento em fase no n-ésimo simbolo recebido, Ry ., o fator

multiplicativo do n-ésimo equalizador complexo, Hy,,, , é definido como

)] e

com Hi(.) definido em (5-21).

Separando, em (5-13), os termos correspondentes a n; = ny = -+ =
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Nomi1 = N, € possivel reescrevo-lo como
Rk,n = Fn : Mk,n + Zk,n + Nk,n (5_25)

onde F;, denota o fator do canal de propagacao (complexo e aleatério), dado

por
By = fo(n) = — /h)\ ) ax (5-26)
n — nn—T_Tcp s ’T_Tcp )
My, = H,S ¥ﬁ( )
kn — k,n k,n(T_Tcp)O 1\n
* 1 ]
+ HkmSkmSk’nSkmmHg(n, n, —n)
+ Xk,n‘n1=n2=“'=n2m+1=n (5—27)
(S

N-1 ~

fn(nl)Hl(nl)

Zk,n = Hk,n Sk,m—
,;;0 (T_TCP)O

n1#Fn

N—-1 N-1 N-1

* n AL H ) ) UG
+H’WZ Z Zskvnlskmz k,nsf e (:Iy}z)Tc;)(?l n2,—n3)

n1=0n2=0n3=0
(n1,n2,n3)#(n,n,n)

+ Xk n|(n1,n2, m2mi1) £ (0, n) (5-28)

Note que, em (5-25), Mj, , é o simbolo desejado distorcido, Zj ,, é a interferéncia
gerada pela nao-linearidade variante no tempo e Ng,, definido em (5-14),
representa a parcela de ruido térmico.

Assumindo que o receptor OFDM tem perfeito conhecimento de F,,, a

decisao pode ser feita com base na variavel

Zk,n + Nk,n

Ry n
Dyn = L I3 F

=M,
) Fn kv _l—

(5-29)
A decisao associada a m-ésima sub-portadora é entao feita observando-se a
posicao da varidvel aleatéria Dy, na constelacao da modulagao utilizada. O
ponto da constelacao mais préoximo a Dy, é escolhido.

Observe finalmente, que a caracterizacao de Dy, ¢é a base para o
desenvolvimento de um método para determinar a probabilidade de erro de

sinais OFDM distorcidas por nao-linearidades com meméria variantes no
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tempo em presenga de ruido aditivo gaussiano branco. O método utilizado
neste trabalho é desenvolvido nas Se¢oes 5.3.1 e 5.3.2 para sinais OFDM /BPSK
e OFDM/QPSK respectivamente.

5.3.1
Sinais OFDM/BPSK

Nesta secao, apresentamos a metodologia para avaliar a probabilidade de
erro de sinais OFDM/BPSK. Supde-se que o simbolo complexo transmitido,
Sk.n, toma valores no conjunto, {S™; m = 1,2} com igual probabilidade. No
caso de sinais OFDM/BPSK, {S! = A; 5% = —A}.

A probabilidade de erro do sistema OFDM mével, P(e), é obtida
tomando-se a média das probabilidades de erro em todas as sub-portadoras,

ou seja,
=
Ple) = % ; P, (e) (5-30)

onde P,(e) representa a probabilidade de erro na n-ésima sub-portadora
OFDM. Pelo teorema de probabilidade total, a probabilidade de erro na n-
ésima sub-portadora OFDM ¢é dada por

2
Pu(e) =Y Py (elStn=S") P(Skn=S") (5-31)

m=1
considerando que o simbolo complexo transmitido, Sk ,, toma os valores S™

com igual probabilidade, tem-se
12
P.(e) = 5 E P, (e|Skn=S™) (5-32)

A probabilidade condicional que aparece em (5-32) é dada por
P, (e|Skn=9")=P(Drn & Ru|Skn=95") (5-33)

onde R,, denota a regiao no plano complexo para o qual o simbolo S™ é
assumido ter sido transmitido. As regides de decisao do BPSK sao ilustradas
na Figura 5.2. Note que sao as regioes étimas, que minimizam a probabilidade
de erro do receptor 6timo, na modulacao BPSK em presenca de apenas ruido
aditivo gaussiano branco e quando a probabilidade de transmitir qualquer

simbolo BPSK é a mesma.
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RQ Rl

A
[

v
Figura 5.2: Regioes de decisao ¢timas do BPSK em AWGN

Para calcular a probabilidade em (5-33), considerou-se inicialmente a

expressao de Dy, apresentada em (5-29), ou seja,

- Rk,n
= I

Zk,n + Nk,n

Dy, ,,
k, E ' F,

= My + (5-34)
com F,,, Mg, Zy.n € Ny, definidas em (5-26), (5-27), (5-28) e (5-14) respecti-

vamente. Note que a Probabilidade de erro em (5-33) pode ser escrita como

P(Dpp & RBon|Sin = S™) = / /Pn (Dion & Rl S = S™ Fo = 6, Zion = )

PF. 2, (0,7) dé dry (5-35)

onde P, (Dgy, ¢ Rn|Skn =S™, F,, = ¢, Zx,, =) denota a probabilidade de
erro da n-ésima sub-portadora, condicionada a certos valores do fator do canal
de propagacao F), e da interferéncia Zj ,. Ainda em (5-35), pr, z, (¢, 7) denota
a funcao de densidade de probabilidade conjunta de Zj , e F,.

A partir de (5-34) é possivel verificar que a varidvel aleatéria Dy,
condicionada a S, = S™, Zy, = v e F, = ¢, é uma varidvel aleatéria

complexa, gaussiana, com média My, + v/¢ e variancia dada por

2 o |Hk,n|2NO
T D lSin =5 Fa=0. Zin=1 = oI5 (5-36)

Assim, a funcao densidade de probabilidade de Dy, dados Sk, = S™, Z,, =7y
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e I, = ¢, se escreve

2
|a—Re{My, ;3 —Re{v/4}|
1 2|Hy |2 No
_ 42
PDy |81 =5m Fa=0. 2= (@) = ———a5€ 4 (5-37)
2 =e

Integrando-se (5-37) na regiao adequada (ver Figura 5.2), obtém-se

P (Din & RulSin = 8™ Fu = 6, Zpn =) = Q ((—nm—lRe{Mk,n} + Re{w})

VIHa*No/[6]
(5-38)

onde Q(.) ¢ a Funcao Q [63], definida por

1 7 _a?
Qx) = Ex/e 2 do (5-39)

Note que, para determinar a probabilidade de erro de simbolo de um sistema
OFDM/BPSK sujeito aos efeitos de um canal nao-linear variante no tempo
e ao ruido térmico do receptor faz-se necessaria a obtencao de expressoes
para a funcao densidade de probabilidade conjunta de Zj,, e F),. Esta fungao

densidade de probabilidade conjunta é determinada na Secao 5.4

5.3.2
Sinais OFDM/QPSK

Nesta secao, apresentamos a metodologia para avaliar a probabilidade de
erro de sinais OFDM/QPSK. Supoe-se que o simbolo complexo transmitido,
Sk.n, toma valores no conjunto, {S™; m = 1,2,3,4} com igual probabili-
dade. No caso de sinais OFDM/QPSK, {S! = Ae/™4;, §2 = Aei3™/4 §3 =
Aed®m/t G = AedTT/4Y

A técnica descrita nesta secao segue a técnica apresentada na secao
anterior. Especificamente, a probabilidade de erro do sistema OFDM mével,
P(e), é novamente obtida tomando-se a média das probabilidades de erro em

todas as sub-portadoras, ou seja,

N-1

Pe) =+ 3 Pl (5-40)

onde P,(e) representa a probabilidade de erro na n-ésima sub-portadora

OFDM. Pelo teorema de probabilidade total e considerando que o simbolo
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complexo transmitido, S, toma os valores S™ com igual probabilidade a

probabilidade de erro na n-ésima sub-portadora OFDM ¢é dada por
1
Pafe) = 5 > Py (e|Skn =S") (5-41)

finalmente, a probabilidade condicional que aparece em (5-41) é dada por

onde R,, denota a regiao no plano complexo para o qual o simbolo S™ ¢é
assumido ter sido transmitido. As regioes de decisao do QPSK sao ilustradas
na Figura 5.3. Note que sao as regioes 6timas que minimizam a probabilidade
de erro do receptor 6timo na modulacao QPSK em presenca de apenas
ruido aditivo gaussiano branco quando a probabilidade de transmitir qualquer

simbolo QPSK é a mesma.

AQ
RQ Rl
Aed3m/4 o Aei™/
<+ >I
A€j5ﬂ/’j1 ~ A€j77r/4
R3 R4
v

Figura 5.3: Regioes de decisao étimas do QPSK em AWGN

Para calcular a probabilidade no lado direito de (5-42), repetimos os
passos da secao anterior, ou seja, consideramos inicialmente a expressao de

Dk,n
Rk,n Zk,n + Nk,n

Fy Fy Fy
com F,,, My, Zy.n € Ny, definidas em (5-26), (5-27), (5-28) e (5-14) respecti-
vamente. Assim, a probabilidade no lado direito de (5-42), P(Dy, ¢ Rn|Skn =

Dk,n = = Mkm + (5—43)
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S™), se escreve

P(Dk,n ¢ Rm|5k,n = Sm) = / /Pn (Dk,n ¢ Rm|Sk,n = Sma Fn = ¢> Zk,n = 7)

Pz, (0:7) d dy (5-44)

com P, (D, & Rn|Skn = S™, F, = ¢, Zi, = 7) sendo a probabilidade de erro
da n-esima sub-portadora condicionada a certos valores do fator do canal de
propagacgao I, e da interferéncia Z,. Ainda em (5-44), pr, z, . (¢,7) denota
a funcao de densidade de probabilidade conjunta de Zj , e F,.

Novamente, a partir de (5-43) é possivel verificar que, a variavel aleatéria
Dy, , condicionada a Sy, = S™, Zy, = v e F,, = ¢, é uma variavel aleatéria
complexa, gaussiana, com média My, + v/¢ e variancia dada por

2
O D 1SS Fuebs Z ey = % (5-45)

Assim, a funcao densidade de probabilidade de Dy, dados Si, = S™,

Zpn =1 ¢ F, = ¢, ¢ dada por

2
‘afRe{Ika’n}fRe{'y/zp}|
1 2|Hy, 12N

— — oz
pDk,n|Sk,n:Sm7Fn:¢7Zk,n:'Y(a) = |Hy »|2No e 191 (5’46)
2T ar

Integrando-se (5-46) na regiao adequada (ver Figura 5.3) obtém-se

P (Dn & Rl Sk = 5™ Fo = 6, T =7)=Q <cos (<2m + 1>”) Re{M} + Re{v/<z>})

4 VI Hin*No/2|0]?
con (2m + 1)\ Im{ My .} + Im{~/o}
e < ( 1 ) TP No 2167 )
0| cos (2m + 1)m\ Re{Mn} + Re{y/¢} ) con 2m + 1)\ Im{ My} + Im{~/o}
¢ < ( 4 ) VI Hin*No /2162 ) ¢ < ( 4 ) VI Hin2No /2|6 )
(5-47)

a expressao em (5-47) pode ser simplificada considerando-se que o valor
da Fungao Q é geralmente muito menor do que 1, entao a soma de duas

Fungoes QQ é muito maior que o produto das mesmas duas fungoes Q). Assim,
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desconsiderando o termo do produto, (5-47) pode-se reescrever como

P (ka ¢ Rm|5k,n = Sm’ Fn = QS, ka = ’}/)%Q (COS <( 1

2m + 1)7r> Re{ M} + Re{v/gb})
VI Hin2No/2|9)2

4

+Q (Sen <(2m + 1)7T) Im{Mk,n} + Im{v/qﬁ})

Note que, como na secao anterior, para determinar a probabilidade de erro do
sinal OFDM /BPSK distorcido por nao-linearidades com memdria em presenga
de ruido aditivo gaussiano branco, é necesséaria a obtencao de expressoes para
a funcao densidade de probabilidade conjunta de Z, e F,. Esta funcao

densidade de probabilidade ¢ determinada na segao a seguir.

5.4
Caracterizacao estatistica conjunta de Z;,,, e F),

Como foi mostrado em (5-35) e (5-44), o célculo da probabilidade de erro
de simbolo de um sistema OFDM requer a caracterizagao estatistica conjunta

de Zj , e F,. Em primeiro lugar, observe que que

PF.. 2, (0,7) = Dz, 1 Fu=6 (V)P (¢) (5-49)

Considerando-se (5-19) e (5-20), e lembrando que f,(¢) é um processo aleatério
complexo gaussiano com média zero e com uma funcao autocorrelacao conhe-
cida (R, (7)), pode ser mostrado (ver Apéndice E), que as varidveis aleatérias
{fn(n0), fu(n1),..., fu(ny_1)} s@o complexas e conjuntamente gaussianas com

média zero e covariancias dadas por

Elfu(ni) fr(ng)] = e 7= F(n —ng,nj —n)

N7 |a, 268 EE () (5-50)

p

!

Il
=)

onde F'(+,-) denota a transformada de Fourier bi-dimensional de

f(tl, tg) = Rup (tlA, tQA) rect(tl) rect(tg) (5-51)

VI Hial?No/2|6]”

(5-48)
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com A=T-T,e

1 <1)2
rect(t) = { 0 : > 12 (5-52)

Assim, F, é uma variavel aleatoria complexa gaussiana de média zero e
N . P-1 2
variancia )~y |a,|*F(0,0).

Para calcular a funcao densidade de probabilidade condicional
Pz, Fa=0(7), define-se s como sendo um vetor aleatério contendo os simbolos
modulados transmitidos nas N sub-portadoras no k-ésimo intervalo de tempo,
ou seja,

s = (Sko Sk -+ Sev-1)” (5-53)

Entao, é possivel escrever

ka’nFn=¢(7):/ka,n|Fn:¢>,s:S(’7)ps(s>ds (5‘54)

Considerando-se (5-28) e lembrando que as varidveis aleatdrias
{fu(n0), fu(n1),..., fu(ny_1)} s@o conjuntamente gaussianas, é possivel
mostrar que, dado que F, = ¢ es = (S 5;... SN_l)T, Zyn € também
uma variavel aleatéria complexa gaussiana. Para o caso particular onde ape-
nas sao considerados os produtos de intermodulacao de até terceira ordem (ou
sejam =0em = 1), é possivel também mostrar que, a média condicional de

Zy.n ¢ dada por
E[Zk’n‘Fn = (b, S = SO Sl e SN_l)T] =

N—-1 N-1 N-1
O Hind | S > 8, S, Sy lmnecys) (5-55)

n1=0 n2=0n3=0

(n1,n2,n3)#(n,n,n)
ni+ng—n3=n

e que a variancia condicional de Zj ,, se escreve
Var[Zk7n|F = ¢ S = (S(] Sl SN 1)T] =

Z Z ViVIE[fu(na) £2(n;)] (5-56)

i=—(N—1) j=—(N—1)
i#n j#n
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onde E[f,(n;)fr(n;)] é dado por (5-50) e

Vi = Hk,nci S

N—-1 N-1 N-1

FHipy ) D> 80,8, Sy Lelu ) (5-57)

n1=0n9=0n3=0
(n1,m2,n3)#(n,n,n)
ni+ng—nz=t

com

(5-58)

0 ; caso contrario

{1 S 0<i<N-1
C; =

5.5
Resultados numéricos

As expressoes matematicas derivadas nas se¢oes anteriores sao utilizadas
para calcular a desempenho de sistemas OFDM moéveis transmitidos através
de um canal nao-linear variante no tempo. Um caso particular com N = 48,
T = 4us e Tep = 0.8us é considerado para um sistema OFDM/BPSK.
No caso do sistema OFDM/QPSK (com codificagdo de Gray) considerou-se
N =48, T =8us e Tcp = 1.6p. Assim, os dois sistemas considerados operam
com a mesma taxa de transmissao de bits. Em ambos os casos, os simbolos
das modulacoes BPSK e QPSK sao considerados equiprovaveis, assim como
independentes para diferentes intervalos de tempo e sub-portadoras.

A taxa de erro de bit do sistema OFDM/BPSK é determinada utilizando-
se (5-30), (5-33), (5-35) e (5-38) uma vez que, para modulagoes BPSK a taxa de
erro de bit é igual a probabilidade de erro de simbolo. No caso do OFDM/BPSK
a taxa de erro de bit é determinada utilizando-se (5-40), (5-42), (5-44) e (5-48)
e o fato de que, para modulacoes QPSK com codificacao Gray, a taxa de erro
de bit é igual a metade da probabilidade de erro de simbolo.

Para a nao-linearidade sem meméria correspondente a (3-10) foi consi-

derado L = 3, ou seja,
w(t) = bpz°(t) + bzt (1) + b2 (t) + b33 (t) (5-59)

onde, by = 0, by = 1,0, by = 0 e b3 = —0,25 (esses valores foram os mesmos
utilizados em [27] e permitem uma comparagao de resultados). Para o canal
multipercurso variante no tempo descrito foi considerado o modelo da Secao

3.2 com 4 taps (P = 4), no qual os processos p,(t) tém densidade espectral de
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poténcia de Jake [57], ou seja,

1

1= (£)

onde f; é a frequéncia de Doppler (devido ao movimento do receptor). Neste

Sup(f) =

|fl < fa (5-60)

caso, 0S processos i, (t) tém fungao autocorrelacao dada por
R, (1) = Jo(27 faT) (5-61)

Considerou-se ag = 1.00, a; = 0.63, ay = 0.10, a3 = 0.01, vy = Ous vy = 0,2us,
ve = 0,4 us e v3 = 0,6 us (esses valores podem ser encontrados em [57, pp.
266]). Considerou-se ainda que o filtro u(-) de entrada da nao-linearidade (ver
Figura 3.5) e o filtro de recepgao g(-) sao ambos passa-faixa de butterworth
de primeira ordem, com frequéncia central f, e banda de 3 dB igual a By
(fo = 7.34375 MHz, By = 15 MHz). A resposta em frequéncia destes filtros é

dada por
1

- fo (L f
tif (%)

Simulagoes por computador foram usadas apenas para o cdlculo de (5-54).

U(f) = G(f) (5-62)

As taxas de erro de bit foram obtidas para diferentes valores da razao E,/Ny
no intervalo de 0 — 35 dB, onde Ej denota a energia média por bit recebida
e Ny denota a densidade espectral de poténcia do ruido aditivo gaussiano
branco. Os resultados obtidos foram parametrizados para valores especificos
do produto f;T/N (uma caracterizagdo do canal multipercurso variante no
tempo) e para valores especificos do Back-off utilizado. Assim os resultados
podem ser vistos em fung¢ao do Back-Off de saida (OBO - Output Back-Off) ou
do Back-Off de entrada (IBO - Input Back-Off). Estes Back-Offs sdo definidos

respectivamente por

P
OBO45 = 101logy, ( OUTM) (5-63)
Pour

com Poyr.,, € Poyr denotando a poténcia maxima e poténcia média na saida

da nao-linearidade, respectivamente. e

P
IBOgs = 10logy, ( JIDJIVN) (5-64)

com Pry,,, € Pry denotando a poténcia maxima e poténcia média na entrada

a nao-linearidade, respectivamente.
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Os relacionamentos entre os Back-Offs (de entrada e saida) e a energia
do simbolo FE; (que é utilizada para os calculos de probabilidade de erro de
simbolo) é determinado no Apéndice A.

A taxa de erro de bit total, na borda e no centro sao ilustradas nas figuras
(5.4) e (5.5) para os sistemas OFDM/BPSK e OFDM/QPSK respectivamente,
ambos com OBO = 4dB (IBO = 6.5dB). Nas duas figuras é possivel observar
que, para valores de Ej/Ny baixos, quando a contribui¢ao do ruido na taxa
de erro domina em relacao & contribuicao da nao-linearidade, a taxa de erro
da sub-portadora na borda é maior que a taxa de erro da sub-portadora no
centro, entretanto para valores de Ej, /Ny altos, quando a contribuigao da nao-
linearidade na taxa de erro domina em relagao a contribuicao do ruido, a taxa
de erro da sub-portadora no centro é maior que a taxa de erro da sub-portadora

na borda.

BER
S

—#— Sub-portadora na borda
Sub-portadora no centro| - - .- -l o Tl

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 5.4: Taxa de erro de bit total, na borda e no centro de um sistema
OFDM/BPSK com OBO = 4dB (IBO = 6.5dB) e f,;7/N = 0.003.

O efeito do canal multipercurso variante no tempo em sistemas
OFDM/BPSK e OFDM/QPSK pode ser visualizado nas figuras (5.6) e (5.7)
respectivamente, nestas figuras a taxa de erro de bit foi calculada para
OBO = 4dB (IBO = 6.5dB) e para diferentes valores de f,;7//N. Para fins
de comparacao, estas figuras também mostram os resultados obtidos por Ro-

drigues [27] onde nao é considerado um canal multipercurso variante no tempo.
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Figura 5.5: Taxa de erro de bit total, na borda e no centro de um sistema
OFDM/QPSK com OBO = 4dB (IBO = 6.5dB) e f;7//N = 0.003.

Essencialmente estes resultados confirmam que, quando ocorre uma diminuic¢ao
da mobilidade, a taxa de erro de bit também diminui.

Para ilustrar o efeito da nao-linearidade em sistemas OFDM/BPSK e
OFDM/QPSK, a Figura (5.8) e (5.9) mostram a taxa de erro de bit para
faT'/N = 0.003 e para diferentes valores do OBO. Estes resultados confirmam
que, quanto mais perto da regiao linear esta operando o dispositivo nao-linear,

a probabilidade de erro é menor.

5.6
Resumo

Este capitulo apresentou um desenvolvimento analitico que permite anal-
isar o efeito de um canal constituido por uma nao-linearidade com memoria
seguida por um canal de propagacao multipercurso sobre a probabilidade
de erro de sistemas OFDM moéveis. O canal foi modelado por uma série de
Volterra variante no tempo e a envoltéria complexa do sinal OFDM por um
processo estocastico gaussiano complexo e ciclo-estacionario. Foram obtidas
expressoes para o simbolo complexo recebido no decisor considerando um re-
ceptor especifico. Expressoes para calcular a probabilidade de erro de simbolo

em presenca de ruido aditivo gaussiano branco foram obtidas e foi feita a ca-
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BER
S

i —%— f, T/N=0.02 .
|1, TIN=0.01 |
5] f, T/N=0.005
1, TIN=0.003|
1070+ L TN=0 |

[| —=— Rodrigues
-8 1 1 Il

0 5 10 15 20 25 30 35
Eb/No (dB)

Figura 5.6: Taxa de erro de bit de um sistema OFDM/BPSK com OBO = 4dB
(IBO = 6.5dB) e diferentes valores de f;7//N.

racterizacao de todas as variaveis envolvidas nestas expressoes. Os resultados
analiticos foram aplicados para casos particulares de sistemas OFDM/BPSK
e OFDM/QPSK, permitindo uma avaliagdo quantitativa da degradagao de
desempenho (em termos de taxa de erro de bit) dos sistemas OFDM provocado

pela utilizacao de dispositivos nao-lineares e canais variantes no tempo.

Os resultados obtidos neste capitulo foram apresentados no artigo: ” Per-
formance on Mobile OFDM Systems over Time-varying Non-linearities with
Memory”aceito para publicagdo no International Symposium on Wireless

Communication Systems 2014.
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BER
S

— de/N=0.02
— de/N=0.01
10”7 de/N=0.005

— de/N=0.003 o

0 5 10 15 20 25 30 35
E/N, (dB)

Figura 5.7: Taxa de erro de bit de um sistema OFDM/QPSK com OBO = 4dB
e diferentes valores de f;T'/N.

BER
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Fl —%— 0BO=2 db
10°l| —*— 0BO=3db|

: OBO=4db |
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10780« 0oBO=6db |
[| ——OBO=7db [ @ @ i
10_8 T 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
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Figura 5.8: Taxa de erro de bit de um sistema OFDM/BPSK com f;T/N =
0.003 e diferentes valores de OBO.
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BER
S
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—&— OBO=7db | oo

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 5.9: Taxa de erro de bit de um sistema OFDM/QPSK com f;T/N =
0.003 e diferentes valores de OBO.
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