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4
Efeito de nao-linearidade variante no tempo sobre o espectro
de sistemas OFDM

O desenvolvimento de técnicas analiticas para determinar a funcao
densidade espectral de poténcia (DEP) do sinal OFDM distorcido por nao-
linearidades tem sido objeto de extensa pesquisa [19, 20, 21, 23, 24, 28].
Embora a maioria dessas técnicas considere apenas distor¢oes produzidas
por amplificadores de alta poténcia (HPA), poucos deles consideram o efeito
conjuntos de amplificadores de alta poténcia (HPA) e canais variantes no
tempo. Neste capitulo sao utilizados os resultados obtidos na Secoes 2.2 e 3.2
para apresentar um desenvolvimento analitico que permite analisar o efeito,
sobre o espectro de sinais OFDM, de um canal nao-linear com meméria variante
no tempo.

A Segao 4.1 descreve a representacao do sinal de saida considerando o
modelo apresentado na Secao 3.2. Na Secao 4.2 sao apresentadas expressoes
para determinar a média, a funcao autocorrelagao e a densidade espectral de
poténcia do sinal de saida. Utilizando estas expressoes, resultados numéricos
para um caso particular sao obtidos e apresentados na Secao 4.3. Finalmente,

a Secao 4.4 apresenta um resumo do capitulo.

4.1
Representacao do sinal de saida

Neste capitulo, a expressao matematica da envoltoria complexa do sinal
OFDM de entrada s(t) ao canal nao-linear variante no tempo é aquela dada

por (2-35), ou seja,

oo N-1
)= > Sknp(t+e—kT) o |75 (AT -Terto 9] (4-1)

k=—o00 n=0

onde Sy, representa o simbolo complexo transmitido na sub-portadora n no
k-ésimo intervalo de tempo, N é o niimero de sub-portadoras do sinal OFDM,
T ¢é a duragao do simbolo OFDM, @ e € sao variaveis aleatorias que modelam,
respectivamente, a fase do oscilador do modulador e o erro de sincronismo de

rel6gio no receptor e p(.) é a fungdo que modela o pulso formatador. No caso
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particular de pulso formatador retangular, tem-se

— ; te[0,T]
— \VT—Tep .
o) 0t [0.T] .

onde Ty, é a duracao do prefixo ciclico do sinal OFDM. Como foi mostrado
no capitulo anterior, este sinal OFDM pode ser considerado um processo
estacionario no sentido amplo (ESA), gaussiano, préprio e de média nula. O
fato de se utilizar o sinal OFDM como sendo estacionario ao invés de ciclo-
estacionario é que para efeito de analise de espectro os resultados obtidos na
Secao 2.2.1 e 2.2.2 sao ideénticos. O canal nao-linear com memoria variante
no tempo sera modelado como na Secao 3.2. Assim, o sinal de saida do canal

nao-linear com memoria variante no tempo é dado por

gj(t) = / ];‘1(15,0(1) §(t—a1) dOé1+ // l~€2m+1(t,a1,...,a2m+1)
-0 m=1_" o
m+1 2m+1
I = e [[5(t - w)das .. dogy (4-3)
r=1 s=m+2
com .
ki(t,on) = / h(t,v) @(oy —v) do | (4-4)
~ °O~ m—+1
Fom1(t, 0n, ..o, Qamy1) = Yomtt /h(t, v) H (o —v)
o r=1
2m+1
: H (g —v)dv for 1<m< M (4-5)
s=m-+2
e %2m+1(t, aq,...,0,41) = 0 para m > M. Note que, u(t) representa a

resposta ao impulso (equivalente passa-baixa) de um filtro linear invariante
no tempo, ﬁ(t,v) representa a resposta ao impulso (equivalente passa-baixa)
de um filtro linear variante no tempo e 79,41 sao constantes que caracterizam

a nao-linearidade.
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4.2
Caracterizacao do sinal de saida

Na determinacao da média e da funcao autocorrelacao da envoltéria
complexa do sinal de saida y(t), é utilizado o resultado do teorema a seguir,
cuja demonstragao pode ser encontrada em [61]:

TEOREMA 1: Sejam z,, (n = 1,2,..., N) amostras de um processo
estocdstico z(t), gaussiano, complexo, préprio, estaciondrio no sentido amplo

e de média nula. Entéo

— para s # r o momento conjunto

* * *
E[Zmlsz T stznlzng e an]
onde my, e n; sdo inteiros do conjunto {1,..., N}, é igual a zero

— para s = r o momento conjunto

*Z* ez

*
E[Zml Zm2 e st an no nr]

S€ escreve

S (Bl 2 Ely 20al) - (Bl 20))

onde 7 é uma permutacao do conjunto de inteiros {1,2,...,r}.

4.2.1
Média da envoltéria complexa do sinal de saida

A média da envoltéria complexa §(t) pode ser obtida a partir de (4-3),

resultando

my(t) = / mE[%l(t,al)}E[g(t—al)] da,

+Z/ / E[];?2m+1(t70417---7042m+1)]
m=1 —0o —00
m+1 2m+1
.E H 5(t — o) H §*(t — as)] day ...dogmyr  (4-6)
r=1 s=m+2

Na obtencao de (4-6) considerou-se que os kernels l;?gm_H e a envoltoria com-

plexa 5(t) sdo estatisticamente independentes. Considerando-se o Teorema 1,
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verifica-se que os valores esperados referentes a 5(t) sdo nulos e, consequente-

mente,

4.2.2
Funcao Autocorrelacao e Densidade Espectral de poténcia da envoltéria
complexa do sinal de saida

A fungao autocorrelagao da envoltéria complexa ¢(t) do sinal de saida,
definida por
Ry(t,7) = Ely(t +7)y"(1)] (4-8)

pode ser obtida considerando-se (4-3), resultando

Rg(t?T) = Z Z / Tt / Km,n(t +Tataaaﬁ) ) Sm,n(t+7at7a7/6) da dﬁ
m=0n=0__ s

(4-9)

onde

Km,n(t + T, t, o, ﬁ) = E[%2m+1(t + T,01,..., a2m+1)k§n+l(t7 51, P 762714—1)]

(4-10)
e as funcoes Sy, ,(t + 7,1, o, 3) sdo dadas por
S(]’()(t + T, t, (o ﬁ) =F [g(t + 7 — Oél)g*(t + 51)] y (4—11)
n+1 2n+1
Som(t+7t,a,B)=E |5t +7—o) [[ 5t =5, ] 5(t- 532)] :
ro=1 so=n-+2
(4-12)
m+1 2m—+1
Smolt+ 7.t B)=E |5t +p) [[ st +7—0an) [ 5C+7- asl)] ,
ri=1 s1=m+2

(4-13)
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e
m—+1 2m—+1
Smn(t+7.t,0,8) = E|[[30t+7-an) [] 5(+7—0s)
ri=1 s1=m+2
n+1 2n+1
H ﬁ?“z H §(t - ﬁ82)
ro=1 so=n+2
(4-14)

paral<m<Mel<n<M.

No caso em que 5() é um processo estacionario no sentido amplo (ESA),
gaussiano, préprio e de média nula, verifica-se que (utilizando-se o Teorema
1) a fungdo Sy, (t + 7, t, o, B) definida por (4-11) a (4-14) depende apenas de
7, ac e B. Com efeito, o Teorema 1 permite expressar S, ,(t + 7,t, o, 3) como
um somatorio de produtos de valores da autocorrelacao Rs(7) de 5(t). Observe

por exemplo que

Soo(t+7,t,a, B) = Soo(r,, B) = Rs(T + 1 — o)

So1(t+1,t,a, B) = Soa(T, a0, B) = 2Rs(T + 1 — a1) Rs(B2 — S3)

Sio(t+ 7.t a,B) = ST, ﬁ) =2Rs(7 + 1 — o) Rs(az — ag)

Siat+71,t,a, 8) = Sia(r, a0, B) = 2Rs(T + 1 — a1) Rs(T + P2 — a2) Rs(T + B3 — a3)

+4R, (83 — B2) Rs(T + 1 — az) Rs(aa — 1)

(4-15)

No caso do canal nao-linear considerado na Sec¢ao 3.2 (ver (4-4) e (4-5)),

verifica-se que, para pares (m,n) tais que m < M en < M, a fungao em (4-10)

se escreve
Kpn(t+71,t,a,B) / / P(t+ 7t v,02) - Unn(a, B,v1,v2) duy dug
o (4-16)
com Rj(t+ 7,t,v1,v5) = E[h(t + 7, v1)h*(t, v5)],
Uop(a, B,v1,v2) = yivjt(on — v1)u*(Br — v2), (4-17)

n+1 2n+1

UO,n(a7ﬁ7/U17U2> 7172n+1u ! HU BTQ H ’a(ﬁsz—vg), (4_18)

ro=1 so=n+2
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m—+1 2m+1
Uno(e, B,01,v2) = Yom+177 0" (B1 — v2) H i, —v1) H (s, — v1),
ri=1 s1=m+2
(4-19)
e
m—+1 2m—+1
Um,n(awB? V1, U2) = 72m+17;n+1 H TTL(OKH - Ul) H a*(asl - Ul)
ri=1 s1=m+2
n+1 2n+1
L Bn —v) ] @(Be —v2) (4-20)
ro=1 So=n-+2

Para outros valores do par (m,n), K,,,(t +7,t,a,3) = 0. Em (4-9) a (4-20),

a = (041, .- -7042m+1)T e 3= (517 e 752n+1)T-

Note que, para o canal variante no tempo definido na Se¢ao 3.2, a funcao
autocorrelacao R; (t+ 7, t,v1,v2) nao depende do tempo (ver (3-22)). Assim, a
funcao K, ,(t+ 7,t, o, B) definida em (4-16) é funcdo apenas de 7, ac e B, ou

seja,

Km,n(t + 7, tu «, ﬁ) :Km,n(Ta «, ﬁ) :/ /RE(T7 U1, U2) Um,n(au ﬁ7 U1, U2) dvl dv2

(4-21)

Finalmente, a funcao autocorrelacao do sinal de saida da nao-linearidade

variante no tempo apresentada em (4-9), pode-se reescrever como

oo o0

M M
RQ(T):ZOZO // Kon(T, 0, 8) - Spun(7, 0, B) dex dB (4-22)

onde K,,,(7,a,3) é dado por (4-21) e Sy, (7, e, 3) pode ser calculada a
partir de (4-11) a (4-14) e o Teorema 1 (exemplos do célculo foram ap-
resentados em (4-15)). Considerando-se (4-7) e (4-22) pode-se concluir que

a envoltdria complexa g(t) é um processo estacionario no sentido amplo (ESA).

A densidade espectral de poténcia de um processo estacionario no sentido
amplo é dada pela Transformada de Fourier de sua funcao autocorrelacao.

Assim, tem-se

S,(0) = FIs(r)] = [ Rylm)e s dr (4-23)

o0
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4.3
Resultados numéricos

Nesta segao, a densidade espectral de poténcia em (4-23) foi calculada
para o caso particular em que um sinal OFDM (com N = 48, T" = 4us
e Tep = 0.8us) é colocado na entrada de um canal nado-linear variante no
tempo como o ilustrado no diagrama da Figura 3.5. Para a nao-linearidade

sem meméria correspondente a (3-11) foi considerado L = 3, ou seja,
w(t) = boz" (t) + bz (t) + by2(t) + b3z () (4-24)

onde by = 0, by = 1.0, by = 0 e b3 = —0.25 (esses valores foram os mesmos
utilizados em [27] e permitem uma comparacao de resultados). Foi considerado
um canal multipercurso variante no tempo como o descrito na Se¢ao 3.2.2 com
4 taps (P = 4), no qual os processos p,(t) tém densidade espectral de poténcia
de Jake [57], ou seja,

1

1= (%)

onde fy é a freqiiéncia de Doppler (devida ao movimento do receptor). Neste

Sup(f) =

[fl1 < fa (4-25)

caso, 0S Processos L, (t) tém fungao autocorrelacao dada por
R, (1) = Jo(27 faT) (4-26)

Considerou-se ay = 1.00, a; = 0.63, as = 0.10, ag = 0.01, vy = Ous, v; = 0.2us,
vy = 0.4 us e v3 = 0.6 pus (esses valores podem ser encontrados em [57, pp.
266]). Considerou-se ainda que o filtro u(-) de entrada da nao-linearidade (ver
Figura 3.5) e o filtro de recepgao g(-) sao ambos passa-faixa de butterworth
de primeira ordem, com freqiiéncia central f; e banda de 3 dB igual a By
(fo = 7.34375 MHz, By = 15 MHz). A resposta em freqiiéncia destes filtros é

dada por
1

- fo (L _ S
1+ifs (5 -%)

Neste caso particular, a densidade espectral de poténcia da envoltéria

U(f) =a(f)

(4-27)

complexa do sinal na saida do canal (ndo-linearidade com memoria variante no
tempo) é calculada a partir de (4-9) a (4-23). Conforme mostrado no Apéndice

A, no caso particular tratado nesta secao, (4-23) se reduz a

Sy() = Sio.o (f) + Sgor (f) + 510 (f) + 550, (f) (4-28)
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onde

S0 (/) =|%F/Sﬂf—ﬁjb—ﬁWﬂﬁW&unﬁl

oo o0

%ﬂﬂ=2%%//Sﬁ—hﬁrmmeW%W%m&%WWé

—00 —OQ

%mﬂ=2%%//5f—ﬂhrmmeW%W%m&%WWé

—00 —OQ

%mﬁ>=:ﬁwﬁ/7~/’Af—ﬁJL—ﬁmeFWuammﬁW
SIS S s
s ool [ [ 80— S b= RIOU = BPORPO )P
SRS + o — RdRdhry

(4-29)
com P-1
Si(f = fu, i — |ap[*S,, (f — fIG(f1)? (4-30)
e "~
_ E? Zl ( - Tc) 2 (4-31)

Os resultados numéricos foram obtidos para valores especificos do pro-
duto f4T'/N e do Back-off utilizado. Assim os resultados podem ser vistos em
funcao do Back-Off de saida (OBO - Output Back-Off) ou do Back-Off de en-
trada (IBO - Input Back-Off). Estes Back-offs sdo definidos respectivamente

por

P
OBOgz = 101log,, (ﬂ) (4-32)
Pour

com Poyr,,, € Pour denotando a poténcia maxima e poténcia média na saida

da nao-linearidade, respectivamente. e

Py,
IBOgs = 10logy, ( INW) (4-33)
Pry
com Py, e Py denotando a poténcia maxima e poténcia média na entrada
da nao-linearidade, respectivamente.

Os relacionamentos entre os Back-offs (de entrada e saida) e a energia do
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simbolo E; (que é utilizada para calcular a densidade espectral de poténcia) sao
determinados no Apéndice A. As densidades espectrais de poténcia resultantes
com OBO = 3dB (IBO = 2.7dB) e OBO = 5dB (IBO = 8.2dB) sao
apresentadas nas Figuras 4.1 e 4.2, respectivamente. A titulo de comparacao
estas figuras apresentam dois outros resultados: (i) a densidade espectral de
poténcia da envoltéria complexa do sinal de entrada e (ii) a densidade espectral
de poténcia da envoltéria complexa do sinal de saida no caso particular em

que apenas a nao-linearidade do canal e o filtro de recepcao sao considerados

(h(t,v) = g(v)).

ot i /(i) ]
st (vit)
=10 ) .(.'[‘.J#[" "“-‘_ng ‘ N 1
el //, .\\4/(21) |

I ™

-20 : 7 - ' ShoX T

NANARA LT
Ny l’}’dl ”A ' llH - Hlltl(.i\

|
w
o
T
7
1

_50 - 1 1 1 1 1
215 1 ~05 0 05 1 15
(f = fo)/Bo

Figura 4.1: Densidades espectrais de poténcia com OBO = 3dB (IBO = 2.7dB)
das envoltérias complexas: (i) sinal de entrada; (ii) sinal de saida (nao-
linearidade, canal de propagagao (f;7'/N = 0.2) e filtro de recepcao) e; (iii)

sinal de saida (nao-linearidade e filtro de recepcao).
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5 . : : , .
(4)
or (ZZZ) il 1,“‘]‘11\l (l I / 4
At T
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Figura 4.2: Densidades espectrais de poténcia com OBO = 5dB (IBO = 8.2dB)
das envoltérias complexas: (i) sinal de entrada; (ii) sinal de saida (nao-
linearidade, canal de propagacao (fy7'/N = 0.2) e filtro de recepcao) e; (iii)

sinal de saida (ndo-linearidade e filtro de recepgao).

Note que, o filtro de recepcao enmascara o efeito do espalhamento do
canal nao-linear variante no tempo. Assim, para os proximos resultados, a
Densidade Espectral de Poténcia sera obtida antes do filtro de recepcao (ou

seja, aumentado-se bem a largura de banda do filtro @(t)).

Para ilustrar o efeito do movimento do receptor, as Figuras 4.3 e 4.4
apresentam as densidades espectrais de poténcia do sinal na saida do canal nao-
linear variante no tempo para diferentes valores de f;7/N com OBO = 3dB
e OBO = 5dB respectivamente. Observe, por exemplo, que com OBO = 3dB
a banda de 10 dB da densidade espectral de poténcia do sinal de saida varia
de By a aproximadamente 1.58B, quando fy7/N varia de 0.01 a 0.35. Com
OBO = 5dB a banda de 10 dB da densidade espectral de poténcia do sinal
de saida varia de By a aproximadamente 1.3B; quando f;7/N varia de 0.01
a 0.35. Este fato tem importancia fundamental na definicao dos espacamentos
entre portadoras adjacentes e motivou o gréfico das Figuras 4.5 e 4.6, que
indicam o percentual de poténcia do sinal de saida do canal considerado fora

da faixa de freqiiéncias correspondente a uma banda b em torno de fy para
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By < b < o0. Observe, por exemplo, que com OBO = 3dB, para b = 1.5B,
este percentual de poténcia varia aproximadamente de 0.7% a 2.4% quando
faT' /N varia de 0.01 a 0.35. Com OBO = 5dB, para b = 1.5B este percentual
de poténcia varia aproximadamente de 0.06% a 1.2% quando f;T/N varia
de 0.01 a 0.35. Conforme esperado, estes resultados confirmam que, quanto
mais perto da regiao linear opera o dispositivo nao-linear, menor o impacto na
densidade espectral de poténcia do sinal de saida. Além disso, quanto menor a
mobilidade do receptor, menor os efeitos do canal de propagac¢ao multipercurso

na densidade espectral de poténcia do sinal de saida.

5 -
F.T/N = 0.35
OpF F4T/N = 0.20
-5} - = —de/N =0.10
F.T/N = 0.01

-50 i i i i i j

-15 -1 -0.5 05 1 15

0
(f = fo)/Bo

Figura 4.3: Densidade espectral de poténcia da envoltéria complexa do sinal
de saida, para diferentes valores de f;7'/N e OBO = 3dB (IBO = 2.7dB)
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faT/N =0.35
----- f4T/N = 0.20
- — —f,T/N =0.10
—————— f4T/N =0.01

_50 1 1 1 1 1 1 1]
215 -1 ~05 0 05 1 15
(f = fo)/Bo

Figura 4.4: Densidade espectral de poténcia da envoltéria complexa do sinal
de saida, para diferentes valores de f;7'/N e OBO = 5dB (IBO = 8.2dB)

L S = = FJT/N=0.20
A | = = = fil/N =0.10

Figura 4.5: Percentual de poténcia do sinal de saida do canal considerado, com
OBO = 3dB (IBO = 2.7dB), fora da faixa de frequéncias correspondente a
uma banda b em torno de f.
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[ R —— — — —
o = JdT/N = 0.35
R il == fdT/N =0.20
107 EoN | = = = faT/N = 0.104
: RS S — faT/N =0.01

1 15 2 25 3 35 4
b/ Bo

Figura 4.6: Percentual de poténcia do sinal de saida do canal considerado, com

OBO = 5dB (IBO = 8.2dB), fora da faixa de frequéncias correspondente a

uma banda b em torno de fj.

4.4
Resumo

Este capitulo apresentou um desenvolvimento analitico que permite
analisar o efeito, sobre o espectro de sinais OFDM, de um canal constituido
por uma nao-linearidade com memoria seguida por um canal de propagacao
multipercurso. O canal foi modelado por uma série de Volterra variante no
tempo e a envoltéria complexa do sinal OFDM por um processo estocéstico
gaussiano préprio, complexo, estaciondrio no sentido amplo (ESA) e de média
nula. Expressoes derivadas para determinar a média e a funcao autocorrelacao
do sinal de saida foram obtidas utilizando-se um Teorema de momentos para
processos gaussianos [61]. Mostrou-se, neste capitulo, que o sinal de saida é
estacionério no sentido amplo (ESA), assim, a densidade espectral de poténcia
do sinal de saida foi calculada mediante a Transformada de Fourier da sua
funcao autocorrelagao. Os resultados analiticos foram aplicados a um caso
particular, permitindo uma avaliagao quantitativa do espalhamento espectral
de sinais OFDM provocado pela utilizacao de dispositivos nao-lineares em

canais moveis.

Os resultados obtidos nesta etapa foram apresentados no artigo: ” Efeitos

de nao-linearidade variante no tempo sobre o espectro de sistemas OFDM
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moveis” publicado nos Anais do XXXI Simpdsio Brasileiro de Telecomunicagoes
2013 [62].
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