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Resumo

Colombo, Eduardo H.; Anteneodo, Celia. Formagao de padroes
espaciais na dinamica de populagoes. Rio de Janeiro, 2014.
83p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Fisica, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Motivado pela riqueza de fenomenos produzidos pelos seres vivos,
este trabalho busca estudar a formacao de padroes espaciais de populagoes
biolégicas. De um ponto de vista mesoscépico, definimos os processos béasicos
que podem ocorrer na dinamica, construindo uma equacao diferencial par-
cial para a evolucao da distribuicao da populacao. Essa equagao incorpora
duas generalizacoes de um modelo pre-existente para a dinamica de um
espécie, que leva em conta interagoes de longo alcance (nao locais). A
primeira generalizacao consiste em considerar que a difusao é nao linear,
isto é, é afetada pela densidade local de tal modo que o coeficiente de di-
fusao segue uma lei de poténcia. Por outro lado, visto a alta complexidade
envolvida na natureza dos parametros do modelo, introduzimos como se-
gunda generalizacao parametros que flutuam no tempo. Idealizamos estas
flutuagoes como um ruido descorrelacionado temporalmente e que obed-
ece uma distribui¢ao gaussiana (ruido branco). Para estudar o modelo res-
ultante, utilizamos uma abordagem analitica e numérica. As ferramentas
analiticas se baseiam na linearizacao da equagao de evolucao e portanto
sao aproximadas. Todavia, complementadas com resultados numéricos, con-
seguimos extrair conclusoes relevantes. A nao localidade das interagoes in-
duz a formagao de padroes. O alcance dessas interagoes é o que determina o
modo dominante presente nos padroes. Assim, para valores dos parametros
acima de um limiar critico, emergem padroes. Analiticamente, mostramos
que, mesmo abaixo desse limiar, as flutuacoes nos parametros podem induzir
a aparicao de ordem espacial. Os efeitos da difusao nao-linear sao captados
superficialmente pela andlise linear. Numericamente, mostraremos que sua
presenca modifica a forma dos padroes. Observamos, especialmente, a ex-
istencia de uma transicao quando alternamos entre o caso em que a difusao
¢é facilitada por altas densidades e o caso oposto. Para o primeiro caso,
verificamos que os padroes se tornam fragmentados, ou seja, a populacao é

agora composta de sub-grupos desconectados.

Palavras—chave

Formagao de padroes; Dinamica de populagoes; Auto-organizacao ;

Difusao nao linear ; Processo estocastico.
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Abstract

Colombo, Eduardo H.; Anteneodo, Celia (advisor). Spatial
pattern formation in population dynamics. Rio de Janeiro,
2014. 83p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Fisica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Motivated by the richness of phenomena produced by living beings,
this work aims to study the formation of spatial patterns in biological
populations. From the mesoscopic point of view, we define the basic
processes that may occur in the dynamics, building a partial differential
equation for the evolution of the population distribution. This equation
incorporates two generalizations of a pre-existing model for the dynamics
of one species, which takes into account long-range (nonlocal) interactions.
The first generalization is to consider that diffusion is nonlinear, i.e., it is
affected by the local density such that the diffusion coefficient follows a
power law. On the other hand, because of the high complexity involved in
the nature of model parameters, we introduced as a second generalization
time-fluctuating parameters. We idealize these fluctuations as Gaussian
temporally uncorrelated (white) noises. To study the resulting model, we
use an analytical and numerical approach. Analytical tools are based on
the linearization of the evolution equation and are therefore approximate.
However, as evidenced by numerical results, we draw important conclusions.
The nonlocal feature of the interaction is the main mechanism which
induces pattern formation. We show that the extent of these interactions
is what characterizes the dominant mode. Thus, for parameter values
above a critical threshold patterns emerge. Analytically, we also show that
even below this threshold, fluctuations in the parameters can induce the
appearance of spatial order. The effects of nonlinear diffusion are only
superficially captured by the linear analysis. Numerically, we show that their
presence modifies the patterns shape. We mainly observed the existence of
a qualitative difference between the cases when diffusion is facilitated or
not by high densities. In the first case, we note that the patterns become

fragmented, that is, population becomes composed of disconnected clusters.

Keywords

Pattern formation; Population dynamics; Self-organization ;

Nonlinear diffusion ; Stochastic process.
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1
Introducao

Na fisica muitos fenomenos naturais ja foram estudados por meio de
descricoes matematicas, fornecendo uma abordagem precisa sobre o compor-
tamento dos sistemas. Desde de o inicio do século passado, muitos modelos
foram criados para descricao do comportamento coletivo de seres vivos. Neste
contexto, a riqueza de fenomenos que pode ser observada em fungos, bactérias,
insetos, vegetagoes, passaros, peixes e em seres humanos [1-9], motiva este tra-
balho a investigar alguns aspectos da auto-organizacao desses organismos.

Na dinamica de populagoes, a auto-organizagao aparece na formacao
de padroes espago-temporais na distribuicao dos individuos. Nosso principal
objetivo é entender quais mecanismos induzem a formagao de padroes, assim
como a estrutura dessa organizacao.

Abordaremos este problema de um ponto de vista macroscépico, fazendo
propostas sobre as leis que regem a evolugao da distribuicao da populagao. Para
sistemas simples, é possivel estabelecer uma conexao entre a funcionalidade
individual (microscépica) com os observaveis macroscopicos. Somente em or-
ganismos extremamente simples, como bactérias, uma conexao completa pode
ser estabelecida [10]. Entretanto, com o objetivo de atingir sistemas mais com-
plexos, é necessario definir a evolucao pelas préprias variaveis macroscdpicas:
como se cada escala exibisse suas proprias leis [11]. Assim, as regras de evolugao
estarao fundadas nos intimeros graus de liberdade que o sistema venha a apre-
sentar mas contabilizados em termos efetivos. Em particular, a grandeza de
interesse é a densidade de individuos no espaco (demografia), a qual também
¢ o principal dado experimental. Neste sentido, toda a dinamica serd esta-
belecida pela distribuicao da populacao, definindo os processos fundamentais
da dinamica de populagoes: taxas de reproducao, competicao e o fluxo dos
individuos [12-15].

Como proposto na literatura, a descricao para este problema pode ser
feita partindo de equacoes diferenciais parciais para a evolucao da distribuicao

de densidade dos individuos [1, 2]. Dentre os modelos anteriormente propostos,
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a equacao Fisher-KPP!, ou simplesmente equacao de Fisher, engloba as
caracteristicas fundamentais da dinamica e por isso, se tornou um modelo
paradigmatico na dinamica de populacoes. Neste trabalho, apresentaremos
algumas propostas de generalizacao da equacao Fisher-KPP embasadas em
estudos anteriores [16-18], assim como novas contribui¢oes, a respeito da
difusdo [19] e do comportamento aleatério dos parametros da dinamica.
Além disso, o estudo da nao localidade apresentado nas referéncias [16-18]
é revisitado e aprofundado.

Antes de seguir, precisamos fazer algumas consideragoes gerais sobre
o contexto estudado. Muitos dos termos e conceitos utilizados pertencem a
interface entre a Fisica e a Biologia. Por isso, é saudavel definir como se entende
este estudo de um modo interdisciplinar.

Como nosso objetivo é estudar a auto-organizacao desses individuos, se
faz necessario definir o que exatamente auto-organizagao significa. Comecando
por um contra-exemplo: num grupo de empregados que executam tarefas sob
o controle de uma hierarquia superior (o chefe), a presenga de um controle
externo ao sistema (os empregados) é o que determina os procedimentos e
as tarefas que serdo executadas [20, 21]. Por isso, esta situagdo nao pode
ser considerada como um caso de auto-organizacao, ja que a evolugao do
sistema segue uma receita externa, e portanto, nao é estabelecida pelo préprio
sistema [21]. Entretanto pode existir ordem, mas ndo auto-organizagao.

< =
<
B
=

—_— - universo

—_ = - ecossistemas, sociedade, ...

—_ - organismos vivos (bactérias, passaros, seres humanos,....)

- - - — — - moléculas, aminoacidos, proteinas,...

—_ - - atomos

<> - — - - — - particulas elementares (fotons, quarks, glions, ...)

Figura 1.1: Esquema das diferentes escalas de observacgao.

! Atribuida a R. Fisher e aos matematicos A. Kolmogrov, I. Petrovskii e N. Piskunov. Foi
originalmente introduzida por Fisher para descrever a propagacao de um gene vantajoso na
populagao.
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O conceito de auto-organizacao € certamente amplo. Todavia pode-
se estabelecer um consenso para a sua definigdo [20]: “Auto-organizacao é
um processo no qual padroes em nivel global emergem unicamente pelas
enumeras interacoes nos niveis inferiores.”2. Neste sentido, podemos citar tanto
a estrutura sofisticada de um formigueiro, como a cultura, ou ainda o cérebro,
como alguns dos diversos exemplos de sistemas onde a auto-organizacao esta
presente. Os niveis aos que Camazine et al. se referem estao ilustrados na
figura 1.1.

Como dito anteriormente, na dinamica de populagoes, a auto-organizagao
aparece na formagao de padroes espago-temporais. Talvez um dos casos mais
completos seja a dinamica das cidades. Nas cidades, existe um duelo constante
entre o comportamento autonomo da populacao e a ordem estabelecida pelo
estado, por meio de projetos urbanos e seguranca publica, por exemplo.
Entretanto, o que diferencia este caso do contra-exemplo empresarial proposto
por Haken [21] é que os individuos que tomam a decisao pelo estado pertencem
a cidade e sao alvos de suas decisoes. Por isso, é natural concluir que a
observacao de moradias (como casas e apartamentos), espacadas entre si com
distancias tipicas e inseridas numa malha de rodovias extremamente ordenada
é produto da auto-organizacao existente entre os homens. Além dessa estrutura
espacial de edificagoes, que de fato mostra complexidade como um fractal [22],
a cidade apresenta um fluxo bem organizado no deslocamento dos individuos,
entre os locais de trabalho e moradia por exemplo. Apesar do meio ter forte
influéncia sobre os padroes temporais (como o dia e a noite), aspectos culturais
e sociais modelam a distribuicao espacial. Neste sentido, vale citar o estudo
recente feito por Barthelemy e Louf que mostra como o trafego de veiculos
promove a criagdo de multiplos centros na cidade [23].

De modo geral, a formacao de padroes estd presente em varios fenomenos
naturais fora do equilibrio [24] e constitui uma enorme &rea que engloba
desde a formagao das células de convecgao Rayleigh-Bénard ao padrao preto
e branco nas zebras. A descricao macroscopica nestes casos permite que as
técnicas sejam compartilhadas e que os modelos se relacionem. De fato, a
dinamica de populagoes lida com sistemas essencialmente abertos e fora do
equilibrio. Sistemas biolégicos estao intrinsecamente fora do equilibrio ja que
o acoplamento com o meio é fundamental para a sua existéncia (figura 1.2).
Estar fora do equilibrio quebra a simetria do fluxo de probabilidades entre os
estados do sistema [25]. Tal fator possibilita que a distribuigao de individuos

2Traducdo livre do trecho original: “Self-organization is a process in which pattern at the

global level of a system emerges solely from numerous interactions among the lower-level
components of the system.”


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212945/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212945/CA

Formacao de padroes espaciais na dinamica de populacbes 11

do sistema apresente uma estrutura espago-temporal [26, 27].

meio

organismo

Figura 1.2: Esquema do acoplamento do organismo com o meio.

Estas ideias fornecem uma nocgao geral sobre o contexto em que este
trabalho esta inserido. Nos préximos capitulos abordaremos estas questoes
de forma concreta. Comecaremos, no capitulo 2, mostrando como as carac-
teristicas fundamentais da populacao estabelecem a equacao de evolucao para
a dindmica da populagao, introduzindo o processo de crescimento (diferenga
entre a natalidade e mortalidade), a competicao e por fim, a difusao, chegando a
equacao Fisher-KPP. Em seguida, apresentaremos trés generalizagoes para esta
equagao que incluem: a difusao nao linear, interagoes de longo alcance (caso de-
terministico) e flutuagoes dos parametros de controle (caso estocéstico). Estas
generalizagoes, acompanhadas de uma abordagem adequada (segao 3), serao
estudadas em detalhe nos capitulos 4 e 5.

No capitulo 3, apresentaremos a metodologia para investigar a formacao
de padroes, tanto para o caso em que as regras da dinamica sao deterministicas
(secao 3.1), quanto para o caso em que as regras sdo estocdsticas (secao
3.1.2). Apresentaremos duas formas de abordar o problema. Com métodos
analiticos, poderemos entender as relagoes entre as interagoes e a formacao de
padroes. Como a equagao da qual partiremos é fortemente nao linear, nossos
resultados analiticos se baseiam na linearizacao da equacgao de evolugao ao
redor de um estado homogéneo. Isto nos levara a andlise linear de estabilidade
que permitird identificar a emergéncia de estruturas com uma escala espacial
caracteristica. Entretanto, como as informacoes obtidas analiticamente se
limitam ao inicio da dinamica, para conectarmos o comportamento inicial
com o estado assintético atingido pelo sistema, apresentamos também métodos
numeéricos que fornecem informagao sobre toda a evolucao. Assim, conhecendo
a abordagem apropriada para investigar a formacao de padroes, apresentamos
os resultados nos capitulos 4 e 5.

No capitulo 4, partindo do caso geral em que as interagoes sao de

longo alcance, mostraremos de uma forma geral como o acoplamento modifica
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a condicao de estabilidade. Posteriormente, considerando o limite de curto
alcance das interagoes, concluiremos que a funcao de influéncia, que define
o acoplamento, deve ser larga o suficiente para que possam surgir padroes.
Além disso, a simetria da funcao de influéncia é estudada. Mostraremos que
a anisotropia (assimetria) das interagoes levard a propagacao dos padroes.
Para investigar os efeitos da difusao nao linear que vao além da condicao
de estabilidade e também para confirmar as predigoes tedricas, um estudo
detalhado é apresentado. Isto é feito na se¢ao 4.2, onde confirmamos também
que a analise linear prediz com sucesso os pontos criticos e o modo dominante
no estado estacionario. Particularmente, mostraremos que a difusao nao linear
interfere drasticamente na forma dos padroes, podendo até desconecté-los,
fragmentando a populagao.

No capitulo 5 focaremos o caso estocastico, considerando que a taxa de
crescimento possui flutuacoes aleatorias. Isto é, pela complexidade existente
nas interacoes entre os organismos e o meio, os parametros que quantificam
essas condicoes exibem flutuagoes em diversas escalas no tempo e no espaco.
Modelaremos essas flutuagoes na forma idealizada de um ruido gaussiano
branco, isto é, descorrelacionado tanto no espaco quanto no tempo. Nossos
resultados mostraram que o ruido modifica as condigoes de estabilidade e
podem revelar coeréncia mesmo quando a solu¢ao homogénea e estavel. Além
disso, apresentamos uma discussao sobre a natureza do ruido dentro do dilema
[t6 e Stratonovich. Primeiro, mostraremos o estudo do impacto do ruido nos
casos em que padroes sao induzidos pelas regras deterministicas (se¢ao 5.1.2),
e depois, mostraremos o impacto nos casos em que padroes nao sao formados
pelas regras deterministicas (segdo 5.1.2). Para este tltimo caso, mostraremos
que estas diferentes interpretagoes do termo estocastico modificam as predicoes
analiticas, assim como o comportamento qualitativo da distribuicao. Em ambos
0s casos, veremos que mesmo abaixo do ponto critico para a formacao de
padroes um tipo de coeréncia é estabelecida na populagao. Para o caso
Stratonovich, observamos uma persisténcia dos padroes no tempo, enquanto
no caso de Ito eles sao fracamente correlacionados.

Por 1ltimo, no capitulo 6 apresentaremos as consideragoes finais, sin-
tetizando o que foi apresentado, assim como as perspectivas para trabalhos
futuros. Em resumo, os resultados mostram as condigoes para a formacao de
padrées em um modelo efetivo de uma espécie. Além disso, nestas condigoes,
mostramos o efeito de variagoes do termo difusivo e a presenca de ruido nos
parametros de controle. Isto cumpre o objetivo de entender a formagao de

padroes, assim como os efeitos de processos paralelos que interferem tanto na
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condigoes para emergéncia, quanto na forma e comportamento dessas estrutu-

ras no estado assintotico.
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2
Dinamica de populacoes

A formulacao matematica para descrever o comportamento de populagoes
biolégicas teve inicio nos trabalhos de Malthus, Verhuslt, Lotka, Volterra
e Fisher [12-14, 28, 15]. Hoje, inimeros modelos existem para a descrigao
da evolugao do tamanho da populacao (nimero de individuos), ou ainda
para a distribuicao espacial da populagao [1, 2]. Aqui, nos restringiremos a
uma classe de modelos originalmente aplicado a bactérias, mas que encontra
aplicacoes em outros casos. Consideremos que a dinamica é markoviana, de
tal modo que o estado presente do sistema determina completamente o estado
seguinte, ou seja, o sistema nao possui memoria, o que ¢ razoavel no caso de
organismos simples. Caracterizando o estado do sistema pela distribuicao U
acompanhada do conjunto M dos parametros de controle, as operagoes que
levam U(X,t) — U(X,t+ At) s6 dependem de U (X, t) e M. Explicitamente,

podemos dizer que
UX,t+ At) =U(X,t) + L(U(X,t); M)dt. (2-1)

Consideramos também que a populagao é um sistema autonomo, de tal forma
que £ nao possui nenhuma dependéncia explicita com o tempo. Biologica-
mente, estamos assumindo a hipdtese de que as interacoes, o comportamento
e a fisiologia dos individuos nao mudam com o tempo. Esta hipétese pode
ser razoavel em muitos casos ja que as alteragoes na constituicao e compor-
tamento do organismo ocorrem em escalas de tempo maiores que o tempo de
observagao.

Note que na Eq. (2-1) a varidvel de estado pode ser um vetor, contendo as
densidades de uma colegao de populagoes, U(X,t) = {uy (X, t),...,u,(X,t)}.
Em geral, X € R?, descrevendo organismos que vivem sobre uma superficie,
para outros casos como o de insetos [5, 1] faz sentido considerar um espago
tridimensional.

Rearranjando Eq. (2-1) e fazendo o limite continuo (At — 0) obtemos

oU = L(U; M), (2-2)
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onde ¢; indica a derivada parcial em relacao ao tempo e convenientemente

suprimimos (X, ).

Figura 2.1: Tlustracao da trajetoria no espaco de fase.

A distribuigao U percorre uma trajetéria no espago de fase (figura 2.1),
partindo de uma condigao inicial U(t = 0) e seguindo para um estado
estacionario, se este existir. A seguir, introduziremos os processos elementares

que compoem a dinamica e definem a evolugao da populacao.

2.1
Processos elementares

Nesta secao serao apresentados alguns principios da dinamica que em-
basam o que chamaremos de processos elementares. Primeiro, na secao 2.1
apresentaremos a dinamica para a evolucao do tamanho da populacao, des-
considerando a informagao espacial [12-14, 28, 15]. Em seguida, propondo a
difusao como acoplamento espacial, consideramos um modelo espacialmente
estendido. Especificamente, estes passos nos levarao a equacao de Fisher-KPP.

Para comecarmos a definir uma forma funcional para a taxa de variacao
da populagao £, partimos dos fundamentos que compoem a dinamica. Para
isso, deve estar claro que sistema bioldgicos possuem caracteristicas tnicas
que normalmente nao sao encontradas em outros sistemas. Talvez, a mais
importante delas seja a autopoiese [29]: os organismos vivos tem a capacidade
de produzirem a si mesmos. Assim, como um primeiro passo, considere o
processo de reproducao.

Podemos pensar a reprodugao de um organismo por dois caminhos.
Primeiro, o nascimento de um novo individuo pode vir da divisao de um

individuo pai, isto ¢ A — A+ A, como ocorre na divisao celular e em bactérias
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Figura 2.2: Evolugao do tamanho da populagdo supondo r constante (linha
preta tracejada) e para o modelo de Verhulst.

por exemplo. Segundo, em populacoes sexuadas, a reproducao ocorre em pares
A+ A — A+ A"+ A”. Estas sao as unicas maneiras de adicionar um individuo
a populacao. De uma forma geral podemos dizer que cada um destes processos
ocorre com uma taxa r(N). De toda forma, a populagao cresce mais quanto
maior ela for. Neste sentido, podemos dizer que a variacao de crescimento do

nimero de individuos é dado por

N =r(N)N. (2-3)

Se a taxa de nascimentos independe do tamanho da populacao, esta é
chamada de parametro de Malthus [12]. Malthus foi um dos pioneiros no de-
senvolvimento de uma teoria para a evolucao de populagoes e é conhecido pela
lei do crescimento exponencial dentre outras diversas contribuigoes sobre os
principios das populagoes [12]. Com a contribui¢ao de Verhulst [13], o trabalho
de Malthus ¢ estendido. Verhulst admite que o crescimento exponencial sem
limites é inviavel, notando que o suporte do meio com recursos é finito. A
hipétese desta capacidade finita de suporte modifica a Eq. (2-3), impondo um

limite ao crescimento da populagao, portanto,

r(N) = o (1 - %) . (2-4)

Entao, entende-se que existe divisao de recursos entre a populacao. Conforme a
populacao cresce, menos se tem para cada individuo, o que por sua vez reduz a
taxa de nascimentos. Esta resposta ao suporte do meio conduz assintoticamente
o tamanho da populagdo a um valor finito K (figura 2.2).

De forma geral, entende-se que a contencao do crescimento populacional é
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resultado do tamanho da populagao ser substancialmente grande e comparavel
com a capacidade de suporte do meio. Esta limitacao indiretamente constréi
competicao por recursos entre os individuos o que leva a uma redugao da taxa
relativa de crescimento da populacao.

A solugao para a Eq. (2-4) pode ser encontrada analiticamente sem muita

dificuldade, K Nyet

N(t) =
(> K—FN()(GM—].)’
sendo N(t = 0) = Ny. Esta relacao tem sido aplicada em diversos casos e é

(2-5)

certamente um dos resultados mais conhecidos na dinamica de populacoes.

Estendendo o estudo da evolugao de uma tnica populagao, Lotka [14, 30]
e Volterra [28] propuseram os talvez primeiros modelos de interagao entre
espécies e proveem uma descricao mais completa de um ecossistema, acoplando
em cadeia modelos na forma da Eq. (2-4).

Hoje, podemos apresentar as equagoes de Lotka-Volterra num contexto
mais geral do que foi proposto originalmente (duas espécies). Considere n
espécies. A populacao de cade espécie ¢ contém wu; individuos que interagem
de acordo com certa hierarquia na cadeia alimentar. A base da cadeia contém
aquela espécie, a exemplo das plantas, que consome exclusivamente o que o
meio prové. A primeira camada é acoplada com a cadeia acima, obedecendo
uma relacao presa-predador, colocando uma como o recurso da outra. Assim,
embasado pelo modelo de Verhulst, escrevemos as equagoes para a interagao

entre as espécies do sistema

U = aju; — biugug,

U = aUi—1U; — bjuuigq

Up = Aplp—1U, — Dy, .

Os parametros a; e b;, considerados constantes, regulam a transferéncia
energética que ocorre no momento em que uma presa ¢ servida de alimento
para o predador. Como para todo 1 < i < n as espécies sao predadores e presas
simultaneamente, b; representa a taxa em que ¢ é servida de presa para ¢ + 1
e a; representa o retorno energético da predacao que ¢ faz sobre ¢ — 1. Dessa
forma, as mortes provocadas pela espécie 7 em i — 1 sao convertidas em um

aumento no crescimento de . Para o interior da cadeia simplificamos o modelo
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por conveniencia, desconsiderando tanto a competicao interna quanto a morta-
lidade por outras causas (por envelhecimento, acidentes, entres outros), como
se estes processos ocorressem em taxas menores que a predacao. Entretanto,
pode-se incluir estes fatores incorporando termos do tipo u? e —u; nas taxas
de crescimento. Com excecao da espécie no topo da cadeia, todas as outras
tem sua populacao bem controlada pelas taxas de predacao e estas taxas sao
consideradas maiores que as taxas por morte natural.

Por tltimo, note que as equagoes de Lotka-Volterra podem ser escritas

na forma

U=TU)U, (2-6)
onde U = (uy,...,u,)eT é matriz n xn cujos elementos dependem dos valores
de uy ...u,, o que deixa claro a nao linearidade das equacoes e a necessidade
de técnicas para entender questoes essenciais dessa dinamica, principalmente
sobre a sobrevivéncia das espécies, a existéncia de pontos de equilibrio e ciclos
limites.

Até o momento, descrevemos a populagao exclusivamente pelo niimero
de individuos, ignorando a distribuigao espacial. Ja discutimos a reproducao,
a competicao e finalmente, agora, introduziremos a difusao dos individuos
considerando um sistema espacialmente estendido.

Um bom caminho para introduzir a difusao é definir o fluxo como
J =—-DVu, (2-7)

onde D é constante. Assim, dizemos que os individuos seguem contra o gradi-
ente de concentragao. Este comportamento é observado em intimeros processos
de difusao na fisica e pode ser relacionado com o comportamento microscopico,
de um conjunto de caminhantes aleatérios [31]. Entretanto, a mobilidade de
organismos vivos normalmente esta ligada a processos sofisticados, ja que os
individuos possuem a capacidade de locomogao prépria [20, 9]. A decisao de
como se mover e para onde se mover é estabelecida pela forma e fisiologia do
organismo e embasada nas informagcoes sensoriais obtidas. Principalmente por
estes fatores, a dinamica de organismos vivos ¢ movida por forgas que diferem
fundamentalmente das de um caminhante aleatério. Em bactérias por exem-
plo, o comportamento microscépico “corre-e-vira” (do inglés run-and-tumble)
define um coeficiente de difusao que depende da densidade [32, 33].

Impondo conservacao do nimero de individuos, a taxa de variacao
provocada pelo fluxo dado por (2-7) é dada por —V - J. Neste sentido,
sobrepondo esta contribuicao com a regra de crescimento definida pelo modelo
de Verhuslt (2-4), obtemos
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ou(X,t)
ot
onde a =rgeb=ry/K.
A Eq. (2-8) é conhecida como equagao de Fisher-KPP, onde D, a e b
sao constantes positivas [34, 35, 15]. Apesar da equagao Fisher-KPP ter sido

= DV*u(X,t) + au(X,t) — bu(X,t)?, (2-8)

criada para o estudo de propagacao de genes, hoje, esta é considerada um
modelo paradigmético para a dinamica de populagoes [1, 2].

Note que a Eq. (2-8) simplesmente acopla por meio do laplaciano uma
cadeia continua de sistemas, cujo crescimento é dado pela expressao logistica.

Em uma dimensao, podemos mostrar, para o casoem quea =b =D =1
(ou sobre uma transformacao de escala apropriada), a Eq. (2-8) admite uma
solugdo de onda propagante [34, 35], tal que u(x,t) = v(x — ct) onde ¢ é
a velocidade de propagacao da onda. Para um valor especial ¢ = i5/\/6,

podemos encontrar uma solucgao fechada [35]

v(z) = (1 + cexp (iz/\fG))_Q : (2-9)

onde z = x — ct.

Dentro do contexto bioldgico, solucoes desse tipo modelariam a frente
de crescimento de uma colonia de bactérias [36, 37, 4]. A forma final da
Eq. (2-8) sintetiza a contribuigdo dos processos de reprodugao, competigao
e difusao. Enquanto a taxa de reproducao induz um crescimento exponencial,
a competicao age como um termo regulatério, dominante em altas densidades
e a difusao introduz o fluxo dos individuos, modelando-os como caminhantes
aleatorios.

Na préxima secao, faremos algumas propostas de generalizar os termos
da Eq. 2-8, os quais, futuramente serao estudados no contexto da auto-

organizacgao.

2.2
Generalizacao dos processos elementares

Pelo que foi apresentado, a Eq. (2-8) se baseia em hipéteses bem simples
sobre a dinamica. Mesmo assim, esta forma pode ser aplicada em casos
reais [36, 37]. Entretanto, é ficil pensar em situagoes em que a Eq. (2-8)
falha em capturar importantes propriedades de sistemas reais. Aqui, faremos
propostas com o objetivo de incluir: a difusao nao linear, a nao localidade, e
flutuagoes nos parametros de controle que podem estar presentes em sistemas

naturais [1, 2|.
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2.2.1
Difusao
Primeiro, considere a difusao como processo isolado. Para isso, partimos

da equacao de continuidade

ou(X,t)+V-J=0. (2-10)

A Eq. (2-10) impbe conservagao de matéria (de elementos) nas trocas

entre os volumes infinitesimais que formam o espaco. J é um campo vetorial,

representando o fluxo em cada ponto. Usando o teorema de Gauss (ou teorema

do divergente), identifica-se que o divergente de J mede o fluxo de matéria que
sai do volume infinitesimal v. Por definicao,

V-J=lim M—CZA )

v—0 v
Assim, lemos a equacao de continuidade como um balango entre a va-

(2-11)

riacao local e o fluxo para o exterior. Entretanto, uma definicao do compor-
tamento do fluxo ainda estd faltando. E preciso definir como a populacao
permeia o espaco. A difusao é um processo de homogenizacao que se observa
também no principio quimico do equilibrio de concentragoes no meio, como
o fluxo por osmose. Os elementos seguem para onde a densidade é menor,
saindo de regioes saturadas para regioes de baixa densidade, e eventualmente,
o equilibrio se estabelece quando todo o sistema tem uma concentragao cons-
tante. Matematicamente, estamos dizendo que o fluxo segue contra o gradiente

de concentracao

J=—DVu, (2-12)
o que é conhecida como Lei de Fick, quando o coeficiente de difusao D é
constante.

No contexto biolégico, descrever o deslocamento espacial como um pro-
cesso difusivo tem suas limitacoes, ja que, por exemplo, os elementos sao
autonomos [1, 9]. Um passo adiante em tentar generalizar o termo difusivo
dado pela Eq. (2-12), estd em admitir que a densidade interfere na mobilidade.

Isto é, o coeficiente de difusao depende do estado do sistema
J=—-D(u)Vu. (2-13)

Neste momento, gostaria de chamar atencao para dois tipos de com-
portamento: quando a alta densidade prejudica e quando intensifica a difusao.
Ambos destes casos podem ser contemplados por um coeficiente de difusao nao
linear na forma de uma lei de poténcia, podendo ser proporcional ou inversa-

mente proporcional a densidade alterando um parametro (o expoente). E facil
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imaginar casos em que a densidade compromete a mobilidade dos individuos,
como pode ser visto em multidoes em processo de evacuagao [9]. Entretanto,
de outra forma, a densidade pode ter um papel contra-intuitivo e intensifi-
car a difusao dos individuos. Na Fisica, isto pode ser observado na passagem
de gases em meios porosos, em plasmas, dentre outros casos [38]. Biologica-
mente, esta caracteristica pode estar ligada a uma diversidade de fenémenos
fisico-quimicos e comportamentais dos individuos [33]. Podemos interpretar
esta situagao como uma maior migracao para areas de baixa densidade, pelos
maleficios trazidos em se viver em regioes de alta densidade. De fato, para ci-
dades foi mostrado, pelos trabalhos do grupo de Geoffrey West [39], que muitos
dados coletados para cidades escalam com o nimero de habitantes. Dentre to-
dos os fatores, dados que representam condigoes ruins aos individuos, como a
criminalidade [40], podem se enquadrar no papel de intensificadores da busca
de regioes menos populadas na forma de uma lei de poténcia.

Relembremos a rela¢do Einstein-Smoluchowski [31] para o movimento
browniano [41] que conecta o coeficiente de difusdo com a temperatura por
DocT. Neste sentido, se a alta densidade intensifica a dissipagao de energia,
como em um sistemas de graos com colisdes ineldsticas, regioes de alta
densidade se tornam mais frias e tendem a absorver mais e mais individuos [42].
Opostamente, se as colisoes forem eldsticas, como em gases, o aumento da
densidade aumentaria a pressao e consecutivamente a difusao.

Substituindo (2-13) em (2-10) obtemos uma forma generalizada para o

processo de difusao,

du(X, 1) = V - (D(u)Va) (2-14)

que no caso particular em que D é constante,

ou(X,t) = DV3u. (2-15)

Certamente, inimeras formas para o coeficiente de difusdo D(u) foram
propostas para modelar sistemas biolégicos [1, 2]. Pelos argumentos colocados
e inspirado pela equagao de meios porosos (EMP) [38], que carrega um
certo expoente v fenomenoldgico, podemos contemplar o estudo dos dois

comportamentos citados,

ou = Ayu = V32, (2-16)
Expandindo o termo do lado direito da Eq. (2-16), pode-se ver que D(u) =
vu’~1, mas mais importante, D(u)ocu’"!. Mostraremos especificamente a

influéncia dessa forma em um modelo de formagcao de padroes [17] o que deixard

claro as duas fases existentes quando v > 1 e v < 1 (cf. capitulo 4). Formas
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fechadas para a solugao da Eq. (2-16) existem. Vale notar o desenvolvimento
feito por Tsallis e Buckman [43] para um caso ainda mais geral. Os autores
também mostram que a Eq. (2-16) apresenta solucao fisica somento se v > —1,
no sentido em que as solugoes sejam normalizaveis. Ainda mais, as solugoes
para a Eq. 2-16, sob a condicao inicial u(z,0) = §(z), sdo q-gaussianas', onde
q =2 —v (figura 2.2.1).

0.2 +

0.15 +

0.1

0.05

Figura 2.3: Solugoes para Eq. (2-16): caudas longas (¢ = 2), gaussiana (¢ = 1),
suporte compacto (¢ = 0.5).

Em termos fisicos, a principal diferenca ocorre no limite em que a
densidade tende a zero. Para v > 1 (¢ < 1) o coeficiente de difusao vai
a zero quando u — 0 e a distribuicao permanece bem definida, neste caso
em especifico, a solugdo apresenta suporte compacto. Ao contrario, quando
v <1 (¢ > 1) existe um escape acelerado em baixas densidades, ji que o
coeficiente de difusao diverge no limite de baixa densidade. Na formacao de
padroes, a influéncia desses comportamentos tem consequéncias drasticas para

a populagao [19], que serao estudadas em detalhe na segao 4.2.

2.2.2
Interacoes de longo alcance

Nesta secao discutiremos a generalizacdo do acoplamento espacial. A
difusao acopla os elementos de volume utilizando o operador laplaciano, o que
ocorre quase localmente, como ilustrado na Fig, 2.4. Pretendemos estender
isso na medida em que o acoplamento espacial pode ser de longo alcance,
consequéncia de interacoes nao locais. As interacoes nao locais podem ter

diversas origens dependendo do caso estudado. Em bactérias por exemplo,

Lf,(z) = ‘é—?(l — (1 —q)Bx?)'79, onde C,/+/B é a constante de normalizagao.
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Figura 2.4: Na forma discreta vemos que o laplaciano acoplada os primeiros
vizinhos no espaco.

a liberacao de toxinas pode afetar nao localmente os individuos. De outra
forma, podemos imaginar que as interagoes de longo alcance sejam provocadas
pela competicao nao local por recursos. Em particular, no caso de vegetacoes,
fenomenos interessantes aparecem quando existe escassez de agua, como nas
regides semi-dridas no Chile [6] e em Israel [44]. Nesses casos, a distribui¢ao da
vegetacao tem que ser 6tima, de forma que cada planta receba, pelo menos, o
minimo para sobreviver. Para isso, o sistema se auto-organiza. Quando a planta
percebe a escassez de agua, suas raizes crescem muito além da regiao que é
ocupada na superficie [6], induzindo uma competi¢ao nao local por dgua [42].

Estas motivagoes exigem a extensao do acoplamento espacial. Para esses
casos, quando focamos um ponto no espacgo, vemos que ele é afetado por uma

grande regiao no espago. Isto é ilustrado na figura 2.5.

Figura 2.5: Exemplo de uma forma para o acoplamento nao local.

Para os casos mencionados acima, o termo que antes considerava a

disputa local por recursos —bu? na Eq. (2-8), agora deve contabilizar a interagao
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da densidade u(X,t) com os demais inseridos na vizinhanga de influéncia.

Explicitamente entendemos que
o0
—bu x u — —bu x f fz — 2" u(a t)dx', (2-17)
—00

onde f define a vizinhanca e a influéncia de cada ponto z’ em funcao da
distancia x — z’. Alguns exemplos de formas para a funcao de influéncia que
tem sido usados sao: a funcao de Heaviside e gaussiana.

Se pensarmos, também, que a presenca de individuos ao redor interfere
na reproducao dos individuos, intensificando ou prejudicando, o mesmo pode

ser feito para o termo au(X,t). No sentido em que,

au — afoo g(z — 2" )u(2', t)d' . (2-18)

—Q0

Esta modificacao inclui a caracteristica de que é possivel ocorrer uma
variacao da densidade em pontos no espaco distantes e desconectados da
populacao. Em particular, no caso de proliferacao de plantas, agentes como
o vento e passaros interferem na difusdo de sementes (a espécie em potencial),
aumentando consideravelmente a distancia de transporte?.

Estender o alcance das interacoes torna possivel compreender uma classe
interessante de modelos. Como veremos, considerar termos nao locais pode

induzir a formagao de padroes na populagao (cf. se¢do 4.1).

2.2.3
Flutuacoes nos parametros de controle

Ao observar o comportamento das condi¢oes do meio, pela medida de fa-
tores como temperatura, vento, umidade, nutrientes, dentre outros, a primeira
coisa que se nota é que elas nao sao constantes. Isto ocorre pelos argumentos
que seguem. Primeiro, vale mais uma vez reforcar a alta complexidade que
um meio real apresenta. De forma que os efeitos que estamos interessados em
introduzir vao além dos causados pelas meras variagoes climaticas nas estagoes
do ano, por exemplo. Como ilustrado pela figura 2.6, estamos interessados nas
flutuagoes do ecossistema em escalas de tempo menores.

A respeito das condigoes atmosféricas (temperatura, ventos, etc), po-
demos relembrar que caos estd presente em certos regimes das equacoes de
Navier-Stokes que modelam a dinamica de fluidos. Isto contribui para a impre-
visibilidade das medidas citadas. Ainda mais, se pensamos no fator de suporte

do meio com recursos, isto é, o valor da capacidade de suporte na Eq. (2-4),

2E.H. Colombo e C. Anteneodo, trabalho em desenvolvimento sobre o efeito da difusdo
nao linear e transporte de longo alcance na formacao de padroes em vegetacoes.
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Figura 2.6: O grafico mostra a temperatura em fungao do tempo (em horas)
para a estacao metrolégica do Instituto Nacional de Meteorologia para o
periodo de setembro a novembro de 2013.

encontraremos uma combinacao de intimeros processos que induzem flutuacoes
em diversas escalas de tempo.

Flutuagoes também podem estar ligadas a prépria dinamica do meio,
como as condigoes climéticas (origem externa), mas, também ligadas ao
acoplamento entre o meio e a espécie (origem interna). Uma analogia que pode
ajudar a compreender a origem interna das flutuacoes é pensar na experiéncia
de um pescador. Mesmo que o nimero de peixes dentro do lago seja constante,
o pescador passa por dias bons e ruins na pescaria. Assim, como o pescador, a
nossa percep¢ao (descrigdo) nao inclui a dinamica dos peixes individualmente.
Como consequéncia, ndés vemos o sucesso da pescaria como uma questao de
probabilidades. Se as condig¢oes sao mantidas, esperamos que ao longo de tempo
o numero de peixes pescados flutue de modo imprevisivel ao redor de uma certa
média. Neste contexto, incluimos a heterogeneidade das interagoes e o sucesso
dos processos feitos pelos individuos.

Entendendo a origem das flutuagoes e sua presenca indiscutivel nos
sistemas complexos, podemos pensar que as flutuagoes podem interferir na
dinamica do sistema. Neste sentido, é razoavel admitir que os parametros do

meio sao processos estocdsticos
a—a+n(X,t), (2-19)

onde a é agora um valor médio e n(X,t) é um processo estocastico com
média nula, (n(X,¢)) = 0. Assumiremos que 7 é um processo estocdstico es-

tacionario, de forma que suas propriedades estatisticas sejam conservadas du-
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rante a evolugao, de modo que u(X, t) atinja, também, um estado estacionério.
Podemos seguir fazendo mais algumas suposicoes sobre o processo 7.
Idealizaremos as flutuagoes nos parametros de controle como um ruido
gaussiano branco, ou seja, (n(X,t)n(X,t")) = é(x — 2")§(t — t'). Isto preserva
a dinamica como markoviana e permite um tratamento analitico. Entretanto,
deve estar claro, que esta idealizacao ignora uma caracteristica importante
das flutuacoes observadas em sistemas reais. Principalmente, quando essas
flutuagoes tém origem externa, ou seja, pela dinamica do meio, é conhecida a

presenga de correlagao temporal e espacial nas medidas [45].
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3
Formacao de padroes

Neste capitulo, apresentaremos a metodologia para abordar a formacao
de padroes. Apresentamos uma abordagem analitica e numérica para esta
questao no caso deterministico e no caso estocastico Nas secoes seguintes sera
mostrado como detectar a formacao de padroes na distribuicao de individuos
para um dado L. Primeiro, na secao 3.1.1 estudaremos de um ponto de
vista deterministico o caso em que os parametros de controle sao constantes
no tempo. Posteriormente, na secao 3.1.2 estudaremos como flutuagoes nos

parametros modificam a previsao deterministica.

3.1
Métodos analiticos

Dentro do contexto da formacao de padroes, e ainda mais em modelos
para sistemas biologicos, esperamos que as equagcoes que regem a dinamica do
sistema carreguem termos nao lineares. Isto, muitas vezes, impossibilita obter
uma solucao analitica. Assim, os métodos apresentados aqui partem da linea-
rizacao da equagao de evolucao. Esta aproximacao permitird obter conclusoes
sobre o comportamento do sistema do inicio da dinamica. Especificamente,
partindo de um estado estacionario homogéneo, procuramos entender como
pequenas pertubagoes evoluem. E eventualmente, tentaremos estabelecer uma
conexao entre a dinamica inicial com o estado estacionario atingido pelo sis-

tema.

3.1.1
Caso deterministico

Estruturas de organizacao sao identificadas por uma assinatura especi-
fica. Esta organizacao que procuramos estd intimamente ligada a repeticao,
como se a populacao estivesse alojada em regioes formando uma estrutura
periddica. Se isto ocorresse, a transformada de Fourier da distribuicao infor-
maria a presenca de comprimentos de onda caracteristicos no espagamento

dos individuos. Ao contrario, a distribui¢ao trivial (indiferente, homogénea)
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da ocupacao do espago nao apresenta periodicidade e simboliza a desordem.
Vale relembrar mais uma vez, que essas estruturas nao sao construidas por
um fator de controle externo ou por meio de uma intervencao, mas sim, pelo
préprio sistema que se auto-organiza [20, 26].

Primeiro, considere as solugoes estacionérias e homogéneas para Eq. (2-2)

que podem ser obtidas facilmente,
L(H;M)=0. (3-1)

Podem existir diversos estados Hy, Hs, ... constantes em todo espaco, tal que
Eq. (3-1) seja satisfeita. Ao mesmo tempo, na pratica, entende-se que o sis-
tema somente permanecera num dado estado, se for estavel sob pequenas per-
turbacoes. Para os casos em que os sistemas sao zerodimensionais, as per-
turbacoes ocorrem ao redor de um estado pontual. Entretanto, aqui, gos-
tarfamos de considerar pertubacoes em todo o espago. Uma maneira de abordar
este problema é considerar que estas perturbacoes podem ser decompostas em
uma série de Fourier e analisar independentemente cada modo K. De tal forma
que podemos responder se quando o sistema é perturbado com certo modo a
amplitude desta perturbacao cresce ou diminui. Dessa forma, faremos uma
analise linear da estabilidade [24].

Matematicamente, descrevemos este cendrio considerando que U (X, t) =
H + Ex(X,t). Assim, da Eq. (2-2),

OEx (X, t) = L(H + Ex (X, 1)) . (3-2)

Como o operador £ pode ser consideravelmente complicado, a linea-
rizacao torna possivel entender a evolugao de qualquer perturbacao no estado
estacionério H, se Ex (X, 0) for suficientemente pequeno. Isto fica claro expan-

dindo £ préximo de H. Nesta vizinhanca, até segunda ordem,

L(H + &) ~ L(H) + AV & + %S,EAS)SK : (3-3)

sendo A(El) = A(ﬁl)(H ) a matriz jacobiana que constréi o termo linear e
A(ﬁg) = A(L2)(H ) um tensor de posto trés que tem como caso particular a matriz
hessiana, quando n = 1.

Explicitamente seus elementos podem ser escritos como,

(A} = 00 filn
{AD Y ik = 0u,0u, fil

Assim, note que Eq. (3-3) é simplesmente a expansao de Taylor de cada
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componente de L escrita de forma compacta. Quando |Ex/u;| ~ 0 podemos
desconsiderar o terceiro termo do lado direito, que carrega o acoplamento entre
as componentes de .

Lembrando que L(H) = 0 por defini¢ao, Eq. (2-2) se simplifica e toma a

forma linear,

(10, — AV = 0. (3-4)
Seguimos definindo uma forma especifica para a perturbagao, considerando

que
goexp(i - X + \o(K)t)

Ex(X,t) = : , (3-5)
enexp(iK - X + A\, (K)t)

onde introduzimos a taxa de crescimento A(K) para os modos de cada espécie
interagente. Isto define a estabilidade, no sentido em que se A(K) > 0

(MK) < 0), a pertubagao cresce (decresce) no tempo.
A forma dada pela Eq. (3-5) possibilita estabelecer relagoes diretas entre
as operagoes sobre a pertubacgao e as respectivas contribui¢oes na analise de
estabilidade linear. Primeiro, note que a derivada temporal aparece relacionada

aos autovalores de A(Cl) e que

0,Ex = MK)Ex | (3-6)
e portanto, .
AVg = \K)Ek (3-7)

Segundo, note que por estarmos no espaco de Fourier, aplicacoes do operador

derivada espacial na pertubacao criam a relagao

(0:)"Ex = (1K)"Ex . (3-8)
Finalmente, resolvendo o problema de autovalores dado pela Eq. (3-7),
resolvemos
det(IN(K) — AV) = 0. (3-9)
Desta forma, os zeros do polindémio caracteristico na Eq. (3-9) s@o os autova-
lores de A(El) [46] e retornam as taxas de crescimento para cada K.
Matematicamente, concluimos que dentro da vizinhanca do estado ho-
mogeéneo, as taxas para o crescimento dos modos sao dada pelos autovalores de
matriz jacobiana Ag). Em geral, deve existir pelo menos um autovalor positivo,
que obedeca certas caracteristicas adicionais, para possibilitar a formacao de
padroes [24]. Este é o tipo de procedimento que existe na analise da instabili-
dade de Turing [47]. Turing, que fez o primeiro texto destinado & morfogénese,

mostrava, por este procedimento, como a diferenca entre os coeficientes difusao
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de duas substancias quimicas constroem padroes no espaco.

Para cada modo, temos uma taxa de crescimento que pode vir a depender
de K. Como antecipado, a relacao (3-8) fornece uma possibilidade de como
essas dependéncias podem aparecer. Neste momento, mesmo sem definir
as interagoes, podemos investigar qualitativamente as formas de A(K) que
indicam a emergéncia de estruturas periddicas na populacao. Considerando
a analise de um unico autovalor, na figura 3.2 estao sendo mostrados alguns
exemplos de resultados para A(K) que aparecem em problemas de formagao
de padroes [24].

Neste ponto, ao tentar utilizar a analise de estabilidade para identificar
a formacao de padroes, entramos no problema de conectar a informacao da
dinamica para tempo curto com o estado final do sistema. Isto aparece a
medida que a informagao que procuramos nao ¢ a estabilidade em si, mas sim
o estado final que ela pode induzir. Especificamente, estamos interessados nas
conexoes entre a taxa inicial de crescimento dos modos A(K), que sabemos
como obter analiticamente, com a transformada de Fourier do estado final
U (K), que sé pode ser obtida numericamente. Ao ignorar os termos de ordem
superior em (3-3), fica limitada a aplicagdo de A(K) para pequenas amplitudes.
Este fato, desconecta as informagoes do inicio e fim da evolugao do sistema
(figura 3.1).

YU Q) — » U(K)

Figura 3.1: Esquema ilustrando a conexao entre a andlise linear (tempo curto)
e o estado estaciondrio (¢ — o).

Mesmo que o desenvolvimento analitico linear s6 permita conhecer o
sistema durante seus primeiros instantes, nao se pode ignorar que isto constréi
uma expectativa sobre o futuro. Esta expectativa pode, entao, ser comparada
com resultados da integracao numérica, onde pode-se em boa aproximacao
conhecer o estado final do sistema. Vale notar, que mesmo que a integracao
numérica forneca a principal informagao para o problema U (K), nao é ela que
relaciona as interacoes com a formacao de padroes. Heuristicamente, podemos

chegar a algumas conclusoes sobre como conectar ambas informacoes.
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Depois de um longo tempo procuramos um estado final em que a
transformada de Fourier possui um modo dominante, o que explicitamente
evidencia a presenca de escalas caracteristicas. Como os termos nao lineares
estao sendo ignorados na Eq. (3-3), tem que se ter em mente que os modos que
crescem A(K') > 0 sdo amortecidos e suas amplitudes se estacionam em algum
valor. Primeiro, note que o crescimento em respeito a K = 0 esta relacionado
ao crescimento da populacao em todo o espaco de forma homogénea e nao com
o aparecimento de formas estruturadas. Segundo, inicialmente, se a analise
linear indicar que existe um intervalo bem definido em que os modos crescem e
se ainda existir um modo destacado (que cresce mais que os outros), entende-
se que esta instabilidade aponta a emergéncia de um modo caracteristico K*.
Neste cendario, um passo importante é considerar que K* é forte candidato para
ser a posicdo do maximo global de U (K). Este tipo de situagao é ilustrada pela
relagao de dispersao na figura 3.2(a). As figuras 3.2(b) e (c), ilustram alguns

contra exemplo em que padroes nao aparecem.

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Possiveis resultados para A(K). A linha horizontal pontilhada
indica A(K) = 0. Em azul a forma que indica a formagao de padroes. Em
vermelho dois casos que nao geram padroes: (a) por causa de uma instabilidade
do modo k = 0, que indica o crescimento homogéneo da populacao e (b) pela
ausencia de uma escala espacial caracteristica.

Este raciocinio se torna interessante na medida em que os intimeros pro-
blemas estudados obedecem bem a este tipo de previsao [24]. Mas precisa-
mente, no capitulo 4, mostraremos que A(K) é suficiente para prever os pontos
criticos para apari¢ao de padroes e para caracterizar o modo dominante no es-
tado estacionario. Portanto, com o objetivo de extrair o maximo de informagao
da analise linear, considera-se razoavel verificar a hipdtese de que

K* ~ argmax U,(K). (3-10)
K
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3.1.2
Caso estocastico

Agora, gostaria de focar o efeito do meio sobre a dinamica do sistema.
Uma das primeiras observagoes apontadas aqui, é que o sistema biologico é
intrinsecamente acoplado ao meio. Esta entidade, que chamamos de meio, sim-
boliza a combinagao da participagao de elementos externos: outros organismos,
agua, temperatura, etc. No caso da equagao de Fisher-KPP, os parametros do
meio estao quantificados por parametros constantes, isto é o conjunto {a, b, D}
(cf. Eq. 2-8, pg. 19). Por simplificar o efeito do meio somente por um va-
lor médio, modelos para a dinamica de populagoes podem estar perdendo
fenomenos de sistemas realisticos. Pelas transicoes de fase termodinamicas,
fica claro que a participacao do ruido (temperatura) pode modificar drasti-
camente o comportamento do sistema. Em particular, modelos para sistemas
biologicos e sociais tem mostrado o efeito de flutuacoes na dinamica pelas
transicoes induzidas por ruido [48, 9, 45].

Para introduzir a nossa discussao, retomemos o modelo de Verhuslt, sob
a forma )

N =aN — N?. (3-11)

Suponha que a taxa de crescimento, a, é uma variavel estocastica.

Explicitamente, a equagao (3-11) é modificada fazendo a substituigao
a—a+on(t). (3-12)

Uma suposicao muito comum, que possibilita resultados analiticos, é con-
siderar que 7 evolui como um processo de Wiener [49], tendo as propriedades
estatisticas de um ruido branco. Isto é, {n(t)n(t')) = é(t — t').

A Eq. (3-11) se torna

N =aN — N? + onN . (3-13)

Este tipo de abordagem de Langevin, necessita de uma interpretacao para
a integral estocastica quando o ruido ¢ multiplicativo. Neste ponto, entramos
no que é conhecido na literatura como dilema entre as interpretacoes de Ito e
Stratonovich [50].

Vamos comecgar localizando esta discussao no contexto da dinamica de
populagoes. Imagine, por exemplo, o caso em que a temperatura aumenta o
crescimento de bactérias [51]. Mesmo que a temperatura que se reflete na
populacao flutue de forma complicada, indo a altos e baixos valores de forma
incerta, esperamos que sua dinamica carregue certa inercia (memdria), por

depender de processos fisicos como o transporte de calor. Por motivos como
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este, na dinamica de populagoes, as condigoes ambientais se aproximam de
ruidos coloridos, ou seja, quando {(n(t)n(t')) # d(t — t'). Para estes casos, a
discussao Ito-Stratonovich nao aparece [52], mas resultados analiticos sdo mais
dificeis.

A equacao abaixo sintetiza a aplicacao de cada interpretacao na integral

do termo multiplicativo em um intervalo de tempo At pequeno,

| gV = g[(1— Q)N () + aN(t + d)](n(t + db) — (b)) , (3-14)

onde se @« = 0 obtemos a integral de It6 e se a = 1/2 obtemos a interpretagao
de Stratonovich. Podemos pensar que a interpretacao de Ito, de maneira
rigorosa, considera que o sistema nao consegue antecipar o comportamento do
meio [53]. Entretanto como lembrado antes, ruidos em sistemas reais possuem
correlacao temporal, mesmo que pequena. Se fizermos a suposicao que o ruido
é correlacionado, mas o seu tempo de correlacao tende a zero, chegamos a
interpretacao de Stratonovich: isto é exatamente o que o teorema Wong-Zakai
mostra [54]. No sentido em que, a interpretagao de Stratonovich pode servir
para aproximar o ruido idealizado das correlagoes presentes nos ruidos reais.
Todavia, se o ruido é interno ao sistema, ou ainda, consequéncia de que a
descrigao tedrica é uma aproximacao continua para um sistema discreto [53],
a interpretacao de Ito é mais adequada.

O que torna esta questao tao dramaética, é o fato de que as duas
interpretacoes levam a resultados diferentes. Para a versao estocastica do
modelo de Verhuslt (3-13), a distribui¢do de probabilidade pode ser obtida

para ambas interpretagoes

a ! - 12
P(N) = Az e ™% (3-15)
onde o = 2(1 — a) e A é uma constante de normaliza¢do. Assim, pode-se

determinar como o valor tipico N* (méximo da distribui¢do) se modifica com
a presenca do ruido. Como mostrado na Ref. [48] temos que

0.2

N* = a—a’?. (3-16)

Isto indica que N* diminui conforme a amplitude do ruido aumenta. Este
fato mostra o papel destrutivo do ruido. Note que as diferentes interpretacoes
fornecem diferentes efeitos em respeito ao valores criticos para o para termos
N* > 0.

Como conhecemos toda a distribuicao para o problema, um outro resul-
tado interessante pode ser obtido para o valor médio de N. Para a interpretacao

de Stratonovich (N) nao é alterado pela intensidade do ruido. Para Ito, entre-
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tanto, temos que 9
(NS =a~— % . (3-17)

Estes resultados mostram um simples efeito que o ruido pode ter sobre o
estado final do sistema. Entretanto, aqui, precisamos de uma teoria apropriada
para sistemas espacialmente estendidos. Em particular, estamos interessados
nas possiveis modificacoes da correlagao espacial da populacao. Garcia-Ojalvo e
Sancho podem ser citados pelas suas contribui¢oes ao estudo da ordem espaco-
temporal induzida por ruido [55-57, 52|. Em particular, na Ref. [55], os autores
mostram que isto pode acontecer quando existe a presenca de ruido aditivo na
equagao Swift-Hohenberg [58].

Logo, a seguir, apresentaremos as ferramentas que permitem entender o
papel do ruido na formagao de padroes. Os resultados que seguem analisam
uma unica espécie. Todavia, fica claro que quando combinado com os resultados
para o caso deterministico (cf. segdo 3.1) pode ser aplicado para estudar o caso
de muitas espécies. Para simplificar a notacao, também restringiremos a analise

para o caso unidimensional.

Aproximacao linear

Primeiro, considere escrever a equagdo geral (2-2) separando a parte

deterministica e a parte estocastica, de forma que temos
opu(w,t) = L{u; M) = f(u) + oyg(u)n(z,t) + 0e&(w,1) (3-18)

o que engloba tanto os casos em que o ruido é multiplicativo, quanto os casos
em que o ruido é aditivo, sendo o, e o¢ as intensidades dos ruidos.
Como um primeiro passo para entender a formacao de padroes no

contexto estocastico, considere olhar a equagao para média, isto é,

Oulz, 1)) = (f(u)) + onlg(u)n(z, 1)) + 0el&(, 1)) (3-19)

Agora, definindo as propriedades estatisticas do ruido, as médias podem

ser calculadas. O ruido é considerado branco e gaussiano com média nula,

portanto (n(x,t)) = 0 e (n(z,t)n(z’,t')) = 6(x—a')6(t—t'). Por consequéncia, o

termo aditivo é zero por defini¢ao, mas os termos multiplicativos necessitam de

uma interpretagao estocastica [50]. Se interpretamos o ruido no sentido de Ito,

imediatamente obtemos que o termo multiplicativo desaparece. Entretanto, se

consideramos que o ruido possui correlagao temporal arbitrariamente pequena,

mas nao estritamente zero [54], isto é, seguindo a interpretagao de Stratonovich,
os termos multiplicativos precisam ser tratados.

Uma maneira conveniente de calcular esta média é usar o teorema de
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Furutsu-Novikov [59]. O célculo detalhado da aplicacao deste procedimento é

detalhado no apéndice A onde obtemos que

Cg(u)n(z,t)) = ﬁaﬂg/(U)g(U)% (3-20)
sendo Az responsavel por estabelecer a correspondéncia entre o calculo
numérico e o resultado analitico.

Em posse destes resultados, podemos simplificar a Eq. (3-18), obtendo

que 1
Ou(z, t)) = (f(u)) + mtf%@’(ﬂ)g(u»- (3-21)
Linearizando a Eq. (3-21) ao redor do estado estacionario ug, dizendo

que u = ug + €, obtemos em primeira ordem que

e = | £tw) + a0 )|, (3:22)

onde g(u) = g'(u)g(u).

Este resultado mostra diretamente que a presenca do ruido, assim como
a sua dependéncia com a densidade g, influenciam a dinamica inicial. Em par-
ticular, vemos que o ruido translada a taxa de crescimento, que eventualmente

pode induzir a instabilidade dos modos levando a formacao de padroes.

Funcao de Estrutura

Um passo importante na compreensao da formacao de padroes vai
ser dado agora. Pelos argumentos que seguem, veremos que simplesmente
investigar a relagao de dispersdo dada pela equagao (3-22) nao informa a
estrutura de organizagao, mas sim, somente a condicao de estabilidade. Em
particular, mostraremos que a func¢ao de estrutura é uma boa medida para
detectar coeréncia espacial quando a Eq. (3-22) ainda acusa a estabilidade
da solucao homogénea. Assim, primeiro considere a difinicao da funcao de

estrutura:

S(k, 1) = Calk, (=, £)) = (@i, (3-23)
onde T indica o respectivo complexo conjugado.

De fato, observe que S ¢é justamente a transformada de Fourier da
a0
—o0

autocorrelagao espacial R(z) = §”_ u(z')u(z’ + x,t)d2’. De modo que

Sk, t) = (R) = < f; u(a', 1) ﬁo u(z + ') exp(—z’ka:)da:da:/> (3-24)
- <u fooo u(z', 1) exp(z’kx’)da:> (3-25)

_ (i, (3-26)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212945/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212945/CA

Formacao de padroes espaciais na dinamica de populacbes 36

que coincide com o espectro de poténcia médio.
Podemos obter a evolugao para S [55, 57, 45| para o inicio da dinamica,

comegando pela evolugao do produto &(k,t)e(k',t),

@t{éé'} = 5&5’ + 5’&6, (3—27)
onde para simplificar a notacao £ e & indicam a forma transformada da
pertubacao no espaco de Fourier em funcao de k e £/, respectivamente.

Agora, primeiro, linearizamos a Eq. (3-18) obtendo

ore = f'(ug)e + 0,9 (uo)en + o,9(uo)n + ¢l , (3-28)

onde f'(ug) e ¢'(ug) representam as derivadas em relagdo a u para as fungoes
f e g, respectivamente.
Note que pelo desenvolvimento feito na secao 3.1, identificamos que a

contribuicao linear deterministica corresponde a relacao de dispersao,

(o) = A(k). (3-29)

Dado que existe uma correspondéncia entre as duas interpretagoes, nos limi-
taremos a analisar a interpretagao de Stratonovich. Aplicando a transformada

de Fourier, multiplicando ambos os lados por £’ e aplicando a média temos que

1. . o . .

5 0i(EE) = AR)(EE') + 0y (uo)E'EM) + ang(uo)(E'T) + 0(E'E). (3-30)
Os termos do lado direito da equagdao podem ser calculados seguindo o
teorema de Novikov. Estes cédlculos sao apresentados no apéndice A. Logo,

se & = £(—k), as respostas obtidas para cada contribuigdo multiplicativa sao

@iy = 5 olalu)S(h)], (331)
(Elh, (K 1) = Soyg(ue). (332
Ek DEK 1) = 5. (3-33)

Substituindo estes resultados na Eq. (3-30) obtemos,

1 1 1 1
50S(k) = | A(k) + Eang(uo)] S(k) + 5oug(uo) + F0¢. (3-34)
Agora, identificamos que
1
Aijp(k) = A(k) + %0592@0) ; (3-35)

como uma versao estocastica para relacao de dispersao, representando a taxa

de crescimento (exponencial) dos modos.
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Um passo interessante é assumir que o sistema atingiu o estado esta-

ciondrio (em termos estatisticos), isto é ;.S = 0. Assim, temos que

1
A ja(k)S(k,t) + 5[aggz(uo) +0g]=0.

Rearranjando a equacao chegamos a fungao de estrutura estacionéria,

_ 1072,9(?!0) +0?

S(k) 2 —Aip(k)

(3-36)

Este é o principal resultado desta secao e que serd aplicado no capitulo 5.

Para finalizar, considere algumas observacoes. Note que a dependéncia
em k estd na parte deterministica. Isto é, o ruido nao molda a relacao de
dispersao. Todavia, a Eq. (3-36) indica que ele pode revelar coeréncia espacial
quando os parametros estao abaixo do limiar critico. Note também, que este
desenvolvimento pressupoe a estabilidade da solucao homogenea —A;,, > 0,

certificando que S é positiva, como deve ser.

3.2
Métodos numéricos

Os métodos numéricos trazem a possibilidade de conhecer toda a evolugao
do sistema. Assim, podemos verificar as previsoes analiticas, e ainda identificar
comportamentos novos, nao previstos pela analise linear.

A integragao numérica necessita da discretizagao do espago e do tempo.

Para isso, considere que

r =1iAx, (3-37)
t=TAL, (3-38)

onde i e T sdo inteiros. Por questoes praticas precisamos Az, At > 0, para
termos um nimero finito de iteracoes. Entretanto, Az e At devem ser pequenos
o suficiente para aproximar a integracao numeérica da formulacao diferencial.

Em primeira ordem em At, em geral, temos
wi(T+ 1) =u(X, 1)+ L(u(1); M)At , (3-39)

onde as derivadas espaciais em L sao interpretadas de acordo com o esquema

central, isto é
! ! Uit1/2 — Ui—1/2
Optt ~ %xl/ : (3-40)

de tal forma, que a derivada espacial de segunda ordem ¢é escrita como
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Uip1 + Ui—1 — 2y
Opgth = . 3-41
u (Ar)? (3-41)

Derivadas de ordem superior podem ser obtidas aplicando sucessivamente as
versoes discretizadas acima. Em particular, para as derivadas de ordem par,

temos que,

(02)2™u = W gj(—ni (2;”)u (v + (% —i)ac). (3-42)

J4a as integrais sao interpretadas como somas de Riemann, e as funcoes podem
ser calculadas facilmente.

Conhecendo essas informacoes bésicas, que aparecem naturalmente por
causa da discretizacao do espaco e do tempo, vamos apresentar os métodos
numéricos que serao usados nos capitulos 4 e 5. A seguir, apresentaremos em
detalhe os procedimentos usados para a integracao das equagoes de evolugao,

tanto no caso deterministico quanto no caso estocastico.

3.2.1
Caso deterministico

Para o caso deterministico, o algoritmo adequado para integracao é bem
direto. Especificamente, basta aplicar a transformagao dada por Eq. (3-39)
para cada ¢, de forma que toda a distribuicao tenha se transformado.

Entretanto, vale notar que algoritmos de ordem superior em At também
poderiam ser usados [60]. O procedimento que segue a equagao (3-39) é
conhecido como método de Euler. O método de Heun, conhecido também
como método de Euler modificado, descreve a evolucao da equagao (3-39) em
segunda ordem em At [52, 60, 49]. Para os casos tratados aqui, consideramos
que a segunda ordem é mais do que o suficiente.

O método de Heun precisa de dois estagios para melhor estimar o valor

retornado por L. Explicitamente,

U (T + 1) = ui(7) + L(ug(7); M)At (3-43)
wi(T) + [ L(u;(7); M) + L(a; (T + 1); M)]At. (3-44)

Com este método pode-se escolher um At maior que quando a equacao (3-39)
¢ usada. Isto diminui o custo computacional.

Por 1ltimo, para termos uma ideia dos valores que devemos atribuir a At
e Ax podemos tomar como referéncia a equacgao de difusao dyu = D0, u. Para

este caso, utilizando o algoritmo de Euler (Eq. 3-39), é conhecido [60] que
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2DAt

e (3-45)

Se esta condicao é obedecida, a solucao da versao discretizada converge para

a fornecida pela equacao diferencial.

3.2.2
Caso estocastico

Para a versao estocastica, os algoritmos apresentados para o caso deter-
ministico podem ser estendidos para englobar a integracao estocastica.

Separando £ nas suas partes deterministica e estocastica,

L(u) = fu) + glu)n + ¢, (3-46)

seguimos as equagoes (3-14) e (3-18). Nas linhas do método de Heun, podemos
integrar a parte estocastica englobando tanto a interpretacao de It6 quanto
Stratonovich (o = 0 para [td e a = 1/2 para Stratonovich), como discutido na

secao 3.1.2. Explicitamente temos

(T 4+ 1) = w(r) + f(u)At + g(u) X + Y, (3-47)
ui(t) + ol f(u) + f(a)]At (3-48)
+ (1 - a)g(u) + ()]Xﬂf

wi(T+1)

onde X e )Y representam a forma adequada dos ruidos n e &, respectivamente.
Especificamente, X e ) sao incrementos de Wiener que sao também ruidos

brancos, entretanto, com um fator de correcao, isto é,

At
X =] = 4
N (3-49)

(§]
’ | At
Y= A_xg' (3-50)

Os métodos numéricos, além de terem sua importancia pratica, eles clarificam
alguns pontos. Primeiro, note que, para o ruido aditivo, as interpretacoes de It6
e Stratonovich sao equivalentes. Segundo, veja que para It6 o método numérico
nao utiliza a estimativa futura, assumindo que o ruido é genuinamente branco,
e portanto, nao antecipativo. Para o caso Stratonovich, o ruido possui uma
correlacao finita, o que é incluido fazendo a média entre @ e u. Por 1ltimo,
note que para termos consisténcia entre as etapas, o numero sorteado para

(3-47) deve ser o mesmo para (3-48).
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4
Resultados para o caso deterministico

Com o objetivo de investigar em detalhe como a auto-organizacao es-
pacial ocorre na distribuicao dos individuos, considere restringir os métodos
apresentados na secao 3.1 para uma Unica espécie. Entretanto, vale lembrar,
que os parametros de controle podem considerar a participacao de agentes ex-
ternos e o meio. Por exemplo, no estudo de formagao de padroes em vegetacoes,
uma Unica equacao efetiva pode ser usada, incluindo efetivamente os efeitos
da dindmica da dgua e da interagdo com outras espécies [6]. Neste sentido,
investigaremos de forma geral a classe de modelos contemplados pelas gene-
ralizacoes propostas na secao 2.2. Em particular, nesta secao estudaremos os
efeitos de interacoes de longo alcance na equacao de Fisher-KPP, assim como,
a participagao difusao nao linear na formagao de padroes.

Antes de comecar, considere particularizar o desenvolvimento apresen-

tado na se¢ao 3.1 para o caso unidimensional,
ou(z,t) = L(u; M), (4-1)
que na forma linearizada, assumindo u = uy + £(z, t), sendo
e = ep(x,t) = ggexp(ikz + A(k)t), (4-2)

chegamos em

die(x,t) = Mk)e. (4-3)

4.1
Efeitos do acoplamento espacial na formacao de padroes

Como antecipado na secao 3.1, especialmente pela Eq. (3-8), enxergamos
que o acoplamento espacial molda a relacao de dispersao. Partiremos do caso
geral em que esse acoplamento é arbitrario e eventualmente chegaremos a
difusao como um caso limite, onde o alcance das interagoes é arbitrariamente
pequeno. Admitindo que as interagoes sao de longo alcance, faremos uma
discussao mais aprofundada, mostrando seus efeitos na relacao de dispersao.
Em particular, incluiremos a presenca de nao localidade no coeficiente de

difusao e nas taxas de reproducao e competicao da populacao. Neste cenério,
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apresentaremos, também, uma discussao sobre as consequéncias de assimetrias
nas interagoes (anisotropia).

Antes de comecar nossa discussao, observe primeiro como a difusao
contribui na relagdo de dispersao A(k). Para um caso geral, isto é, com

coeficiente de difusao qualquer, temos a seguinte equacao

Oou = 0y (D(u)dpu) + ..., (4-4)
que quando linearizada assume a seguinte forma,

Ore = —D(ug)k®e + ... . (4-5)

Em geral, vemos que a difusao contribui com um termo negativo propor-
cional a —k?. Assim, fica claro que a difusao em si age contra a emergéncia
de padroes, reduzindo as taxas de crescimento, como era de se esperar pelo
seu papel homogenizador. Mas ao mesmo tempo, é pela presenca de derivadas
espaciais que vemos a possibilidade de criar dependéncias em k na relacao de
dispersao.

Para ter ideia de um caso concreto, considere um exemplo classico da
formagcao de padroes: a equacao de Swift-Hohenberg, que descreve a formacao
das células de convecgao [61].

Sem entrar em muitos detalhes, esta equacao, em particular, contém um
termo —(V? + 1)2, que claramente d4 origem a um polindmio em k do tipo
—k*42k2. Tal propriedade torna possivel a construcao de maximos para k # 0,
e pode ser vista como um modelo minimo para a formagao de padrées. Ambos
os termos sao fundamentais: enquanto a difusao assegura o amortecimento de
altos valores de k o termo de segunda ordem permite um intervalo em que
AK) > 0. Entretanto, o que pode ficar vago é o significado do termo que
carrega (V?)2. Esperamos esclarecer esta e outras questoes a partir da nao

localidade das interagoes.

4.1.1
Interacao de longo alcance

Recentemente, foi mostrado como interagoes nao locais podem induzir
a formagao de padroes em um modelo de dinamica de populagoes [62, 17,
18, 16]. Fuentes e colaboradores mostraram que interagoes competitivas nao
locais na equacgao de Fisher podem induzir a formacao de padroes espaciais
estaciondrios na distribuigdo de individuos [17]. Posteriormente, foi também

proposto considerar que a taxa de reproducao é nao local. Nesta sessao,
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pretendemos obter resultados importantes sobre como a caracteristica nao local
das interacoes afeta a instabilidade da solucao homogénea. Neste momento,

estudaremos uma versao completamente nao local da equagao de Fisher-KPP,

Oru = 0p(D[u)0y)u + aGlu] — buF[u]. (4-6)
Especificamente, definiremos cada termo nao local Wu]| pela operagao
de convolucao sobre a distribuicao de individuos, isto €,
Wlu] =w»u = J w(x — 2" u(2!, t)dx, (4-7)
Q
onde a funcao de influéncia w é normalizada e determina o peso da interacao
em funcao da distancia. Assim, tanto o coeficiente de difusao, quanto as taxas
de crescimento e competicao sao nao locais.
Para a analisar a estabilidade dos modos, primeiramente linearizamos

Eq. (4-6), considerando que u = wug + ¢. Cada funcional assume a forma
Wug + €] = up + Wle] e a Eq. (4-6) torna-se

Oe = DugOppe + ac + aGle] — bud Fle] . (4-8)
Observando que a solugao homogénea é ug = a/b temos
Ore = DugOpe — a(e — Gle] + Fle]) . (4-9)

Explicitamente, substituindo € com a forma dada pela Eq. 4-2 e dividindo

ambos os lados por &, chegamos em

k) = —Dugk? — a (1 - éG[a] + éF[g]) | (4-10)

Note, que abrindo os termos que carregam os funcionais,
1
-Wle] = J w(x — 2') exp(ik(x’ — x))dx’, (4-11)
€ Q

identificamos a forma da transformada de Fourier. Assim, assumindo que w é
par, isto é w(z) = w(—x), uma simples transformagao de coordenadas nos leva
a forma final ~
A(k) = ~Duok? —a (1= (k) + f(k)) . (4-12)
Mesmo que a consideracao nao local no coeficiente de difusao tenha
desaparecido durante a linearizacao, as transformadas das fungoes de influéncia
para a taxa de crescimento e competicao aparecem explicitamente na relacao
de dispersao. Como um caso particular, admitindo que as taxas de crescimento

sao locais (g(x — ') = 0(z = 2’)) chegamos a proposta feita na Ref. [17],

ou(x,t) = DOyt + au — bu JQ [z — 2" )u(a")da". (4-13)
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Tal equacao corresponde a relacao de dispersao
k) = —Dk?* —af(k). (4-14)

Uma forma simples que podemos pensar para a interacao de longo
alcance ¢é considera-la homogénea em certa vizinhanca. Para isso, dizemos que
flz—2') = 5-0(w— |z —2']), onde O ¢ a funcdo de Heaviside e 2w o tamanho
da vizinhanga. Assim, (4-14) se torna,
sin(kw)

kw

que para certos valores dos parametros D e a permite obter as condi¢oes em

k) = —Dk* — (4-15)

que padrdes emergem (figura 4.1).

- D=1.0

— D =01

A(k)

Figura 4.1: Relagoes de dispersao para D = 1.0 (sem padrdes) e D = 0.1 (com
padroes), considerando a =2, b =1, w = 4.

Limite de curto alcance

Em resumo, de uma forma geral, vimos como a nao localidade pode
interferir na relacao de dispersao por meio da funcao de influéncia. Observe
que se w — 0, f pode ser aproximada pelos primeiros termos da sua expansao
de Taylor, de forma que contribua com um polinomio em k.

Para clarificar este raciocinio, considere explicitamente a expansao em

série de Taylor de f

" .
1d
=) = f k™ (4-16)

m=0 m: k=0
= (—i)™{(x™), obtemos
k=0

Observando que - f(k)
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flk) = 33— =™k, (4-17)
m
onde (™) sdo os momentos de f, que determinam os coeficientes da série.
Para entender melhor como cada forma funcional de f influencia a
transformada de Fourier, na tabela 4.1 sao mostradas algumas formas com

seus respectivos momentos. Na maioria dos casos, vemos que os momentos

f(x) &™)
5= exp(—a?/20) | o™ (m — 1)
zexp (=N m o\ m
e ()

55O — |z)) o¥s]

Tabela 4.1: Formas da funcao f com a respectiva forma analitica para os
momentos.

sao proporcionais a poténcias de certo parametro. Notando que, no caso da
gaussiana, Poisson e Heaviside, podemos pensar em truncar a série (4-17), se
o, A\, w < 1, j& que os termos de ordem superior se tornam despreziveis. Note,
que estes parametros sao exatamente os que definem o tamanho da vizinhanga
considerada por f.

Explicitamente, expandindo a integral na Eq. (4-13), definindo y =

x — 2’ [1] e considerando que f é par, temos

[ wute =gy = [ ) (ut) -y + Y ot .. Y,

2
= (%u(z) + %&mu(x) + <Z—'>6mmu(z) +...,

onde os momentos fmpares somem, devido & paridade. Observando que {(z°) =
1, j& que f é normalizada, e substituindo esta expansao em (4-13) obtemos

que
> (x%) (z*)
ou(z,t) ~ au — bu + <D — bu7> Opatl — bufammu(:c) ) (4-18)

Finalmente, na analise linear, esta expansao se reflete em

@a~{—a—[D—qﬂ§2+aggbﬂ]M}g. (4-19)

Tal que, dentro desta aproximacao, a relagao de dispersao é dada por

k) = —a (1 - [% - %<x2> + %<x4>k2]> =3 (4-20)
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No limite em que D/a « 1 o méximo da relagdo de dispersao é dado por
E* = /6 % Dessa forma, para que A\(k*) > 0 devemos ter que a curtose

deve satisfazer { x4>

3
) <3 (4-21)

Este resultado estabelece uma condicao minima para que padroes aparecam.
De tal forma, que além da nao localidade, é necessario que os momentos
de segunda e quarta ordem obedegam a inequagao (4-21). De fato, estd
é a condicao que é satisfeita pela equagao Swift-Hohenberg, mencionada
anteriormente na introducao desta secao.

Por dltimo, considere um comentario sobre os termos que carregam
(0,)*™. Quando m = 1 obtemos o termo relativo & difusdo usual que ja foi
discutido anteriormente. Primeiro, note que pelo tratamento em diferencas
finitas, quanto maior a ordem da derivada maior é a necessidade de conhecer
a vizinhanga préxima. Explicitamente, para o célculo de (0,)*™ f(z)]s, ¢
necessario conhecer os valores que a fungao assume no intervalo [xo—mAx, xy+
mAz]. Para observar como derivadas de ordem alta acoplam os elementos de

volume, considere resgatar a discretizagao do operador derivada, cf. Eq. (3-42),
1 o 2m m
2m,, _ - _1)¢ o B
(0z)""u = (Br)o Z-_EO( 1) ( . )u (:c + ( 5 z) Aaz) : (4-22)

150 x 10%7 :

100 x 10%7 |

50 x 10%7 |

0x 100 '1“I“l.l'l-/-

-50 x 1027 |

-100 x 10%7 |

-150 x 1077 ‘ ‘ ‘ : ‘

Figura 4.2: Valores do coeficiente (—1)1(22”) em de ¢ para n = 100.

A figura 4.2 estabelece os fluxos entre elementos de volume. Cada
coeficiente mostra como cada 2’ = x + (n/2 — i) contribui para a variagao
da densidade em x. Assim, se o o coeficiente é positivo, entendemos que
ocorre fluxo de x — 2/, caso o coeficiente seja negativo, entendemos o oposto,

2’ — x. Em particular, para o caso em que x = 2/, o coeficiente pode assumir
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tanto valores positivos quanto negativos. Quando o coeficiente é negativo, a
populagao em z é distribuida para os demais z’. Todavia, como ilustrado na
figura 4.2, o coeficiente em x = 2’ pode ser positivo, agindo como um termo
de crescimento local.

Entretanto, vale notar que termos com m > 1 podem aparecer com
regras locais. Em um estudo realizado por Bevilacqua et al. [63], casos em que
existe retengao nos fluxos entre os volumes infinitesimais, isto é, uma fracao
da densidade local fica retida durante a difusao, a equacao mestra pode ser
escrita fazendo uso de derivadas de ordem superior. Para o caso em que existe
esta retengao no processo de difusao usual (m = 1), um termo m = 2 aparece
na equagao para a evolugao da distribuigao. Neste sentido, chama-se a atencao
que nao necessariamente termos de ordem superior sao efeitos da extensao da

vizinhanga.

Efeito da assimetria na funcao de influéncia f

Na secao anterior foi a suposicao que a funcao de influéncia é par,
indicando isotropia nas interacoes. Entretanto, podemos nos questionar e
imaginar casos em que isso nao ¢ valido.

Principalmente, devido a existéncia de orientagao nos organismos pela
estrutura de percepgao, pode ocorrer que as interagoes sejam também direci-
onadas. Para entender tal propriedade, vamos supor que f é assimétrica na
Eq. (4-13). Assim, entende-se por (4-16) e (4-17) que termos de poténcia im-
par vao existir, o que em relagao a aplicagao do operador diferencial retornaria
termos de arrasto.

Mantendo a simplicidade no modelo, considere que

) A, sed'—x<0eld/ —z|<w,
flz, ") = (4-23)
Ay, sed’ —xz>0eld/ —z| <w,
onde, para manter a normaliza¢do, devemos ter (A_ + A;)w = 1, assim

considere definir que

A = 1= (4-24)
2w
L+~
Ay = —— 4-2
+ 2w ) ( 5)

onde v € [0,1] e quando v = 0 retomamos o caso simétrico.

Esta funcao de influéncia aparece na relacao de dispersao pela sua
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transformada de Fourier,

FiR) =~ [A- explikw) — A, exp(—ikuw)]
_m [
- ;—; { cos(wk) + isin(wk)} ,

exp(ikw) — exp(—ikw)] — y[exp(ikw) + exp(—ikw)]} ,

sin(wk) . cos(wk)
= — iy :
wk w

o

Considerando esta contribui¢ao na (4-14), obtemos que
ME) = Mk) + icy, (4-26)

sendo a parte real A o mesmo obtido em (4-14) e a parte imaginaria,

cos(wk)
wk

que define a velocidade de propagacao da solucao dependente do modo. Isto

k= —7 (4-27)

indica que cada modo inicialmente possui uma velocidade de propagacao.
Quando v = —1, 1 obtemos o caso particular de Auger et al. [64]. Como A
é 0 mesmo obtido em (4-14), a condi¢ao de instabilidade ndo muda e o que se

observa é uma propagacao da solugao obtida quando v = 0.

100 30

Figura 4.3: Evolugao temporal da distribuicao para os parametros a = 2, b =1,
D =0.1, w =10 com v = 1 e condicoes peridédicas de contorno.

Esta fendmeno é mostrado na figura 4.3 diretamente integrando a equacao
de evolugao (4-13) com a defini¢do da fungao de influéncia dada pela Eq. (4-
25). Todavia, deve se entender que a Eq. (4-27) nao fornece a velocidade em si
dos padroes no estado estacionario, mas sim a velocidade inicial. De fato, pela

figura 4.3 pode se ver que inicialmente (¢t ~ 20) os padrdes propagam mais
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rapido e logo sao freados e assumem velocidade constante. Ainda mais, deve se
notar que a velocidade dos padroes é dada pela velocidade de grupo v, = dey,/dk
do modo caracteristico k*. Assim, a andlise linear acerta razoavelmente a
velocidade inicial (previsao analitica v, ~ 2.2, resultado numérico v, ~ 2).
A velocidade assintética, entretanto, deve ser obtida por outros caminhos que

nao fazem parte do escopo deste estudo [64].

4.2
Efeitos da difusao nao linear e da nao localidade

Motivado pela observacao de que a difusao nao linear é um fator realistico
na dinamica de populacoes biolégicas, a partir de agora investigaremos as
implicagoes dessa consideragdo em um modelo paradigmatico [17] para a
evolugdo de uma tnica espécie u(z,t) (cf. Eq. 4-13, pg. 42). O modelo inclui
o crescimento e competicao utilizando o termo logistico, e a dispersao dos
individuos é modelada como a difusao usual. Ainda mais, como mencionado,
o modelo inclui uma taxa nao local para a competicao, o que induz padroes
na populacao. Generalizaremos o coeficiente de difusao pela forma nao linear
Déypu” (com D,v > 0), contemplando os casos em que o coeficiente de
difusdo cresce (v > 1) ou decresce (¥ < 1) com a densidade, implicando
em subdifusao e superdifusao, respectivamente. Por céalculos numéricos e
consideracoes analiticas, mostraremos como esta nao linearidade altera o
diagrama de fase. O tipo de difusao modifica o ponto critico para a emergéncia
de padroes e influéncia fortemente sua forma. Para o caso subdifusivo, a
populacao pode ainda se fragmentar em grupos menores desconectados. Pela
analise linear de estabilidade mostraremos que é possivel detectar o modo
principal presente nos padroes e os valores criticos dos parametros para sua
emergéncia (cf. Eq. 3-10, pg. 31).

Partindo da proposta original de Fuentes e seus colaboradores, introdu-

ziremos a generalizacao do termo difusivo (2-16),

opu(x,t) = DOyu”(x,t) + au(x,t) — bF|u], (4-28)

onde F' é novamente definido como
0
Flu] = f fz — 2" u(2' t)dx". (4-29)
—0

Como a escolha de diferentes formas para f nao implica em diferencas
substanciais dos resultados [17], manteremos a hipotese de que f é constante
quando z —w < 2’ < + w, isto é f(z —2') = =O(w — |z — |).

A integracao numérica da Eq. (4-28) é feita seguindo o método de
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Figura 4.4: Padroes no estado estaciondrio obtidos pela integragao numérica
da Eq. (4-28), com a =b =1, L = 100, D = 0.1, w = 10 e diferentes valores
de v indicados na figura. Para (a) os resultados sdo apresentados em escala
linear e em (b) em escala logaritmica. Na figura inserida em (a) mostramos os
padroes para todo o dominio. Os perfis correspondem a ¢t = 200, entretanto,
se mantém praticamente inalterados depois de ¢ ~ 100.

Euler (cf. se¢do 3.2.1), com At < 107 e Az < 0.1. Consideramos condigoes
periédicas de contorno, no dominio de tamanho L = 100. Como condicao
inicial, consideramos pequenas pertubacoes aleatérias ao redor do estado
homogéneo uy = a/b.

Padroes tipicos, robustos em relagao a mudancas na condic¢ao inicial, sao
mostrados na figura 4.4. Note que, enquanto o nimero de picos nao ¢ afetado
pela mudanca de v, a forma dos padroes torna-se substancialmente diferente.
Ao aumentar v, a largura (inverso da concavidade) dos picos aumenta e a
densidade nos vales diminui, de modo que para v > 1 regides desconectadas

podem surgir.

A figura 4.5 mostra a evolugao temporal para v = 4, comegando com
pequenos valores aleatérios da densidade wu(x,0). Inicialmente, a densidade
aumenta rapidamente para todos os x, até chegar ao nivel correspondente a
solugdo homogénea, ug = a/b (t < 10), enquanto que os padroes se desen-
volvem. Entre picos sucessivos, a densidade tende a zero (exponencialmente
rapido com o tempo). Esta fragmentacao, ou processo de aglomeragao, pro-

duz grupos populacionais isolados (aglomerados). Portanto, fluxos entre estes
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u(x,1r)

Figura 4.5: Evolucao temporal da distribuicao obtida pela integracao numérica
da Eq. (4-28) coma =b=1, L =100, D = 0.1, w = 10 e v = 4, representada
em diferentes tempos ¢, indicados na figura. Em (a) mostramos em escala linear
e, em (b), em escala logaritmica.

subgrupos sao eliminados no limite assintotico. Este fendmeno é crucial em

relacao a propagacao de informacao dentro da populagao.

Analise de estabilidade e estudo numérico

Para determinar as condicoes de estabilidade seguindo o procedimento
padrao (cf. secdo 3.1), consideramos uma pequena pertubagdo ao redor do

estado homogéneo ug = a/b, da forma
u(x,t) = ug + g9 exp(ikxr + A(k)t). (4-30)
Substituindo a Eq. (4-30) em (4-28) obtemos a relagao de dispersao

oy »  sin(kw) vDuy ™
N (k) = —wk)? — ) vDu

onde simplesmente X' (k) = A(k)/a. Este resultado é a generalizagao da Eq. (4-

com f(= , (4-31)
14), exceto pelo fato de que, agora, a difusdo é nao linear.

Na figura 4.2 mostramos a relacao de dispersao para um caso tipico em
que A(k) > 0 que gera padrdes como mostrado na figura 4.4.

Como discutido na secao 3.1, o valor méaximo k£* na relacao de dispersao,
pode ter um papel crucial na determinacao do estado estacionério. Este modo

ird excitar outros pelo acoplamento nao linear, entretanto k* se mantera bem
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Figura 4.6: Relagao de dispersao A(k)/a em funcdo do modo k reescalado,
com 3 = 5 x 107 A linha pontilhada corresponde ao termo — sin(wk)/wk
e a tracejada o nivel zero para referéncia. Dentro, inserimos a posi¢ao para o
maximo global ky em funcao de 8. A linha vertical pontilhada indica o limiar
de instabilidade.

definido e seus harmonicos iram moldar os padroes. A substituicao da expansao
de Fourier u(z,t) = >, cx(t) exp(ikz) na Eq. (4-28), quando v = 1, nos leva
a seguinte equacao de evolucao para os coeficiente ¢y
dck
dt

Essas equacgoes sao fortemente acopladas por meio do tltimo termo nao

= —Dk?ci, + acy, — bZ cmchM

m

— (4-32)

linear. Se v # 1, havera ainda uma nao linearidade adicional no primeiro
termo do lado direito, de qualquer maneira, vamos considerar o caso em que o
primeiro termo é muito pequeno, permitindo a existéncia de modos instaveis.
A amplitude do modo correspondente ao estado uniforme, ¢, cresce com uma
taxa a até a estabilizacao, como observado em simulagoes numéricas, por
exemplo na figura 4.5 o nivel vy = a/b = 1 é atingido em tempos de ordem
de 1/a. O modo com maior taxa inicial (positiva) se desenvolve rapidamente
e se mantem dominante em escalas de tempo intermedidrias. Observe na
figura 4.5 um perfil senoidal quase perfeito, no tempo ¢t ~ 20. Se um unico
modo contribui a soma da equacdo (4-32), este cresce com a taxa dada pela
Eq. (4-31) até a estabilizagao, enquanto os modos restantes serao amortecidos.
Na verdade, um conjunto de harmoénicos nao amortecidos, caracteristicos de
cada valor de v, também persiste e molda a distribuicao final. Um espectro
de Fourier tipico para os padroes de longo prazo sao mostrados na Figura

4.7. Apesar de nao termos uma prova matematica rigorosa para fazer esta
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conexao (cf. figura 3.1), veremos que os resultados numéricos indicam que o
modo inicialmente dominante, persiste, definindo a periodicidade tipica dos

padroes estacionarios.

25

v=05
20 —_——— v=10
————= vy=40

05

Figura 4.7: Espectro de Fourier para os padroes no estado estacionario mos-
trados na figura 4.4.

A possui infinitos maximos localizados em k,, n = 0,1,... . J4 que o
méximo global é o primeiro, logo k* = ky (figura 4.2). Mostramos no gréfico
inserido na figura 4.2, ky (obtido numericamente) em fungao de (. Para [
suficientemente pequeno, A’ é dominada pelo tltimo termo na Eq. (4-31), assim,
ko = 0p/w com 6y ~ 1.437. A figura 4.7 mostra que o valor do modo dominante
no estado estaciondrio é compativel com a previsao pela anédlise linear.

Para o modo de maior crescimento, considerando a aproximagao kg =~

1.437/w, temos a condi¢ao de instabilidade

vDu§ ™!

— < 0y ~ (1.437)73. (4-33)

B

Isto é equivalente a impor que o primeiro maximo seja positivo. Observe
que na figura 4.2 ky ~ 1.437/w se mantem uma boa aproximagao para toda
a regiao de instabilidade. Além deste ponto, o maximo se torna negativo, e a
solugao homogénea recupera sua estabilidade para todo k.

Como esperado intuitivamente, com base no papel homogenizador que
a difusao tem, a desigualdade na equacao (4-33), indica que a constante
de difusao nao pode exceder um valor limite para a perturbacao afastar-se
do estado homogéneo. De acordo com a equagao (4-33), tomando o limite

D — 0, padroes sao também observados. Assim, a difusao nao é um ingrediente
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necessario para o aparecimento de padroes, mas tem um papel na forma dos
padroes. Na figura 4.8(a) mostramos os perfis de densidade que emergem para
diferentes valores de D, para o caso v = 1. Para D = (0 padroes sao pouco
suaves, devido a falta do efeito de suavizacao que a difusao tem. Entretanto, um
comprimento de onda ¢ estd bem definido. Além disso, entre picos consecutivos,
a densidade tende para zero, como no caso subdifusivo da figura 4.5. A largura

de cada pico, 2xg, também esta definida. Na auséncia de difusao, o estado de

20
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Figura 4.8: (a) Padroes no estado estacionério obtidos pela integracao numérica
da Eq. (4-28), coma=b=1,v =1, w =5, L = 100, e diferentes valores de
D indicados na figura. Inserido no canto superior esquerdo, mostramos todo o
dominio. Em (b) mostramos a evolugao para D = 107° na escala logaritmica.

equilibrio deve verificar u(z)[a — bF(x)] = 0, assim, ou u(x) se torna nulo,
ou sua integral dentro do intervalo de (x — w,z 4+ w) deve adotar um valor
constante a/b. O primeiro caso exige que a solugdo nula se torne estdvel em
algumas regioes. Este ultimo caso, exige que cada aglomerado nao sinta os
seus vizinhos e que qualquer ponto do aglomerado seja influenciado por todo
ele. Isso significa que 2xy < w < ¢ — 2xg, que é verificada em experimentos
numéricos.

Para D = 107°, os padroes ainda sao ruidosos em ¢ = 100, mas é esperado

que sejam suavizados em tempos bem maiores. Neste caso, a densidade entre
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picos vai para zero exponencialmente com o tempo, como pode ser visto na
figura 4.8(b). Neste caso, a aglomeragao da populagao ocorre para D < 1073,
enquanto que para valores maiores de D nao s6 os picos, mas também os vales,
estabilizam em um valor finito do tempo. Portanto, a aglomeracao ocorre para
D abaixo do valor limiar. Vale notar a semelhanga dos perfis ruidosos com os
observados em experimentos com bactérias [37].

Se D # 0, a Eq. (4-33) prevé a existéncia de um valor minimo do
alcance da interacao w necessario para a formacao de padroes, com todos
os outros parametros mantidos fixos. Este valor critico depende do tipo de
difusdo através dos fatores de v e uf~*. Observe que para v # 1, existe também
influéncia do valor de ug, que esta ausente no caso usual (v = 1).

De acordo com a hipétese de que kg é o nimero de onda caracteristico
do padrao estacionario, e tendo em conta que as condigoes de contorno sao
periddicas, entao, um numero inteiro de comprimentos de onda deve ser
acomodado no tamanho do sistema de L. O niimero de maximos na distribuicao

m é dado (em média) por

m = kO—L = ﬁé ~ O.715£. (4-34)
27 2T w w

Mesmo para os casos em que Eq. (4-34) fornece um ntmero inteiro, é
esperado que este valor represente o niimero médio de maximos. Na pratica,
dependendo das condigoes iniciais, os picos crescem e se acomodam, definindo
um valor arredondado de m. Por exemplo, da figura 4.4, ao invés de sete, oito
picos s@o observados em algumas realizagoes (m ~ 7.15).

Essas observacoes podem ser verificadas pela integragao numérica da
equagdo (4-28). Na figura 4.9, mostramos o numero de méaximos m em
funcao de w calculado numéricamente, seguido da previsao tedrica dada pela
Eq. (4-34). Uma excelente concordancia é observada, indicando que em boa
aproximacao o modo dominante s6 depende da razao L/w, ignorando os outros
parametros. Entretanto, estes parametros determinam a emergéncia de padroes
por meio do valor critico de /3, dado pela Eq. (4-33), e pode ainda influenciar a
forma dos padroes. Em particular, m nao depende de v, como pode ser visto no
caso da figura 4.4. A definicao de m persiste mesmo no limite em que D — 0.
Apesar das outras consequéncias que este caso limite traz, pode-se concluir
que a difusao nao é necessaria para a formacao de padroes, e também nao
influéncia o comprimento de onda caracteristico dos padroes.

Perceba também, que a condigao (4-33) indica que, mesmo que aproxima-
damente o niimero de maximos esperados nao depende de v, existe um limiar
critico v, para que padroes aparecam. Isto ¢ ilustrado pela figura 4.10 para o

caso em que a = b = 1, para o qual v, = w?/(D8}).
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Figura 4.9: Numero de maximos m em fungao de w, paraa =b =1, L = 100,
e D = 0.01, e diferentes valores de v indicados na figura. A linha preta
corresponde & previsao tedrica dada pela Eq. (4-34) e os simbolos sao os
resultados numeéricos.
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Figura 4.10: Nimero de maximos m em funcao de v para dois valores de w
indicados na figura. Os parametros usados saoa = b =1, L = 100, e D = 0.01.
As linhas pontilhadas correspondem a previsao tedrica dada pela Eq. (4-33)
em conjunto com a condigao (4-33), definindo o valor critico v, ta que quando
ultrapassado ndo emergem padroes (m = 0 nestes casos).
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Quando a difusao é anomala, uy é determinante para a formacao de
padroes. Especificamente, mostramos como o diagrama de fases (homogéneo-
padroes) é alterado por ug para diferentes valores de v na figura 4.11. A
area sombreada representa a regiao em que padroes nao emergem quando
ug = 1. Para outros valores de ug, somente mostramos as fronteiras das
regioes. Para ug > 1, a curva critica cresce monotonicamente com v. Portanto,
quanto menor v, menor precisa ser o alcance das interagoes w para produzir
padroes, mantendo os outros parametros fixos. Entretanto o comportamento
monotonico é quebrado quando uy < 1. Assim, para baixos valores de w, existe
um limiar critico superior. Em contraste, para baixo valores de w, padroes

aparecem para qualquer valor de v.

I S S S
u0=0.l ~
uy=05 /’/

— — =0 P

5 ——— w=10 -7

- -

———— uy=20 -7
PATTERNS e -

0.5
NO PATTERNS
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Figura 4.11: Diagrama de fase da formacao de padroes no plano v —w, seguindo
a Eq. (4-33). A drea sombreada indica a regiao em que padroes nao emergem,
para o caso ug. As demais linhas indicam a fronteira critica do diagrama
para outros valores de ug = a/b. Padroes aparecem para w > w.. Os demais
parametro utilizados sao: L = 100, D =0.01 e a = 1.

Caracteristicas dos padroes

Mesmo que o modo caracteristico nao dependa de v, sua amplitude
depende. Isto é mostrado na figura 4.12, onde a amplitude Au = Upae — Umin
é obtida numericamente e representada em funcao de w e v.

No limite em que w — 0, recuperamos o caso local f(x —2') = 0(z —2'),

no qual nao surgem padroes, confirmado pelos resultados numéricos. De acordo
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com a Eq. (4-33), existe um valor critico w., em que a amplitude se torna nula.
Note a transicao abrupta perto do valor critico. Este limiar nao foi detectado
pelos trabalhos anteriores (v = 1) possivelmente por causa dos valores dos
parametros escolhidos. Em particular, na Ref. 4-13, w./L seria da ordem de
1073, O valor critico w, decresce com v, indicando que uma interacao mais
curta é exigida quando a difusao passa de subdifusao para superdifusao. Assim,
curiosamente, a superdifusao favorece a formagao de padroes e a amplitude é
maior. Para w = L/2, o termo nao local se torna F[u] = F(t), que por sua
vez obedece a equagao dF/dt = (a — bF)F. Logo, no limite em que t — 0,

F' — ug, implicando que o estado homogéneo é atingido nesse caso extremo.

iy $ AT
v=2.0 éii} fﬁi {i .

v=4.0 L

¢ a8 40

01 1 10 100

Figura 4.12: Amplitude dos padroes Au = Upae = Umin em funcao do alcance
das interagoes w, para a = b =1, L = 100, D = 0.01, e para diferentes valores
de v indicados na figura. As linhas verticais pontilhadas sao guias para os
olhos, para indicar os pontos criticos previstos pela Eq. (4-33).

Além disto, a nao linearidade na difusao afeta fortemente a forma dos
padroes. Como mostrado na figura 4.4, subdifusao (v > 1) induz a frag-
mentacao da populacao. Isto, poderia ser antecipado conhecendo as solucoes
tipicas para este regime nao linear (cf. figura 2.2.1, pg. 22). Para o caso oposto
v < 1 (superdifusao), os efeitos nao sao tao drasticos no que diz respeito a
forma dos padroes, para valores moderados do coeficiente de difusao. A regiao
entre os picos se torna mais populada quanto menor for o valor de v. A frag-
mentagao também aparece quando D é suficientemente pequeno (como discu-

tido em relagao a figura 4.8).
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Vale notar que a distancia entre os picos (comprimento de onda carac-
teristico), ¢ = L/m ~ 1.4w, é maior que a interacdo de longo alcance; en-
tretanto, se a largura do pico 2zo(w) é grande o suficiente, pode haver in-
fluencia entre estes subgrupos da populacao. Quando estes estao desconecta-
dos, 2zg < ¢ — w ~ 0.4w significa que nenhuma interacao direta ocorre. Caso

contrario, eles interagem, mesmo que desconectados.

4.3
Comentarios finais

De um modo geral, os resultados apresentados mostram as condigoes
necessarias que as regras de interacao devem satisfazer para que padroes
aparecam na distribuicao estacionaria. Principalmente, vimos a importancia
das interagoes nao locais, isto é, a necessidade de que o acoplamento seja
largo o suficiente (cf. Eq. 4-20). Além disso, vimos que a assimetria da fungao
de influéncia induz a propagacao dos padroes, que assumem uma velocidade
constante. Posteriormente, apresentamos um estudo detalhado com resultados
numéricos, validando e estendendo os que foram obtidos analiticamente. Revi-
samos o tépico da nao localidade e discutimos principalmente as consequéncias
da difusao nao linear.

A difus@o nao linear é esperada na dispersao de populacoes biolégicas ao
invés da difusao normal. Assim, é motivada a introducao de um coeficiente de
difusao que depende da densidade, como primeiramente sugerido na segao 2.2,
e retomado pela Eq. (4-28). Mostramos como a formagao de padroes é alterada
na presenca da difusao anomala. Ainda mais, para todos os casos, o modo que
inicialmente cresce mais rapido se mantem dominante no estado estacionario.
Esta confirmacao permite obter previsoes tedricas para determinar tanto o
modo dominante, quanto os pontos criticos.

Fica claro que a difusao nao é um ingrediente necessario para a formacao
de padroes, nem para a determinacao do modo caracteristico, o qual somente
depende do alcance das interagbes w. Além disto, a difusdo impoe um li-
miar critico dos parametros do modelo para a formacao de padroes. O tipo
de difusao se reflete na forma dos padroes, mesmo que o modo caracteristico
nao seja afetado. Uma mudanca qualitativa importante na forma dos padroes
ocorre principalmente quando v > 1, em que a populagao se torna fragmen-
tada. Este efeito também é observado para valores extremamente pequenos
de D. A ocorréncia da fragmentacao da populacao pode ter importantes con-
sequéncias [65] na disseminagao de doengas e outros processos desencadeados

pelo contato direto entre os individuos, ja que subgrupos sao criados, definindo
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uma estrutura de metapopulagao [66]. Superdifusao (v < 1) facilita a formagao
de padroes, que pode ocorrer mesmo para um pequeno valor da largura w das
interacoes e implica em maiores amplitudes, comparada a difusao normal.
Além da motivacao inicial de introduzir a difusao nao linear na equacao
de Fisher nao local, descobrimos alguns aspectos que sao aplicados também ao
caso da difusao normal. A identificacdo do modo principal presente no estado
estacionario permite fazer previsoes analiticas, as quais podem ser estendidas

para englobar outras variagoes do modelo.
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5
Resultados para o caso estocastico

A descricao matemaética da distribuicao espacial de populagoes bioldgicas
pode ser obtida em um nivel mesoscépico e fenomenolégico onde o sistema e o
ambiente tem suas propriedades quantificadas através de alguns parametros de
controle. A evolugao da distribuicao da populagao é governada principalmente
por processos como a reprodugao [12], competigao (interespecifica ou intra-
especifica), que sao geralmente levadas em consideragao mediante expressoes
logisticas [13], juntamente com a dispersao espacial, modelada pela difusao
(normal ou anomala). Assim, as caracteristicas da populagao e do acoplamento
com o meio ambiente sao quantificados por um conjunto de parametros de con-
trole, tais como a taxa de crescimento, o fator de suporte e o coeficiente de
difusao, que assumem valores tipicos constantes. Tais modelos simples permi-
tem prever o relaxamento para um estado de equilibrio, resultante da interacao
entre o crescimento populacional e a competicao por recursos induzida pelo fa-
tor de suporte finito do ambiente. No entanto, a evolucao de longo prazo das
populagoes bioldgicas pode apresentar padroes espacgo-temporais, uma assina-
tura de auto-organizacao. A auto-organizacao pode surgir devido as interagoes
nao locais ou outros processos que introduzem uma escala espacial [16-18; 1]
e pode ser desencadeada por diferentes fenomenos que levam o sistema para
longe do equilibrio, seguindo para uma organizacao espago-temporal. O ambi-
ente certamente interfere na maioria desses processos. Por exemplo, a tempe-
ratura influencia diretamente a reproducao de algumas espécies [51]. A com-
peticao também é regulada pelo ambiente devido ao fato dos recursos serem
limitados [13] e a dispersao espacial pode ser afetada por oscila¢oes sazonais,
por exemplo. Agora, devido a complexidade inerente, cada parametro é de-
pendente de uma complexa teia de diversos processos, englobando diferentes
escalas, tanto no espaco e no tempo. Portanto, seria mais realista modelar o
seu comportamento complicado por meio de uma variavel estocastica. E nosso
objetivo investigar o impacto de tais flutuacoes. A fim de fazer isso, vamos con-
siderar um cendrio com uma Unica espécie em uma dimensao, considerando a

generalizacao da equacao de Fisher-KPP,
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dwu(w,t) = au — buF[u] + DV?u, (5-1)

ja discutida anteriormente, para o caso que os parametros de controle sao

constantes.

5.1
Impacto do ruido na taxa de crescimento

Na equacdo (5-1), o meio participa definindo todo o conjunto de
parametros {a,b, D}. A inclusdo de pequenas flutuagoes (ou ruido), ao re-
dor dos correspondentes valores médios, permite englobar a variabilidade
espaco-temporal de um sistema complexo. Como um primeiro passo, inves-
tigamos o efeito de flutuagoes na taxa de crescimento, fazendo a trans-
formacdo a — a + oy, sendo n um ruido gaussiano, com (n(z,t)) = 0 e
n(z, t)n(’,t'))y = o(x — 2')o(t — t')). Além disto, daremos mais um passo,
incluindo um ruido aditivo com as mesmas propriedades na Eq. (5-1). Este
termo tem o objetivo de considerar saltos aleatérios nas densidades locais,
que podem ter origem no acoplamento da populagao com o meio externo, por
fluxos para dentro e fora da populacao, efeitos aleatorios do meio e em geral
pela incerteza presente na densidade, causada pelos processos ou pelo carater
discreto do sistema, aqui considerado continuo.

Assim, nosso objeto de estudo é a equacao de evolucao que pode ser

apresentada na seguinte forma:

w = o¢f(x,t) + (a + Jnn(x,t))u(x,t) =
—bu(z,t)Fu] + Dﬁu(m,t) . (5-2)

Ao longo deste trabalho, por uma questao de simplicidade, vamos manter
a consideracao de que a funcao de influéncia é definida pela funcao de
Heaviside, f(z —1') = 50(w — |z — 2|), onde w ¢ uma constante positiva,
definindo o alcance das interagoes. Além disso, como na Eq. (5-1) o termo
do ruido ¢ multiplicativo, deve-se declarar uma prescricao para a integral
estocastica (It6 ou Stratonovich) [50]. Dentro do cenério atual, existem casos
em que a de It6 ¢é a interpretagdo mais adequada, por exemplo: i) quando o
ambiente ¢é sentido de forma nao antecipativa pelos individuos [67] ii) quando o
modelo continuo é de fato uma aproximacao para uma populagao discreta [53],
ou iii) quando as flutuagbes se originam a partir de fontes internas. Por
outro lado, se as flutuacoes sao externas, a descricao Stratonovich é mais

adequada. Eventualmente, entende-se que a correspondéncia entre as duas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212945/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212945/CA

Formacao de padroes espaciais na dinamica de populacbes 62

descrigoes se resume em modificar o termo determinista [50]. Como a escolha
da interpretacao depende das condicoes especificas do caso em que o modelo é

empregado, vamos analisar ambas propostas.

5.1.1
Analise de estabilidade

No caso deterministico (cf. Eq. (4-13), pg. 42), pode-se obter a condigao
de estabilidade para a emergéncia de estruturas periddicas, seguindo o procedi-
mento padrao de linearizar a equacao principal ao redor do estado homogéneo
up = a/b, assumindo que u(x,t) = ug + €(x,t), onde ¢ = gy exp[ikx + \(k)t].

Este procedimento nos leva a relacao de dispersao

A(k) = —af(k) — Dk?, (5-3)
ja obtida anteriormente.

A Eq. (5-3) fornece a informagao para o inicio da dinamica. Como
mostrado anteriormente (cf. 4-33, pg. 52), fornece a condigao de estabilidade
dos modos. Padroes sao formados quando o coeficiente de difusao esta abaixo
de um valor critico. Na figura 5.1 mostramos a relagao de dispersao para dois
valores do coeficiente de difusdo D. Note que para ambos os casos A(k) < 0, mas

para pequenos valores de D, alguns modos tem taxa de crescimento positiva.

- D=10
— D=0.1

Figura 5.1: Relac@o de dispersao dada pela Eq. (5-3) paraa =2,b=1,w =4
e dois valores do coeficiente de difusao D indicados na figura.

Agora, vamos focar a versao estocastica. Linearizando Eq. (5-1) ao redor

de uy = a/b obtemos, no limite de pequenas pertubagoes, o seguinte resultado:

Oie = —bugFle] + DOy + onen(z,t) + opuon(x, t) + o, ). (5-4)
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Como discutido na se¢ao 3.1.2, uma maneira conveniente de detectar a
formacao de padroes é usar a funcao de estrutura. Seguindo a metodologia

apresentada, chegamos a funcao de estrutura estacionaria para este caso em

particular
1 o2 uo + Ug
S(k) = 5-5
onde pela Eq. (3-36) aplicamos que g(e
1
Al/g(k') = /\(k’) + EO}] . (5-6)

Como ja pontuado anteriormente (cf. se¢do 3.1.2), esta andlise sé faz
sentido no caso em que interpretamos o ruido como Stratonovich. Entretanto,
a funcao de estrutura para Ito pode ser obtida fazendo a correspondéncia
apropriada entre as interpretacoes.

Esta andlise sugere que a instabilidade em potencial que existe pela
presenca de nao localidade nas interagoes, isto é, estando abaixo do limiar
critico, o ruido pode revelar uma escala espacial caracteristica.

A discussao do papel do ruido na formacao de padroes coloca em questao
a competicao entre as contribuicoes deterministicas e estocasticas da dinamica.
Assim, numericamente investigaremos dois cendrios interessantes: o papel do
ruido quando existe a formagao de padroes no caso deterministico e quando

nao existe.

5.1.2
Estudo numérico

Os resultados analiticos apresentados acima permitem predizer a estabili-
dade linear do estado homogéneo na presenca de ruido nas regras da dinamica.
Entretanto, para ir além da aproximacao de pequenas flutuacoes e obter in-
formacao sobre a dinamica longe do do equilibrio, precisamos integrar nume-
ricamente a equagao (5-1). Para isso, seguimos o procedimento apresentado
na seciao 3.2 para o caso estocdstico, assumindo Az = 107! e At < 1073. Os
resultado numéricos que seguem mostram o impacto do ruido n na dinamica,
considerando o¢ = 0. O estudo para o ruido aditivo £ fica entao reduzido ao
resultado analitico dado pela equagao (5-5).

Para os resultados que seguem quantificamos a coeréncia espacial, em
um certo tempo t, pela funcao de estrutura, que é resultado de uma média
de ensemble. Na realidade, como verificamos a ergodicidade do sistema, as
médias de ensemble foram substituidas por médias temporais. A partir da

funcao de estrutura, pode-se extrair o modo dominante k* e sua amplitude
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0.07 |

0.12

Figura 5.2: Funcao de estrutura no estado estacionario S(k), para a = 2,
b=1,w=4,D=1, 0, =0e 0, = 0.1, obtida numericamente (simbolos) e a
previsao tedrica dada pela Eq. (5-5) (linha cheia). Para comparacao, também
mostramos o espectro para uma unica realizacao (linha pontilhada). No grafico
inserido, mostramos a distribuicao de probabilidade para os valores de S7:
obtida numericamente (simbolos) e a distribuicdo gamma como guia para os

olhos (linha cheia).

correspondente S* = S(k*). Depois do transiente, a estacionariedade da fungao
de estrutura é atingida. O modo caracteristico estacionario é bem previsto pela
Eq. (5-5). Pode-se ver que a amplitude estacionéria S* cresce com a intensidade
dos ruidos o, e o¢. Além disso, note que k* ¢é definido pela componente
deterministica somente, portanto, pela relacao de dispersao (5.1). Através de
simulagoes numéricas, pode-se observar que o modo dominante k* adota um
valor tipico em toda a faixa de intensidade do ruido, mostrando que o ruido
nao correlacionado introduzido na dinamica aparece de uma forma organizada.

Na Figura 5.2 mostramos uma comparagao entre o resultado numérico
para a funcao de estrutura estacionaria e a previsao da teoria linear para o
caso Stratonovich. Observe a boa concordancia entre a funcao de estrutura
numérica e a previsdo tedrica dada pela equagdo (5-5), no entanto, também
nota-se a sua grande dispersao, ilustrada por meio de uma realizacao individual
(linha tracejada) e também pela distribui¢ao dos valores de ST = S1(k*), onde
S1(k) é a funcdo de estrutura de uma unica realizagao. Para Ito, o cendrio é

qualitativamente semelhante.

Quando existem padroes no caso deterministico

Primeiro, selecionamos os valores dos parametros de tal forma que

aparecam padroes na auséncia do ruido. Assim, consideramos em particular
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Figura 5.3: Anélise da coeréncia espacial (sob a interpretacao de It6) para
a=2b=1 w=4eD = 0.1. Os valores estacionarios da intensidade do
modo dominante S* e a média espacial da densidade da populacao, (u), em
funcao da intensidade do ruido o).

o caso ilustrado na figura 5.1 (linha cheia). Seguimos fazendo a anélise da
coeréncia espacial para os valores estacionarios de S*, para diferentes valores
da intensidade do ruido. Estudaremos a equagao estocéstica (5-2) do ponto de
vista de It6 e Stratonovich.

Comecemos pelo caso de Ito. Na figura 5.3, representamos o valor
estacionario para média espacial da densidade (u), junto com S*. Os resultados
mostram que o ruido participa destrutivamente no nivel da coeréncia espacial
até o, ~ 1. No entanto, para valores mais altos da intensidade do ruido,
a reducao de S™* ocorre pela reducao concomitante do tamanho médio da
populacao. De fato, para o conjunto de parametros escolhidos, existe um valor
critico o ~ 1.8 que representa o limiar para extingao da populagao. Isto é,
para valores da intensidade maiores que esse, a populacao é extinta. Por meio
de mecanismos deterministicos o sistema iria para um estado estacionario que
é representado por uma distribuicdo com padroes bem definida, no entanto,
a presenca do ruido nas forgas da dinamica, mesmo em baixa intensidade,
deterioram a ordem espacial.

Para o caso de Stratonovich, observamos um comportamento diferente,
como mostrado na figura 5.4. Aumentar a intensidade do ruido induz cresci-
mento tanto no tamanho médio da populagao quando no nivel da coeréncia
espacial, no sentido em que a razao S*/{u) cresce também. Entretanto, como
pode ser visto na figura inserida, enquanto a amplitude dos padroes cresce
com o aumento da intensidade do ruido, a forma dos padroes se torna mais

irregular, indicando que outros modos estao crescendo junto com o dominante,
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Figura 5.4: Analise da coeréncia espacial para a =2, b=1, w=4e¢ D = 0.1
(sob a interpretagao de Stratonovich). A intensidade do modo dominante foi
escalada por um fator 1073 somente para usar o mesmo eixo. Mostramos
também, internamente, os padroes tipicos para baixa (linha cheia) e alta (linha
pontilhada) intensidade do ruido, explicitamente, o, = 0.1 e g, = 1.9.

como predito pela Eq. (3-22).
Pode-se obter a versao Ito a partir de uma equacao diferencial estocastica

na forma de Stratonovich pela inclusao de um termo de arrasto efetivo. Para

o2

nossa Eq. (5-2), isto implica em a — a + 5z=. Por causa deste termo positivo

adicional, estd mudanca significa em aumentar a taxa de crescimento a. Esta

situacao levaria ao aumento do tamanho da populacao e intensificar os padroes,
o que de fato é observado na figura 5.4, indicando que o papel destrutivo
observado no caso de It6 (figura 5.3) nao é suficiente para deteriorar o efeito

construtivo deste termo adicional efetivo.

Quando nao existem padroes no caso deterministico

Nesta secao vamos nos concentrar no nosso caso de interesse principal,
isto é, quando a solucao homogénea é estavel, apesar da presenca de nao
localidade. Gostarfamos de ver se a introdugao do ruido na dinamica pode
induzir coeréncia na distribuicao da populacao.

Primeiro, vamos analisar o caso de Ito. Na figura 5.5, observamos como a
intensidade do modo dominante S* se altera em funcao da intensidade do ruido
o,. Nossos resultados apontam que quando a intensidade do ruido ¢ suficiente-
mente pequena (o, < 1.0), o comportamento S*OCJ% ¢é obedecido. Entretanto,
com o aumento da intensidade, além do regime linear, notamos que ocorre
uma quebra no comportamento monotonico de S* com um pico que caracte-

riza um valor 6timo da intensidade do ruido o) = 2.0. Acima deste valor, o
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ruido comeca a participar destrutivamente na coeréncia da distribuicao. Como
uma consequéncia o modo dominante se torna menos intenso até ser comple-
tamente destruido. Na verdade, isto ocorre pela diminuicao concomitante e
eventualmente a extingao da populagao, como mostrado pelo quociente S* /{u)
também representado na figura 5.5.

Como esperado, o ruido na taxa de reproducao afeta o nimero de
individuos da populagao. De fato, existe um valor critico o ~ 3 que representa
o limiar para extingao. Em outras palavras, isto implica numa translacao do
valor critico para a taxa de crescimento que agora compete com o ruido [68].

Este efeito é fortemente nao linear com a intensidade do ruido. Vale

notar que, na aproximacao local e de campo médio, descrita pela equacao

du
dt

estacionario é dada por u =

= (a — bu)u + oynu, pode-se mostrar que a média de ensemble do valor

e _

b
Cabe mencionar que a dependéncia da média com o ruido na figura 5.5 é

Uf] /2, indicando a presenga do ponto critico.

também parabdlica.
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Figura 5.5: Analise da coeréncia espacial para a = 2, b = 1, w = 4 e

D = 1.0 (sob a interpretacao de It6). Os simbolos correspondem aos resultados
numéricos. O quociente S*/{(u) é mostrado também. As linhas pontilhadas sao
somente guias para os olhos.

Por outro lado, mesmo que o ruido nao modifique a relacao de dispersao,
ele forca uma antecipacao da instabilidade dos modos, que pode ser ilustrada
pelas irregulares explosoes de coeréncia na figura 5.6.

Agora, seguimos fazendo a mesma analise para o caso de Stratonovich. A
figura 5.7 mostra a anélise da coeréncia espacial, enquanto a evolugao temporal
¢ mostrada na figura 5.8. No quadro interno desta tltima figura mostramos a

predigdo tedrica dada pela Eq. (5-5), que s6 é vélida até o, ~ 0.33, momento em
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Figura 5.6: Evolugao temporal da densidade u(z, t) no mapa de coress (acima),
para a = 2,b =1, w = 4, D = 1e 0, = 1.0 (sob a interpretacao de
Stratonovich). Na figura abaixo mostramos o perfil correspondente a um corte
no mapa de cores em t = 50.

que a funcao de estrutura tedrica se torna divergente, no entanto sua obtencao
numeérica é possivel.

A respeito do termo de arrasto efetivo, o ruido levaria essencialmente a
uma taxa maior de crescimento, por consequéncia, ao crescimento do tamanho
da populacao. Ainda mais, o termo efeito adicional tem o efeito de transladar
o ponto critico na relacao de dispersao podendo cruzar o limiar entre a
estabilidade e a instabilidade dos modos. Quando isso ocorre, diferente do
caso de Ito, aqui ocorre uma persisténcia dos padroes no espago de posicao
(figura 5.8). Os perfis resultantes sdo similares aos dos casos em que ocorrem
padroes no limite deterministico.

Mesmo que em ambos os casos (It6 e Stratonovich) temos S* > 0,
indicando a presenca de coeréncia, neste ultimo, A;;(k*) > 0 enquanto no
caso de Ito Ag(k*) = A(k*) < 0. Isto é, algum tipo de coeréncia é sempre

revelado pelo ruido, para o caso de Stratonovich existe uma persisténcia dos
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Figura 5.7: Andlise da coeréncia espacial para a = 2, b = 1, w = 4 e

D = 1.0 (sob a interpretacdo de Stratonovich). Os simbolos correspondem
aos resultados numéricos. No quadro interno mostramos a predicao tedrica
(linhas cheia) dada pela Eq. (5-5) que diverge na vizinhanga do ponto critico
(0, ~ 0.34).

padroes, enquanto para o caso de Ito os padroes sao fracamente correlacionados
no tempo. Além disso, a comparacao entre os perfis mostrado nas figuras 5.6
e 5.8, revela uma maior regularidade e picos mais pronunciados no caso de

Stratonovich.

5.2
Comentarios finais

No problema descrito por uma versao generalizada da equacao Fisher-
KPP, incorporamos o fator realistico da presenca de ruido no parametro de
controle que define a taxa de crescimento. Assim, focamos o impacto dessas
flutuacoes na estabilidade dos estados assintéticos.

A nao localidade é o principal mecanismo responsavel pela formagao de
padroes, produzindo uma escala espacial caracteristica. Se o estado homogéneo
¢ instavel, o ruido introduz coeréncia, desestabilizando o estado homogéneo e
fazendo emergir um modo dominante, que esté escondido no limite da auséncia
do ruido.

De fato, para o caso de Stratonovich, de acordo com a analise via
aproximacao linear, para valores moderados da intensidade, a coeréncia resulta
de uma contribuigao positiva do ruido na condicao de estabilidade A;/(k) >
0, ou na construcao de uma funcao de estrutura. A principal diferenca
entre interpretagoes aparece na persisténcia espacial dos padroes para o caso

Stratonovich, o que foi observado numericamente.
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Figura 5.8: Evolugao temporal da densidade u(z,t) no mapa de cores (acima),
paraa =2, b=1 w=4,D =1e o0, =10 (sob a interpretagao de It6). Na
figura abaixo mostramos o perfil correspondente a um corte no mapa de cores
em t = 50.

Um passo para estender este estudo é considerar flutuacao nos outros
parametros do sistema. Em particular, adicionando o ruido em b nos levaria a
um termo multiplicativo nao local. Uma outra extensao realistica ¢ considerar
que o ruido possui uma escala espago-temporal caracteristica finita, isto é,

ruido colorido, o qual, a propédsito, elimina o dilema It6 contra Stratonovich.
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Consideracoes finais e perspectivas

Primeiro, apresentamos trés generalizacoes que englobam alguns efeitos
realisticos esperados na dinamica de populagoes. Em particular, consideramos
a difusao nao linear, interagoes de longo alcance e flutuagoes nos parametros
de controle partindo da equagao de Fisher-KPP. Posteriormente, estas gene-
ralizagoes foram estudadas por métodos analiticos e numéricos. Em termos
gerais, ao longo do trabalho vimos que a formacao de padroes estd intima-
mente ligada ao acoplamento espacial. O acoplamento de longo alcance, criado
por interagoes nao locais, é o principal mecanismo para a formacao de padroes.
Dentro deste cenario, exploramos os efeitos da difusao nao linear e do ruido
na formacao de padroes induzida pela nao localidade. Mostramos que a di-
fusao tem grande importancia em moldar os padroes. Em particular, quando
o coeficiente de difusao é proporcional a densidade, observamos que isso in-
duz a fragmentacao da populagao. Este fendmeno tem consequéncias drasticas
para a populagao [65], interferindo fortemente na propagacao de informacao.
Além disso, mostramos que a relagao de dispersao, obtida pela linearizagao da
equacao de evolucao, € suficiente para prever os valores criticos dos parametros.
Mostramos também que a relagao de dispersao fornece a informagao sobre o
modo caracteristico do estado assintotico.

Posteriormente, discutindo o papel do ruido, mostramos seu efeito tanto
no caso em que os padroes sao formados pelas regras deterministicas, quanto
no caso em que estas regras implicam a estabilidade do estado homogéneo.
Nestes casos, vemos que o ruido pode ter um papel destrutivo ou constru-
tivo para a populagao, tanto a respeito da organizacao quanto do tamanho da
populacao. Discutimos também a influéncia da natureza do ruido, alternando
entre as interpretacoes de It6 e Stratonovich. Quando padroes sao gerados pe-
las regras deterministicas, a interpretacao de Ito estabelece uma intensidade
critica do ruido que extingue a populacao, entretanto quando o ruido segue a
interpretacao de Stratonovich, a populacao cresce. Com relacao a coeréncia,
para Ito novamente vemos o papel destrutivo pela deterioracao dos padroes,

enquanto para Stratonovich os padroes se tornam mais intensos, no entanto
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mais irregulares. Para o caso em que as regras deterministicas nao sao suficien-
tes para definir uma escala espacial caracteristica na distribuicao, vemos que o
ruido tem a capacidade de revelar a instabilidade em potencial construida pelas
interacoes nao locais, mas, que esta suprimida. Neste caso, os padroes resul-
tantes tem caracteristicas qualitativamente diferentes para cada interpretagao.
Enquanto que para o caso de Itd6 os padroes sao fracamente correlacionados
temporalmente, os padroes para o caso de Stratonovich tem uma estrutura
persistente.

Os resultados apresentados tem o objetivo de compreender os principios
da formacao de padroes, assim como, o efeito de diversos fatores realisticos
nesse processo. Intimeras contribuicoes ainda podem ser feitas neste sentido,
tanto para estender a aplicabilidade dos modelos, ou ainda para compreender
questoes fundamentais da dinamica.

As perspectivas do trabalho se dividem em dois caminhos. Um primeiro
caminho é aprofundar as questoes apresentadas. Por exemplo, a investigacao
da presenca de regras estocasticas na dinamica precisa ainda ser estendida
nao sé6 no sentido de incluir as flutuacoes nos demais parametros de controle,
como também sobre a natureza do ruido. Ainda mais, ao adicionar os ruidos
na dinamica, pode ser estudada a correlagao entre eles, assim como genera-
lizacoes das correlagoes individuais. Neste sentido, muitos cendrios podem ser
estudados, simplesmente por ter incluido as regras estocasticas.

Neste trabalho, nao discutimos a relacao do estudo tedrico apresentado
com observagoes experimentais. Entretanto, é claro que estabelecer esta relagao
é um passo importante para encontrar aplicacoes praticas dos resultados
obtidos, e também, instigar o desenvolvimento tedrico. Isto exige um esforgo
para integrar os campos que desenvolvem modelos, normalmente Fisica e
Matematica, com os que diretamente lidam com os sistemas, no caso em
questao, Biologia ou ainda Sociologia e Antropologia. Um caso interessante
que pode ser estudo com dados acessiveis é a distribuicao da populacao em
cidades. Como mencionado durante o texto, recentemente este assunto vem
chamando a atencao de fisicos para descrever a dinamica das cidades, alguns
exemplos sao as referéncias [39, 22, 23]. Neste tépico, técnicas diferentes podem
ser necessarias, motivadas pelo interesse de incluir a topologia, por meio de uma
rede, ou ainda construir simulagoes computacionais.

Por fim, certamente, a investigacao do comportamento coletivo de seres

vivos sera objeto de estudo de trabalhos futuros.
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A
Aplicacoes do teorema Novikov-Furutsu

O teorema de Novikov-Furutsu é extermamente conveniente para tratar
a média de ruidos multiplicativos. Para o estudo apresentado aqui, sintetiza-
remos as contas para o caso em que o ruido é gaussiano e branco. Em geral,
este teorema so necessita que o ruido seja gaussiano, o que o torna 1til mesmo
nos casos em que existem correlagoes temporais no ruido.

Com o objetivo de manter certa generalizacao nas contas que seguem,

reconsidere a equacao

Oulz, t)) = (f(w)) + onlg(u)n(z, 1)) + oe€(x, 1)) (A-1)

O teorema Novijov-Furutsu nos diz que

glu(z, t)]n(a’, ) = J dtJ dz"{n(x', t)n(z", ><5nx”t'>'

(A-2)
Primeiro note que

dglu(x,t)] du(z,t)
577(1,//775/) 67]@;”725/)

pela regra da cadeia aplicada a derivadas funcionais [69], onde ¢’ indica a

=g'(u) (A-3)

derivada de g em relacao a u.

Segundo, note que

u(x,t) = JOO Oru(z, 7)O(t — 7)dT, (A-4)

—00
onde a funcao © de Heaviside foi usada para definir o limite de integracao
[0, t]. Logo,
———= = oyg[u(z, 7)]O — 1)d(x — 2")o(T — 1), (A-5)

= opg[u(z, t)]O —t')o(x — 2"). (A-6)
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Dessa forma o teorema de Novikov se torna

(oulz, ) ) =0, foo i foo d25(x' — ")5(t — ')

x (g [u(z, )]glu(z, )]y O —t)d(z —2") . (A-T)

Integrando em z” temos

ol Dt = 32 [ 500~ ) a0 0 1),
(A-3)

onde aparece o valor explicito da correlagao espacial quando x = 2/, i.e.

1
Az

como funcao de correlagao. Todavia, ao tentar comparar este resultado com

De fato, analiticamente este valor diverge, ja que foi suposto uma delta

o seu correspondente numeérico, se entende que a correlagao ¢ limitada pelo

espagamento da rede. Assim, na literatura [52], este valor é definido como
1/Ax.

Finalmente, integrando em ¢’ obtemos que

glulz, O)]n(e,t)) = ﬁ% 'lulz, O)]gluz,t)]) (A-9)

onde ©(0) = 1/2.
Este resultado pode ser usado para determinar a média do ruido multi-
plicativo em muitos casos. A seguir, apresentamos explicitamente os calculos

para a média dos termos com ruido multiplicativo.

A.l
Termos de primeira ordem

Gk, 7k 1)) = J_ Car J_ RS — V6K + ) <%> . (A-10)

O termo da derivada funcional é direto,

(EEDN tiosn—

Logo,
kK 1)) = S0,0(u0)3(k + K. (A-12)

Integrando em k', obtemos que

ek DA, 1)) = Soggl). (A-13)
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A.2
Termos de segunda ordem

(e = foo JOO ((z, t)e(z, t)e(@’, 1) e FHE) dady’ | (A-14)

No espacgo de posicao, usando o teorema de Novikov, obtemos

o ey = [ [ s iype oty (DO

(A-15)
Relembrando que a evolucao temporal de e(x, t) é definido pela Eq. (3-30)

é facil identificar que

5(55’) — o (e u o ' S L )
<W> - n< ) (g(uo)d( )+ g'(ug)d( Ot —t), (A-16)

onde novamente £ = (2, t). Logo,

ety = gou (ot + g whdla =) ) =) (a1

Neste momento, cuidadosamente, mantemos a constante C,,(0) = 1/Az
como o limite quando o comprimento de correlagao tende a zero [57], com o
objetivo de comparar com resultados numéricos. Agora, para voltar ao espaco

de Fourier, transformamos o resultado da Eq. (A-17),

(&'eny = f f Cy(0) + ¢’ (up)d(x — x’))<ae’>e‘i(k“k'$')dx(dAx’1.8>

Resolvendo as integrais, obtemos

(E'en)y = 22 0y9(uo){EE") + a9 (o J J (z — a')(ee"ye ke R qudy’ |
(A-19)

Usando a definicao da delta pela transformada de Fourier, temos que

8 = Soug0) Cy(0)(eey+

1 © . " ! " !
+ —ang'(uo)J {f J (ge"ye Hk+R e+ (K =k )m]dxdx’} dk” . (A-20)
2 —00 —00 J—00

Integrando o termo entre chaves,

(Eéh 22 0 (o) e’y + lang (o J Gk + KK — K)Ddk, (A-21)
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e substituindo &' — K + k”, obtemos que

. 1 [g(uo), ..
(E'en)y = 37 [A—x<€€/> + ¢'(ug)S(K') | . (A-22)
Finalmente, integrando em k' e notando que Sio (€K = S, ja que o

ruido é nao correlacionado, obtemos

o = g0 | 5 + g tu)0)|. (A-23)
onde G(0) = Sio  S(k)dk. Este resultado implicaria que a solugao a evolugao
temporal da funcao de estrutura na Eq. (3-30) é implicita. Mesmo que este
problema possa ser contornado [57], entende-se que o termo que carrega a
norma do espectro é nao-linear e deve ser desconsiderado na analise linear [45].
Ainda mais, a contribuicao que este termo carrega pode ser desconsiderada
para pequenas amplitudes do ruido, justamente o regime em que a andlise

feita na secao 3.1.2 é valida. Dessa forma, é coerente dizer simplesmente que

~ ~ 1
(&'én) = Eong(uo)S, (A-24)
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