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Teoria de Cascas Conoidais Abatidas

A formulagdo para cascas conoidais pode ser obtida a partir da teoria de
placas, considerando uma imperfeicdo geométrica inicial na forma da superficie
regrada que define a superficie média da casca, seguindo um procedimento similar
a aquele desenvolvido por Marguerre para cascas abatidas (Marguerre, K (1938);
Ciarlet, P.G. and Paumier, J. C (1986); Vorovich, 1.1 (1999)).

Segundo A.K. Das e J.N. Bandyopadhyay, em seu artigo Theoretical and
experimental studies on conoidal shells (1992), a carga vertical por unidade de

area horizontal da superficie da casca é dada por:
1/2

a1 (2 4 (2] o

onde g € a carga vertical por unidade de area da superficie da placa, z (x,y) é a

funcdo que descreve a forma da superficie curva.

A coordenada w do campo de deslocamentos em qualquer ponto da casca
abatida, medida em relacdo a uma superficie horizontal de referéncia, pode ser

descrita por:

w=w+z(x,y) (3.2)

3.1
Teoria de Flexdo de Placas Curvas e Imperfeitas

Introduzindo a nova expressdo para w, equacao (3.2), nas relagbes (2.3),

(2.4) e (2.5), tem-se as seguintes expressdes para as deformacbes especificas:
1 2
Ex = Uy + > Wy +2w,z,)

& = Vy +% Wy + 2w,y z,) (3:3)
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Yoy = Uy TUx T W Wy + Wy Zy+ 2, W,

Substituindo as equacdes (3.3) nas expressoes das equacdes (2.7) para Ny ,
Ny e N, , e substituindo nas trés equagOes de equilibrio (2.14), obtém-se as
seguintes equag6es ndo lineares de equilibrio para cascas abatidas:

Upx TWxWox + Wy Zyx + Wy Zyx + V(v,yx T Wy Wyx + Wy Zyyx + Wyy Z,y) +

1-v
2 (Uyy + Voy + Wy Wy + W Wy + Wy 2y + Wy 2y + 23wy +

ZxWyy) =0 (3.4)
Vyy T WyWyy + Wy Zyy +Wyy 2y + V(u,xy T Wax Wy + Wy Zyy + Wy, Z.x) +

1-v
N (u,yx T Vxx T Wy Wy + Wy Wyx T Wax Zy +wy Zyx + ZxxWy +

Z,xW,yx) =0 (3.5)

1 1
D Viw —C [u,xwlxx +2 Woax(Wa2 + 2wy zy) +V Wy (qy +2 (w,? +

1 1
2w, Z'y))] - C [u,xzjxx t o 2 (Wa + 2 Wy 22) 4V 2y (77,3/ +o (w2 +
2wy ZJ’))] = (1 =) CuyWay + VaWey + W WyWay + Wy 2wy +
ZaWyWay] = (1 =) C[UyZsy + VaZay + Wa WyZay + Wy ZyZyy +

1 2
ZxWyZxy] = C [VyW,yy t3 (Wywyy + 2wy zywyy) +v (u.xW.yy T
1 2 1 2
2 (Wlwyy + 2w, Z.x"".w))] - C [V,yz,yy 3 (Wyzyy + 2wy 2y2,y,) +

1 _
v <u,xz,yy +2 (Wizyy + 2w, Z’xZ’yy))] =7 (3.6)

Verifica-se nestas equacfes a presenca de ndo linearidades cubicas e
quadréticas e que a funcdo z(x, y) e suas derivadas aparecem como coeficientes de
termos lineares e quadraticos, influenciando de forma significativa o
comportamento da estrutura. Assim, obtém-se um sistema de equagdes
diferenciais parciais com coeficientes variaveis. Geralmente estas equacgdes nao

tém solucdo analitica, mesmo para o caso linear. Desta forma a analise desta
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classe de estruturas € geralmente conduzida através do uso de métodos numéricos,

em particular o método dos elementos finitos.

3.2.
Casos Particulares de Cascas Abatidas

3.2.1.
Casca Conoidal
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Figura 3.1 - Geometria da Casca Conoidal (ref. A.K. Das e J.N. Bandyopadhyay -
Theoretical and experimental studies on conoidal shells)

Considera-se no presente estudo uma superficie conoidal parabdlica,

mostrado na Figura 3.1, que é descrita pela equacéo:

==t (1-9)(1-2) @)
onde g= 1—:—2

Substituindo os termos que contém derivadas em z nas trés equacles de

equilibrio, para este caso particular de superficie de placa, tem-se:
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g y? gy
Uyy T WxWyy + th(l — ﬁ) Wyxy +V (qyx +w,w,,—2H, — Wyt
y X 1-v y
2 Hhﬁ(l - g;)wyx) +T(u0’y V) F Wy Wy + Wy Wy, + 2 th—z(l —

2
95 Wy +2H, 5 (1= g D) wie +2H, L Zwy + H 2 (1-5) wy, ) =
0 (3.8)

1 X y X
Vyy T WyW,, + 2 Hhﬁ(l —gz)wy + 2 Hhﬁ(l _g;)w.yy +v(u,xy +
gy y? 1-v
Wy Wyy — 2 Hp = ~ 52 Wa + H, = (1 —b—z) wxy) +—(u,yx + Uy + Wax Wy +

Woe Wy + 2Hn 2 (1= g wae =2 Hy £ 2w+ Hy 2 (1-5)wy) = 0

(3.9)

DV4W—C[ UyWoy += wxx(wx + 2 Hy, (1——2) ,x) +VW,xx<V,y+
% (W,y2 +4 Hh%(l - gg) w,y)>] —-(1-v)C [u,yw,xy + VWi +

Wy WyWyy + 2 Hh%(l - 95) WxWxy + Hp T (1 N _) nyy]
(1-v)C I—z Hy £ Zu,—2H, £ v, -

2Hy £ Lw, wy,—2H, §%<2Hh;—2(1—ga))wx—2Hh Q%(Hh (1-

2

%)) W,yl - C I VyWyy + = L (Wy Wyy +4Hh (1 —gg) W,yW,yy) +

v(u Wyy +3 (Wx Wyy +2Hp= (1—2’—2) W'xW'yy)>l - C [2 Hh%(l -
9y + Hugp(1=97) wy? + 45 (1-9%) Hupz(1-93) wy +
v(2Hngs (1= g5 uet Mg (1-93)we + 21 (1= Mz (1 -

95ws)| =4 (3.10)
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Linearizando as equagfes de equilibrio (3.8), (3.9), e (3.10), ou seja, omitindo 0s
termos quadréaticos e cubicos em u, v e w, e transladando o eixo y da Figura 3.1 para

X=a/2, tem-se:
2
g y
u,xx + Hha <1 - ﬁ) W,xx
a
gy y (x+7)
+v V,yx—ZHhEﬁW,y*‘ZHhﬁ 1—-g a Wyx |+

1— x+2 1 x+2
T"(u,yy + vyt 2 Hh;—2<1 - g( a2)>wxy + 2 th—2<1 —g( 2)> W, +

a

2
2H, £ 2wy, + Hy2(1-1) w,yy> =0 (3.11)

a a
1 (x +5) y (x+7)
v,yy+2Hhﬁ 1-g W,y+2Hhﬁ 1-g Wyy
2
gy g y
+v<u’x3’_2HhEﬁw"-'_HhE(l_ﬁ)W”‘y)—i_
a
1-v y (’”’7) gy
T(u,yx+v,,m+2th—2 1—gT W,xx_ZHhEb_zW,x
2
+ Hp 2 (1-L)w,) =0 (3.12)

gy gy gy y
DViw—(1-v)C I—ZHth—Zu —ZHhZ—Qx—4HhZ—Hh—<1—

Y b2 b2

x+2 2 i
o EDwe-2m, ¢ 22 (1-8) wy| - ¢ [zt (1-gE ), 4
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4thl_2<1 —g(x?—)> Hh%<1 _g@> Wy +V<2 thiz<1_g(xzz)>u,x+

2H,2(1-%) th—12<1 _ g(’%g)> W’x>l —q (3.13)

Para proceder a andlise dinamica no caso particular da casca conoidal,
devemos incluir na equacdo (3.13) de equilibrio, a parcela referente a forca de

inércia, que pode ser expressa como:

onde p é a massa da casca por unidade de volume; h é a espessura; e w é a
aceleracdo da placa na direcdo do eixo z, ou na direcdo do campo de

deslocamentos w.
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