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Teoria de Placas

A solugdo mais antiga que se tem conhecimento para o problema de
estabilidade de placas planas foi dada por Bryan em 1891, em seu estudo “On the
Stability of a Plane Plate under Thrusts in Its Own Plane, with Applications to the
Buckling of the Sides of a Ship”. Desde entdo, um grande nimero de publicacdes
sobre 0 mesmo tema foram desenvolvidas, inclusive abordando a anédlise da
estabilidade de placas planas de uma forma mais extensa, como em Bleich (1952)
e Bulson (1969).

Por causa da relativa simplicidade das equagdes governantes, a placa plana
retangular € um excelente modelo para ilustrar a similaridade entre os critérios de
somatorio de forcas e energia potencial estacionaria, para o equilibrio; e o critério
de equilibrio adjacente de forcas e energia potencial minima, para a perda de
estabilidade.

2.1.
Elementos da Teoria de Flexao de Placas

Vv carregamento qz
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Figura 2.1 - Placa plana retangular submetida a uma carga de superficie q,. Ref. Brush e
Almroth (1975)
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Com base em Brush e Almroth (1975), considere-se inicialmente uma placa
plana retangular fina de comprimento a, largura b, espessura h, submetida a
carregamentos ao longo das bordas, por unidade de comprimento; e a um
carregamento de superficie g, distribuido por unidade de &rea da placa, normal ao
plano da mesma. A placa é referida a um sistema retangular cartesiano de
coordenadas x, Yy, z, onde x e y estdo localizadas no plano médio da placa e z é

medido a partir do plano médio, como indicado na Figura 2.1.

O objetivo da teoria de placas finas é reduzir um problema tridimensional a
um problema bidimensional aproximado. As forgas e momentos internos atuantes
nas bordas de um elemento de placa dx vs. dy, como mostrado na Figura 2.2, estdo
expressos em termos de forcas e momentos por unidade de comprimento ao longo

da borda da placa.
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Figura 2.2 - For¢cas e momentos atuantes em um elemento infinitesimal de placa. Ref.
Brush e Almroth (1975)

As intensidades das forcas e momentos séo calculadas a partir das tensdes

internas, através das seguintes equacdes:
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Qx = f Tyz Az
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M, = f O, zdz
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onde

35

h/2

N, = f o, dz
—h/2
h/2

Ny, = Tyx dz

—h/2

h/2

Qy = f Ty, dz

—h/2
(2.1)

h/2
My = f Oy Z dz
—h/2
h/2
M,, = Tyx z dz
—h/2

Nx, Ny, Ny, Nyx = forgas normais e cortantes no plano da placa, por unidade de

comprimento da borda;

Qx , Qy = forcas cortantes transversais ao plano da placa, por unidade de

comprimento da borda;

My , My = momentos fletores, por unidade de comprimento da borda;

M,y , Myx = momentos torsores, por unidade de comprimento da borda;

Os simbolos d, , 7y, , etc., denotam as componentes de tensdo em qualquer

ponto ao longo da espessura h da placa, e diferem das componentes o, , T, , €tc.,

que se referem as quantidades correspondentes apenas ao plano médio da placa (z

= 0). Considerando que T,, = Ty,, pode-se concluir das equagdes (2.1) que Ny, =

Nyx e Mxy = Myx.
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A teoria de placas finas pode ser desenvolvida, considerando as seguintes

aproximagcoes simplificadoras:

1) Os planos normais ao plano médio indeformado da placa permanecem
retos, normais € mantém o comprimento inicial, durante a deformacao
da mesma. Assim, as deformacGes transversais normais e cortantes

podem ser desprezadas nas relagdes cinematicas da placa; e

2) As tensbes normais transversais sao consideradas muito pequenas em
relacdo as outras componentes de tensdes normais. Assim, podem ser

desprezadas nas relagdes de tenséo-deformacéo da placa.

Estas aproximacgdes sdo conhecidas como consideragfes de Kirchhoff
(Novozhilov, 1953)). Como uma consequéncia da primeira aproximacdo, as
componentes de deslocamento em qualquer ponto da placa, u, v, w, podem ser
expressas em termos das componentes correspondentes ao plano médio da placa

u, v, w, através das relagdes:
u=u-+z0,

V=uv+26, (2.2)

onde 6, e 6, sdo as rotagdes da secdo em relagdo aos eixos y e X, respectivamente,

u e v sdo, respectivamente, os deslocamentos nas direcGes de x e y e w é a

componente de deslocamento transversal ao plano médio da placa.

Considerando pequenas deformacdes e rotacbes moderadas em relacdo aos

eixos x ey, as relagdes deformacao-deslocamento podem ser escritas como:

_ 1_,
exzu,x+§w,x

£y =Ty + 5 W, (2.3)
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onde &,¢g, ,)7xy séo as componentes de deformacédo de extensdo e distor¢do em

qualquer ponto ao longo da espessura da placa.

Em virtude das hipéteses de Kirchhoff, tem-se que 6, = —w, e 6, =

- W'y.
Substituindo as relagdes (2.2) e (2.3), pode-se escrever que:
Ex = & + ZK,
g, = & + 2K, (2.4)
Vey = Yy + 22Ksy

onde &, , &y, ¥xy COrrespondem as componentes de deformagdo no plano médio da

placae k, , k, , k., correspondem as mudancas de curvatura, sendo

1,52
Ex = Uy t+ 2 Oy O = — Wy Kx = Oxx
1,52
& = Uyt ;0 Oy = —wy ky = Oyy  (29)
1
Yy = Uy U+ 0,0, Kxy = 3 (6xy + 6y.)

As equacdes (2.5) sdo as relagbes cinematicas para a placa. Todas as
varidveis nestas relacdes sdo componentes referentes ao plano médio e sédo

funcBes apenas de x e y.

Considerando um material elastico, isotrdpico e linear, tem-se, segundo a lei

de Hooke, que:

— E _ _
O, = 1_—1/2 (Sx +V€y)

Gy = — (&, + V&) (2.6)

_ E  _
2@+ T
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onde v é o coeficiente de Poisson e E, o mdédulo de elasticidade do material.

Introduzindo as equacOes (2.6) e (2.4) em (2.1) e integrando ao longo da

espessura da placa, obtém-se:

N, = C(ex +vey) N, = C(g, +vey)
M, =D (kx + vk,) M, =D (k, + vKy) (2.7)
1-v
Ny, = CTny Myy =D (1 —v)Ky,
onde
C= Eh e D= Eh3
T 12 T 12(1-v2)

As equacdes (2.7) sao as relacOes constitutivas para a placa. Os coeficientes
C e D sdo denominados parametros de rigidez de membrana e rigidez a flexao,

respectivamente.
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2.2.
Equacgdes de Equilibrio N&o Lineares

2.2.1.
Somatoério de Forgcas e Momentos

M M1z
§ ——
_.Ez
.»’:_/ a h T
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Mizt Mir* N Sl
s MZE* \\q‘MT*
Figura 2.3 - Elemento de placa em uma configura¢do deformada. Ref. Brush e Almroth
(1975)

Os eixos X, Yy e z estdo representados na Figura 2.3 como x1, X2 e x3 e sendo
assim, M1, e Ny correspondem a M,y e Ny, etc. As forgas e momentos variam ao
longo do elemento, e 0 superescrito + € usado para representar um incremento

infinitesimal de cada esforgo, por exemplo, N1;1* representa Ny + Ny dx, etc.
O somatorio das forgas na direcdo x fornece:
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Do somatério de forcas na direcéo y, tem-se:

Ny’y + nyyx = 0 (29)

Do somatdrio de forcas na direcdo z (Figura 2.3), obtém-se:

= (Nwx + Nyxy) G- (Nyyx + Nyy) & - N Bexc- Ny @ - Nyxy - Ny By + Qu+ Qyy
=-q (2.10)

Do somatério de momentos em relacdo aos eixos x € Yy, respectivamente,

chega-se as seguintes equacoes:
- Myyx-Myy +Qy=0
Myxy + Mex - Q=0 (2.11)

Levando em consideracdo que Ny, = Ny e My, = My, substituindo as
expressoes para Qy e Qy, das equacdes (2.11), na equagdo (2.10) e considerando-se

as equacdes (2.8) e (2.9), obtém-se a equacao:

MX,XX+ ZMxy'Xy'l' My’yy = Nxexlx = ny (@/,X + HX’y) = Ny@/’y = - q (212)

Introduzindo as relagBes constitutivas e cinematicas para 0s momentos e

rotacOes, simplifica-se a equacéo (2.12) para a forma:

D V4W = (NX W,XX + 2ny Wyxy + Ny W’yy) = q (213)

onde VAW = Wx T 2W,XXW + Wyyyy

Com estas simplificagcBes, podemos escrever as equacdes de equilibrio da

seguinte forma relativamente compacta:
Nyx + ny,y =0

Ny’y + nyyx = O (214)
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D Viw - (Nx Wxx + 2Nyy W xy + Ny WyW) =q

As equacgOes (2.14) sdo as conhecidas equacdes de placa de Von Karman e
representam as equagdes ndo lineares de equilibrio para qualquer configuracdo da

placa dentro do escopo de classes intermediarias de deformacdes.

2.2.2.
Energia Potencial Estacionaria

Uma placa carregada encontra-se em equilibrio se sua energia potencial total
V for estacionaria, e V é estacionaria se o integrando na expressao para V satisfaz
as equacoes de Euler-Lagrange do célculo variacional.

A energia potencial total de uma placa sujeita a uma pressdo lateral g(x,y) e
carregamento de borda é a soma da energia de deformacdo, U, e da energia

potencial gravitacional das cargas aplicadas, Q:
V=U+Q (2.15)

A energia de deformagdo para um meio isotrépico tridimensional, referido a

um sistema de coordenadas ortogonal x y z, pode ser escrita como:

1 o o L
U= Ef.g(dx Ex +0y&y + 0,8, + TV, +Ty2Y,, + TuxY ,)dx dy dz (2.16)

A omissdo dos termos 7yz, e o, de acordo com as aproximacdes

zx’'

bésicas da teoria de placas finas, e introducéo das equacdes (2.6), leva a:

ve —2  ([[z2+52+ 258 + -7 BHaxdydz (217
2(1—12) x T xEy T Yy S '

Introduzindo as equag0es (2.4) e integrando com respeito a z, tem-se:

U =Un+Up (2.18)
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onde

¢ 2 2 V. o2
Unp = > (& +&,° + 2vene, +T Yay)dx dy  (2.19)

D
Uf = E,f,f [sz + KyZ + ZVKxKy +2(1-v) nyz] dxdy (2.20)

As expressdes nas equacoes (2.19) e (2.20) sdo chamadas, respectivamente,

de energia de deformacgédo de membrana, Uy, e de flexdo, Us.

A energia potencial das cargas aplicadas para um sistema conservativo é o
oposto do trabalho realizado pelas cargas, conforme a estrutura se deforma.

Consequentemente, para uma pressao lateral q, tem-se:

Q0= —ff qw dx dy (2.21)

A expressdo para a energia potencial das cargas de bordo depende da
natureza das cargas. Considerando uma carga de compressao Py, aplicada no
plano médio da placa, e uniformemente distribuida nos bordos x =0 e x =a, sendo
a a dimensdo da placa no eixo x, e b a dimens&o da placa no eixo y, tem-se para a

energia potencial:
Q=P u@-uO] = P 3 [) [fucdcdy  (222)
Sendo assim, para a carga lateral e de bordo juntas, a expressdo para Q é:
a={f (% Pou, — qw) dx dy (2.23)
Tem-se assim para a energia potencial total:

V=U+Q= [[Fdxdy (2.24)

onde

_C(. 2 2 1-v 2
F = E(ex +¢, +2vexey+7 Yxy )-I—

SN e

[, + Ky? + 2viyky + 2(1 —v) ny2]+(% Pou, — qw) (2.25)
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Para que o equilibrio seja satisfeito, a energia potencial V deve ser
estacionaria, ou seja, sua primeira variacdo, 6V, deve ser igual a zero. Desta
forma, o integrando F deve satisfazer a equacdo de Euler do célculo variacional.
Para um integrando da forma da equacéo (2.25), as equacdes de Euler sdo dadas

por:

OF 0 0F 09 OF

ou Oxdu, Odydu,

______ 0 (2.26)

oF 0 OF 0 OF 0% OF 0% OF 0% OoF

ow  0x 0w, B @0W,y + 0X2 OW yx + 0x0y OW 4, + dy? ow,,,

Estas equacdes de equilibrio para o elemento de placa sdo as mesmas das

equacoes (2.14).

Introduzimos as relagBes constitutivas e cinematicas nas trés equacdes,
obtém-se um sistema de trés equacdes nao lineares em termos dos deslocamentos
u, vew, asaber:

1—-v

1 1
[(u,x + E W,xz) + V(U,y + E W,yz)],x + T (u,y T Uy + W,xW,y),y =0

1—v

1 1
(Uy + vy + wew,) o+ [(vy, + > wy?) +v(u, + > w,)], = 0(2.27)

DV4w — C[(u, + lW Y +v(v, + lW Hw
X 2 X 2y 2 2y XX

1 1
—(1=v)Cluy + vy + wyw,Jw,, —C[(v, + > wy?) +v(u, + > w,)w,,,

=q
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Para se obter as equacBes de equilibrio lineares da placa, é necessario
apenas omitir os termos cubicos e quadraticos nas componentes de deslocamento.

As equac0es lineares correspondentes as equacdes (2.14) sdo:

Nyx + ny,y =0
Nyyy + nyyx = 0 (228)
DV'w=q

Percebe-se que a terceira das equacgdes (2.28) € desacoplada do restante.
Esta equacdo se refere a carga e deslocamento transversal ao plano da placa; as
demais se referem a carga e deslocamento no plano da mesma. Muito da relativa
simplicidade da teoria classica de placas finas € uma consequéncia deste

desacoplamento.
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