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2.
Pesquisa Bibliografica

2.1. ConsideracOes Gerais Sobre Lajes

A hierarquia de transmissdo dos carregamentos em um sistema estrutural
tem como primeiro elemento a laje, responsavel pela resisténcia direta as cargas
provenientes de acGes permanentes como revestimento, tubulacdes entre outros
elementos fixos, e a¢cdes variaveis como pessoas, moveis e etc.

As lajes podem ser classificadas a partir de diferentes critérios.

e Quanto a forma: retangulares, quadradas, poligonais, circulares ou
elipticas;
e Quanto a natureza:

e Macigas: placas monoliticas de concreto armado ou
protendido;

e Nervuradas: compostas por nervuras na sua zona tracionada
e por uma mesa, também chamada de capa, na zona
comprimida;

e Mistas: semelhantes as nervuradas, a diferenca esta na
adicdo de tijolos ceramicos que colaboram na resisténcia aos
esforcos de compressédo oriundos da flexdo;

e Em grelhas: semelhantes as lajes nervuradas, o espagamento
entre nervuras ndo obedece as limitacbes das lajes
nervuradas previstas na NBR 6118:2007 [1];

e Duplas: apresentam capa tanto na parte superior quanto
inferior;

e Pré-moldadas: sdo fabricadas como elementos isolados,
apenas a montagem ¢é feita no local, proporcionando,

portanto uma execucao mais rapida;
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e Cogumelos: lajes que ndo apresentam sistema de vigas,
desta forma as cargas sdo transmitidas diretamente aos
pilares, os quais podem ou ndo ter capitéis sobre eles,

e Lisas: caso particular da laje cogumelo, os capitéis nao
existem.

e Quanto ao tipo de apoio: continuo ou discreto;

e Quanto ao tipo de armacéo: armadas em uma ou duas direcdes.

A NBR 6120 [2] estabelece os valores que devem ser adotados para as
cargas variaveis em diferentes situacoes, e 0s valores de cargas permanentes para
diversos materiais. As cargas variaveis sdo analisadas em varias situagdes
probabilisticas, prevalecendo a mais desfavoravel por questdo de seguranca. A
NBR 6118:2007 [1] indica os coeficientes de ponderacdo das acbes para diversas

situacoes.

Quanto aos estagios de carregamento de uma laje de concreto armado, em
um primeiro nivel de deformacdo ndo surgem fissuras. A medida que a
intensidade da carga aumenta, ocorre a formacdo de fissuras até o ponto onde a
placa ndo resistira mais e entrard em colapso. O estado-limite de servi¢o esta
relacionado a aparéncia, conforto do usuario e a boa utilizacdo funcional da

construcdo e estado-limite ultimo relacionado ao colapso da estrutura.

Essa alteracdo nos estagios de deformacdes € estudada através dos estadios:
O estadio | corresponde ao regime eléastico, o Il ao de fissuracdo e o Ill ao de
ruina. Os dois primeiros sdo utilizados para verificagdo das situagdes de servico e

o terceiro ao Estado Limite Ultimo.
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2.2.

Lajes Macicas

2.2.1.
Consideracdes Gerais

As lajes macicas sdo elementos estruturais bidimensionais planos com
cargas preponderantemente normais ao seu plano médio que devem se apresentar
ducteis as solicitacdes, e também transmitir o carregamento nela aplicado as vigas
ou diretamente aos pilares. A escolha é feita a partir da magnitude das cargas de

projeto e dos véos adotados.

O modelo de laje que ndo apresenta viga ¢ denominado laje lisa, como
mostrado na Figura 2.1. Esse tipo de laje traz diversas vantagens praticas como a
diminuicdo das formas e do cimbramento, o tempo de concretagem e montagem

das armaduras.

Figura 2.1 — Laje lisa, Reinforced Concrete Slabs [10].

No entanto, nos casos com cargas elevadas, se a espessura da laje ndo for
suficiente para combater os esforcos cisalhantes no entorno do pilar, € necessario
aumentar a secdo da laje nesta regido, ocasionado o chamado &baco ou pastilha
(figura 2.2). Outras solugdes s@o o0 aumento da secdo na cabeca do pilar, tendo
como resultado o chamado capitel, ou a utilizacdo de armaduras para combater

esses esforcos. Este esforco é denominado puncéo.
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™

Figura 2.2 — Laje cogumelo, Reinforced Concrete Slabs [10].

2.2.2.
Prescricdes Normativas (NBR 6118:2007)

As lajes macicas podem ser analisadas pela teoria da placa de Kirchhoff ou
de Mindlin com solicitacbes principalmente normais ao seu plano, como

apresentado em maiores detalhes na sec¢éo 2.5.1 deste trabalho.

A NBR 6118:2007 [1] recomenda o calculo de lajes macigas lisas utilizando
um procedimento numérico adequado, como o método dos elementos finitos,
método das diferencas finitas, método dos elementos de contorno, entre outros.
Quando os pilares estiverem dispostos em filas ortogonais, o estudo pode ser
realizado através do método dos porticos equivalentes e, portanto fazer a
distribuicdo dos momentos positivos e negativos com 0s valores percentuais

mostrados na se¢do 14.7.8 dessa norma.

A necessidade de modelos mais praticos para a analise de lajes fez com que
surgissem métodos simplificados como os de Marcus e Czerny. Esses métodos

serdo abordados na secédo 2.6.3.
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2.3.
Lajes Nervuradas

2.3.1.
Consideracgbes Gerais

Uma secdo de concreto armado com carregamentos aplicados
perpendicularmente ao seu eixo longitudinal apresenta um binario de forcgas
equilibradas atuantes nas fibras superior e inferior, sendo uma delas de
compressdo e outra de tracdo. Essa separacdo é feita a partir da linha neutra, que
nos casos de vaos com grande dimens&o, se encontra mais elevada do que quando
se tem pequenos vaos. Como 0 concreto apresenta uma resisténcia a tracdo muito
pequena, desenvolveu-se o conceito de diminuir a area de concreto da regido

tracionada das lajes e concentrar as armaduras nas nervuras.

Na laje nervurada, retira-se parte do concreto da zona tracionada, e
colocam-se materiais inertes como formas de polipropileno, isopor, ou tijolos
ceramicos sem funcdo estrutural, formando uma mesa de concreto apoiado em
grelhas de vigas. H4 uma maior economia de material, um menor peso proprio da
laje, e consequentemente menor peso final da estrutura descarregado nas
fundacdes. Esse modelo é usualmente adotado para lajes com grandes vaos ou
elevados carregamentos, podendo ser armadas em duas dire¢fes, ou em uma

direcdo, quando utilizado o tapa nervura em um dos sentidos.

As formas de polipropileno, também chamadas de plasterits, se tornaram
comercialmente mais utilizadas por serem fabricadas com um material reciclavel e
com grande durabilidade, podendo ser reaproveitadas em diversas lajes diferentes.
Empresas como a Impacto Protensdo apresentam um catalogo com dimensdes pré-
estabelecidas que sugere ao arquiteto e ao engenheiro uma modulagdo para obras

mais rotineiras.

Para modelar essa classe de laje, em se tratando das condic¢des de contorno,
Carvalho [4] indica a sua considera¢do como simplesmente apoiada em todo o seu
bordo, ja que a espessura da capa, geralmente esbelta, ndo € suficiente para resistir
as tensbes de tracdo. Esta é uma situacdo ndo real por ndo representar a

continuidade dos painéis de lajes com os adjacentes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212861/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212861/CA

25

A obtencdo dos esforcos em uma laje nervurada armada em uma sé direcéo
pode ser feita através da teoria das vigas, ja para as armadas em duas dire¢des, 0
sistema pode ser comparado a uma grelha de barras uniformemente espagadas ou
em alguns casos, é permitida a verificacdo da laje como uma placa macica, como
mostra a secdo 14.7.7 da NBR 6118:2007 [1].

Com o intuito de aumentar a altura Gtil de cada pavimento, surgiu a ideia de
se criar faixas macigas com altura igual a das lajes, fazendo com que o teto se
torne plano (figura 2.3). A andlise dessas faixas deve ser feita com atengdo, pois
somente nos casos que ela apresenta rigidez muito maior que as das nervuras é
que se pode assumir que as lajes apoiam-se nelas, caso contrario toda a superficie
se deforma como uma estrutura s6. Com isso, é necessario observar a deformacao
da faixa, que pode ocasionar o aumento dos momentos positivos da laje e diminuir

0s negativos na proximidade das faixas.

H

Figura 2.3 — Laje nervurada.

Portanto para as faixas rigidas, deve-se adotar o calculo como viga com a
carga total transmitida pelos painéis vizinhos. Ja para as semi-rigidas, o célculo da
carga total deve ser o produto de uma constante que relacione 0s momentos de
inércia da faixa e da laje, pelas cargas dos painéis vizinhos, e somado a isto, um
valor de carga como se a faixa ndo estivesse recebendo carregamento devido aos

painéis.
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2.3.2.
Prescricbes Normativas (NBR 6118:2007)

As lajes nervuradas podem ser consideradas como uma mesa ou capa de
concreto apoiado em um sistema de vigotas ou nervuras. A norma restringe as

espessuras de ambos os elementos da seguinte maneira:

e Capa sem tubulacdo horizontal embutida: 1/15 da distancia entre
nervuras ou 3 cm, o que for mais restringivel,

e Capa com tubulacdo de até 12,5 mm embutida: valor absoluto
minimo de 4 cm;

e [Espessura da nervura: valor ndo inferior a 5 cm, e para as que

tiverem menos que 8 cm ndo conter armadura de compresséao.

Quanto as hipdteses simplificadoras adotadas, a norma permite para lajes
com espacamento entre eixos de nervuras inferior ou igual a 65 cm, que a
verificacdo a flexdo da mesa seja desconsiderada, e o cisalhamento das nervuras
seja verificado considerando os critérios de laje. Para as que tém entre 65 e 110
cm, as mesas devem ser verificadas a flexdo e as nervuras ao cisalhamento com a
teoria das vigas, salvo para espacamentos de até 90 cm e largura das nervuras
maior que 12 cm, que devem ser consideradas como laje. Para aquelas com
espacamento maior que 110 cm, as mesas devem ser calculadas como laje macica

apoiadas em grelhas de viga.

2.4.

Lajes Tridirecionais

2.4.1.
Consideracbes Gerais

Ao estudar o caminho das cargas em lajes carregadas uniformemente,
observa-se que as tensdes oriundas desse carregamento se dissipam em um fluxo
que segue em direcdo aos apoios de maior rigidez. Devido a esse fluxo, em sua
maioria, ndo ser ortogonal aos bordos, a eficiéncia das lajes tradicionais é

reduzida quando comparada com lajes rotacionadas.
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Através dessa teoria surgem as lajes tridirecionais, ou seja, armadas em trés
diregdes, sendo uma delas transversal e as duas restantes com angulo de 45° em
relacdo aos eixos cartesianos. Rocha [11] menciona a possibilidade teorica de
melhoria através deste método, no entanto, foi encontrada uma dificuldade
construtiva. A empresa Impacto Protensdo sediada em Fortaleza, Ceara, criou um
produto que tornou possivel a construcdo dessa laje em obras, fabricando uma
forma constituida de material polipropileno com um rasgo central, como pode ser
observado na Figura 2.4.

Figura 2.4 — Modulagao da forma de uma laje tridirecional, Analise Tridirecional em
Lajes Nervuradas Protendidas [12].

Para obedecer ao fluxo natural de tensdes utiliza-se uma armadura com esse
novo sentido a fim de redirecionar a distribuigdo de cargas e conseguir um melhor
funcionamento estrutural do sistema. Rocha [11] fez a partir do método das
grelhas equivalente (método melhor estudado na secdo 2.6.2 deste trabalho) um
estudo préatico que propds equacbes dos momentos em lajes armadas
ortogonalmente as bordas, e em lajes inclinadas a um angulo de 45° do seu eixo
cartesiano. Para obtencdo dos momentos em uma direcdo, basta multiplicar os
valores encontrados através das equagdes pelo espacamento das nervuras na outra

direcéo.

Primeiramente s&o apresentados valores para o caso de lajes com a
dimensdo longitudinal igual a transversal, sendo seus bordos simplesmente

apoiados.
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Em uma laje bidirecional sem levar em consideracéo a torcao:

ql? (2.1)
13

Mpax =

Em uma laje bidirecional levando em consideracéo a torcéo:

ql? (2.2)

Mopax = 1_6

Em uma laje Macica:

ql? 2.3)
Mmax = 27 4

Para o caso de lajes com nervuras inclinadas a 45° do eixo cartesiano temos:
Sem levar em consideracéo a torcao:

ql? (2.4)

Mgy = E

Levando em consideragéo a torgao:

2
M. = % (2.5)
Onde:
M, 05: MOmento maximo;
q: Carregamento distribuido;

[: Comprimento da laje.

Este estudo concluiu que as lajes com armadura inclinada apresentam
valores para momentos maximos proximos aos das lajes macicas, ou seja,
possuem um melhor comportamento estrutural com uma grande economia de
concreto devido a criacdo de espacos vazios na borda tracionada. A justificativa é

a existéncia de maior entrelagamento das vigas com a disposi¢do inclinada.

Para o caso das lajes engastadas no contorno, o método tridirecional
apresenta ainda maior diferenca em relacdo ao tradicional, pois as nervuras
proximas aos Vvértices apresentam um momento positivo pequeno ja que estas
terdo comprimentos menores que as centrais. A formulagdo para estes casos

(equacbes 2.6, 2.7 e 2.8) apresentados por Rocha [11] sdo denominadas pelo
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proprio autor como grosseiras e por isso obtém resultados com alto coeficiente de

seguranca.

Momento positivo:

qlz (2.6)
Mpax = 3_2x

Momento negativo das nervuras centrais:

qlz 2.7)
32

Mipax =

Momento negativo das nervuras no canto:

ql3 (2.8)
Mpax = — 1_g

Onde:

l.: Dimensdo em relagéo ao eixo da laje.

Por fim, Rocha [11] sugere os coeficientes para momentos em lajes com a
relagdo A (sendo este igual a l,/l,) entre dois e trés, apresentados através das

equacOes 2.9, 2.10 e 2.11.

Momento positivo:

qli (2.9)
36

Mipax =

Momento negativo das nervuras centrais:

qlz (2.10)
Mpax = _ﬁ

Momento negativo das nervuras no canto:

ql? (2.11)
Mpax = _ﬁ

No caso de lajes com nervuras proximas e numerosas € indicada a
multiplicacdo por um fator igual a 1,20 com objetivo de corrigir o erro causado
pela ndo consideracdo da rigidez a tor¢do, como mostrado na Equacéo 2.12.
M, + M, (2.12)

Mo = 1,2 >
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A medida que o coeficiente A tende a infinito, o uso dessa metodologia se
torna desvantajoso, pois o0 método classico apresenta momentos menos
expressivos devido as nervuras terem comprimentos menores. Ja no caso de lajes
com formatos irregulares, deve-se fazer um estudo mais detalhado, podendo ou

ndo apresentar vantagem.

2.4.2.
Método Construtivo e Detalhamento

A inexisténcia de processos construtivos adequados para execugdo da laje
tridirecional tornou desse sistema, durante muito tempo, um objeto de estudo nédo
cobicado. No entanto, com a forma feita de polipropileno, que € um material
flexivel para fabricacdo de diversos moldes, foi possivel a confeccdo de caixas
com formatos adequados. Para que o método tridirecional se torne competitivo,
essas formas devem seguir 0s mesmos padrdes de dimensdes das lajes
convencionais, dando ao engenheiro a mesma flexibilidade para escolha mais

adequada para o projeto em quest&o.

A empresa Impacto Protensdo além de fabricar a nova caixa que permite a
utilizacdo da laje tridirecional, fez com que a montagem da forma para
concretagem no local fosse realizada da mesma maneira que a tradicional, sem
necessidade de mao de obra especializada ou mesmo um sistema de escoras
diferentes, como é apresentado na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Sistema de escoramento de uma laje tridirecional.
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Observa-se a partir da Figura 2.5 que as formas sdo montadas com a mesma
facilidade que na laje convencional, existindo caixas triangulares a fim de tornar
0s espacgos que seriam preenchidos por concreto em espagos vazios. Com 0 rasgo
central nas caixas, uma direcdo de armadura pode ser disposta ortogonalmente ao

eixo X ou y da laje, podendo também ser protendida em uma das diregdes.

Programas computacionais de dimensionamento e detalhamento conseguem
representar esse tipo de laje adequadamente, ndo tornando mais oneroso ao
projetista a utilizacdo desse novo sistema.

2.4.3.
Lajes Continuas Ligadas por Vigas Faixas Nervuradas

A partir da nova configuracdo rotacionada das formas, é possivel devido a
continuidade da modulagdo das caixas (figura 2.6) a utilizagdo de faixas
nervuradas entre lajes, ou seja, as faixas que separam e recebem o carregamento
das lajes, antes macicas, se tornam um conjunto de vigas (nervuras) atribuindo
uma maior economia para este método, ndo sé de concreto, mas de armadura

devido a ndo utilizagdo de estribos nas faixas.

Figura 2.6 — Laje nervurada tridirecional, Sistema Construtivo Tridirecional para

Construcédo de Lajes Nervuradas [3].
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Deve-se garantir que as faixas apresentem rigidez significativamente maior
do que a rigidez das lajes, ndo permitindo, portanto, que estas estruturas trabalhem
como uma peca unificada, como ja discutido na secdo 2.3.1.

Figura 2.7 — Laje nervurada tridirecional.

2.5.

Métodos de Analise

Na andlise de qualquer problema de engenharia deve ser escolhido um
modelo fisico que atenda as suas caracteristicas reais, que sera solucionado

através de um modelo matematico.

Para calcular os esforgos solicitantes utilizando a Teoria da Elasticidade, sdo
adotadas algumas hipoteses simplificadoras:

e Na&o ha deformacdo no plano médio da placa, permanecendo este
neutro durante a flexéo;

e Qualquer segdo transversal da peca permanece plana apos a
deformacéo, ou seja, as deformages sdo distribuidas linearmente;

e As tensfes normais na direcdo transversal da placa podem ser
desconsideradas, logo ndo ha a necessidade do calculo do esforgo

cortante.
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No estudo com o material trabalhando no regime elastico, pode ser utilizada
a lei de Hooke. Junto com essa suposicdo, diz-se que a laje é constituida de um
material homogéneo, ou seja, o concreto e 0 aco trabalham como um so,
apresentando deformagdes iguais. Por fim, & considerado o material como
isotropico, ou seja, 0 material apresenta as mesmas propriedades fisicas

independente da direcéo.

Para o caso de lajes de concreto armado, o dimensionamento da secdo

analisada é feito no estadio 111, para o Estado Limite Ultimo.

25.1
Teoria das Placas

De acordo com a NBR 6118:2007 [1], quando a laje de concreto apresenta
acles normais ao seu plano e uma superficie plana, esta deve ser estudada como
placa. Este elemento apresenta uma classificacdo quanto a sua espessura para fins
da escolha de um método adequado para analise. Placas podem ser classificadas

como espessas e delgadas.

Para o caso da placa espessa, i.e., espessura maior que 1/3 do véo, a teoria
que melhor descreve o comportamento da estrutura € a de Reissner-Mindlin, a
qual pode ser analogamente comparada com a teoria de Timoshenko para vigas,
pois ambas consideram o efeito das tensdes de cisalhamento tangenciais ao plano
da placa. Para as placadas delgadas, caso este usualmente encontrado em
problemas préticos de engenharia, pode-se adotar a teoria de Kirchhoff-Love,
também chamada de teoria elastica linear das lajes delgadas, que por sua vez pode
ser analogamente comparada com a de Euler-Bernoulli, em que as tensdes
cisalhantes sdo desprezadas e s&o consideradas as simplificacbes expostas no
inicio dessa secdo. Esta consideracdo é viavel, porque na grande maioria das lajes

o0 esforco predominante € a flexao.
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2.5.1.1.

Teoria Classica das Placas Delgadas

No presente trabalho é necessaria a determinacdo das solicitacbes em
angulos arbitrarios da placa, principalmente a 45° dos eixos (figura 2.8). Esses
dados podem ser facilmente encontrados pelo circulo de Mohr ou através da

formulagéo apresentada por Park Gamble [10] mostrada a seguir.

m, = mysen*a + mycos?a + 2my, sen a cos a
m, = mysen’*a + mycos*a + my, sen 2a (2.13)

m; = (m, —m,) sena cos a + M, (sen’a — cos*a)

my, —m,,
m; = ————sen 2a — my,, cos 2a (2.14)
2m
tan 2 = ———>— (2.15)
m, —m,
My,
T m\'
—
m,
My
/\
m,, m,
[

Figura 2.8 — Corpo livre a um angulo a.
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2.5.1.2.

Momento em uma Placa Anisotropica

Em projetos estruturais, faz-se o dimensionamento da laje nervurada atraves
dos momentos encontrados em cada nervura (figura 2.9). A partir da formulacéo
apresentada por Timoshenko [13] para placas anisotrdpicas, e reproduzida abaixo,

é possivel obter as expressdes para 0 momento torsor e fletor em cada uma delas.

V. = B, [[0*w - 0°w 0w
= "u\axz)  T*\az) "o (2.16)
m-—1 m m+1
V. = c, [{0%w - 0%w 0w 217
X " 24|\ axdy - * dxdy m+ oxdy) .. (2.17)
e bl —————— >
/""F“.-—‘ \
Mm Mm +1
Mm-l
m-1 m m+1 d
ST b‘ ------ e by------ >

Figura 2.9 — Calculo do momento por nervura através do momento por unidade de

comprimento, Theory of plates and shells [13].
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2.6.

Procedimentos Numéricos e Analiticos

2.6.1.
Método dos Elementos Finitos

2.6.1.1.

Fundamentos Tedricos

Na maioria dos problemas de engenharia, especialmente quando sistemas
estruturais sdo considerados, ndo é possivel a obtencdo de uma solucéo analitica.
Nesses casos € adotada uma metodologia numérica que produza uma solucao
aproximada. Um procedimento idealizado para tal fim € o método dos elementos
finitos. Nesse método um meio continuo € discretizado em elementos finitos,
compondo para cada elemento um conjunto de equagdes que sejam solucionadas
numericamente. O método dos elementos finitos (MEF) é a metodologia mais

utilizada na solucéo de problemas de engenharia estrutural.

Uma estrutura pode ser modelada de diversas maneiras, a escolha do melhor
modelo depende das hipoteses simplificadoras adotadas pelo engenheiro e do grau
de precisdo desejado. Este passo consiste na idealizacdo do modelo, quando €
escolhido, em primeiro lugar, qual a dimensionalidade do modelo, i.e., 1D, 2D ou
3D. Uma vez decidido isso, seleciona-se o melhor elemento para discretizacdo do
continuo quando este for discretizado em elementos. Subsequentemente s&o
selecionadas as propriedades dos materiais que melhor caracterizam aquele
problema. Finalmente decide-se as condi¢des de contorno e de carregamento que

melhor representam o problema considerado.

O processo de discretizacdo consiste na subdivisdo do continuo (ou
estrutura) a ser analisado em elementos simples. Os elementos s&o conectados
entre si através de nds que possuem graus de liberdade (GDL) associados. Estes
representam a liberdade que cada n6 tem em transladar ou rotacionar e também
apresentam a solucdo numérica. Os resultados sdo encontrados nos graus de

liberdade dos nds. A obtencdo dos deslocamentos e rotagfes em qualquer outro
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ponto do elemento sdo obtidos através de interpolacdo usando funcbes de forma

ou de interpolagéo.

Podemos entdo resumir 0s passos para solucdo de um problema através do

método dos elementos finitos a partir das etapas expostas:

e Divisdo da estrutura ou do continuo em elementos finitos;

e Formulacdo das propriedades de cada elemento;

e Montagem dos elementos antes desfragmentados;

e Aplicacdo das forcas nodais;

e Aplicacdo das condi¢des de contorno;

e Solucdo simultanea das equacdes algebricas para determinagdo dos
deslocamentos e rotacdes nos graus de liberdade;

e Interpolacdo do campo dos deslocamentos para a obtencdo das

tensodes..

2.6.1.2.

Elementos e Convergéncia

As solugdes encontradas nos problemas de engenharia s&o sempre
aproximadas, devido as inumeras simplificacdes feitas durante o procedimento de
calculo. No MEF, deve-se ter conhecimento dos graus de liberdade de cada
elemento, e o0 que as simplificagdes representam na solugéo da estrutura global, a
fim de gerar a menor quantidade de erros possiveis de modelagem.

e Elementos 1D (lineares ou curvilineos)

Trelica:  GDL somente a translag&o nos
_ “«0 o—>
eixos x ey.
Barra: GDL somente a translac&o nos 4 t
“«0 0—

eixos X, y e z. N \
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Viga: GDL a translacéo e rotacé@o nos

eixos xey.

Portico: GDL a translagéo e rotagdo em

todos os eixos. 1
Y

e Elementos 2D (elementos triangulares ou quadrangulares)

—>>
Placa: GDL atranslagdo no eixo z e T) * 7 N
rotacao nos eixos x e y. % Y.,

- -
Casca: GDL atranslacdo e rotagdo em todos D Ny
. — — =
0S €ixos. . Na
LR I W
T
e Elementos 3D (elementos solidos)
17
—
T2
Tetraedros: GDL a translagdo em todos 0s eixos. \T -
P~
7,
s
Pentaedros:  GDL a translagdo em todos os eixos. ) >y
> —
\
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-
Hexa: GDL a translagédo em todos os eixos. & 3>
T\.

PR Tq

Nos elementos solidos, 0s nds apresentam somente GDL relativos aos trés
deslocamentos. Estes elementos sdo capazes de representar a geometria do modelo
fisico mais precisamente, no entanto, o0 seu custo computacional tende a ser muito

mais alto quando comparado a outros tipos de elementos.

Para problemas envolvendo vigas e colunas, com exce¢do daquelas onde
nédo se aplica a teoria de Euler-Bernoulli como as vigas paredes, um elemento que
apresenta uma rapida convergéncia com pouco nimero de elementos € o de
portico, sendo este geralmente adotado em programas comerciais. Para o caso de

lajes, os elementos planos como a placa e casca representam bem o modelo fisico.

Para adotar os resultados obtidos, deve-se garantir que o0 modelo apresentou
convergéncia, ou seja, a medida que a malha de elementos finitos é refinada os

resultados tendem a convergir para uma solucao Unica.

Para a maioria das aplicacdes de engenharia estrutural, elementos com
formulacdo baseadas em polinbmios lineares e quadraticos sdo tipicamente
suficientes para representar o seu comportamento. Malhas de elementos baseados
em funcdes quadraticas com o mesmo nivel de refinamento tendem a convergir

mais rapidamente.

2.6.1.3.

Método dos Elementos Finitos Baseado em Deslocamentos

Nessa secdo serdo apresentadas as equagdes necessarias para o MEF
baseado em deslocamentos, assim como a formulacdo das matrizes de rigidez e o
vetor de forgas nodais, a fim de se ter equacionado qualquer elemento necessario
para representar uma estrutura real. Esse procedimento serd feito de forma

gradativa, comegando com um elemento de barra, seguido por um elemento de
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viga, concluindo nos elementos isoparamétricos utilizados no estado plano de
tensdo. A formulacdo das equacOes sera realizada atraves da formulacdo

variacional baseado no principio da energia potencial total.

Um sistema € dito conservativo quando o trabalho das forcas internas e o
trabalho dos carregamentos externos ndo sdo dependentes da deformada da
estrutura, ou seja, 0 corpo pode se deformar de diversas maneiras e os valores dos
trabalhos ndo mudardo. Cook [5] cita que todas as configuracdes que satisfazem
as equacdes de equilibrio de um sistema conservativo, compdem o principio da
Energia Potencial Estacionaria (EPE) em respeito a pequenos deslocamentos
admissiveis. Portanto, quando o valor da energia potencial corresponder a um

minimo, o equilibrio é estavel.

M=U+Q (2.18)
1
U=2KD? (2.19)
Q=-PD (2.20)
1
M=U+Q=-KD*~PD (2.21)

A configuragdo de equilibrio D, € obtida minimizando a energia potencial
do sistema, resultando em:

P
dll = (kDpg — P)dD =0 = Dpy = —

== P =kDeg (2.22)

A formulacdo anterior € aplicada para um dnico grau de liberdade, no
entanto uma analise em elementos finitos usualmente utiliza centenas de GDL.
Portanto, podemos obter e energia potencial minima através do calculo diferencial
da Equacéo 2.23.

oI, _
ad,

[

(2.23)

Onde o indice i é usado para se referir ao grau de liberdade d;.

Para sistemas elasticos o trabalho das forcas internas € igual a variacdo na
energia de deformacéo, logo temos que a energia potencial total nestes sistemas é
igual a soma da energia de deformacdo integrada no volume e o potencial de
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trabalho externo exercido pelas forcas de corpo ou de superficie, sendo este

funcéo dos deslocamentos desconhecidos em x.

1 Lp
Uz—j ast——f—sAdx- erdx
14 0

2 2
Onde:
_ou |
£=——=u
F=EAc¢
Logo;
1 L ! 1 L! !
Uz—j (EAu’)udxz—quAu dx (2.24)
2 Jo 2 )y
X2
Wezj qudx (2.25)
X1

Ainda no pré-processamento é necessario informar dados sobre a geometria
do modelo. Internamente, o programa de elementos finitos relaciona as
coordenadas fornecidas no sistema cartesiano com as coordenadas do sistema
natural através das funcdes de forma. Cada elemento em especifico contém suas
fungdes de forma implementadas. Para elementos isoparamétricos essas mesmas
funcdes sdo também utilizadas para interpolar os deslocamentos e rotagdes dos
nos (Equacéo 2.26).

{u} = [N] {u®} (2.26)

Outro conceito importante é a matriz de transformacao cinematica [B], que
relaciona os deslocamentos as deformacgdes a nivel do elemento através das

equacdes de compatibilidade (Equagdo 2.27).
du d a
() = o) = | w = || vty = 13142 (2.27)
Por fim, com a matriz de transformacdo cinematica e as funcdes de forma
para um elemento em funcdo do sistema de coordenadas naturais, pode-se

formular a matriz de rigidez e o vetor de for¢a nodal global utilizando o conceito
de energia de deformacdo através da formulacéo forte.

1 1
ve=> f w®)"BT EABu®ldE
0
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1 1
Ue = 2wy’ f EAB'BIdEue (2.28)
0
1
K:fEABTBldE (2.29)
0
X2 1
Wezj qudxzquTueldE (2.30)
X 0
1
I, =§j dTBT.E.B.d.dV—f dTNT.<p.dS—f d'NT.F,.dv (2.31)
v s v

2.6.1.4.
Integracdo Numérica por Pontos de Gauss

A integracdo da matriz de rigidez para elementos genéricos ndo pode ser
obtida analiticamente, sendo entdo utilizada a integracdo numérica para executar
tal tarefa. Esta pode ser realizada através das formulas de Newton-Cotes, da regra
dos retangulos, ou através da regra da quadratura de Gauss, sendo esta a qual se

obtém melhores resultados para 0 MEF.

A quadratura de Gauss consiste em uma aproximac¢do numeérica da fungéo
desejada através de um somatério de funcbes pesos, avaliadas em um ndmero
minimo de pontos necessarios para obter um resultado satisfatoriamente proximo.
A integracdo cléssica de Gauss em uma dimensao da-se no intervalo de [-1,1], e é
definida como:

1 p
F®E= ) w F 2.32
f_l ® dt Zw ) (2.32)

Onde:
w: Peso da integracéo;
p: Numero de pontos de Gauss;

F(€): Funcéo a ser integrada em &.
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Pra o caso de elementos planos, i.e., em duas dimensdes, o célculo da
integracdo numérica em funcdo de duas variaveis deve obedecer a formulacéo

abaixo.

fljlmn) d dn=j1 dnle(E,n) d
o oo (2.33)

= Z Z w;w; F(&;,n;)

i=1 j=1
Onde:
w: Peso da integracéo;
p: Numero de pontos de Gauss;
F(€,m): Fungdo a ser integrada nas direcdes € e 1.

Para obter a quantidade minima de pontos necessarios a serem utilizados
para integrar uma determinada funcdo, faz-se uso da Equacdo 2.34, sendo esta

utilizada para elementos unidimensionais e bidimensionais.
n=2p-—1 (2.34)
Onde:
n: grau do polindmio a ser integrado;

p: Numero de pontos de Gauss.

2.6.2.
Grelha Equivalente

O método da grelha equivalente ou analogia de grelha consiste na
discretizagcdo da laje em um conjunto de elementos de viga interconectados
formando uma malha. E possivel simplificar o conceito fisico da teoria das placas
de Kirchhoff alegando que as cargas externas aplicadas na laje séo equilibradas

pela combinagdo dos momentos fletores e torsores nas duas dire¢fes ortogonais.

O processo de definicdo da malha para as lajes nervuras é ditado pela
posicdo das nervuras. Cada elemento de viga é situado em seus eixos e as

caracteristicas geométricas da secdo transversal séo adotadas em funcdo da inércia


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212861/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212861/CA

44

a flexdo e a torcdo. Com isso € possivel a obtencdo da solucdo para qualquer
geometria, assim como para elementos com rigidez ou ndo a torcdo, e para a
possivel flexibilidade dos apoios, ndo somente para 0s indeslocaveis

transversalmente.

O carregamento neste método € distribuido entre os elementos da grelha de
acordo com as faixas de laje que representam cada barra, ou seja, a area de
influéncia de cada uma. Esse carregamento é entdo distribuido linearmente entre

os elementos, que por sua vez é repassado aos nos.

Sabemos que a laje é um elemento bidimensional, podendo ser analisada
pela teoria das placas de Kirchhoff, portanto, os momentos fletores em um
elemento dependem tanto da curvatura em uma direcdo, quanto da curvatura na
direcdo ortogonal. J& para as vigas, elementos unidimensionais, 0s momentos
fletores nas barras s6 dependem da sua curvatura axial. Essa simplificacdo gera
erros nos deslocamentos, esforcos e deformacgdes que sdo aceitaveis em obras de
engenharia, pois o0s resultados encontrados apresentam valores a favor da

seguranca.

Para medir os deslocamentos, com o elemento de viga apresenta dois GDL a
rotacéo e dois GDL a translacdo, que no caso estudado € suficiente para descrever
satisfatoriamente seu comportamento. Na consideracdo de faixas isoladas, o
coeficiente de Poisson ndo influencia na rigidez (Equacéo 2.35), diferentemente
da placa (Equacgéo 2.36).

bh3

Dyiga = E? (2.35)
Eh3
Dyiaca = 12(1 — v2) (2.36)

Onde:
Dyi4q- Rigidez da viga;

No entanto o coeficiente de Poisson influencia no modulo de elasticidade
transversal usado no estudo pelas grelhas, gerando uma diferenca nos resultados
entres 0s métodos. A partir das equacdes 2.37 e 2.38, observamos que para a

teoria de Kirchhoff, com o aumento do coeficiente de Poisson hd um aumento na
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rigidez, o que diminui o deslocamento. Por outro lado, para a grelha, com o

aumento de v a rigidez diminui, e consequentemente os deslocamentos aumentam.

Gptaca = 7= = 1 (2.37)

G: =— <1 .
viga 2(1+v) — (2 38)

Onde:
G: Mobdulo de elasticidade transversal.

Para as deformacdes, a diferenca entre os metodos se da devido ao
confinamento lateral existente no modelo de placa para cada elemento
infinitesimal, o que ndo ocorre nas vigas da grelha, pois estas sédo pecas lineares
com comportamento em uma Unica direcdo. Essas diferencas sdo abordadas pela
NBR 6118:2007 [1] e absorvidas através de um aumento de aproximadamente

15% da rigidez elastica devido a auséncia da rigidez a torg&o.

O processo simplificado para o calculo através do método da grelha
equivalente consiste na utilizacdo de equacOes da estatica. Para o caso de lajes
continuas é feita a simplificacdo considerando a laje isolada com os bordos de

contato analisados como engastados.

2.6.3.
Métodos Empiricos

O grande volume de projetos fez com que os engenheiros buscassem
métodos mais praticos e rapidos para o calculo de lajes, resultando em
coeficientes e Tabelas para o auxilio desta tarefa. Dentre os mais adotados estéo

as Tabelas de Marcus e de Czerny.

Marcus primeiramente utilizou a teoria matematica da elasticidade para
desenvolver sua hipotese, partindo da integracdo das equacOes derivadas parciais
fornecidas pela elasticidade e empregando o método das diferencas finitas.
Notoriamente esse processo ainda seria demorado e trabalhoso para engenheiros
que desejassem fazer o dimensionamento das lajes de maneira mais préatica, por

isso, Marcus desenvolveu de forma tedrica e experimental coeficientes por meio
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semi-empirico, comparando-os com o0s resultados obtidos pela sua primeira

hipdtese.

Supondo as lajes estaticamente isoladas com um tecido de malhas
retangulares, foi sugerido um coeficiente que é adicionado as equa¢des do método
das grelhas a fim de corrigir a auséncia do momento torsor. Como o coeficiente é

menor que um, 0S momentos positivos terdo valores menores para a laje.

No entanto, o processo simplificado de Marcus apresenta erros
significativos quando as placas continuas possuem vaos muito diferentes. As
Tabelas apresentadas por Czerny sdo mais precisas e também sdo baseadas na
teoria da elasticidade com a suposicdo que o coeficiente de Poisson € nulo,

podendo ser incorporado posteriormente.

2.7.

Programas Computacionais para Andlise de Estruturas

A grande quantidade de equacdes geradas pelo método dos elementos
finitos torna por diversas vezes dificil e trabalhoso a busca por suas solugbes. Por
esse motivo, o0 MEF era pouco utilizado antes do surgimento de computadores
capazes de resolver os sistemas criados por este método. No entanto, com a
evolugdo dos computadores tornou-se possivel o uso da mecanica computacional,
que de acordo com Felippa [7], resolve problemas por um modelo baseado na

simulacdo através de métodos numéricos implementados.

Os projetistas estruturais no Brasil comumente utilizam o programa TQS,
que para o célculo de lajes utiliza 0 método das grelhas na obtencdo dos esforcos.
Este programa é bastante difundido no pais, pois os dimensionamentos das pecas
de concreto armado e protendido sdo baseados na NBR 6118:2007 [1], além de
apresentar boas ferramentas de detalhamento. Programas como o SAP 2000,
ADAPT, Ansys, Autodesk Robot, entre outros, sdo bastante utilizados para a

analise em elementos finitos, o que os torna mais preciso.
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2.7.1.
Autodesk Robot

O Robot é um programa comercial da empresa Autodesk que vem se
tornando popular por apresentar uma boa interoperabilidade com o Revit
Structure, IFC, CIS2 entre outras interfaces que sdo aplicaveis pra o processo BIM
(Building Information Modeling). Ele é utilizado na modelagem e anélise por
elementos finitos, assim como no dimensionamento através de diversas normas
internacionais de estruturas de concreto armado, concreto protendido, aco, entre

outros materiais.

Seu poder na andlise estrutural, sua facilidade de desenho e modelagem
(apresenta caracteristicas para estas finalidades que outros programas da
plataforma Autodesk contem), e o GUI (Graphical User Interface), tornaram o
Robot uma ferramenta desejada pelas empresas de projeto estrutural, pois com ele

é possivel confeccionar a documentacédo solicitada pelas construtoras.

Diversos tipos de analises sdo possiveis com esse programa, dentre elas a
analise linear, ndo linear e dinamica (modal, espectral, sismica), sendo as pecas
estudadas isoladas, acopladas, ou até mesmo no modo de multi-level (para o caso
de edificios com diversos niveis). Todas elas podem ser realizadas através de
maodulos que contem elementos de placa, casca, barra, trelica, pdrtico, soélido,
calculo pelo método das grelas, ou que contemplem o estado plano de tenséo ou o

estado plano de deformacao.

O Robot permite ao usuario a liberdade de escolha no tipo de elemento,
como por exemplo quadrilateros ou triangulos, e no tipo de discretizacdo (Coons,
Delaunay). Em contrapartida ele disponibiliza apenas elementos baseados em
interpolacdo linear, ocasionando a necessidade de maior discretizacdo para

obtencdo de um resultado satisfatorio.

Para comodidade do projetista, o programa apresenta diferentes ferramentas
como diversas combinacdes de cargas, carregamentos (pontual, distribuida
linearmente ou ndo linear, momentos, cargas devidas a temperatura, cargas
proveniente da protensdo, peso proprio, etc), condi¢bes de apoios, secBes em
estruturas de aco, offsets, dentre outras, sendo possivel a adicdo de novos

elementos ou edicdo dos existentes para utilizagdo em projetos especificos.
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