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4
FORMULAGCAO PARA A ANALISE DINAMICA.

Apresenta-se neste capitulo a formulacdo para andlise dindmica do arco
abatido. O principio de Hamilton ¢ utilizado para se obter a equacdo de

movimento do sistema.

4.1.Equacgao Diferencial de Movimento

Para obter a equagdo que descreve o movimento da estrutura quando esta ¢

submetida a um carregamento dindmico, emprega-se a equagao:

4] oL —( oL Jzo 4.1)
dt aVl.(t) oV (t)

conhecida como equac¢do de Euler-Lagrange.

fitara 1sto, precisa-se da fungdo de Lagrange do sistema, dada por:

f\ =T-Arx t (42)
onde Am, representa a variagio da energia potencial adimensional total do arco e
T representa a energia cinética na sua forma adimensional.

O deslocamento total, Vir(t), pode ser escrito como a soma de um
deslocamento estatico inicial, V;, mais a componente dependente do tempo, V; (t),
ou seja:

VrO=V O+ (4.3)

Considera-se adicionalmente que o carregamento total g, ¢ dado pela soma

de um carregamento dindmico q(t) e de um pré-carregamento estatico g, ou seja:

4, =9 +q (4.4)
Assim, a variagdo da energia potencial total do sistema produzida somente
pelo carregamento dinamico ¢ dada por:

A, _ Ar, Am, (4.5)
AEL AEL AEL

onde
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Arm, 4 ; , —

—r = A (V) + B, (Vi (©) + G (Vi (©) +4,07 (1) (4.6)
A 4, (V) +B,(V) +C, (V) +aDy, 4.7)
AEL_AO 1 o\ o\ qtiy, .

Inserindo as equagodes (4.6) e (4.7) em (4.5) e substituindo V;r(t) pela

equacao (4.3), tem-se:

o

A =((nQ 1) =1 )4, +((n0+K) -17) B
¢ B (4.8)
Hw+n) =1 )C,+(a.(hO+1)-a%)D,

onde as constantes Ay, By, Cy € Dy foram definidas no Capitulo 3.

Agora se define a energia cinética do sistema que é dada pela seguinte

e av ) (dw )
T=— j pAl| =L+ 22| Wz (4.9)
2 dt dt
aw

dv . s . .
Onde d—tt e d—tt representam as velocidades nas diregdes vertical e horizontal do

expressao:

arco, respectivamente, p ¢ a massa por unidade de volume e 7, o tempo.

Considerando, como no capitulo anterior, os parametros adimensionais:

z=z/L. vi=v/f; w=w/L; d_4d
’ dz Ldz
£ R/ kL

- - q
o=f/L; =q(t)= -
f q, =q(t) i

. 172 2 Y ~ V)
T-_L_ :lj PL so[ v | [ dwe) |7 @.11)
AEL 23, E dt dt

De forma similar ao capitulo anterior, tem-se para w;:

; K =""1i=12 4.10
/4 oy (4.10)

r’

tem-se:

W= 85°V,,(t)sen(rz) —88%,, (t)z cos(xz) + % 75* (V,, (t))2 sen(rrz)cos(rz)
T
POl O =64) 10, a2
47 (K +4) 4- "

(4.12)
Inserindo os pardmetros adimensionais (4.10) na equagdo (4.11) e

substituindo V;;(t) pela equagdo (4.3), tem-se:
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2
d(V(t
=(A6+BéVl(t)+C6Vf(t))(%} (4.13)
onde:
2 262 7688°K (77 —12 2(n? -
6:§pL 1280°K 2+ : (7[ )+165 (72; 6)+3 (414)
12E | 722 (K +4) 7' (K+4) 4
sor’ [ 16K (377 -36+Kx*—9K) 4(97°-104 2_
9L [ 10K (37 To9K) HOT 1) K3 g
6F 7(K+4) 3n 7(K+4)
254 g2 2 g2 2_3)K 2
c - ZopL| 7K 2_(” K,z 9 (4.16)
12E | 8(K+4) 4(K+4) 8 16

Uma vez obtida a energia cinética, (4.13), e a variacdo da energia potencial
total, (4.8), obtém-se a fun¢do de Lagrange, (4.2). Substituindo a equagdo (4.2) na

equagao (4.1), obtém-se a seguinte equagado diferencial nao linear de movimento:
2
(B, +2C V(t))( d V(t)j +2( 4+ BY,()+C, (t)) V () +44 V(1)

+3(B, +3A0V)V2(t)+2( +3BV+6AOV2)V(t)+qt y +2CV, +3B V] +44V; =
(4.17)

Note-se que empregando o principio da energia potencial estacionaria

d(Am/AEL)

( o = 0), aplicado a equagdo (3.16), encontra-se a equagao de equilibrio
1

estatico, ou seja, gDg + 2CoV, + 3BoVE +4A3 =0 que pode ser inserida na

equacdo (4.17). Tem-se assim:

(B, +2C V(t))( V(t)] +2(4,+BY,()+CJ7 (t)) V(t)+4AV (t) w18

+3(B, +34,) ©)+2(C, +3B, +6A0V12)V1(t)+q(t)D0 =0

Linearizando a equagdo diferencial de movimento (4.18), tem-se:
2A6 V(t)+2(C +3BV, + 641 V() +¢(t) D, =0 (4.19)

Considera-se que a estrutura esta submetida a uma excitacdo harmonica da

forma:
q(t) =g, sen (<) (4.20)

onde g, ¢ a magnitude do carregamento dinamico adimensional e Q ¢ a frequéncia

de excitacdo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221984/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221984/CA

59

41.1.
Vibragao Livre do Sistema.

O sistema ¢ considerado em vibragdo livre se ndo ha forgas externas
dindmicas excitando o arco, ou seja, g(t) =0. Portanto, o carregamento
adimensional g; esta em funcdo somente do carregamento estatico q. Neste caso,

a equacao (4.19) toma a seguinte forma:
2
24%\4(t)+2(co+3301/1 +641;7 V() =0 (4.21)

Levando (4.21) a forma caracteristica de um sistema em vibracao livre sem

amortecimento tem-se.

[ddel (t)J LoV (=0 (4.22)

t2

onde a frequéncia natural w,, escrita em funcgdo da rigidez generalizada, K, e da

massa generalizada, M, ¢ dada por:

, K 2(Co+3BY +64)7)

=e - 423
@, M 2(4) (4.23)
M, =24, (4.24)
K,=2(C,+3BJV,+64)}) (4.25)

A solucdo da equagdo diferencial homogénea (4.22) que descreve o
deslocamento vertical adimensional em fung¢do do tempo ¢ dada por:
vel,

==

o

sen(w,t)+V,, cos(aw,t) (4.26)

onde vel, e V;, representam, respetivamente, a velocidade e o deslocamento

inicial do sistemaem t = 0.

41.2.
Vibragao Forgada do Sistema.

Considerando agora g(t) = g,sen(Qt) e a equagdo (4.19), tem-se:
d’ _
24 ?Vl(t)”((?o +3B )V, +64) )V, () +q,sen(Q4)D, =0 (4.27)

Levando (4.27) a forma caracteristica de um sistema em vibragao forcado

sem amortecimento tem-se:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221984/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221984/CA

60

d*V (t
dt'z( )y ®,’V,(t)+Cte, sen (Qt) =0 (4.28)
onde:
q
Cte, = M—d (4.29)
4,=Dyg, (4.30)

A solucao da equacao diferencial (4.28) que descreve o deslocamento
vertical adimensional em fun¢ao do tempo ¢ dada por:

Y Q—vel

Vi)=Y, sen(Qt)+V, cos(w,t) ——"=—=sen(w,t) (4.31)
0)0
onde:
Q) q Y,
r=—"; y, =, y == (4.32)
o, - K, r-—1

Aqui r representa a relagdo entre a frequéncia de excitagdo e a frequéncia
natural do sistema, Y,;; € Y4, s30 os deslocamentos estatico € maximo,
respetivamente, e vel, e V;, sdo as condigdes iniciais do sistema.

Na formulacdo acima, considerando V; = 0, obtém-se a equagdo diferencial

para o arco parabolico sem carregamento estatico inicial.

4.2,
Principio da Conservagao da Energia - Plano de Fase do Sistema

Partindo do principio da conservagdo da energia, tem-se:

Az, +T=C (4.33)
onde C é uma constante que representa a energia total do sistema.

Inserindo as equagdes (4.8) e (4.13) na expressao (4.33), obtém-se:

C=((no-n)' -r*)4,+((ho-r) -r)B,

Hmo-n)y -w)e, +(a.(h0-K)-a%)D, (4.34)
(A + BV, 0+ G, V7 (g)[@j

Explicitando a velocidade na equagdo (4.34), ¢ possivel encontrar a solucao
analitica do sistema que defina a 6rbita no plano de fase associada a um par de

condi¢des iniciais.
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d(Vi(v) _ C-Az, 435)
dt (4, + B, V,()+C, V] (1) '

4.3.
Frequéncia Natural do Sistema.

A frequéncia natural do sistema pode ser obtida a partir da equagdo (4.23).
Novamente as carateristicas fisicas e geométricas do arco parabolico sdo descritas
na Tabela 2.1, enquanto os valores adotados para 4 e  estdo dados na Tabela 3.1.

A Tabela 4.1 mostra as frequéncias naturais do sistema quando o arco

encontra-se sem carregamento estatico.

Tabela 4.1 - Frequéncia natural w, do sistema na configuracao descarregada.

oA 2.75 4.58 8.71 17.61
0 41.20 56.63 96.88 189.04
4 31.88 36.31 50.54 88.45
50 29.37 29.87 31.83 39.09

Como se observa na equagao (4.23), a frequéncia natural da estrutura
encontra-se em fun¢do da rigidez efetiva e da massa do sistema. Se a estrutura
encontra-se submetida a um pré-carregamento estatico, a rigidez do sistema varia,
variando, portanto, a frequéncia w,. Este efeito ¢ ilustrado na Tabela 4.2, onde se
mostra para 4 = 8.71 a variagdo da frequéncia com o nivel de carga estatica.
Mostra-se que ao encontrar-se o arco submetido a um carregamento estatico
compressivo a medida que (qp/Ny)aprox aumenta, o valor da rigidez efetiva do

sistema diminui. Quando w, se torna zero, tem-se a carga critica do arco.

Tabela 4.2 - Frequéncia natural w, do arco em torno um carregamento estatico, 4 = 8.71.

(qp/N)aprox Wo
0=0 o0=4 0o=50| 0=0 o0=4 0o=50
0.00 0.00 0.00 0.00 96.82 50.53 31.84
0.10 0.23 0.07 0.03 83.76 45.62 31.11
0.20 040 0.12 0.06 6996 40.71 3043
030 0.52 0.16 0.08 5492 35.79 29.8I1
0.40 0.58 0.19 0.11 37.13 30.86 29.27
050 0.60 022 0.13 -- 2595 28.80
0.60 0.58 023 0.15 - 21.04 2841
0.70 0.53 024 0.18 -- 16.07 28.09

Vi
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0.80
0.90
1.00
1.10
1.20
1.30
1.40
1.50
1.60
1.70
1.80
1.90
2.00

046 0.25
0.38 0.25
0.28 0.25
0.18 0.25
0.09 0.25
0.01 0.25
-0.05 0.26
-0.09 0.27
-0.09 0.29
-0.07 0.32
0.01 0.35
0.15 0.40
0.35 0.46

0.20
0.22
0.24
0.27
0.29
0.31
0.33
0.35
0.38
0.40
0.43
0.45
0.48

21.66
44.26
60.65
75.14
88.61

11.04
5.88
2.57
7.86
12.93
17.92
22.81
27.74
32.66
37.59
42.47
47.42

27.85
27.70
27.63
27.65
27.75
27.93
28.20
28.54
28.97
29.47
30.03
30.67
31.38

62

Na Figura 4.1 mostra-se a variagdo de w, para um arco com A =871 e

diferentes valores de «, em funcdo do deslocamento V; produzido pelo

carregamento estatico inicial.

Figura 4.1 - Frequéncia natural w, versus deslocamento estatico V; , A = 8.71.
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Na Figura 4.2 mostra-se a varia¢do de w, € wZ com respeito ao parametro de

carga qp/N,.
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Figura 4.2 - Comportamento de w? e w, em funcio do carregamento estatico

adimensional. A = 8.71.

4.3.1.
Planos de Fase do Sistema em Vibragao Livre.

A Tabela 4.3 apresenta para niveis crescentes do parametro de carregamento
estatico (variando de 0 a 100% da carga critica) a coordenada V1 relativa ao ponto
de sela e da constante Cj;,,, associada a este ponto de sela para um arco de esbeltez
A = 8.71 erigidez @ = 0. O valor de Cy;,,, representa a energia no ponto de sela de
onde partem as duas orbitas homoclinicas que delimitam os dois vales potenciais
(bacias de atragdo conservativas). A Figura 4.3 apresenta, para os niveis de
carregamento apresentados na Tabela 4.3 ali, as curvas de nivel de igual energia
para alguns pares de condig¢des iniciais. Verifica-se que a area relativa ao conjunto
de condig¢des iniciais associados ao vale pré-critico (bacia de atracao conservativa)
diminui a medida que a carga aumenta, desaparecendo quando a carga atinge o

valor critico, enquanto o vale pds-critico aumenta.
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Tabela 4.3 - Valores de Cy;,,, paraA=8.71e a = 0.

Porcentagem da

64

Carga Critica (qp/Np)aprox Vi Clim
0% 0.000 0.000 1.94E-07
10% 0.060 0.023 1.75E-07
20% 0.120 0.047 1.45E-07
30% 0.180 0.074 1.17E-07
40% 0.240 0.103 9.08E-08
50% 0.299 0.134 6.65E-08
60% 0.359 0.170 4.41E-08
70% 0.419 0.211 2.35E-08
80% 0.479 0.260 4.92E-09
90% 0.539 0.327 -1.14E-08
100% 0.599 0.498 -2.47E-08
Para R =0.0% (R e Para R0 =30% (X1)ea
80 80
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Figura 4.3 - Curvas de nivel de igual energia para niveis crescentes de carregamento

estatico e energia

associada

ao ponto de

sela,

Clim-

Para A1=871

e a=0.
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