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ANALISE ESTATICA DA ESTABILIDADE - METODO
RAYLEIGH RITZ.

Alguns problemas de estabilidade de estruturas ndo podem ser resolvidos
por métodos analiticos ou sdo resolvidos de forma mais facil utilizando métodos
aproximados. Os métodos analiticos referem-se a métodos pelos quais se obtém
uma solu¢do exata das equacdes diferenciais governantes do sistema. Algumas
destas solugdes podem ser aproximadas por séries de fungdes harmdnicas ou
polinomiais com coeficientes indeterminados. O método de Rayleigh-Ritz utiliza
estes tipos de aproximacao em conjunto com o funcional do problema, para
discretizar o sistema continuo e obter os coeficientes dos termos das séries de
fungoes.

Aqui neste trabalho ¢ usado o método de Rayleigh-Ritz para resolver o
problema estatico ndo linear e obter as informagdes necessarias para a analise

dinamica nao linear apresentada no Capitulo 4.

3.1.
Calculo do Carregamento Critico Adimensional.

Para generalizar os resultados e facilitar a analise paramétrica, se definem as
seguintes coordenadas e deslocamentos adimensionais (coordenadas horizontais

divididos por L e coordenadas verticais divididos por f):

- — — - d d
z=z/L; y=y/f; w=w/L;, v=v/f,; —=—= (3.1

dz Ldz
Adicionalmente, consideram-se os seguintes pardmetros adimensionais;
- qf rlf? kL .
S=f/L; == =X K =—;i=12 32
4 1 EA 4 L EA (3-2)

Substituindo os parametros adimensionais na equacao (2.6), correspondente

a energia total do sistema, obtém-se:
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— \2 2 — \2
A 1 1/2 1 2 — | =
L0 o d®) 1s(dO) | L (0]
AEL 2 5, 2| 4z dz 2 dz 2°\ 4z
+— ! K W1 +— ! K W22
2 2
(3.3)

No método de solugdo numérica de Rayleigh Ritz ¢ preciso aproximar o
deslocamento por uma série de fungdes admissiveis que sejam continuas e
satisfacam pelo menos as condi¢des de contorno do sistema em termos dos
deslocamentos (condi¢des de contorno forgadas). Para o caso do arco parabolico,

Figura 2.6, uma boa aproximagao para o deslocamento vertical ¢ dada por (3.4):
V= Z V. cos(irz) (3.4)
i=1

onde cada termo da série (3.4) ¢ uma fungdo admissivel e continua que satisfaz
todas as condigdes de contorno do sistema em v.

O termo V; ¢ conhecido como deslocamento generalizado ou variavel
cinematica. No caso particular deste trabalho, a constante ¢ uma grandeza
adimensional dada pela divisdo do deslocamento modal vertical no meio do arco,

z = 0, pela altura do arco f, ou seja.

Vci
V.= 7 (3.5)
Para que a equacao (3.3) seja resolvida deve-se primeiro encontrar para cada
termo da série uma expressao para o deslocamento horizontal adimensional w em
funcdo V;. Inserindo a equagdo (2.2) e os parametros adimensionais (3.1) e (3.2)
na equagdo diferencial de equilibrio na dire¢do horizontal (2.10), obtém-se a
equagao diferencial:

d’ (w) _g52 4™ d(v) S 52d (V) 5 d(v) d’ (V) (3.6)
dz dz dz dz dz

que relaciona a fungdo W com a funcdo .

Agora, substituindo, por exemplo, o primeiro termo da equagdo (3.4) na
equacdo (3.6) ¢ resolvendo-a, obtém-se a equacdo (3.7) que descreve o
comportamento do deslocamento horizontal adimensional w em fun¢ao de V;:

857V, sen(7z)
7

w=

—85%V, zcos(7z) + i 787 sen(zz)cos(rz)+C,z+C, (3.7)
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A constante C, ¢ obtida considerando que as rigidezes das molas K; e K,
sejam iguais, ou seja, o deslocamento horizontal adimensional no meio do arco é
igual zero, w(0) = 0. Desta condigéo se tem que C, = 0.

Da equagdo (2.23), que descreve as condigdes de contorno na direcdo

horizontal, se obtém duas equagdes adimensionais:
e, =Kw ; g, =—K,m (3.9)

Somando as equagdes (3.8), tem-se:

1 P N
ngE(KIWl _szz) (3.9)
Levando a equagdo (2.2) a forma adimensional, obtém-se:
— 2
; d(w)+8 252 80 d(v) 1524 (3.10)
dz dz 2 dz

Considerando que a deformacao de membrana € constante em (3.9) e igual a

deformacdo média, equacao (3.10), tem-se:

1(1(@—@@):[ W) , g2 90 5(‘{(—9) z (3.1
2 7 dz dz 2 dz

Inserindo as equagdes (3.4) e (3.7) na equagao (3.11) e resolvendo-a, obtém-
se a constante C;:
C =1K1W1—1K2E—152V37z2 (3.12)
2 2 4
Precisa-se agora obter os deslocamentos horizontais w; e w, em termos dos

parametros adimensionais, de V; e das constantes de rigidez K; e K,. Isto ¢
. . ~ _ 1 - 1.
possivel avaliando a equacdo (3.7) em Z = —Sez=-e inserindo os valores

obtidos das constantes C; e C,.
Uma vez resolvido o sistema de equagdes, os deslocamentos horizontais no

apoio do arco sdo obtidos:

w =

s (na-64)  — 16 (V' —64)

1
2 #(K+4) T2 x(K+4)
Desta forma se obtém o deslocamento horizontal w em fung¢ao somente das

constantes de rigidez, dos parametros adimensionais e de V;:

W, = . K=K +K, (3.13)
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—_— 2 - - . - -
Wzm_zgé‘zl/lzcos(ﬂz)-%%ﬂé‘zﬁz sen(77z) cos(7z)
/2
3.14)
S VK (V7' —64 - (
N ! (1 )_lngf;zZ z

ar(K+4) 4

Cabe ressaltar que esta expressao ndo s6 ¢ compativel com o campo de
deslocamentos vertical, como satisfaz as condi¢des de contorno e simetria em w.

Na presente dissertacdo, considera-se um modelo reduzido de um grau de
liberdade adotando-se apenas o primeiro termo da série (3.4). Substituindo, pois, o
deslocamento horizontal adimensional (3.14) e o deslocamento vertical

adimensional (3.4) na equacao (3.3), obtém-se:

- 4 4 4 4 o4
Azr: 2_q1+ Yy, 12285K 12_47Z5K o 70K Ve (3.15)
AEL r 4 7’ (K+4) (K+4) 32(K +4)
ou, em forma mais compacta:
A g+ CY BV + AV (3.16)
AEL
onde
2 4 4 4 4.c4
D, =-2: C0:7z]/+ 1228§K : 30:_47T5K;A0: 76K (3.17)
T 4  7(K+4) (K +4) 32(K +4)

Tendo em vista que o primeiro termo em (3.1) € simétrico, a presente
aproximacao ¢ valida apenas para arcos abatidos.

Empregando agora o principio da energia potencial estacionaria,

—a(m;/ 'jEL) = 0, encontra-se a seguinte aproximacdo para o caminho ndo linear de
equilibrio:

q= AV, + BV +CJ} (3.18)
onde

4 _7z5)/+ 1285°K __67[254K. 5K

T4 T (K+4) T (K+4)0 U 16(K+4)

(3.19)

A equagdo (3.18) encontra-se expressa em forma adimensional. Porém, para
poder fazer a comparacdo com a solugdo analitica, reescreve-se a equagao (3.18)
em termos dos pardmetros usados no capitulo 2. Substituindo o carregamento
adimensional g por seu equivalente apresentado na equagao (3.2) e multiplicando

pelo pardmetro focal p e dividindo pela forga axial Ny, tem-se:
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ar_| | L P4y gyt (3.20)
N, B AE N,
aprox
onde:
*El r
=l g (3.21)
(L/2) 8f
A equagdo (3.20) toma assim a forma:
(Zf—pJ =AYV +BV>+CV’ (3.22)
p aprox
onde:
3 4 4 3 ¢4
A4:7z+ 34§K B = 30°K . C, = 70K (3.23)
128 7ry(K+4) 167/(K+4) 5127/(K+4)
3.2.

Calculo da Energia Potencial.

A energia potencial total, equacao (3.22), pode, pois, ser reescrita na forma:

N 2

P

Ar=| |y A Bips Gaps (3.24)
1 1 3 1 4 1
aprox

3.3.
Analise dos resultados obtidos.

Para a validag@o das equacdes obtidas utilizam-se as carateristicas fisicas e

geométricas do arco apresentadas na Tabela 2.1 e as seguintes relagdes de rigidez

e esbeltez:
Tabela 3.1 - Relagao de rigidez e esbeltez modificada analisados.
Esbeltez modificada ) 2.75;4.58;8.71; 17.6
Relagdo de rigidez (o) 0;4; 50

Agora, precisa-se reescrever a rigidez adimensional K em fungdo da relagdo
de rigidezes a, da mesma maneira precisa-se encontrar uma relacdo dos

parametros adimensionais y € § em fungdo de A.
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Inserindo as equagdes (2.35) e (3.2) na equacdo (3.13) e lembrando que
a, = a,, encontra-se a seguinte relacao:

1 1 2 2
K=—+—=—=— (3.25)
al aZ Cll a2
Fazendo uso das equacdes (2.33) e (3.2), obtém-se as seguintes relacdes:

4

v r
ARy E 3.6
TTar 2L (:20)

Na Tabela 3.2 mostra-se a relacdo entre a rigidez adimensional K e o
parametro de rigidez @, equagdo (3.25). Quando a = 0 o valor da rigidez linear da
mola k; é muito elevada em comparagédo da rigidez do material AE, o que faz com
que a seja muito pequena. Assim quando k;—>co, a; aproxima-se do valor zero,
ou seja, de um apoio rotulado (nenhum deslocamento horizontal). Para representar
este limite utiliza-se o valor aproximado de K = 10% ja que a rigidez
adimensional ¢ inversamente proporcional ao valor de a;. A medida que «;

cresce, cresce a flexibilidade das molas horizontais.

Tabela 3.2 - Relag@o entre as rigidezes a e K.

a 0.0 4.0 50
K 10000 1.0 0.08

A Tabela 3.3 mostra a variagdo dos deslocamentos horizontais nos apoios w;
em fungdo ;. Verifica-se que estes sdo muito pequenos em comparacdo do
comprimento L do arco. A Figura 3.1 apresenta a variagdo do deslocamento
horizontal w(z), expresso em milimetros, equagdo (3.27). Para isto, utilizou-se

um deslocamento estatico V; = 1.

w=wL (3.27)

Tabela 3.3 - Deslocamento horizontal nos apoios A = 8.71, L = 4m.

o K w(-L22)y mm  w(L/2)mm %L
0 10000 -2.10E-04 2.10E-04 0.00001%
4 1 -0.70 0.70 0.01751%

50 0.08 -1.01 1.01 0.02525%
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Figura 3.1 - Deslocamento horizontal para diversos valores de co.e A = 8.71.

A Figura 3.2 mostra os caminhos ndo lineares de equilibrio descritos pela
equacdo (3.22) para diferentes valores de A e a. Nota-se, comparando com a
Figura 2.6, que os caminhos de equilibrio obtidos pelo método aproximado de

Rayleigh-Ritz tem uma grande semelhan¢a com o caminho de equilibrio descrito

pela formulagao analitica apresentada no capitulo 2.

0.5 0.5

| 7, |
d
0.4 7’ 0.4
— // -
7
£ 03— P 0.3—
= i = |
%LZ 0.2— 77 0.2
— rd 7 —
Z
0.1 s 0.1
7 A/,
147 (a) \=2.75 (b) A=4.58
O I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I O I ‘ I ‘ I ‘ I ‘ I

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

) aprox

ap
(Np

| (C)‘

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

A=8.71
\

Figura 3.2 - Caminhos nao lineares de equilibrio para valores selecionados de A ¢ a@ =

0,4e50.

A Tabela 3.4 mostra os valores do carregamento critico (na sua forma

dimensional e adimensional) e do respectivo deslocamento no meio do arco

relativos aos pontos limites observados na Figura 3.2.
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Tabela 3.4 - Carregamento e deslocamento critico correspondente ao ponto limite.

(qp/N)

» o Vi aproximado q (KN/m)
4.58 0 0.72 0.27 0.93
0 0.50 0.60 3.93
8.71
4 0.57 0.23 1.49
0 0.45 2.09 27.79
17.61 4 0.52 0.51 6.80
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Mediante a analise do perfil de energia potencial total do sistema, descrito

pela equagdo (3.22), em funcdo do deslocamento vertical adimensional V;, pode-

se analisar a estabilidade do equilibrio do arco abatido.

Na Figura 3.3b pode-se ver que nenhuma das configura¢des do arco atinge o

flambagem, ou seja, para A = 2.75 e qualquer valor de a, a energia potencial do

sistema apresenta um Unico extremo, um minimo. Tem-se assim uma Unica

posicdo de equilibrio estavel. A Figura 3.4b mostra o comportamento de um arco

abatido com uma esbeltez A = 4.58. Neste caso o comportamento ¢ similar ao

descrito na Figura 3.3, exceto quando a relacdo de rigidez ¢ igual a ¢ = 0 onde o

sistema conta com trés posigoes de equilibrio, duas estaveis e uma instavel.
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Figura 3.3 - Energia potencial adimensional versus deslocamento V4, A = 2.75.
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Figura 3.4 - Energia potencial adimensional versus deslocamento V41, A = 4.58.
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Quando o arco tem uma esbeltez de 1 = 8.71 o sistema apresenta para
a = 0 ¢ a = 4 dois vales potenciais cujos minimos estdo associados a posi¢ao de
equilibrio estavel pré-critico (V; = 0), posi¢do desejavel onde o sistema ainda
apresenta pequenas deformacodes, e a configuracdo de equilibrio pds-critica, nao
desejavel, onde o sistema apresenta uma configuracao invertida, ver Figura 3.5. O

ponto de maximo corresponde a posi¢cdo de equilibrio instavel.

0.6 0.8
0.4— 0.4—
£ i i
~. 0.2 B 0— e
&z ] b ]
0— -0.4—
N (a) 7 (®)
-0.\‘\‘\‘\‘\ -0.8\‘\‘\‘\‘\
0 04 08 12 1.6 2 0.5 0 0.5 1 1.5 2
Vv, Vi
— o=0 — o=4 a=50

Figura 3.5 - Energia potencial adimensional versus deslocamento V4, 4 = 8.71.

Finalmente quando A = 17.61 a ndo linearidade apresentada pelo sistema ¢
maior, e uma pequena aplicacdo de carregamento estatico produz um salto de um

vale potencial desejavel para um ndo desejavel, Figura 3.6.

w
I

Figura 3.6 - Energia potencial adimensional versus deslocamento V4, 4 = 17. 61

3.4.
Comparagao do Carregamento Critico Obtido Analiticamente e pelo
Método de Rayleigh — Ritz.

Com a finalidade de se verificar quando o presente modelo reduzido pode
ser empregado para o estudo das oscilagdes ndo lineares, apresentam-se na Tabela
3.5 os valores dos carregamentos criticos obtidos pelo método analitico e
numérico. Pode-se observar que, a medida que 4 e @ aumentam, aumenta a
diferenca entre os dois resultados, o que ja era esperado, dado que um termo em
(3.4) ndo ¢ suficiente para representar o comportamento antissimétrico do arco, o

que deve ser estudado em um trabalho futuro.
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Tabela 3.5 - Comparacgdo dos carregamentos criticos de flambagem.

A o (qp{N) (qp/N ) Y%oerror Modo de
analitico  aproximado Flambagem
0 - - Nao Flamba
2.75 4 - - Nao Flamba
50 - - Nao Flamba
0 0.2755 0.27 1.87% Simétrica
4.58 4 - - Nao Flamba
50 - - Nao Flamba
0 05515 0.60 g.619% ~ ommetricaou
Antissimétrica
8.71
4 0.2505 0.23 9.08% Simétrica
50 - - Nao Flamba
0 0.9227 2.09 126.92%  Antissimétrica
17.61 4 0.4784 0.51 7.04% Simétrica ou
Antissimétrica
50 - - Nao Flamba

A partir da Tabela 3.5 se pode dizer também que a fun¢do harmonica de

deslocamento vertical aproximada descrita na equagdo (3.4) ¢ valida para sistemas

54

com uma esbeltez relativamente baixa. Assim na analise dindmica apresentada no

capitulo seguinte utilizam-se arcos com esbeltez de 1 = 4.58 e 4 = 8.71 ambas

com uma relagdo de rigidez o« = 0. Para os dois casos escolhidos ¢ preciso

encontrar as posicoes de equilibrio para valores crescentes de carregamento. Os

dados sdo apresentados na Tabela 3.6 € Tabela 3.7.

Tabela 3.6 - Posigoes de equilibrio em fungdo do nivel de carregamento para A =

8.7lea=0

% (qp/N)cm Via Vis Vic

0% 0.000 0.000 1.783 1.313
10.00%  0.060 0.023 1.236 1.837
20.00%  0.120 0.047 1.168 1.881
30.00%  0.180 0.074 1.104 1.918
40.00%  0.240 0.103 1.043 1.951
50.00%  0.299 0.134 0.982 1.980
60.00%  0.359 0.170 0.919 2.008
70.00%  0.419 0.211 0.853 2.033
80.00%  0.479 0.260 0.780 2.056
90.00%  0.539 0.327 0.691 2.078
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Tabela 3.7 - Posi¢des de equilibrio em fungdo do nivel

4.58ea=0

100.00%  0.599

0.498

0.498

55

2.099

de carregamento para A =

% (qp/Nerit Via Vis Vic

0% 0.000 0.000 Complexo Complexo
10% 0.027 0.030 Complexo Complexo
20% 0.054 0.063 Complexo Complexo
30% 0.081 0.098 Complexo Complexo
40% 0.108 0.137 Complexo Complexo
50% 0.135 0.180 Complexo Complexo
60% 0.162 0.228 Complexo Complexo
70% 0.189 0.285 Complexo Complexo
80% 0.216 0.354 Complexo Complexo
90% 0.243 0.450 Complexo Complexo
100% 0.270 1.667 Complexo Complexo
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