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2
Fundamentos teodricos

Neste Capitulo serao descritos os conceitos bésicos que permitirao um melhor
entendimento do método proposto. Primeiramente serao apresentados os
conceitos de variedades implicitas. Posteriormente serao apresentados os
conceitos da Aritmética Intervalar, da estrutura de dados 16-Tree, do ray

casting, do pipeline grafico e do modelo de iluminagcao.

2.1
Variedades implicitas

Considere uma fungao diferencével F': ) C R™ — R, onde 0 é um valor regular,
isto é VF(p) # 0 para todo p tal que F'(p) = 0. Neste caso, o conjunto de pontos
p é uma variedade diferenciavel de dimensao n — 1, pelo Teorema da Fungao
Implicita, que denotaremos por F~1(0) a qual simplesmente chamaremos de
variedade implicita (Figueiredo et al., 1992; Spivak, 1965).

Este trabalho estuda a visualizagao de variedades implicitas de dimensao
trés no espaco R?, determinadas por uma tnica funcao implicita com quatro
variavies (n = 4):

F(z,y,z,w)=0. (2-1)

A funcao implicita F' divide o R* em trés regioes: a primeira corresponde
ao conjunto de pontos em que F' tem sinal negativo, a segunda corresponde ao
conjunto de pontos em que F' tem sinal positivo, e a terceira corresponde ao
conjunto de pontos onde F' é igual a zero. No primeiro caso, sera dito que um
ponto que pertence a essa regiao esta dentro da variedade; no segunda caso,
sera dito que o ponto esta fora da variedade; e, finalmente, no terceiro caso, o
ponto sera dito que o ponto esta sobre a variedade.

Futuramente, para calcular a iluminacao em um ponto, sera preciso
calcular a normal da variedade nesse ponto. A normal no ponto p =
(r,y,z,w) € F71(0) C R* é definida pela gradiente da fungao:

n = VE(p) = (5-(6). 5 (p). 5 (0). 5 (0) 22)
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2.2
Aritmética intervalar

O objetivo desta secao é definir as notagoes e os conceitos basicos de Aritmética
Intervalar (Al). Mais detalhes sobre a teoria de Al podem ser encontrados em
(Moore, 1966).

O conjunto de todos os intervalos reais compactos serd denotado por IR.
Um elemento [z] em IR corresponde a um intervalo [z,Z], onde z and T séo
dois ntimeros reais tal que z < 7.

Para um intervalo [z] = [z, 7] € IR, seus dois pontos extremos z e T sao
chamados, respectivamente, o infimo e o supremo de [z] e eles sdo denotados
por inf([z]) e sup([z]).

A operagao aritmética binaria basica o € {4, —, X, =} para nimeros reais
pode ser estendida para dois intervalos [z] e [y] € IR na seguinte maneira:
[z] o [y] == {zoylx € [x]andy € [y]}. O operador arimético + sé pode
ser aplicado quando 0 ¢ [y]. O resultado de qualquer operacao aritmética
intervalar é um intervalo, e usando suas propriedades de monotonicidade,
eles podem ser expressos em termos dos pontos extremos dos operandos, por
exemplo, [z, T|+[y, Y] = [z+y, T+7]. Todas estas operacoes aritméticas binarias
o € {+,—, x,=+} tém inclusao isotonica, que significa: [z] C [z] and [w] C
1] = [2) o [w] C [a] o ]

O dominio de uma funcao real f é denotado por Dom(f). A imagem
de uma funcao continua real f sobre todos os pontos x no intervalo real
compacto [z] C Dom(f) é definido como sendo o intervalo Im(f, [z]) tal que
Im(f, [z]) := [min{f(z)|z € [z]}, max{f(z)|x € [z]}].

A extensao intervalar de uma fungdo real elemental ¢ € {exp,In,

cos, sin, tan, cos ™!, sin™!, tan ™!

. cosh, sinh, tanh, cosh ™, sinh ™, tanh_l} sobre
um intervalo dado [x] € Dom(¢) é definida como sendo a imagem de ¢
sobre [z], por exemplo, ¢([z]) := Im(¢,[z]). As fungdes poténcia e racional
sao definidas de maneira semelhante.

Uma funcao intervalar v é dita que tem inclusao isotonica quando para
todos os pares de intervalos [z] e [y] contido em seu dominio, a proposi¢ao
] € [y = ~(z]) € ~(ly]) é sempre verdadeira. Por defini¢do, a
extensao intervalar de todas as funcoes elementares citadas acima tém essa
propriedade importante. Ja& que cada funcao real elemental é continua e sua
extensao intervalar tem inclusdo isotonica, o intervalo ¢([x]) pode também
ser expresso em termos de pontos de limite de [z], por exemplo: exp([z]) :=
fexp(int([2])), exp(sup([z])]

Seja f uma funcao escalar de uma variavel real x definida por uma

expressao que contém apenas operacoes aritméticas e funcoes elementares. A
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extensao intervalar de f, denotada por fjj, sobre um intervalo real compacto
[x] € Dom(f) é definida como sendo a fungao intervalar construida a partir
da substituicao de cada ocorréncia da variavel real z na expressao de f pela
sua correspondente variavel intervalar [z]. O intervalo fj([x]) ¢ entdo obtido
pelo uso das correspondentes operacoes aritméticas intervalares e funcoes
intervalares elementares sobre a avaliacao da sua expressao. Quando o intervalo
[#] é um tinico ponto ([z] = [a, a]), a extensao intervalar fj satisfaz f([a,a]) =
f(a). J& que todas as operagoes de intervalo e fungoes elementares tém inclusao
isotonica, a extensao intervalar de uma funcgao real também tem inclusao
isotonica. O préoximo teorema é a principal ferramenta utilizada neste trabalho.
Ela liga a Al a imagem verdadeira da funcao de estudo.

Teorema. Seja f uma funcao continua real de uma varidvel e fj sua extensao
intervalar. Se [x] € Dom(f), entao Im(f,[x]) C fy([x]).

Quando um ponto y ¢ f([z]), este teorema garante que o ponto y nao
fica no conjunto I'm(f, [z]). Desafortunadamente, o intervalo f;([z]) é em geral,
uma sobrestimacao da imagem de f sobre o intervalo [z]. Esse Teorema vale
também para funcoes reais continuas em n variaveis, que sao os principais

objetos de estudo desse trabalho.

2.3

Ray casting implicito

Ray Casting é uma técnica de computagao grafica que cria imagens langando
raios a partir de uma camera e salvando na tela a intersecao da trajetoria
dos raios com os objetos. Foi primeiramente apresentado por (Appel, 1968).
Outra técnica semelhante é a de Ray Tracing, primeiro proposto por (Whitted,
1980). A principal diferenga entre Ray Tracing e Ray Casting é que a primeira
permite tracgar raios secundarios para calcular sombras, reflexoes e refracoes.

A Figura 2.1, apresenta o processo de ray tracing em 3D com uma
camera, uma janela com pixeis, uma fonte de luz e dois raios intersectando
uma esfera e um toro.

Muitos trabalhos em visualizacao de variedades implicitas sao
relacionados as técnicas de Ray Tracing, nas quais sao utilizados raios
secundarios para obter uma iluminagao realista e modelos de sombreado tal
como iluminagcao global (Kajiya, 1986). Mais recentemente, a comunidade vem
concentrando esforcos em tomar o Ray Tracing mais interativo, através de
paralelizagao e otimizagoes (Singh, 2013).

Este trabalho s6 se concentrara na técnica de Ray Casting, para nao
sobrecarregar os calculos, ja que sera feito uso da programacao em GPU.

Nas seguintes subsecoes serao descritas os conceitos de Raio (subsecao 2.3.1),
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Figura 2.2: Defini¢ao do raio.

intersecao do raio com uma hiperesfera (subsegao 2.3.2), e a interse¢ao do raio

com uma funcao implicita (subsecao 2.3.3) no R%.

2.3.1
Raio
Um raio é uma linha infinita que esta definida por um ponto o, chamado de
origem, e um vetor d, chamado de direciao. Um raio r : R — R* é uma funcao
parametrizada por um numero real t. Quando r(0) corresponde ao ponto de

origem do raio. Um ponto arbitrario r(0) no raio é expressado por (Suffern,

2007):
r(t) = o+ td. (2-3)

A Figura 2.2 ilustra a definicao de um raio.

2.3.2
Intersecao de raio com uma hiperesfera

Uma hiperesfera ¢ definida pelo conjunto de pontos p = (x,y, z,w) € R* que
distam R de um ponto ¢, onde R é o raio e ¢ = (¢, ¢y, ¢z, ) € 0 centro
da hiperesfera. Esse objeto pode ser representado através de uma equacao

implicita que é dada por:

(P—c)-(p—c)—R*=0 (2-4)
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onde o operador - corresponde ao produto interno usual no R*. Essa equacao

pode ser re-escrita na seguinte forma:
(z—c)?+W—c,)+(z—c.)?+(w—cu,) > —R*=0 (2-5)

Para interceptar um raio com uma hiperesfera, devemos substituir a

Equacao 2-3 em 2-4 para obter:
(o+td—c)-(o+td—c)— R*=0 (2-6)

Para achar as duas raizes, expandimos a Equacao 2-6 de tal modo a obter:

(d-d)t* +[2(0—c)-djt+(0—c)-(0o—c)— R*=0 (2-7)
A Equagao 2-7 é uma equacao quadratica em t, que pode ser escrita
como:
at®> + bt +c =0, (2-8)
onde
a=d-d,
b=2(o—c)-d,
c=(0—c)-(0o—c)—1? (2-9)

A solucao da Equacao 2-8 é dada pela expressao:

o —b+ /(b? — 4ac)
B 2a

As equagoes quadraticas podem ter nenhuma, uma ou duas raizes reais,
dependendo do valor do discriminante b? — 4ac.
Neste trabalho consideramos os casos que possuem duas raizes reais, e

serao descartadas as outras duas situacoes.

2.3.3
Intersecao de raio com funcao implicita

A intersecdo entre uma fungao implicita F'(x,y, z,w) = 0 e um raio ¢é definida
substituindo os parametros de F' pela Equacao do raio (2-3), com o qual

obtemos:
g(t) = F(oy + tdy, 0y + tdy, 0, + td,, 0, + tdy,) (2-10)

Calcular a intersecao com um raio significa encontrar as raizes da funcao
g dada pela Equacao 2-10.

Existem muitas técnicas para encontrar essas raizes (Diaz, 2008). O
enfoque usado neste trabalho é do amostragem de pontos com bissecao, um

exemplo estd na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Encontrando a raiz com amostragem de pontos com bissecao.

Considerando um dominio t,,;, € tme: para os valores do parametro t
do raio, devemos amostrar esse intervalo, numa quantidade finita de pontos,
e para cada ponto avaliar o sinal da funcao g. Se houver dois pontos com
sinais diferentes, entao isso significa que nesse intervalo ha pelo menos uma
intersecao, pelo Teorema do Valor Intermediario, ja que g assim como F' sao
fungdes continuas (ver Figura 2.3).

Dados esses dois pontos extremos do intervalo em ¢, é executado um
algoritmo da bissecao para determinar uma raiz definida (ver Algoritmo 2.1),

ou seja um ponto sobre a variedade F~1(0).

2.4
Programacao em GPU

O objetivo desta secao é apresentar os conceitos basicos da programacao em
GPU usando o pipeline programavel. Uma explicacao mais detalhada pode
ser encontrada no livro (Shreiner et al., 2013), (Engel et al., 2006) ¢ em
(Akenine-Moller et al., 2008).

A maioria de computadores modernos estdao equipados com um
processador para graficos 3D acelerados por hardware. As unidades de
processamento de graficos (GPU, pelas suas siglas em inglés graphics processing
units), sao altamente otimizadas para processamento de dados em paralelo. As
GPUs tém substituido o tradicional pipeline de funcao fixa por um pipeline
programavel, o qual permite ao programador escrever pequenos programas
para serem executados muito rapidos e eficientemente.

Agora sera descrito o pipeline e seus estagios programaveis.

24.1

O pipeline programavel

Para visualizar uma cena virtual, primeiro a cena deve ser descomposta em
poligonos planares, geralmente triangulos. Ao enviar esses poligono a GPU,
ela gera imagens raster de forma muito rapida e eficientemente. Esse processo
de conversao de um conjunto de primitivas poligonais em uma imagem raster

¢ chamado de display transversal.
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Algorithm 2.1 Algoritmo da bissecao recursivo.
Require: f;- fo <0.
Ensure: A raiz da funcao F entre t; e t».
1: function SOLVE(ty, ts)
2: f1 — F(tl)
L o F(i)

3

4 if f; <0 then

5: return BISECT(ty, to, fi1, f2)
6: else

7: return BISECT (s, t1, f2, f1)
8: end if

9: end function

Require: f; <0 and fy > 0.

Ensure: A raiz da funcao F' entre t; e ts.
10: function BISECT(t1, to, f1, fo2)

11: tm = (t1 +1t2)/2

12: fm = F(tm)

13: if f,, =0 then

14: return ¢, > t,, € uma raiz
15: end if

16: if f,, <0 then

17: return BISECT(t,,, ta, fim, f2)

18: else

19: return BISECT(t1, tm, f1, fim)

20: end if

21: end function

Todos os processadores graficos 3D implementam o display transversal
como um pipeline consistindo de uma seqiiéncia fixa de estagios de
processamento. A Figura 2.4 apresenta a ordem de operagoes de um
processador grafico moderno com o uso do OpenGL com versoes a partir da 3.2.
As caixas azuis sdo os estdagios programaveis, as caixas brancas representam
os processamentos internos da GPU, e os numeros em parénteses indicam
qual versao de OpenGL é requerida. Nas seguintes subsecoes cada estégio sera

descrito separadamente.

2.4.2
Vertex Shader

O wvertex shader opera nos vértices de forma individual, ou seja: um vértice
cada vez. O verter shader nao tém conhecimento dos outros vértices que
formam a primitiva geométrica. Ele calcula transformagoes lineares dos
vértices de entrada, tais como rotacao, translacao e escalonamento no espaco

tridimensional. Este passo compreende a transformagao dos vértices desde as
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coordenadas do modelo local dentro do espago do mundo (matriz do modelo),
logo dentro do espago da camera (matriz de visao), até o espaco da janela

(matriz de projecao).

2.4.3
Tessellation

Tessellation é um estagio que recebe patches como entradas e gera novas
primitivas geométricas que podem ser pontos, linhas ou triangulos. Um patch
¢ dado por um array de vértices e seus atributos sao calculados pelo vertex

shader.

24.4
Geometry Shader

Este estégio é opcional, se estd ativo o geometry shader ele recebe como entrada
as primitivas geométricas construidas no estagio anterior. O geometry shader
tem acesso a todos os vértices da primitiva na qual ele estd trabalhando, e se
foi especificado, ele pode também ter acesso a informagao de adjacéncia. Os
tipos de primitivas geométricas de entrada e de saida devem ser declarados, a

saida pode ter zero ou mais primitivas geométricas.

245
Rasterization and Interpolation

Este estagio nao é programavel, é um componente fixo do pipeline grafico, mas

¢ importante descrever o que acontece aqui, para entender melhor o pipeline.

Rasterizacao

Eo processo de determinar o conjunto de pixeis na imagem final, que sao
parte da primitiva. Para cada pixel que tem seu centro dentro dos limites do
triangulo serao adicionados ao conjunto de pixeis para processamento futuro.
Na Figura 2.5 na parte esquerda, os pontos com cores representam as posigoes

dos vértices no espaco da tela.

Interpolacao

O seguinte passo é calcular os atributos para cada pixel baseado nos
atributos e na distancia do pixel ha cada vértice na posicao da tela. Na Figura

2.5 na parte direita, pode-se observar os cores dos pixeis interpolados.
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Figura 2.4: O pipeline gréfico programavel. Fonte: (Lighthouse3d).

.

Figura 2.5: Um exemplo do estagio de rasterizagao (esquerda) e interpolagao
(direita) do pipeline grafico. Fonte: (Lighthouse3d).
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Figura 2.6: Uma descrigao visual dos estagios do pipeline grafico, desde os
vértices até os pixeis. Fonte: (Engel et al., 2006).

2.4.6
Fragment Shader

Neste estagio cada fragmento tem seus préprios atributos interpolados no
estdgio anterior, nao é possivel acessar atributos de fragmentos vizinhos. O
processador de fragmento é capaz de efetuar varias texturas e usar operagoes
de filtragem para cada fragmento. O programa calcula a cor final do fragmento
a partir dos atributos de vértice interpolados, as amostras de texturas filtrados
e o cédigo implementado.

Um fragment shader s6 pode ter uma variavel de saida, a qual deve ser

o cor do fragmento. Algumas variaveis préprias de cada fragmento sao:

— gl FragCoord: contém as coordenadas do fragmento (zf,yf,zf, wf),
onde (xf,yf) é a posigao do pixel na tela, zf é a profundidade, e wf é

1/we, onde we é o componente do fragmento no espago de clipping.
— gl FrontFacing: diz a orientacao da primitiva que originou o pixel.

— gl FragDepth: contém a profundidade do pixel, se esté ativo o buffer de
profundidade.

Na Figura 2.6 pode-se observar uma descrigao visual dos estagios anteriormente

descritos, desde os vértices até os pixeis.

2.5
Modelo de iluminacao de Phong

Nesta secao é explicado o modelo de iluminacao que foi implementado. Foi
escolhido o modelo de iluminacao de Phong, porque é o modelo de iluminagao
mais usado em computacao grafica.

A iluminacao é realizado no espaco R*, considerando as posicoes de
uma ou varias fontes de luz. A Figura 2.7 apresenta os vetores implicados
no processo de iluminagao:
¢: vetor desde o ponto de vista, em neste trabalho este é o vetor direcao do
raio desde o pixel,

[: vetor para a luz,
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Figura 2.7: Geometria do modelo de iluminagao de Phong, a esquerda os

vetores que intervém e a direita o cdlculo do raio de reflexdo da luz (Diaz,
2008).

7: normal da superficie,
7> raio de reflexao.

O modelo de iluminacao de Phong calcula a luz refletida por um objeto
como uma combinacao de trés diferentes termos: ambiente, difuso e especular

(Engel et al., 2006), através da seguinte equagao:

[Phong = lambiente + [difuso + [especular

Os termos sao escritos como valores RGB.
O termo ambiente é modelado como uma constante de luz global

multiplicado pelo cor ambiente e o coeficiente ambiente do material:
]a,mbz'ente - ka, Ca Iaa

onde:
1, representa a cor e a intensidade da luz ambiente global,
C, representa a cor ambiente do material,
k, representa o coeficiente da luz ambiente, que é uma constante entre 0 e
1. Essa constante controla o quanto da luz ambiente que chega a superficie é
refletida.

O termo difuso corresponde a reflexao Lambertiana, onde a luz é refletida

igualmente em todas as diregoes:
Liifuso = ka Ca Ig maz(0,n - 1),

onde:

1, representa a cor e a intensidade emitida pela fonte de luz,
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Figura 2.8: Exemplo da iluminacao com o modelo de Phong. Esquerda,
iluminando com o termo ambiente. Centro, adicionando o termo difuso. Direita,
imagem final com o termo especular.

C, representa a cor difuso do material,
k4 representa o coeficiente difuso, constante entre 0 e 1.
Segundo o termo difuso, a cor de um ponto na superficie é proporcional ao
cosseno do angulo (produto ponto) entre a diregao da luz [ e a normal 7 no
ponto. A fungao max é usada para os casos no qual o produto ponto é negativo,
nesses pontos a luz nao chega e ficam na sombra.

O termo especular modela a reflexao de superficies brilhantes e depende

do vetor de visao ¢

Iespecular - ]{35 Os [s m(ICL‘(O,’I“ . 6)”7

onde:

I, representa a intensidade emitida pela fonte de luz,

C representa a cor especular do material,

ks representa o coeficiente especular, que determina a quantidade de reflexao
especular do material,

n representa o exponente especular chamado de brilhantes da superficie, e é
usado para controlar o tamanho da iluminagao resultante.

Na Figura 2.8, pode-se observar um exemplo da iluminagao com o modelo
de Phong.

2.5.1
Tipos de fontes de luz

Em computagao grafica tem muitas variedades de tipos de fontes de luz, cada
tipo cria um efeito visual unico, e adiciona uma quantidade de complexidade
computacional a cena. Mais informagoes podem ser obtidas em (Engel et al.,
2006).

Neste trabalho foram utilizadas as fontes de luz pontual e direcional, por

serem de menor carga computacional.
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— Fontes de luz pontual emitem luz a partir de um sé ponto no espago,

igualmente para todas as diregoes.

— Fontes de luz direcional sao fontes de luz pontual no infinito. Sao somente
descritos pela direcao da luz, e todos os raios emitidos sao paralelos um

ao outro.
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