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Resumo

Pinto, Ronald Coutinho; Palmeira, Carlos Frederico Borges (Orientador).
Introducdo a analise combinatéria. Rio de Janeiro, 2014. 59p.
Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Matematica Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Este trabalho possui o intuito de desmistificar a dificuldade encontrada por
professores e alunos no ensino e aprendizagem do topico analise combinatoria. A
razdo que motivou este trabalho foi o fato de que boa parte dos professores de
matematica do ensino médio e Ultimas séries do ensino fundamental consideram a
Analise Combinatoria como algo complicado de ser ensinado; além da questao
das dificuldades de entendimento por parte dos alunos que séo induzidos a
memorizacdo de formulas e a aplicagdo das mesmas a resolucdo dos exercicios
para compreenderem tal contetdo. Inicialmente apresentaremos alguns conceitos
que servirdo como auxilio para que o professor possa trabalhar nas atividades
propostas a serem desenvolvidas juntamente com os alunos. E ao longo do
trabalho iremos falar de alguns topicos abordados pela analise combinatéria sem,
inicialmente, mencionarmos férmulas que servem apenas para serem
memorizadas. O mais importante é fazer o aluno trabalhar um problema sugerido
através do roteiro e dos conceitos que serdo propostos e ao final de alguns
exercicios, quando tal aluno tiver entendido tal conceito, ser anunciado a ele que
acabou de aprender e entender o conceito em questdo, ao invés de memorizar um
determinado exercicio ou outro, pois sabemos que desta forma, quando o aluno
deparar-se com um novo problema, ndo serd capaz de soluciond-lo. Dessa
maneira, elaborou-se um roteiro na solucdo dos exercicios, ou seja, uma forma do
professor trabalhar qualquer atividade proposta que envolva problemas de
contagem em sala de aula. Enfim, buscou-se com esse trabalho, apresentar aos
docentes, estratégias eficientes que podem ser utilizadas para o ensino de
combinatéria e ajudar os alunos a compreenderem melhor os problemas de

contagem utilizando o raciocinio I6gico e de contagem.

Palavras-chave
Combinatoria; Probabilidade; Combinagdo; Arranjo; Permutacéo;
Problemas resolvidos.
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Abstract

Pinto, Ronald Coutinho; Palmeira, Carlos Frederico Borges (Orientador).
Introduction to Combinatorics. Rio de Janeiro, 2014. 59p. MSc
Dissertation — Departamento de Matematica Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

This work has the intent to explain the difficulties found by teachers and
student on teaching and learning combinatorics. The motivation of this work was
the fact that most of the Mathematics Teachers of High School consider
combinatorics as something complicated to be taught; contributing as well the fact
that students are led to memorize the formulas and apply it on exercises so they
can understand the subject. Initially we will show some concepts that will help the
Teachers to work together with the students on the proposed activities. During the
work, we will talk about Combinatorics topics without mentioning formulas that
needs memorization only. The most important thing is to make the student work
on a suggested problem following a guide and concepts shown and after finishing
a few exercises, when the student will show the understanding of the concepts, the
Teacher will tell him that he learned that concept, instead of memorizing a
specific exercise. Because we know that not doing this, when this student faces a
new problem, he will not be able to solve it. Thus it was elaborated a guide to
solve exercises and that means a way that the Teacher can work with any
proposed activity that has counting in it. Finally, it was sought with this work to
show the scholars some efficient strategies that can be used on teaching
Combinatorics and help the students to understand better the problems about

counting, using logical reasoning and logical counting.

Keywords

Combinatorics; Probability; Combination; Arrangement; Permutation;

Solved Problems.
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Introducao

A Analise Combinatéria é uma ferramenta importante que o aluno
necessita para resolver problemas reais. Porém, observa-se que o ensino desta
matéria nas escolas, na maioria das vezes, limita-se ao uso de formulas para
calcular o que esta sendo pedido em um determinado problema, sem proporcionar
ao aluno a interpretagdo e entendimento necessarios para que sejam aplicados em
problemas variados.

Percebendo a dificuldade dos professores em apresentar os topicos de
Analise Combinatdria e a consequente dificuldade dos alunos em aprender tal
disciplina, buscou-se desenvolver esse trabalho como orientacéo aos professores e
alunos como forma de ensinar — aprender tal disciplina.

Inicialmente serdo apresentados alguns conceitos que servirdo como
auxilio para que o professor possa trabalhar nas atividades propostas a serem
desenvolvidas juntamente com os alunos. E ao longo do trabalho iremos falar de
alguns topicos abordados pela analise combinatéria. O mais importante é fazer o
aluno trabalhar um problema sugerido através do roteiro e dos conceitos que serao
propostos e ao final de alguns exercicios, quando tal aluno tiver entendido tal
conceito, ser anunciado a ele que acabou de aprender e entender o conceito em
questdo, ao invés de memorizar um determinado exercicio ou outro, pois sabemos
que desta forma, quando o aluno deparar-se com um novo problema, ndo sera
capaz de soluciona-lo. Dessa maneira, elaborou-se um roteiro na solucdo dos
exercicios, ou seja, uma forma do professor trabalhar qualquer atividade proposta
gue envolva problemas de contagem em sala de aula.

Este trabalho sera dividido em cinco capitulos da seguinte maneira:

O primeiro capitulo tratard dos dois principios fundamentais da contagem,
principio aditivo e multiplicativo, seguidos de alguns exercicios que terdo como
objetivo fixar tais principios além de desenvolver o raciocinio légico e
combinatdrio nos alunos.

No segundo capitulo, serdo apresentados alguns conceitos que sao
abordados nos livros didaticos, sdo cobrados em vestibulares e concursos,

seguidos de alguns exercicios que serdo solucionados de duas maneiras: usando-se
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apenas os principios fundamentais da contagem e usando-se 0 novo conceito
aprendido. O objetivo desse capitulo é fazer o aluno perceber que ndo é preciso
saber tais conceitos para a solucdo das questbes propostas, mas que O
entendimento deles facilita em muito a solucdo. A questdo é que ndo se deve
condenar a apresentacdo do conceito ao aluno, mas sim a forma como lhe é
apresentado, a forma como os livros didaticos abordam o assunto. Entendo que o
aluno pode usar as formulas, desde que saiba o que estd fazendo, ou seja, desde
que saiba o que significa tal conceito, pois com isso o aluno tera ferramentas e
opcdes na hora de solucionar um problema.

No terceiro capitulo, serdo apresentados mais alguns conceitos
considerados interessantes, que também tem lugar garantido em concursos e
vestibulares, com alguns exercicios que abordam tais conceitos.

O quarto capitulo tratara de aplicacbes da analise combinatoria a
probabilidade, com solucao de exercicios.

E finalmente o quinto capitulo relata as consideragdes finais.

Entende-se por combinatéria, a parte da matematica finita que estuda as
configuracBes. Entende-se por configuracGes as disposicdes dos elementos de um
conjunto segundo uma regra (propriedade).

Ex: Placas de automdveis

Sejam R ={A4,B,C,...,Z}en={0,1,2,...,9}

Propriedade: Ordem linear de 7 elementos sendo que 0s trés primeiros
pertencem a ‘R e os quatro ultimos pertencem a 7.

A maior parte dos alunos do ensino médio acha que a combinatéria estuda
apenas as combinacdes, arranjos e permutacdes. Na verdade, a analise
combinatdria trata além desses conceitos citados anteriormente, de outros como o
principio da inclusdo-exclusdo, o principio das casas dos pombos ou principio das
gavetas de Dirichlet, as funcdes geradoras, as permutagdes caoticas, o principio da
reflexdo, os lemas de Kaplansky, nimeros binomiais, etc. que sdo poderosas
ferramentas na solucdo de problemas de combinatdria.

Neste trabalho ndo serdo abordados todos esses conceitos, mas existem
varias obras que abordam tais temas, dentre eles o livro Analise Combinatdria e
Probabilidade da SBM.
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A Andlise Combinatdria se constitui numa ferramenta para diversas areas
do conhecimento cientifico, gracas ao seu vasto campo de aplicagdo, além disso,
permite a elaboragdo de situacdes problemas que podem ser discutidas através da
construcdo de conjecturas e discusséo de ideias, promovendo o desenvolvimento
da capacidade de argumentacdo em diferentes niveis de ensino.

Em nosso pais, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) destacam,
dentre outros aspectos, a importancia do raciocinio combinatério na formacéo dos
alunos do Ensino Médio e o cuidado que nds, professores, devemos ter ao
procurar desenvolvé-lo. Segundo esse documento:

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicbes com base numa amostra de populacéo,
aplicar as ideias de probabilidade e combinatéria a fenbmenos naturais e do
cotidiano sé@o aplicacbes da Matematica em questdes do mundo real que tiveram
um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas. Técnicas e
raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem davida, instrumentos tanto das
ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas. Isto mostra como sera
importante uma cuidadosa abordagem dos contetdos de contagem, estatistica e
probabilidades no Ensino Médio... (BRASIL, 1998, p.257).

Sabemos que a andlise combinatéria possui técnicas gerais que permitem
atacar certos tipos de problemas, mas a solugdo de um problema combinatorio
exige quase sempre engenhosidade e compreensdo plena da situacdo descrita pelo
problema. Este é um dos encantos desta parte da matematica, em que problemas
faceis de enunciar revelam-se por vezes dificeis, exigindo uma alta dose de
criatividade para sua solucdo. Talvez essa seja a principal caracteristica que torna
esta parte da matematica tdo dificil de se estudar, mas a0 mesmo tempo tao
encantadora, desafiante, empolgante, a ponto de ter lugar garantido em provas de

olimpiadas de matematica, vestibulares e concursos em geral.
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Capitulo |
Principios Fundamentais da Contagem

1.1
Principio Aditivo

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se para cada uma
dessas m maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode ocorrer de n
maneiras diferentes, e A e B sdo mutuamente exclusivos (ndo podem ocorrer ao
mesmo tempo, ou a realizacdo de um evento exclui a realizagdo do outro), entdo o
namero de maneiras de ocorrer 0 evento A ou o0 evento B é m + n. Pensando em
termos de conjuntos, outra maneira de se pensar é: se A e B sdo dois conjuntos
com m e n elementos respectivamente, disjuntos ( A N B = @), entdo o numero de

elementosde AU B ém +n.

Ex: Rodrigo tem 10 dvds de Acdo, 5 de Comedia e 2 de Terror. De quantas

maneiras ele pode escolher um dvd para assistir?

Solucéo: como os dvds de acdo, de comédia e de terror sdo conjuntos disjuntos, ou
seja, ndo possuem nenhum elemento em comum, e como Rodrigo quer assistir a
apenas um filme sem nenhuma restricdo, ele podera assistir a um filme de 10 + 5

+ 2 =17 maneiras diferentes.

1.2

Principio Multiplicativo

Se um evento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e, se para cada uma
dessas m maneiras possiveis de A ocorrer, um outro evento B pode ocorrer de n
maneiras diferentes, entdo o nimero de maneiras de ocorrer o0 evento A seguido
do evento B é m x n. Pensando em termos de conjuntos, outra maneira de se
pensar é: se A e B sdo dois conjuntos com m e n elementos respectivamente, entao

0 numero de elementos de A x B (produto cartesiano) € m X n.
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Ex: Rodrigo tem 10 dvds de Acdo, 5 de Comédia e 2 de Terror. Agora, suponha
que ele queira assistir a um filme de Acédo, a um filme de Comédia e a um filme
de Terror. De quantas maneiras diferentes ele podera escolher os trés filmes para

assistir?

Solucdo: Rodrigo devera assistir a trés filmes. O primeiro devera ser de Acéo,
logo ele tem 10 possibilidades; para cada filme de Agdo, ele podera assistir a 5
Comeédias e, para cada Comédia, 2 filmes de Terror. Logo, Rodrigo podera assistir

a um filme de cada género de 10 x 5 x 2 = 100 formas diferentes.

1.3
Regras para uma boa montagem de configuracdes e para a solucéao

de um problema

Sem duvida alguma, a maneira em como se pensa na solucdo de um
problema de combinatoria é fundamental e decisiva para resolvé-lo. Por isso,

seguirei alguns passos nas solugdes das questdes a partir de agora:

1) Definir o conjunto de onde se deve retirar os elementos para a montagem
das configuracdes.

2) Identificar a propriedade que determina a montagem das configuracdes.

3) Escolher a sequéncia de decisdes que gere uma e somente uma
configuracdo do tipo desejado, pois uma mesma configuracdo ndo pode ser
gerada mais de uma vez.

4) Né&o devem ser feitas mais de uma escolha por decisdo.

5) Variar as escolhas, de forma que todas as configuracGes possiveis sejam
geradas.

OBS: A partir de agora iremos usar simbolo | | para indicar a cardinalidade de

um conjunto.

Ex:sejaA={a e i,0, U} entdo | Al =25, indicando que o conjunto A

possui 5 elementos ou possui cardinalidade igual a cinco.
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Ex: Pecas de domind. Quantas pecas de domind existem?
SejaD =1{0,1,2,3,4,5,6,} o conjunto formado pelos valores marcados nas pecas de

domind.

Propriedade: Subconjuntos de dois elementos pertencentes a D.

Obs: Decisdo; — serd chamada de d; a partir de agora e assim por diante.

Obs: Levando-se em consideracdo que cada deciséo gera um conjunto, iremos indicar a

cardinalidade de tais conjuntos que refletem as possibilidades das decisdes em questéo.

d;: Escolher um elemento de D para ocupar a primeira posi¢do da peca de doming. Temos

7 possibilidades.

d,: Neste caso, temos de impor uma restricdo na escolha, para ndo cairmos na regra 3),
caso contrario, teriamos configuracGes (pecas de domino) repetidas. Com esses cuidados,
podemos garantir as regras citadas anteriormente.

Temos entdo, de escolher um elemento de D maior ou igual ao escolhido em d;
para ocupar a segunda posicdo da peca de domino.

Isso nos forca a dividir o problema em 7 casos diferentes, ja que sdo 7 as escolhas
de d;.

1° caso — elemento escolhido em d; = 0 e d, > d;, entéo d, pode ser 0, 1, 2, ..., 6.
Neste caso, Possibilidades de d; = |d;| = 1 e Possibilidades de d, = |d,| = 7.
Pelo principio multiplicativo, temos |d,| X |d,| =1 %X 7 = 7. Analogamente,
teremos para:

2° caso - elemento escolhido em d; € o 1 e Possibilidades de

d>=1|d,| =6, entdo, |d{| X |dy] =1X6=6

3° caso - elemento escolhido em d; é o 2 e Possibilidades de

d,=|d,| =5, entdo, |d,| X |d,] =1%x5=5

4° caso - elemento escolhido em d; é o 3 e Possibilidades de

d,=|d,| =4, entdo, |d,| X |d,| =1%x4=4

5° caso - elemento escolhido em d; é o 4 e Possibilidades de

d;=|d,| =3, entdo, |d,| X |d,] =1%x3 =3

6° caso - elemento escolhido em d; é o 5 e Possibilidades de

d;=|d,| =2,entdo, |dy| X|d,| =1%x2=2
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7° caso - elemento escolhido em d; € o 6 e Possibilidades de
d,=1|d,| =1,entdo, |dy| X|d,] =1%x1=1

Pelo principio aditivo, teremos,

|1°caso| + |2°caso| + -+ + |7°caso| = =7+6+5+4+3+2+1 = 28

Temos entdo, um total de 28 pecas de domino ou 28 configuragdes diferentes.

Embora possam resolver todos os problemas, os principios de contagem
podem tornar a resolucdo de alguns problemas, 0s que possuem muitas
informagdes, extremamente dificil. Nestes casos, para resolvé-los, faremos o
aluno perceber que o uso de ferramentas da Analise Combinatdria, como

Arranjos, Combinac@es e Permutacdes, tornara a questdo bem mais simples.

14
Alguns problemas resolvidos apenas com 0s principios

fundamentais da contagem.

Problema 1: Trés estradas A, B e C conduzem ao topo de um morro. De quantas
maneiras diferentes uma pessoa pode subir e descer esse morro.

Solucéo:

Seja E = {a, b, c} 0 conjunto formado pelas estradas em questao.

Propriedade: Ordem linear de dois elementos onde o primeiro é a estrada de

subida e 0 segundo é a estrada de descida.

Através de um esquema conhecido como arvores de possibilidades,
podemos visualizar todas as possibilidades em questdo. Tal sistema deve ser
usado em sala de aula, no inicio, pois 0 mesmo ajuda o aluno a visualizar e

entender o principio multiplicativo.
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A Estrada de descida A Estrada de descida
Estrada de subida B Estrada de descida Estrada de subida B E Estrada de descida
C Estrada de descida C Estrada de descida

A Estrada de descida
Estrada de subida B Estrada de descida

C Estrada de descida

d;: Escolher um elemento de E(Estrada), para a subida. Temos trés possibilidades,

logo, |d;| =3

d,: Escolher um elemento de E(Estrada), para a descida. Como ndo ha qualquer

restricao, teremos trés possibilidades, logo, |d,| =3

Pelo principio multiplicativo, temos que |d;| X |d;,| =3 X3 =9
Como para cada subida, temos trés possibilidades de descida, teremos 3 x 3 =9

modos diferentes.

Problema 2: Suponhamos que no problema anterior a pessoa ndo queira descer o
morro pela estrada que subiu. Quantos caminhos diferentes de ida e volta ela

podera fazer?
Solucéo:
Seja E = {a, b, c} o conjunto formado pelas estradas em questao.

Propriedade: Ordem linear de dois elementos em que o primeiro é a estrada de
subida e o segundo é a estrada de descida diferente da estrada de subida.
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g Estrada de descida A Estrada de descida

Estrada de subida p C Estrada de descida Estrada de subida p C Estrada de descida

A Estrada de descida

Estrada de subida B Estrada de descida

di: Escolher um elemento de E(Estrada), para a subida. Temos trés possibilidades,

logo, |d;| =3

d,: Escolher um elemento de E(Estrada), para a descida, diferente da escolhida em
d;. Neste caso temos uma restricdo e com isso, teremos duas possibilidades, logo,
|d,| =2

Pelo principio multiplicativo, temos que |d,| X |d,| =3 X2 =6

Problema 3: De quantos modos 3 pessoas podem sentar-se em 7 cadeiras em fila?
Solucéo:

Seja C ={cy, ¢y, €3, C4, Cs, C6, C7} 0 CONjunto formado pelas sete cadeiras.
Propriedade: Ordem linear de trés elementos(cadeiras).

dy: Escolher uma cadeira para a primeira pessoa. Temos sete possibilidades, logo,
ldi| =7

d,: Escolher uma cadeira para a segunda pessoa, diferente da escolhida em d; ja
que duas pessoas ndo podem sentar a0 mesmo tempo numa mesma cadeira. Neste

caso temos uma restri¢cdo e com isso, teremos seis possibilidades, logo, |d,| =6

ds: Escolher uma cadeira para a terceira pessoa, diferente das escolhidas em d; e

d,. Neste caso, teremos cinco possibilidades, logo, |d3| =5
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Pelo principio multiplicativo, temos que |d,| X |d,| X |d3] =7 X6 x5 =210

configuracdes diferentes.

Problema 4: Quantos sdo os gabaritos possiveis de um teste de 10 questBes de

maultipla escolha, com cinco alternativas por questdo?

Solucéo:

Seja C={a, b, c,d, e} o conjunto formado pelas alternativas.

Propriedade: Ordem linear de dez elementos sem restri¢des.

di:Escolher um elemento de C para 1° questdo. Logo, |d,| =5

d,:Escolher um elemento de C para 2° questéo. Logo, |d,| =5

ds:Escolher um elemento de C para 3° questo. Logo, |d3| =5

Repetindo o processo de decisdes até a 10% questdo, teremos pelo principio

multiplicativo:|d;| X |d,| X |d3| X .....X |d1g] =5 X 5% 5 X ..x 5 == 510

Problema 5: Em uma banca de jornal hd 5 exemplares iguais da revista A, 6
exemplares iguais da revista B e 10 exemplares iguais da revista C. Quantas

colecdes ndo vazias de revistas dessa banca € possivel formar?

Solucéo:

Seja A={0,1,2,3,4,5} o conjunto formado pelas quantidades de
exemplares da revista A, B={0,1,2,3,4,5,6}0 conjunto formado pelas
guantidades de exemplares da revista B e C={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}0
conjunto formado pelas quantidades de exemplares da revista C.

Propriedade: Ordem linear de trés elementos, sendo um pertencente a A,

um pertencente a B e um pertencente a C.
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d;: Escolha de um elemento de A. Logo, |d,| =6

d,: Escolha de um elemento de B. Logo, |d,| =7

ds: Escolha de um elemento de C. Logo, |ds| =11

Pelo principio multiplicativo, teremos, |d;| X |d,| X |d3| =6 X7 X 11 = 462
colecdes, sendo uma colecdo vazia, representada pelos elementos 0 de cada
conjunto, portanto, teremos 461 cole¢des ndo vazias.

Problema 6: Qual a quantidade de divisores positivos do numero 72?

Solucéo:

Sejam X={0,1, 2,3} e Y={0,1,2} respectivamente 0s conjuntos dos possiveis
expoentes dos fatores primos 3 e 2 que aparecem na fatoragdo de 72 = 2° x 3% e
gue geram um divisor de 72. Um divisor de 72 é um ndmero da forma 2* x
3YcomxeXey€eY.

Propriedade: Ordem linear de dois elementos, sendo o elemento do fator primo 2
pertencente a X e o elemento do fator primo 3 pertencente a Y.

d;: Escolher um elemento de X para o expoente x do fator primo 2. Logo, |d;| =4
d,: Escolher um elemento de Y para o expoente do fator primo 3. Logo, |d,| =3
Pelo principio multiplicativo, teremos, |d;| X |d,| =4 %3 =12 divisores

positivos.

Problema 7: Quantas palavras podemos formar com todas as letras da palavra

Brasil?

Solucéo:

SejaD ={b,r,a,s,i,1} o conjunto das letras da palavra Brasil.

Propriedade: Ordem linear dos seis elementos de D sem restri¢oes.
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di: Escolha de um elemento de D para ocupar o primeiro caracter da palavra.

Existem 6 letras, logo, |d,| =6

d,: Escolha de uma letra diferente da escolhida em d; para ocupar o segundo
caracter da palavra. Restam 5 letras, logo, |d,| =5
ds: Escolha de uma letra diferente da escolhida em d; e d, para ocupar o terceiro

caracter da palavra. Restam 4 letras, logo, |d;| = 4

ds: Escolha de uma letra diferente da escolhida em dy, d; e d3 para ocupar o

segundo caracter da palavra. Restam 3 letras, logo, |d,| =3

ds: Escolha de uma letra diferente das escolhidas anteriormente para ocupar o

ultimo caracter da palavra. Restam 2 letras, logo, |ds| =2

ds: Escolha de uma letra diferente das escolhidas anteriormente para ocupar o

ultimo caracter da palavra. Sé resta uma letra, logo, |d¢| =1

Pelo principio multiplicativo, teremos, |d,| X |d,| X |d3| X |d4| X |ds| X |dg| =

6 X5X4X%X3x2x1= 720 Palavras distintas.

OBS: 0O que foi feito nesse exercicio, nada mais é do que o calculo da quantidade
de permutacGes da palavra Brasil ou a quantidade de anagramas. Dessa forma
podemos mostrar ao aluno um novo conceito e generalizar tal conceito deixando
claro que o uso da formula, nada mais é do que a compreenséo de tal tema. Isso é

0 que sera feito no préximo capitulo.
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Capitulo I
Definicobes e Solugdes de Problemas envolvendo

Permutacdes, combinacfes e Arranjos

A partir desse momento, apds a compreensdo dos principios fundamentais
da contagem e dos conceitos que aqui serdo apresentados, os alunos serdo capazes
de compreender as formulas, tendo em mente todos os passos utilizados no
capitulo anterior e acabardo concluindo que usar as formulas na verdade é
queimar as etapas anteriores, encurtando a solugdo. Devemos lembrar que essa é a
hora de apresentarmos aos alunos um novo conceito, o de fatorial, bem como sua
aplicagéo.

Embora o conhecimento das formulas seja util, principalmente quando ao
resolver um problema for possivel enquadra-lo como um dos conceitos que seréo
descritos (e, consequentemente, na técnica correspondente), tal conhecimento ndo
substitui a posse de um raciocinio combinatorio, aprendido atraveés da plena
compreensdo dos Principios Multiplicativo e Aditivo, e da articulacdo dos dois em
uma mesma situacdo, quando necessario. Por isso, para cada conceito neste
capitulo, sera apresentado um problema com uma solugdo em que usou-se apenas
o0 principio multiplicativo e uma solugdo usando a definicdo. O objetivo é fazer o
aluno perceber que o uso do conceito (férmula), em muitos casos, facilita e

encurta a solucéo.

2.1

Permutacfes Simples

Sejam 2 objetos distintos, o, , 0,, ordenados em fila. Vamos contar todas
as configuragfes com esses dois objetos ordenados em fila. Neste caso, temos
0,0, € 0,04, duas configuracdes. Podemos pensar da seguinte forma: Para a
primeira posicdo da configuracdo, temos dois objetos para serem escolhidos, ja
para a segunda posicdo s6é nos resta um objeto. Logo, pelo principio

multiplicativo, teremos 2x1= 2 configuracdes.
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Vamos agora pegar trés objetos a b ¢ e listar as configuracGes desses trés
objetos ordenados em fila. Teremosabc,acb,bac,bca, cab, cba, num total
de seis configuragdes. Pelo mesmo raciocinio, temos trés escolhas para a primeira
posicdo, duas para a segunda e apenas uma para Ultima posicdo. Logo, pelo
principio multiplicativo, teremos 3 x 2 X1 =6 configuracbes diferentes.
Podemos observar que para uma quantidade pequena de objetos fica facil listar as
configuracBes. Agora vamos generalizar.

Sejam n objetos distintos, ordenados em fila. Quantas configuracdes de n
objetos ordenados em fila existem?

Cada configuracao desses n objetos recebe 0 nome de permutacao simples.
O ndmero de configuracdes das ordenacOes possiveis, ou seja, 0 numero de
permutacdes dos objetos dados é denotado por B,.

O raciocinio é o seguinte: para escolher 0 1° elemento da ordenacédo, temos
n opcodes; escolhido o 1°, restam apenas (n — 1) opgdes para o segundo (ndo
podemos usar o elemento ja escolhido para ocupar a 12 posi¢do). Esse raciocinio
prossegue, até que, para escolher o ultimo elemento, resta apenas uma opc¢éo (o
unico elemento que ainda ndo foi escolhido). Pelo Principio Fundamental da
Contagem, o total de maneiras de ordenar tais objetos em fila ou o nimero de
permutacles simples desses objetos é igual a: n X (n—1) X (n —2) X ...X 3 X
2x1=mn! ondeselé (n fatorial) e é representado pelo produto em questéo.

Entéo, P,= n!

Problema 8: Quantos nimeros de 4 algarismos distintos podemos escrever com

os algarismos 2,4, 6 e 8?

Solugdo sem uso de formula:

SejaD ={ 2,4, 6,8} o0 conjunto dos algarismos em questdo.
Propriedade: ordem linear de 4 algarismos distintos.

dy: Escolher o 1° algarismo. Como sdo 4 algarismos diferentes, temos 4 possiveis

escolhas, logo, |d,| =4
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do: Escolher o 2° algarismo diferente do escolhido em d;. Como restam 3

algarismos diferentes, temos 3 possiveis escolhas, logo, |d,| =3

da: Escolher o 3° algarismo diferente dos escolhidos anteriormente. Como restam

2 algarismos diferentes, temos 2 possiveis escolhas, logo, |d;| =2

ds: Escolher o 2° algarismo diferente dos escolhidos anteriormente. Como sé resta
1 algarismo diferente, temos 1 possivel escolha, logo, |d,| =1
Pelo Principio Multiplicativo, teremos |d;| X |d;| X |d3| X |ds4] =4 X 3 X 2 XX

1 = 24 nUmeros.

Solucéo com uso de férmula:

Queremos todas as ordenacdes de 4 digitos com os algarismos fornecidos,
ou seja, queremos as permutacdes desses 4 digitos. Pela definicdo, teremos

P, = 4! =4x3 X 2x1= 24 numeros.

Problema 9: Uma bibliotecéria recebeu uma doacdo de 3 livros diferentes de
Matematica, 4 livros diferentes de Quimica e 3 livros diferentes de Fisica. De

quantas formas ela podera arruma-los em uma prateleira de livros novos?

Solucéo:

Podemos pensar em cada livro diferente como sendo a letra de uma
palavra e entdo, nesse caso, cairiamos num problema de anagramas que é
calculado pela formula ja vista. Como temos um total de 3 livros diferentes de
Matematica + 4 livros diferentes de Quimica + 3 livros diferentes de Fisica = 10
livros diferentes, teremos P;, = 10! = 3.628.800 formas diferentes de arruma-los

em uma prateleira.
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2.2

Permutagbes com Repetigéo

Seja aab uma colecdo com objetos nem todos distintos. VVamos listar todas
as permutacdes com esses trés objetos: aab, aba, baa, num total de trés
permutagoes.

Olhemos agora para a seguinte colecdo: aabb. VVamos entéo listar todas as
permutacfes com esses quatro objetos: aabb, abab, bbaa, baba, baab, abba, num
total de seis permutacfes. Se aumentarmos a quantidade de objetos, teremos mais
dificuldade em listar as permutac¢des. VVamos entdo generalizar o nosso problema.

Se ha n objetos, com r; objetos iguais do tipo 1, r, objetos iguais do tipo 2,

., T, Objetos iguais do tipo m, onde r; + r, + ... + 1, = n, entdo todas as

permutacg0es distintas geradas pelos objetos recebem o0 nome de permutagdes com

repeticdo desses objetos e essa quantidade total é denotada por Pnr 172 Tm, Entéo,

Quantas permutacdes com esses n objetos existem?

Se disséssemos que sdo n! permutacdes, estariamos calculando as
permutacdes simples desses n objetos, portanto, estariamos contando permutacgdes
de objetos iguais como se fossem diferentes, mas sabemos que existem objetos
repetidos. Entdo, Para descontarmos o que foi contado a mais, devemos dividir
pelo nimero de permutacdes de cada objeto igual, presente no conjunto.

72,.Tm n!

. T o .
Com isso, teremos P, “ = ————— permutagfes com repeticao.
n ! 1! !

Problema 10: A figura ao lado

representa 17 ruas que se cortam 48

perpendicularmente, sendo 8

verticais e 9 horizontais. Quantos

caminhos minimos uma pessoa

pode percorrer para ir do ponto A =

ao ponto B? t
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Solucéo sem uso de formula:

Seja C = {H,,H,,H;,H,,Hs,He, H,, V1, V,, V3, Vy, Vs, Ve, V5, Vg} 0 conjunto das

direcOes a serem seguidas para que saindo de A se chegue a B.

Propriedade: Ordem linear dos 15 elementos de C ou quantidade de anagramas da
palavra formada por tais consoantes. Os indices foram colocados para
representarmos o conjunto C, logo devemos lembrar que so existem duas direcdes,

horizonta e vertical.

dy: Escolher o 1° elemento. Como s&o 15 consoantes, temos 15 possiveis escolhas,
logo, |d,| =15

d,: Escolher o 2° elemento. Como sobraram 14 consoantes, temos 14 possiveis

escolhas, logo, |d,| = 14

Repetiremos tal processo até que se acabe todas as consoantes, ou seja, teremos 15
decisdes.

Pelo Principio Multiplicativo, teremos |d,| X |d,| X |d3| X ... X |d;5| = 15 X
14 X 13 X ...x 2 X 1.

Mas temos um problema, pois as palavras formadas possuem letras
repetidas, de tal forma que se ndo descontarmos as repeticdes, estaremos contando
palavras como se tivessem letras todas distintas. Como temos 9 letras de um tipo e
8 letras de outro tipo, descontaremos as palavras repetidas, dividindo o resultado
anterior pelas permutacdes das 8 letras iguais de um tipo e pelas 7 letras iguais de
15!
8!

outro tipo. Com isso, teremos, T 6.435 caminhos diferentes.

!
Solugdo com uso da formula:

Podemos observar que a sequéncia de caminhos H, H, V,......,V nada mais
é do que uma palavra com letras repetidas. Entdo, se calcularmos os anagramas de
tal palavra, acharemos todos os possiveis caminhos. De acordo com a definicdo,

teremos permutacdes com repeticdes, que se calculam da seguinte maneira:

PY'= ;—57', = 6.435 caminhos diferentes.
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Problema 10: (A loteria esportiva era um jogo muito popular nos anos 80 e 90
que consistia em marcar um cartdo com treze jogos do campeonato Brasileiro,
onde havia trés op¢Oes para cada jogo: vitoria, empate ou derrota e cada op¢éo era
representada por uma coluna. Ganhava o prémio aquele que fizesse os treze

pontos.)

Ao preencher um cartdo da loteria esportiva, André optou pelas seguintes
marcagles: 4 colunas um, 6 colunas do meio e 3 colunas dois. De quantas

maneiras distintas André podera marcar os cartdes?

Solucéo:

Podemos pensar nos trés tipos de coluna como sendo trés letras diferentes
e nas 13 colunas como sendo uma palavra de 13 letras. Nesse caso, Nnosso

problema se resume a calcular os anagramas da palavra formada com letras

13!

i 60.060 maneiras distintas de marcar

repetidas. Entdo teremos, P5** =

os cartdes.

2.3

Arranjos Simples

Seja abc um grupo com 3 objetos distintos. Vamos entdo listar todos os
grupos com dois desses trés objetos distintos: ab, ac, ba, bc, ca, cb, num total de
seis grupos com dois objetos distintos.

VVamos pegar agora, abcd, um grupo com 4 objetos distintos e listemos
todos os grupos com dois desses quatro objetos distintos: ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca,
cb, cd, da, db, dc, num total de 12 grupos de dois objetos distintos.

Se listdssemos 0s grupos com trés desses quatro objetos distintos, teriamos
um total de 24 grupos. Podemos entéo observar que mesmo com uma quantidade
pequena de objetos ndo é tdo simples listar os grupos, imaginem com uma grande
quantidade de objetos. Vamos entdo generalizar 0 nosso problema.

Arranjos simples s&o todos os grupos de k elementos distintos, escolhidos

de um grupo de n elementos (onde k < n ), que diferem entre si pela ordem e pela


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212462/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212462/CA

27
natureza dos k elementos. A quantidade total desses grupos é denotada por
Ay ou Ak

Entdo, quantos grupos de k elementos distintos podemos tirar de um

grupo de n elementos?

Ane=A=n(n-1Dn-2)...(n— k+1)><(" g_
nn-1)(n-2)... (n—k+1) (m—-k)(n—-k-1). .. 3x2x1 _ n! Podemos pensar da
(n-k)! (n—k)!

seguinte maneira: para escolhermos o primeiro dos k elementos, temos n op¢oes;
uma vez tendo escolhido um dos n elementos, este ndo pode mais ser utilizado,
restando (n — 1) opgdes para escolher o 2° elemento; o raciocinio prossegue o
mesmo até a escolha do k-ésimo elemento, que pode ser feita de (n — k + 1)
maneiras. Entdo, pelo principio multiplicativo, temos que o total de modos de

escolher os k elementos é dado pelo produto: n(n—1)(n—2)...(n—k + 1).

—k)!

el ,chega-se 8 A, = Ak =n(n—D(n-

Multiplicando essa expressao por

(n-k)! _nn-1)(n-2)... (n—k+1) (n—-k)(n—-k-1)...3x2x1 _

2)...n—-k+1) X o = nto)!

n!
(n—k)!

n!
(n—k)!

5 — Ak —
Temos entao, A, = Ay =

Problema 11: Um ndmero de telefone é formado por 8 algarismos. Determine
guantos numeros de telefone podemos formar com algarismos diferentes, que

comecem com 2 e terminem com 8.

2 8

solucdo sem uso de formula:

SejaD={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} 0 conjunto dos digitos em questao.
Propriedade: ordem linear de 8 digitos distintos, onde o 1° digito é 0 2 e 0 8°

digito é 0 8.
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di: Escolher o 2° digito. Como sdo 10 digitos diferentes e dois ja foram fixados( o

alg 2 e 0 alg 8) temos 8 possiveis escolhas, logo, |d,| =8

d,: Escolher o 3° digito diferente do escolhido em d;. Como sé restam 7, temos 7

possiveis escolhas, logo, |d,| =7

ds: Escolher o 4° digito diferente do escolhido em d; e dy, . Como sé restam 6,

temos 6 possiveis escolhas, logo, |d;| =6

d4: Escolher o 5° digito diferente dos escolhidos anteriormente . Como sé restam

5, temos 5 possiveis escolhas, logo, |d,| =5

ds: Escolher o 6° digito diferente dos escolhidos anteriormente . Como sé restam

4, temos 4 possiveis escolhas, logo, |ds| = 4

de: Escolher o 7° digito diferente dos escolhidos anteriormente . Como sé restam

3, temos 3 possiveis escolhas, logo, |de| =3

Pelo Principio Multiplicativo, teriamos |d,| X |d,| X |d3| X |d4| X |ds| X |dg| =

8X7X6X5x%Xx4x3=20.160 nameros de telefone.

solucdo com uso de formula:

Para formar o nimero de telefone, ja que foram fixados dois algarismos, o
2 no primeiro digito e o 8 no ultimo digito, teremos de escolher seis numeros
distintos de um total de 8, observando que a ordem interfere na escolha dos
numeros de telefone. De acordo com a definicdo, estamos diante de um problema
de arranjo simples (devemos escolher 6 numeros distintos de um grupo de 8
numeros, onde a ordem interfere na escolha). A quantidade de numeros de

telefone é dada por

8!  8X7X6X5X4Xx3x2!

= = = 20.160 numeros de telefone.
(8-6)! 2!

A8,6

Problema 12: Em uma empresa, quinze funcionérios se candidataram para as
vagas de diretor e vice-diretor financeiro. Eles serdo escolhidos atraves do voto
individual dos membros do conselho da empresa. Vamos determinar de quantas

maneiras distintas essa escolha pode ser feita.
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Solucéo:

Para preencher as duas vagas, teremos de escolher dois funcionarios
distintos entre 15 funcionarios no total, observando que a ordem da escolha ird

interferir nas vagas. Estamos diante de um problema de arranjo e teremos

15! 15%X14x13!

Ais2 = (1s-2) 131 210

2.4

Combinac¢des Simples

Imaginemos o conjunto dos principais times cariocas, T = {Flamengo,
Vasco, Botafogo, Fluminense}. Agora vamos listar os subconjuntos com dois
desses times cariocas: {Flamengo, Vasco}, {Flamengo, Botafogo}, {Flamengo,
Fluminense}, {Vasco, Botafogo}, {Vasco, Fluminense}, {Botafogo, Fluminense},
num total de seis subconjuntos.

Vamos listar agora, os subconjuntos com trés desses times: {Flamengo,
Vasco, Botafogo}, {Flamengo, Vasco, Fluminense}, {Flamengo, Botafogo,
Fluminense}, {Vasco, Botafogo, Fluminense} num total de quatro subconjuntos.
Neste caso, diferentemente dos arranjos onde a ordem dos objetos gera novas
configuracOes, a ordem é irrelevante, por isso, temos de pensar em conjuntos e
subconjuntos para as colegdes de objetos e combinagdes desses objetos. Mais uma
vez, podemos observar que com um conjunto com poucos elementos fica facil
listar as combinagdes dos elementos, 0 que ndo acontece com um conjunto muito
grande. Vamos entdo, pensar no caso geral.

Seja A um conjunto com n elementos. Combinacdes simples de n
elementos tomados p a p (0 < p < n) sdo os subconjuntos de A com exatamente p
elementos que se podem formar com os n elementos dados. Lembrando que
subconjuntos diferem entre si ndo pela ordem, mas apenas pela natureza de seus
elementos. A quantidade total desses subconjuntos é denotada por C,,,, ou cP.

Quantos subconjuntos de p elementos, podemos extrair de um conjunto
com n elementos?

Se usassemos 0 mesmo raciocinio feito para os arranjos simples

!

(n-p)!

chegariamos a , Mas nesse caso, a ordem entre os p elementos escolhidos é
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irrelevante, e por isso, a permutacdo das ordenacdes possiveis entre esses p

elementos néo deve ser considerada. Para descontarmos essas permutacoes, basta
. ~ n! . N A4 — b _

dividir a expressdo p—— por p! chegando, assim, a férmula C,, = C, =
n!

p!(n-p)!

Por convencdo, temos que 0! =1, logo, C2 = C* =1

Problema 13: Quantas saladas de fruta contendo exatamente 4 frutas distintas

podemos formar se dispomos de 10 frutas diferentes?

Solucéo sem uso de formula:

SejaF ={f1, f2, f3,- - -, fi0} 0 conjunto das frutas em questao.

Propriedade: ordem linear de quatro frutas

di: Escolher a 12 fruta. Como sdo 10 frutas diferentes, temos 10 possiveis

escolhas, logo, |d,| = 10

do: Escolher a 22 fruta diferente da escolhida em d;. Como sé restam 9 frutas

diferentes, temos 9 possiveis escolhas, logo, |d,| =9

ds: Escolher a 3?2 fruta diferente das escolhidas em d; e d,. Como sO restam 8

frutas diferentes, temos 8 possiveis escolhas, logo, |d;| =8

ds: Escolher a 42 fruta diferente das escolhidas anteriormente. Como s6 restam 7

frutas diferentes, temos 7 possiveis escolhas, logo, |d4| =7

Pelo Principio Multiplicativo, teriamos |d,| X |d,| X |d3| X |d4] = 10 X 9 X 8 X
7 = 5040 opcOes de salada. Mas, por exemplo, uma salada com macd, banana,
laranja e abacaxi, ndo é diferente de uma salada com banana, macd, laranja e
abacaxi (a ordem de escolha das frutas ndo interfere na salada final). Assim,

devemos dividir o resultado obtido pelo nimero de permutacdes entre as 4 frutas,
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10X9X8X7

para descontar o que foi contado a mais. A solugdo €, portanto, ————

210 saladas.

Solucéo com uso de férmula:

Para montar a salada precisamos escolher 4 frutas distintas, de um total de
10 frutas distintas, em que a ordem de escolha ndo interfere na salada que serad
obtida. Trata-se portanto, de acordo com a definicdo, de um problema de
combinacédo simples (devemos combinar as 10 frutas, em grupos de 4 frutas, ou

seja, queremos subconjuntos de quatro elementos de um conjunto de 10

10X9X8X7

elementos). O numero de saladas € Cio4 = gy = 210

Problema 14: Quantas sdo as pe¢as de um domin6é comum?

Solucéo:

As pedras de um domindé comum sdo marcadas com valores de zero até 6.
Entdo seja V =1{0,1,2,3,4,5,6} o conjunto dos valores que irdo marcar as
pedras. Cada pedra € marcada com dois valores, portanto estamos procurando
subconjuntos de V, com dois elementos distintos. Queremos entdo, as
combinacdes dos sete elementos de V tomados 2 a 2. Logo, C? = 21. Mas as
combinag6es simples ndo calculam subconjuntos de dois elementos repetidos, o
gue seria necessario para calcular as pedras do tipo0e0,1¢e1, ..., 6 e 6. Portanto,
devemos somar a 21, as sete pedras com valores repetidos, totalizando as

28 pedras procuradas.

Problema 15: Uma importante aplicacdo de combinacdo simples é nas loterias:
Megassena, quina entre outras. A megassena consiste em uma cartela de 60
nimeros dentre o0s quais devemos acertar 6 (prémio principal). Calcule a

quantidade total de resultados possiveis para o prémio principal.
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Solucéo:

Para marcar um cartdo, precisamos escolher 6 entre 60 nimeros, em que a
ordem de escolha ndo interfere no cartdo que sera marcado. Trata-se portanto, de
acordo com a definicdo, de um problema de combinacdo simples (devemos
combinar 60 numeros, em grupos de 6 nimeros, ou seja, queremos subconjuntos

de 6 elementos de um conjunto de 10 elementos). O numero de cartbes é

6660 — 60X59X58X57X56X%55 — £0.063.860

6X5X4X3X2X1

2.5

A Relacédo entre Combinacéao e Arranjo

Se temos n elementos e desejamos escolher p deles, de tal forma que a
ordem com que fazemos tais escolhas ndo seja importante, dizemos que queremos
a combinagdo simples de n elementos tomados p a p. Usamos a notacdo C? para
designar a combinagdo de n objetos tomados p a p. Vimos anteriormente que o
numero de arranjos simples de n elementos tomados p a p sdo todos os grupos de
p elementos distintos, escolhidos de um grupo de n elementos (onde p < n ), que

diferem entre si pela ordem e pela natureza dos p elementos é dado por AL =

n!

(n-p)!

.Embora a ordem seja importante num arranjo simples, ela deixa de ser
numa combinagéo simples. Entdo para cada combinacdo particular de n elementos
p a p (onde ndo importa a ordem), podemos fazer a permutacdo de seus p
elementos, de forma que obtemos todos os arranjos de n elementos tomados p a p

(onde importa a ordem). Dessa forma, fica claro que A% = P,CY, isto é, CF =

1 n! 1 n!

Py - (n—p)!ﬁ ~ P!(n—p)!

14
Ay
Fazer o aluno perceber que existe uma relacdo entre combinacdo e arranjo

ird ajuda-lo a perceber a sutil diferenca entre tais conceitos que se resume a

importancia ou ndo da ordem, além de familiariza-lo com as expressfes de tais

conceitos.
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Capitulo I
Permutacdes Circulares, Combinagcdes Completas e o

Principio de Dirichlet
3.1
Permutacdes Circulares
Imaginemos uma crianga numa roda de ciranda. Vamos ver de quantas

maneiras diferentes ela pode se sentar. Vamos Chamar de C1, a referida crianga.

C1

Figura -a

Neste caso, sO existe essa possibilidade, ja que esta crianca € a Gnica na
roda de ciranda.
Imaginemos duas criangas numa roda de ciranda. Vamos ver de gquantas

maneiras diferentes elas podem se sentar. Chamemos de C1 e C2 as duas criangas.

c1 c2 c2 cl

Figura -1a Figura -1b
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SO existe uma maneira das criangas se sentarem que é C2 sentar-se
imediatamente ap6s C1, ou seja, as duas configuracdes séo iguais.

SO existe uma maneira das criangas se sentarem que é C2 sentar-se
imediatamente apds C1, ou seja, as duas configuracbes sdo iguais.

Vamos entdo pegar trés criangas, colocar na roda de ciranda e ver de

guantas maneiras elas podem se sentar. Vamos, agora, chamaé-las de C1, C2 e C3.

Figura -2a Figura -2b Figura -2c

Neste caso, sO existem duas maneiras das criangas se sentarem, que é C3
sentar-se entre C1 e C2 ou C3 sentar-se ap6s C2. Observe que nas figuras 2a e 2c
a posicéo relativa das criancas € a mesma, logo temos a mesma configuracao.
Qualquer outra disposi¢édo das criangas na roda de ciranda, coincidira em posicao
relativa e trara configuracgdes repetidas.

Mais uma vez, podemos observar que para uma quantidade pequena de
objetos, fica facil listarmos as configuracbes, 0 que ndo acontece com uma
quantidade grande. Entdo, vamos generalizar o nosso problema.

Permutacdes circulares sdo as permutacfes de n objetos dispostos em
circulo, em que diferentemente das permutaces simples em que importam 0s
lugares que os objetos ocupam, nas permutacdes circulares o que importa é apenas
a posicdo relativa dos objetos entre si. A quantidade total de permutacbes
circulares de n objetos € denotada por (PC),,. De quantos modos podemos colocar
n objetos distintos em n lugares em torno de um circulo, se considerarmos
equivalentes disposi¢des que possam coincidir por rotagdo?

Para entendermos este raciocinio podemos pensar da seguinte maneira:
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Como o importante € a posicdo relativa dos objetos, ha apenas um modo
de colocarmos o 1° objeto no circulo, pois onde ele for colocado, sera o tnico no
circulo. Também s6 hd um modo de colocar o 2° objeto no circulo, que é
imediatamente apds o 1°. Ha dois modos de colocar o 3° objeto no circulo que é
entre 0 1° e 0 2° ou apds o 2°. Ha trés modos de colocar o 4° objeto no circulo que
éentre 0 1°e 0 2° entre 0 2° e 0 3° ou apds o 3°. Continuando com esse raciocinio
até o n-ésimo objeto, teremos neste, (n-1) modos de coloca-lo no circulo. Entdo
pelo principio multiplicativo, teremos: 1 X1X2x3X4X..Xx(n—2)(n—
1)=mn-1)!=(PC),

Problema 16: De quantos modos 5 pessoas podem se dispor em torno de uma
mesa circular?
Solucéo:

A questdo torna-se até facil, a partir do momento que se compreende o
conceito de permutacdo circular e a justificativa para seu calculo. Tendo
identificado a questdo como um problema de permutacdo circular, s6 nos resta

aplicar a formula. (PC)s = (5 — 1)! = 4! = 24 disposic¢des.

Problema 17: De quantos modos se pode pintar as faces de uma pirdmide
pentagonal regular, usando 6 cores diferentes, sendo cada face de uma cor?

Solucéo:

Vamos comecar pela base da piramide.
Com 6 cores, temos 6 possibilidades de pintar a

base.

Agora, passemos para as faces. Temos 5
cores restantes para pintar as cinco faces. Temos
de pintar as faces com cores diferentes, entdo
podemos fazer uma analogia com o problema das
criangas (cores) numa roda de ciranda. Entéo,
pintar as faces se traduz num problema de permutagdes circulares e é calculado
por (PC)s = (5 — 1)! = 4! = 24. Pelo principio multiplicativo, temos 6 X 24 = 144

modos diferentes de pintar a piramide.
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3.2

Combinacdes Completas

Combinacdes completas de n elementos tomados k a k, sdo combinacdes
de k elementos ndo necessariamente distintos, escolhidos entre n elementos
distintos.

Denotamos por CRX as combinagdes completas de k elementos, escolhidos
entre n elementos, ou seja, € 0 numero de maneiras de escolher k objetos dentre n,
podendo haver repetigao.

Por exemplo: Seja A= {1, 2, 3,4, 5}. Vamos Calcular CR? listando todas as
combinacg0es e depois iremos estabelecer uma bijecdo com o conjunto de solucbes
inteiras ndo negativas da equagdo x;+ x, +x3 +x, + x5 =3, da seguinte
maneira:

Ao invés do conjunto A, vamos considerar a quina ordenada,
A =(1, 2,3, 4,5), para fixarmos as posi¢des dos elementos do conjunto A e para
mantermos uma relacdo entre as coordenadas da quina ordenada A e as
respectivas coordenadas das novas quinas ordenadas que serdo geradas. Cada
combinacdo criada € transformada, pela fungdo bijetora, numa quina ordenada de
tal forma que cada coordenada representa a quantidade de vezes que 0s elementos
de A aparecem na combinacédo e cuja soma das coordenadas é 3. Dessa forma, da
combinacdo 1 1 1, teremos a quina ordenada (3, 0, 0, 0, 0), onde a coordenada 3
informa que o algarismo 1 aparece trés vezes na combinag&o e 0s zeros informam
que os demais algarismos ndo aparecem na combinagdo. Com essa ideia, temos

todas as transformacdes listadas:

111-(3,0,0,0,0) 441-5(1,0,0,2,0)
222-(0,3,0,0,0) 442-5(0,1,0,2,0)
333-(0,0,3,0,0) 443-(0,0,1,2,0)
444-5(0,0,0,3,0) 445-5(0,0,0,2, 1)
555 (0,0,0,0,3) 551 —(1,0,0,0,2)
112-(2,1,0,0,0) 552 (0, 1,0,0,2)
113-(2,0,1,0,0) 553 (0,0,1,0,2)
114-(2,0,0,1,0) 554 —(0,0,0,1,2)
115-(2,0,0,0, 1) 1235(1,1,1,0,0)
221 (1,2,0,0,0) 124 (1,1,0,1,0)
223 (0,2 1,0,0) 125-(1,1,0,0,1)
224 (0,2,0,1,0) 134-(1,0,1,1,0)
225-(0,2,0,0,1) 135-(1,0,1,0,1)
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331-(1,0,2,0,0) 145-(1,0,0,1,1)
332-(0,1,2,0,0) 234-(0,1,1,1,0)
334 (0,0,2,1,0) 235-(0,1,1,0,1)
335-(0,0,2,0,1) 245-(0,1,0,1,1)

345-(0,0,1,1,1)

Podemos observar que as 35 quinas ordenadas sdo todas as solucdes
inteiras e ndo negativas da equagao x;+ x, + x3 + x4 + x5 = 3.

E 6bvio que para valores pequenos fica facil listarmos as combinacdes e
achar todas as solucdes da equacdo em questéo.

De um modo geral o conjunto de escolhas de k objetos dentre n, com
repeticdo, estd em bijecio com o conjunto de solugbes da equacdo
X1+x,+...+x, = k. Entdo, para acharmos as solu¢des procuradas, pensaremos
da seguinte maneira:

Dada uma solugdo (x4, x5, ... ,x;,) qualquer, substituiremos cada nimero

ndo nulo da solucdo por igual quantidade de simbolos na equacdo, mantendo-
se todos os sinais de adicdo que em nosso caso geral séo (n — 1) sinais “ + *. Os
zeros da solucdo serdo substituidos por espacos vazios .

Por exemplo, na equagdo x;+ x, + x3 + x, + x5 = 3, temos as solucdes
(0,0,3,0,0)e (0, 2, 1, 0, 0) que serdo representados por 0+0+1 I 1+0+0 e O+l
I+1+0+0, que ao eliminarmos os zeros teremos, ++111++ e +11+1++
respectivamente. Com isso, se contarmos todos 0s anagramas de uma dessas
palavras formadas por esses simbolos, estaremos contando todas as solugdes
procuradas.

Entdo, em nosso caso geral, teremos k simbolos , Jd que a soma das

coordenadas é sempre igual a k e (n — 1) sinais “ + * que formardo uma palavra do

tipo + + +...+11...1.

n—1vezes k vezes

Basta entdo, calcularmos os anagramas de tal palavra que acharemos as

solugdes da equacdo geral, 0 que ja sabemos fazer através de permutacGes com

repeticdo. Logo, CRK = pr-l K = Ittt

— — Ck — n-1
(n—-1)!(k)! n+k—1 n+k-1

Problema 18: De quantas maneiras é possivel escolher 5 balas em um grande
pacote que possui 9 sabores distintos?
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Solucéo:

Ao tentar solucionar o problema temos uma tendéncia a pensar que a
resposta é C5 = 126. Na verdade, CS seria 0 nimero de maneiras de escolher
sabores diferentes entre os 9 oferecidos, ou seja, seria 0 numero de maneiras de
escolher 5 balas diferentes em um pacote que possui 9 balas.

A solucdo desse problema é representada por CR3, numero de
combinagbes completas de classe 5 de 9 objetos. Assim, CRS, ¢ o nimero de
maneiras de escolher 5 objetos distintos ou ndo entre 9 objetos distintos, podendo
escolher o mesmo objeto mais de uma vez.

Para solucionar o problema podemos chamar x; a quantidade de balas do
1° sabor, x, a quantidade de balas do 2° sabor, . . . , X9 a quantidade de balas do 9°
sabor. Logo, escolher 5 balas em um grande pacote que possui 9 sabores distintos
estard associado a uma solugdo em inteiros ndo negativos da equagdo x; +
Xy+. . .+ x9=5:

Sabemos que CR3, é o nimero de solugbes inteiras ndo negativas da equagéo
X1+ x+. . .+x9=5

VVamos, mais uma vez, solucionar esta equacao representando cada solugédo
por uma fila de sinais “’I’’ e “’+’’. Por exemplo, as solugdes abaixo seréo
representadas da seguinte maneira:

1) (3,1,0,0,0,0,0,0,1)>1l1+1+++++++]1
2) (0,50000000)>+1Illl+++++++
3) (1,0,2,0,1,0,1,0,0) > I++1l1++1++1++

Entdo, achar as solugdes procuradas é o mesmo que calcular os anagramas
ou as permutacdes de uma das palavras acima, representadas pelos simbolos *’I’’
e+,

Podemos calcular pensando em permutagfes com repeticdes ou usar a

formula das combinagdes completas.
5,8_ 5 _ A5 _ 13! _
P3"=CRs = (3 = ;= 1.287 escolhas

Problema 19: De quantas maneiras é possivel colocar 6 anéis diferentes em 4

dedos? E se os aneis fossem todos iguais?
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Solucéo:

Podemos pensar em combinagOes completas e olhar para a seguinte
equacdo: X1 + Xp + X3+ X4 = 6, onde as variaveis representam os dedos.

A solucdo de tal equacéo, pelo o que ja foi visto é CRS = C§ = 84. Sem
duvidas, essa é a solucdo da equagdo, mas ndo é solucdo da questdo, ja que os
anéis sdo diferentes, logo, a ordem em que sdo colocados altera a configuracao, de
tal forma que se permutarmos os seis anéis em uma determinada configuracao,
teremos todas as possiveis variacOes para a configuracdo em questdo. Entéo, pelo
principio multiplicativo, teremos a solugdo da equacdo em questdo multiplicada
pela permutacdo dos seis anéis diferentes, logo, teremos 84 X P, = 84 X 6! =
84 x 720 = 60.480 maneiras.

Se os anéis forem todos iguais, a questdo ja estarad resolvida, ja que nédo
mais € preciso permutar os seis anéis. Nesse caso, a solucdo é a solucdo da

equacao citada anteriormente, portanto, 84 maneiras.

Problema 20: Quantas sdo as pe¢as de um dominé comum?

Agora podemos voltar a essa questdo que foi abordada no inicio deste
trabalho, usando-se apenas o principio multiplicativo e depois usando-se
combinacédo simples, em ambos 0s casos, percebeu-se que sempre faltava alguma
coisa a mais para solugdo da questéo e precisou-se dividir o problema em casos.
Com o conhecimento de combinagdes completas, a solu¢do agora sai em poucas

linhas, sendo vejamos:

Solucéo:

As pedras de um domindé comum sdo marcadas com valores de zero até 6.
Entdo seja V =1{0,1,2,3,4,5,6} 0 conjunto dos valores que irdo marcar as
pedras. Cada pedra é marcada com dois valores, logo, estamos procurando
subconjuntos de V, com dois elementos distintos ou ndo. Queremos entdo, as
combinagBes completas dos sete elementos de V tomados 2 a 2. Logo, CR? =

CZ = 28 pecas de domind.
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Problema 21: Uma fébrica recebera 20 novos funcionarios, entre tratoristas,
operadores de maquinas e soldadores. De quantos modos pode ser preenchido o
efetivo da fabrica se deve haver entre 0s novos funcionarios, pelo menos um de

cada tipo?

Solucéo:

Podemos escrever x; + X + X3 =20 e X3 > 0, X2 > 0, X3 > 0, onde X1, X2, X3
representam os tipos de funcionarios, tratoristas, operadores de maéquinas e
soldadores, ou seja, estamos procurando, agora, solucdes inteiras positivas e ndo
solugdes inteiras ndo negativas, pois 0 zero ndo faz parte das solucdes. Portanto
devemos pensar da seguinte maneira:

vamos resolver esta equacéo representando cada solugdo por uma fila de sinais

e “+’7. Por exemplo, as solucbes abaixo serdo representadas da seguinte

maneira:
1) (3,15,2) — W+ T + 11
2) (6,7,7)— I+ T+

3) (0,13,2) — esse é o tipo de solucdo que ndo queremos.

Entdo, achar as solucGes procuradas € o mesmo que calcular as
combinacg6es dois a dois de espacos ocupados pelos dois sinais “’+’’, tomando o
cuidado de excluir o primeiro espaco a esquerda e o Ultimo espaco a direita, ja que
esses espacos representam solugdes em que o zero aparece. Neste caso, como
temos 19 possiveis espagos a serem ocupados e dois sinais, logo, teremos como

solugdo: CZ% = 171 modos diferentes.

Agora podemos generalizar:

Sejax;+ X, +. ..+ X, = Kk uma equacao linear, entdo o numero de solugdes
inteiras positivas é dado por C'~!. A justificativa é a seguinte:
Teremos as solugdes representadas por “’+°” e “’I’” e devemos lembrar que o sinal
’+’” ndo deve ocupar nem o primeiro nem o Ultimo espago, para que as solucGes
que contenham o zero sejam excluidas .

Portanto, o sinal “’+’” aparecera (n-1) vezes e teremos (k-1) possiveis
espacos a serem ocupados entre os k simbolos “’1’”.
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+ + +...+ I1...1
~—_—

N ,
n—1vezes k-1 espagos entre os nsimbolos I

O que nos leva a concluir a solugdo C7'=j', como solugles inteiras

positivas.

3.3
O Principio das gavetas de Dirichlet ou Principio da Casa dos

Pombos

Se n objetos forem colocados em no méaximo (n — 1) gavetas entdo pelo
menos uma das gavetas contera dois objetos no minimo. Esse € o principio
conhecido como principio das gavetas de Dirichlet

A demonstracdo de tal principio é feita por absurdo, sendo vejamos:
Vamos supor por absurdo que apds a distribuicdo dos n objetos pelas gavetas,
cada uma das gavetas contenha, no maximo, um objeto. Entdo o nimero total de
objetos nelas encontrados sera, no maximo, (n — 1), o que € uma contradicéo, ja
gue n objetos foram distribuidos. Logo, pelo menos uma gaveta devera conter
mais de um objeto.

O Principio da Casa dos Pombos foi utilizado pela primeira vez por G.
Lejeune Dirichlet em 1834 com o nome de Schubfachprinzip (“principio das
gavetas"), por esse motivo esse principio também € conhecido como Principio das
Gavetas de Dirichlet. Vamos enuncia-lo desta forma:

Se tivermos (n + 1) pombos para serem colocados em n casas, entdo pelo

menos uma casa devera conter, pelo menos, dois pombos.

Problema 22: Quantas pessoas, N0 minimo, sdo necessarias para garantirmos que

pelo menos duas aniversariam no mesmo més.
Solucéo:
Como existem 12 (gavetas) meses em um ano, entdo pelo principio das

gavetas de Dirichlet, com 13(objetos) pessoas, pelo menos duas aniversariam no

mesmo meés.
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Problema 23: Escolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie de um quadrado

de lado 2. Mostre que pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem

comprimento menor que ou igual a /2.

Solucéo:

Vamos dividir o quadrado de lado 2 em quatro quadrados menores de lado
1. Pelo principio de dirichlet, pelo menos dois dos cinco pontos (objetos)
pertencerdo a um mesmo quadrado (gaveta) de lado 1. De sorte que a distancia

entre esses dois pontos serd no maximo igual a diagonal do quadrado de lado 1,

portanto, menor que v/2 ou igual, como queriamos.

Problema 24: Em uma gaveta ha 12 meias pretas e 12 meias brancas. Quantas
meias devemos retirar ao acaso para termos certeza de obter um par de meias da

mesma cor?
Solucéo:
Imaginemos que as meias sejam retiradas ao acaso e apos verificagdo de

sua cor, sejam colocadas em dois cestos, um para cada cor de meia. Como existem

duas cores (gavetas) de meias, pelo principio de Dirichlet, podemos garantir que
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com trés meias (objetos), pelo menos um cesto contera um par de meias da mesma

cor.

Problema 25: 63.127 candidatos compareceram a uma prova de vestibular (25
questdes de multipla-escolhna com 5 alternativas por questdo). Considere a
afirmacdo: “’Pelo menos dois candidatos responderam de modo idéntico as k
primeiras questdes da prova’’. Qual é o maior valor de k para o qual podemos

garantir que a afirmacdo acima é verdadeira?

Solucéo:

Temos de ter em mente que, pelo principio multiplicativo, existem 525
possiveis respostas diferentes de provas. Como esse valor é bem superior a 63.127
candidatos, podemos garantir que k < 25. Portanto, teremos de achar a maior
poténcia de 5 menor do que 63.127. Temos que 5° = 15.625 < 63.127 < 57 =
78.125

Temos que com 7 questdes, ndao teremos candidatos suficientes para
garantir tal afirmacdo, mas com 6 questdes, teremos 15.625 possiveis gabaritos
diferentes e pelo principio de Dirichlet, podemos afirmar que com 15.626
candidatos, pelo menos dois responderdo a mesma coisa nas 6 primeiras questdes.

Também podemos afirmar que com 31.251 candidatos, pelo menos trés
candidatos responderdo as 6 primeiras questdes de maneira idéntica, com 46.876
candidatos, pelo menos quatro candidatos responderdo as 6 primeiras questdes de
maneira idéntica e com 62.501 candidatos, pelo menos 5 candidatos responderédo
as 6 primeiras questdes de maneira idéntica.

Podemos concluir que dadas as condi¢des do problema, o k méximo é
igual a 6 e neste caso podemos afirmar que no minimo 5 pessoas colocardo

respostas idénticas nas 6 primeiras questoes.

Problema 26: Mostre que em um grupo de n pessoas ha pelo menos duas pessoas

que conhecem exatamente a mesma quantidade de pessoas do grupo.
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Solucéo:

Sabendo que qualquer pessoa do conjunto pode conhecer no minimo zero
e no maximo (n — 1) pessoas, dividiremos a solucdo deste problema em dois

Casos:

1° Caso: Todas as pessoas conhecem pelo menos outra pessoa do grupo.

Se todas as pessoas do grupo conhecem pelo menos uma pessoa do grupo,
cada pessoa tem um nimero de conhecidos que varia de lan-1(uma
pessoa ndo conhece a si mesma, entdo ndo pode conhecer n pessoas). Podemos
aplicar o Principio da Casa dos Pombos da seguinte forma:

O namero de conhecidos sao as casas e variam de 1 an — 1, portanto temos
(n — 1) casas e temos n pessoas (pombos) no grupo, logo, ha pelo menos duas
pessoas que conhecem a mesma quantidade de pessoas do grupo.
2°Caso: Ha uma pessoa no grupo que ndo conhece ninguém. Observe que se
houver mais de uma pessoa que ndo conhece ninguém o problema esta resolvido.

Mas se ha exatamente uma pessoa do grupo que nao conhece ninguém,
cada pessoa tem um nimero de conhecidos que varia de 0an-2, pois
ao considerarmos que uma pessoa ndo conhece ninguém, obrigatoriamente
estamos excluindo a possibilidade de alguem conhecer n — 1 pessoas. Sendo
assim, podemos aplicar o Principio da Casa dos Pombos de modo analogo ao que
foi feito no caso anterior, com a diferenca de que agora as casas sao rotuladas de 0
a n - 2, mas continuamos com (n — 1) casas e n pombos. Sendo assim,
concluimos também que neste caso hd pelo menos duas pessoas do grupo que

conhecem exatamente 0 mesmo numero de pessoas do grupo.
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Capitulo IV
Aplicacdes de Analise Combinatdria a probabilidade

4.1

Um pouco de histéria

Durante muitos séculos o0s matematicos tentaram compreender 0s
fendmenos que ocorrem de maneira aleatdria, cujos resultados obtidos néo
dependem da intervencdo humana, pois estes acontecem de maneira espontanea,
sem que se possa estabelecer uma ordem para esses acontecimentos. Desta forma
surge a probabilidade. No inicio estava associada apenas a jogos de azar, mas com
o aprofundamento dos seus contetdos passou a ser um dos mais importantes
assuntos do conhecimento humano.

Contribuiram para essa transformacgdo, nomes como: Girolamo Cardano
(1501 - 1576) autor do trabalho - “Libar de ludo aleal ”(Livros sobre jogos de
azar), Pascal (1654) que se referia a probabilidade como a “Geometria do Acaso”

e descreveu a famosa formula da probabilidade de um evento A:

total de casos favoravéis

P(A) =

total de casos possiveis |

Fermat com seus esfor¢cos matematicos deu o arranque definitivo a
probabilidade, Jacques Bernoulli (1713) escreveu sobre a “Lei dos Grandes
Numeros”, Laplace (1749 - 1827) enunciou pela primeira vez a definicdo classica
de probabilidade, Gauss (1777 - 1855) da uma aplicacdo cientifica a probabilidade
na “teoria dos erros”, Kolmogorov prop6s uma axiomatica completa e consistente
do célculo de probabilidade, dentre outros nomes que contribuiram com essa

teoria.
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4.2

Definicdes

421

Experimento Aleatorio
E Todo experimento que, repetido em condi¢bes idénticas, pode
representar diferentes resultados. A variabilidade de resultados deve-se ao acaso.
A fim de se compreender melhor esses resultados, iremos observar o que
h& de comum nos seguintes experimentos:
E;: Retirar uma carta de um baralho com 52 cartas e observar seu naipe.

E.: Jogar uma moeda dez vezes e observar o numero de coroas obtidas.

Es: Retirar com ou sem reposicdo, bolas de urna que contém 5 bolas brancas e seis

pretas.
E4: Jogar um dado e observar o numero mostrado na face de cima.

Es: Contar o nimero de pecas defeituosas da producéo diaria de uma maquina.

A andlise desses experimentos revela duas coisas:

1) Cada experimento poderd ser repetido indefinidamente sob as mesmas

condigdes.

2) N&o se pode prever um resultado particular de um experimento, porém,

pode-se descrever todos 0s possiveis resultados (possibilidades).

3) Quando o experimento for repetido um grande numero de vezes surgira
uma regularidade, ou seja, havera uma estabilidade da fracdo f = % (frequéncia

relativa), onde n é o nimero de repetigdes e r 0 nimero de sucessos.
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4.2.2

Ponto Amostral

Para cada experimento aleatério E, define-se ponto amostral como sendo

cada um dos possiveis resultados a serem obtidos.

Exemplo:

E = jogar um dado e observar o nUmero mostrado na face de cima.

Q={12 34,56} Conjunto de pontos amostrais.

4.2.3
Espagco Amostral

Para cada experimento aleatorio E, define-se espaco amostral como sendo
0 conjunto de todos os possiveis resultados desse experimento. O espa¢o amostral
é indicado pela letra grega Q (letra grega que se I& dGmega). Indicaremos o nimero

de elementos de um espaco amostral por n(Q2).

Exemplo 1:

a) E =jogar um dado e observar o nimero mostrado na face de cima.
Q={1, 2, 3, 4,5, 6} e n(Q) = 6. Cada elemento do conjunto é um dos pontos

amostrais.

b) E =jogar duas moedas e observar os resultados.
Q={(C,C), (CK), (KC), (KK)}, onde C = cara e K = coroa, n(Q2) = 4. Cada

par ordenado € um ponto amostral.
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Exemplo 2:

Uma urna contém 5 bolas vermelhas e 4 bolas brancas. Duas bolas sdo
extraidas, ao acaso, sucessivamente e sem reposicdo. Observamos a sequéncia de

cores das bolas sorteadas.

18 extragdo 22 extracdo
Vermelha Vermelha
Branca
Branca Vermelha
Branca

Indicando vermelha por \Y e banca por B, temos:
Q={V,\VvV), (v.B), (B)V), (B,B)} = n(Q) =4. Cada par ordenado ao lado €

um dos pontos amostrais de Q.

4.2.4

Evento

E um conjunto de resultados do experimento. Em termos de conjuntos, é
um subconjunto de Q. Em particular, Q e @ (conjunto vazio) séo eventos. Q é dito
evento certo e @ evento impossivel.

Usando as operag6es de conjuntos, podemos formar novos eventos:

A U B — E o0 evento que ocorre se um dos dois ocorrer ou ambos ocorrerem.

A N B — E 0 evento que ocorre se A e B ocorrerem.

A — Evento complementar. E 0 evento que ocorre se A nio ocorrer.
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Exemplo;: Considere o experimento E: Jogar trés moedas e observar o0s

resultados:

Qa={(CC0O, (CCK), (CKOC, (KCC, (KKK), (KKC), (KCK),
(CKK)}

Seja E; o0 evento: ocorrer pelo menos duas caras. Entdo, E; = { (C,C,C), (C,CK),
(CK/OC),(KC.C)}

Exemplo,: Considere o experimento E: lancar um dado e observar o resultado da
face superior:

0={1223,45,6,7,8}

Seja E, 0 evento: observar o resultado da face superior. Entao, E
=Q={1,23456,7,8}éumevento certo.

Seja E3 0 evento: ocorréncia de um namero maior que 8 como resultado da face

superior. Entdo, E3 = @ é um evento impossivel.

Seja E4 0 evento: ocorréncia de um namero multiplo de 2 como resultado da face
superior. Entdo, E4={2,4,6 }

4.2.5

Probabilidades em espacos amostrais equiprovaveis

Consideremos um espaco amostral Q2, formado por k pontos amostrais:

Q={a1,a2,a3, ...,ak}

Vamos associar a cada um desses pontos amostrais um numero real, p{a;},

chamado probabilidade do evento {aj} (ou probabilidade de ocorréncia do ponto

amostral &), tal que:
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l. 0<p <1

Il. pr+pr+p3t.. . +tp=1

Consideraremos, em nossOS exercicios, 0S espagos amostrais
equiprovaveis, ou seja, aqueles cujos pontos amostrais tém a mesma probabilidade
de ocorrer. Assim, denotando por p a probabilidade de ocorréncia de cada um dos
pontos amostrais de €, temos em (11):

1

p+p+pt+t .. .+p=1:>k.p=1:>p=k

K vezes

Por exemplo, ao lancarmos um dado, a probabilidade de ocorréncia de
;1
cada face é <

A probabilidade de ocorréncia de um evento E, formado por r pontos
amostrais E ={ aj, ay, a3, . . ., a}, comr < Kk, é dada por:
1

1 1
P(E) :P1+P2+. . +Pr:>P(E) :E-}'E-}'. . .+E

rvezes

__ nuimero de elementos de E. n(E)

r
P(E)=—= =
(E) k  numero de elementos de2 n(£2)

Como E < Q, temos que n(E) < n(Q). Dessa forma: p(E) = % é tal que

0<p(E)<1.

Essa definicdo de probabilidade € intuitiva, isto €, a probabilidade de
ocorrer determinado evento é dada pela razdo entre 0o nimero de casos
favoraveis(ou numero de casos que nos interessam) e o ndmero de casos

possiveis(ou numero total de casos). Assim:

n(E) numero de casos " favoraveis"

E) = =
p(E) n(£2) nuamero de casos ' possiveis"”

OBS: p(E) + p(E°) =1
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4.3

Alguns problemas de probabilidade

Problema 27: De um baralho de 52 cartas, uma é selecionada ao acaso. Qual é a
probabilidade de observarmos:

a) O sete de copas

b) O nlmero sete

¢) Um numero diferente de sete

Solucéo:

Sabendo que n(QQ) =52

: . n(E)
a) O evento de interesse é E = { 7 de copas } = p(E) = e
Q
namero de casos /' favoraveis/r 1
namero de casos ! possiveis! T 52

b) Ha 4 casos favoraveis E = {sete de copas, sete de paus, sete de ouros e sete
espadas}, entéo:
n(E) namero de casos ' favoraveis” 4

1
E) = = - =
p(E) n(Q) numero de casos " possiveis' 52 13

c) Basta considerarmos o evento complementar do evento do item b), ou seja,
E“={cartas do baralho que ndo contém o numero 7}
Sabendo que n(£2) = n(E) + n(E)=n(E) =52—-4 =48

n(E€) numero de casos " favoraveis”' 48 12

EC) = = =—==—
P(ED) n(Q)  numero de casos "' possiveis”’ 52 13

Problema 28: Qual a probabilidade de se acertar o prémio principal da megassena

com apenas um cartéo?
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Solucéo:
Tendo visto 0 Problema 15, temos que
N(Q) = &, = L2287 _ 51 063.860

6%5%4%3%2x1
E = { acertar com um cartdo }, entdo:

n(E) namero de casos " favoraveis" 1

p(E)

" n(Q) numero de casos " possiveis” ~ 50.063.860

Problema 29: Qual a probabilidade de em um grupo de 13 pessoas, duas

aniversariarem no mesmo més?
Solucéo:

Tendo visto o Problema 22, temos que p(E) = 1, pois em um grupo de 13

pessoas, pelo menos duas aniversariam no mesmo més.

Problema 30: Em um programa de prémios de TV, sdo colocadas oito fichas
sobre uma mesa, das quais trés contém prémios. O participante deve escolher duas
fichas ao acaso e vira-las simultaneamente. Qual é a probabilidade de que haja

prémios nas duas fichas?
Solucéo:

O numero de resultados possiveis desse experimento corresponde a todas
as possiveis maneiras do participante selecionar, sem importar a ordem, duas das
oito fichas disponiveis. Isso pode ser feito de
€2 =28=n(Q) =28

O evento E de interesse é aquele em que duas fichas escolhidas contém

prémios. O numero de maneiras de escolher duas dentre as trés ficha premiadas é
C? = 3=n(E) = 3. Entdo:
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n(E) mnumero de casos " favoraveis” 3

E) = = -
p(E) n(Q) numero de casos " possiveis” 28

Problema 31: O problema de Monty Hall, também conhecido por paradoxo de
Monty Hall € um problema matematico e paradoxo que surgiu a partir de um
concurso televisivo dos Estados Unidos chamado Let’s Make a Deal, exibido na
década de 1970.

O jogo consiste no seguinte: Monty Hall (o apresentador) apresentava 3
portas aos concorrentes, sabendo que atrds de uma delas esta um carro (prémio

bom) e que as outras tém prémios de pouco valor.

1. Na 1@ etapa o concorrente escolhe uma porta (que ainda nao é aberta);

2. Em seguida Monty Hall abre uma das outras duas portas que o concorrente
ndo escolheu, sabendo a partida que o carro ndo se encontra ai;

3. Agora com duas portas apenas para escolher — pois uma delas ja se viu,
na 22 etapa, que ndo tinha o prémio — e sabendo que o carro esta atras de
uma delas, o concorrente tem que se decidir se permanece com a porta que
escolheu no inicio do jogo e abre-a ou se muda para a outra porta que

ainda esta fechada para entdo a abrir.

Qual ¢ a estratégia mais logica? Ficar com a porta escolhida inicialmente
ou mudar de porta? Com qual das duas portas ainda fechadas o concorrente tem
mais probabilidades de ganhar? Por qué? Isso é o que vamos estudar nesse
problema.

Imagine-se em um programa de auditorio em que 3 portas sdo colocadas a
sua frente. Atrds de uma delas ha um prémio milionario e atras das outras duas
ndo ha nada. O apresentador pede que vocé escolha uma das 3 portas. Apos sua
escolha, o apresentador vai até uma das duas portas restantes e a abre, mostrando
que esta vazia. Dai ele faz a pergunta: VOCE QUER TROCAR DE PORTA, OU
PREFERE MANTER A PORTA QUE ESCOLHEU?

E entdo, vocé acha que deve trocar de porta, ndo deve trocar ou tanto faz?

Solucéo:
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No inicio, quando se escolheu uma das portas, havia 1/3 de probabilidade
de ganhar o prémio. N&o existe razdo nenhuma para essa probabilidade mudar
apos o apresentador ter aberto uma das portas que ndo era premiada. As outras
duas portas ndo escolhidas tinham em conjunto 2/3 de probabilidade de ocultarem
0 prémio, e quando uma dessas portas é aberta (por ndo ter prémio) a porta nao
escolhida que continua fechada passa a ter 2/3 de probabilidade de ser a porta do
prémio. Vamos entdo fazer esses calculos.

Calculando a probabilidade de apos escolhida uma das portas, estarmos

com a porta premiada, teremos:

n(E) numero de casos " favoraveis” 1

p(E) 3

n(Q)  namero de casos " posiveis”

Portanto, a probabilidade da porta escolhida ser a errada é de

n(E€) numero de casos " favoraveis” 2

E) = = ==
P(ET) n(Q) numero de casos " posiveis’” 3

Célculo que justifica o fato do candidato trocar de porta, visto que a
probabilidade da porta ser a errada € o dobro da probabilidade da porta ser a certa.

Para aqueles que ainda ndo se sentem convencidos, iremos simular todas
as possibilidades de escolhas e resultados e ver de fato o que pode acontecer.
Vamos analisar o espago amostral:

Opgoes Portal | Porta2 | Porta3 | Ganha?
Escolhe 1 e nao troca Prémio Nada Nada Sim
Escolhe 1 e troca Prémio Nada Nada Ndo
Escolhe 1 e ndo troca Nada Prémio Nada Ndo
Escolhe 1 e troca Nada Prémio Nada Sim
Escolhe 1 e ndo troca Nada Nada Prémio Ndo
Escolhe 1 e troca Nada Nada Prémio Sim

Simular o espa¢o amostral colocando o prémio em outra porta é andlogo

ao que foi feito e nos traria 0 mesmo resultado.



http://blogdoportinho.files.wordpress.com/2011/12/espacoamostral.j
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Analisando o espago amostral, fica facil entender a solucdo, pois pelos
calculos, ja sabemos que ap6s escolhida uma das portas, a probabilidade da porta
escolhida ser a certa é menor do que ser a errada.

Com isso, fica claro que trocar de porta € a opgdo correta. Isso significa
que, mesmo antes de o0 experimento se iniciar, ja se sabe que, ao escolher
TROCAR DE PORTA, sua probabilidade de ganhar é 2 vezes maior. Sdo 66,7%
de chance de ganhar e 33,3% de chance de perder.
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Capitulo V

Consideracgdes Finais

O trabalho com resolugcdo de problemas tem grande importéancia no
processo de ensino-aprendizagem, tanto da Matematica como de outras
disciplinas, j& que o ser humano é desafiado a resolver problemas a todo o
momento em seu dia a dia.

Segundo Pinheiro (2008, p. 54), a metodologia de ensino-aprendizagem de
Matematica, por meio da resolucdo de problemas, constitui-se num caminho
metodoldgico para ensinar Matematica por meio da resolucdo de problemas e néo
de ensinar a resolver problemas.

Tendo em vista o fato de que a formacdo matematica propicia ao ser
humano uma maior facilidade em elaborar estratégias para encontrar as solu¢ées
ou vislumbrar diferentes caminhos para resolver os problemas que enfrenta,
enxergamos nessa pratica um instrumento valioso a ser utilizado.

Problemas de raciocinio combinatério tém uma natureza de serem
desafiadores e interessantes (como a analise da possibilidade de se ganhar em
loterias e sorteios e da forma de se organizar em chapas eleitorais, dentre diversas
outras situacdes).

Com a pratica da resolucdo de problemas nas aulas de Matematica, 0s
alunos tém a oportunidade de desenvolver e sistematizar 0s conhecimentos
matematicos, dando significagdo aos contelidos trabalhados. Assim, com essa
pratica, os alunos sdo levados a desenvolver o raciocinio e a criatividade, a aplicar
a Matematica em situacdes reais e a enfrentar situaces novas.

Esse trabalho com resolugéo de problemas se completa quando o professor
resolve adotar atitudes positivas junto aos alunos, tais como: dar oportunidade
para que todos possam expressar as proprias estratégias de resolucdo; valorizar
todas as resolucdes apresentadas pelos alunos, trabalhando o erro como
instrumento pedagdgico; e ao desenvolver nos alunos a persisténcia na elaboracéo
de estratégias para a resolucdo dos problemas.

Com essa perspectiva, 0 presente trabalho teve como principal objetivo

fornecer uma proposta que possa servir como uma orientacdo ao professor de
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abordagem dos problemas de contagem, juntamente aos seus alunos. Nesse
intuito, buscou-se fazer com que as atividades propostas tivessem um enfoque
gradativo de dificuldade, com problemas iniciais que envolvessem o0s dois
principios basicos de contagem e posteriormente a apresentacao e uso de formulas
para solucionar tais problemas. Tudo isso se traduz no intuito de mostrar ao aluno,
varias opgdes de solucdo e como pode se tornar facil a solu¢do de um problema de
combinatdria, tendo entendido um determinado conceito (férmula)

As atividades propostas procuraram viabilizar uma sequéncia de ensino
para introduzir os conceitos basicos da Analise Combinatéria, por meio da
resolugéo de problemas de contagem.

Esses problemas propostos, apesar de ndo terem sido aplicados, em sala de
aula, na pratica, objetivam contribuir com o processo de ensino-aprendizagem de
Analise Combinatoria no Ensino Médio. Sendo assim, espero que meus esforcos
venham a contribuir com o aprendizado de alunos e ajudem professores do ensino
médio a ensinar uma disciplina que é ao mesmo tempo téo dificil e fascinante, por

estar presente em diversas areas e no nosso cotidiano.
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