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Resumo

Pereira, Silvio Barros; Mondaini, Débora Freire (Orientadora). Teoria dos
Jogos e a Matematica no Ensino Médio: Introducéo ao Equilibrio de
Nash. Rio de Janeiro, 2014. 67p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O objetivo deste trabalho é investigar como os alunos do Ensino Médio da
rede publica estadual de ensino do Rio de Janeiro se comportam com a aplicagéo
da Teoria dos Jogos como elemento motivador no ensino da Matematica, uma vez
que apresentam, com grande frequéncia, dificuldades nesta disciplina. Para atingir
0 objetivo proposto elaboramos uma sequéncia didatica que consistia na
realizacdo dos jogos “Barganha com Ultimato” e “Dilema do Prisioneiro” em sala
de aula, sem qualquer explicacéo prévia sobre os conceitos basicos da Teoria dos
Jogos. Nesta sequéncia didatica, apos a realizacdo de cada jogo explicamos o0s
resultados previstos pela teoria, introduzindo os conceitos de matriz de ganhos,
estratégia dominante e equilibrio de Nash, e explicamos o funcionamento do jogo
“Pdquer Simplificado” com seus resultados teoricos. Ao término da aplicacdo da
sequéncia didatica, realizamos um teste de auto-avaliacdo simples, para que
pudéssemos verificar o nivel de aprendizado dos alunos envolvidos. Por fim,
comparamos os resultados obtidos pelos pares de alunos que participaram do jogo
“Barganha com Ultimato” (realizado quando ainda ndo possuiam qualquer
experiéncia em Teoria dos Jogos) com aqueles obtidos por Bianchi [11], Carter e
Irons [12] e Castro e Ribeiro [13].

Palavras-chave

Teoria dos Jogos; Ensino de Matematica; Barganha com Ultimato; Dilema

do Prisioneiro; Equilibrio de Nash; Péquer Simplificado; Sequéncia Didética.
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Abstract

Pereira, Silvio Barros; Mondaini, Débora Freire (Advisor). Game Theory
and Mathematics in Secondary Education: Introduction to Nash
Equilibrium Rio de Janeiro, 2014. 67p. MSc Dissertation — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

The objective of this work is to investigate the effect of game theory as a
motivator for mathematics education on those second year high school students in
the state public schools of Rio de Janeiro who have already shown frequent
difficulties with the discipline. In order to achieve the proposed goal, we develop
a didactic sequence involving the application in the classroom of the games "the
Ultimatum Game" and "the Prisoner's Dilema" without any prior introduction to
the basic concepts of game theory. After the completion of each game, we explain
the results predicted by the theory, introducing the concepts of the payoff matrix,
the dominant strategy and the Nash Equilibrium. In addition, we explain the
operation of the game of "Simplified Poker" along which its theoretical results.
Upon completion of the application of this didactic sequence, we apply a simple
self-evaluation test in order to verify the academic level of the students involved.
Finally, we compare the results obtained by the pairs of students who participated
in the game "the Ultimatum Game" (performed when the students still had no
experience of Game Theory) with the results obtained by Bianchi [11], Carter &
Irons [12] and Castro & Ribeiro [13].

Keywords

Game Theory; Mathematics Education; Ultimatum Game; Prisioner’s

Dilema; Nash Equilibrium; Simplified Poker; Didatic Sequence.
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Introducéo

O matematico John Von Neumann e o economista Oskar Morgenstern, ao
tentarem resolver problemas econdmicos hd aproximadamente quarenta anos,
repararam que principios matematicos aplicados a determinados jogos de
estratégia coincidiam com problemas tipicos de comportamento econdmico.
Assim determinou-se o inicio da Teoria dos Jogos.

Nas décadas seguintes, apo6s a publicacdo da obra Theory of Games and
Economic Behaviou (1944) por John Von Neumann e Oskar Morgenstern, a teoria
dos jogos despertou grande interesse devido as suas propriedades matematicas,
diversas aplicacOes a problemas sociais, econdmicos e politicos, etc.

Com o desenvolvimento desta teoria observamos que ela afeta varias
ciéncias em amplos aspectos. O motivo pelo qual as aplicagdes sdo imensas e se
ocupam de problemas altamente significativos deve-se ao fato da estrutura
matematica da teoria tornar mais facil de definir os conceitos com rigor, verificar
a consisténcia das ideias e explorar as implicacbes dos resultados.
Consequentemente, conceitos e resultados sdo precisos, interpostos com
motivacOes e interpretacbes dos proprios conceitos. Além disso, o uso dos
modelos matematicos cria independéncia dos meros interesses matematicos.

A Teoria dos Jogos analisa situacfes competitivas que envolvem conflitos
de interesses. A sua premissa basica € a racionalidade das decis6es, ou seja, supde
gue cada jogador procure constantemente maximizar algum beneficio, que pode
ser de qualquer ordem, isto é, procura objetivos imediatos e bem definidos e tem
em conta o seu conhecimento ou expectativas sobre o comportamento dos outros
jogadores. Essa teoria usa a Matematica para expressar as suas ideias
formalmente, contribuindo para o entendimento dos fendmenos que se observam
guando sdo tomadas decisdes que interagem entre si.

Este trabalho tem por objetivo, investigar como os alunos de duas turmas
de 2° ano do Ensino Médio da Escola Estadual Alina de Brito, localizada na zona

oeste do municipio do Rio de Janeiro, se comportam com a aplicacdo da Teoria
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dos Jogos como elemento motivador no ensino da Matematica, uma vez que
apresentam, com grande frequéncia, dificuldades nesta disciplina.

Devemos ressaltar que a Teoria dos Jogos nao é util para o ensino da
Matematica apenas como um elemento motivador, mas também pode levar o
professor a trabalhar alguns conceitos, como matrizes e probabilidade.

Do ponto de vista pedagogico, a utilizacdo da Teoria dos Jogos e dos jogos
matematicos estratégicos faz com que os alunos vejam a Matematica como uma
atividade dinamica, fazendo com que eles estabelecam conceitos e estratégias para
enfrentar uma determinada situacao-problema e desenvolvam o raciocinio logico e
o fortalecimento de atitudes tais como o respeito mutuo, a competitividade, a
criatividade, a curiosidade.

Embora seja fascinante e enriquecedor o trabalho com jogos em sala de
aula, a Teoria dos Jogos ndo é exatamente um jogo. Silvia Nasar escreve em seu
livro [15], “foi uma tentativa inventada por John von Neumann de construir uma
teoria sistematica do comportamento humano racional, enfocando 0s jogos como
cenario adequado para o exercicio da racionalidade humana”.

Este trabalho possui sua parte tedrica desenvolvida de forma conjunta com
Silvio Barros Pereira e a distin¢do de nossos trabalhos é feita de maneira que neste
a pesquisa foi realizada com alunos ndo treinados e no trabalho de Silvio a
pesquisa foi realizada com alunos treinados. Ao término de nossa pesquisa,
comparamos nossos resultados obtidos.

Para cumprir 0 objetivo deste trabalho, aplicamos uma sequéncia didatica
onde realizamos jogos como “Barganha com Ultimato” e “Dilema do Prisioneiro”
em sala de aula, sem qualquer explicacdo prévia sobre 0s conceitos basicos da
Teoria dos Jogos. Apos a realizacdo de cada jogo explicamos os resultados
previstos pela teoria, introduzindo os conceitos de matriz de ganhos, estratégia
dominante e equilibrio de Nash, e explicamos o funcionamento do jogo “Pdquer
Simplificado” com seus resultados teoricos. Ao término da aplicacdo dessa
sequéncia didatica, realizamos um teste de auto-avaliacdo simples, para que
pudéssemaos verificar o nivel de aprendizado dos alunos envolvidos.

Este trabalho ter4d enfoque em estratégias Puras, ndo iremos fazer

atividades que envolvam estratégias mistas.
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A seguir mostraremos como este trabalho esta organizado:

O capitulo I nos traz uma pesquisa bibliografica sobre a Histéria da Teoria
dos Jogos.

No capitulo Il se concentram definicdo de jogos, a estrutura, as estratégias
e as representacdes da Teoria dos Jogos.

O capitulo 111 comenta sobre Teoria dos Jogos, e alguns tipos de jogos.

O capitulo 1V apresenta a determinacgéo dos resultados da Teoria dos Jogos
e alguns exemplos de jogos.

No capitulo V, apresentamos a sequéncia didatica aplicada aos alunos do
2° ano do Ensino Médio que tem por objetivo analisar se os alunos conseguiréo
ser racionais perante um fato novo.

No capitulo VI fazemos uma comparac¢do com outros resultados obtidos.

Nos anexos, apresentamos as personalidades mais importantes

da Teoria dos Jogos.
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Pequena histéria da Teoria dos Jogos

Aceita-se que a criacdo da Teoria dos Jogos tenha tido inicio com Von
Neumann e Morgenstern [3], embora segundo Fiani [4], outros autores também
sejam citados como precursores da Teoria dos Jogos. Antoine Augustin Cournot
(1801 — 1877) seria o primeiro deles, uma vez que publicou em 1838 seu livro
Recherches sur les Principes Mathématiques de La Théorie dés Richesse
(Investigacdes sobre os Principios Matematicos da Teoria das Riquezas). Nesse
livro foi apresentado um modelo de duopdlio que hoje leva seu nome. O modelo
consistia de duas empresas que competiam na producdo de bens idénticos e que
eram obrigadas a cobrar precos iguais. Cournot encontrou uma solugdo em que as
duas empresas decidiam produzir quantidades que eram compativeis entre si, de
forma que o lucro de ambas fosse maximizado perante o lucro de mercado.

Outro precursor da Teoria dos Jogos foi 0 matematico alemdo Ernst
Friedrich Ferdinand Zermelo (1871 — 1953). Em 1913, ele demonstrou que 0 jogo
de xadrez sempre tem uma solucdo, ou seja, tomando um ponto de partida das
pecas no tabuleiro, um dos jogadores tem sempre uma estratégia vitoriosa,
independente do que o outro jogador faca. Esse método antecipava a técnica de
solucéo que ficou conhecida como inducéo reversa.

Ao demostrar que as questdes de probabilidade e analise relacionadas a
arte da guerra ou especulacfes financeiras e econdmicas podem ser compativeis
com os problemas relacionados a jogos, apesar de possuirem uma maior
complexidade, o matematico francés Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 —
1956) [1], considerado um dos precursores da Teoria dos Jogos, tinha como
principal enfoque os jogos de estratégia, intitulados por ele de “método de jogo”,
sendo o pioneiro na formulacdo desse conceito. Segundo o matematico, esses
tipos de jogos dependem de sorte e habilidade dos participantes, pois as possiveis
circunstancias determinam a acao do jogador [2]. Em 1944, a Teoria dos Jogos
surgiu formalmente com a publicacdo do livro The Theory of Games and
Economic Behavior (Teoria dos Jogos e Comportamento Econdmico) do
matematico John Von Neumann e do economista Oskar Morgenstern [3]. Nesta
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obra os autores desenvolveram a anéalise dos jogos de soma zero (jogos em que 0
ganho de um jogador representa necessariamente uma perda para o outro).

Atraveés da aplicacdo desses tipos de jogos, problemas militares poderiam
ser resolvidos, por isso tiveram grande impacto durante a 22 guerra mundial. Esses
jogos, no entanto, tém pouca aplicacdo nas relagbes entre individuos e
organizacoes.

A partir da década de 50, os estudos sobre a Teoria dos Jogos avangaram
com o matematico John F. Nash Jr, o economista John C. Harsanyi e o
matematico e economista Reinhard Selten, que apresentaram ferramentas teoricas
que possibilitaram uma maior variedade de modelos de interagéo.

Nash deu uma contribui¢do muito importante para a Teoria dos Jogos. Ele
mostrou uma nocdo de equilibrio para jogos que ndo se restringiam apenas aos
jogos de soma zero, o qual ficou conhecido como equilibrio de Nash [4]. A partir
disso, foi possivel estudar uma classe muito maior de jogos, onde eram
verificados que cada jogador poderia escolher racionalmente uma estratégia que
seria a melhor resposta as estratégias dos demais.

Em 1988, Harsanyi (1920 — 2000) [5] publicou artigo em que o equilibrio
de Nash poderia ser aplicado a jogos assimétricos, ou seja, quando um jogador
possui mais informacao que o seu oponente. Logo apos, em 2001, o Prémio Nobel
de Economia foi dado aos pesquisadores Joseph Stiglitz, George Akerlof e
Michael Spence [6] por suas contribui¢des nas questdes assimétricas.

E valido salientar que a “Teoria dos Jogos”, apesar de sua
contemporaneidade, torna-se bem relevante, despertando grande interesse a
estudiosos por suas multiplas contribuicbes em economia, Matemaética pura,
ciéncias sociais, psicologia, sociologia, financas, biologia e assuntos relacionados
a guerra, contribuindo dessa forma a fim de fornecer solucdes para problemas

sociais, politicos e econémicos.
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3
Teoria dos Jogos

3.1

Ideia da Teoria dos Jogos

A Teoria dos Jogos é uma técnica utilizada para analisar situacbes de
conflito com a participacdo de dois ou mais individuos (ou institui¢cbes), onde o
resultado da acdo de um deles depende ndo apenas da acdo feita pelo proprio
individuo, mas também das acGes tomadas pelo outro ou outros. Nestas
circunstancias, os planos ou estratégias das pessoas serdo dependentes de
expectativas sobre o que os outros estdo fazendo. Assim, os individuos nestes
tipos de situacdes ndo estdo tomando decisdes de forma isolada, uma vez que suas
tomadas de decisdo estdo interdependente relacionadas. Isso é chamado de
interdependéncia estratégica e tais situaces sdo vulgarmente conhecidas como
jogos de estratégia, ou simplesmente jogos, enquanto 0s participantes em tais
jogos séo referidos como jogadores.

Em jogos estratégicos, as a¢bes de um individuo causam impacto sobre 0s
outros. Os jogadores em um jogo estédo conscientes de que suas acOes afetam ou
podem afetar as agdes dos outros ou até suas proprias acbes no momento de uma
tomada de decisdo. No entanto, quando os jogadores tém poucas informacoes
sobre as estratégias dos outros, eles tém que fazer suposi¢fes das agdes dos
oponentes. Essas a¢fes constituem o pensamento estratégico e a teoria dos jogos
pode nos ajudar a entender o que esta acontecendo e fazer previsdes sobre 0s

possiveis resultados.

Definigdes:

- Jogo estratégico: um cendrio ou situacdo com a participacdo de dois ou mais
individuos, onde a escolha de acdo ou comportamento de um tem impacto sobre
0S outros.

- Jogador: um participante em um jogo estratégico.
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- Estratégia: plano de agdo que um jogador escolhe para o jogo.

- Pagamentos: ganhos e perdas dos jogadores.

Exemplos de jogos estratégicos:

I) Os lideres de dois paises contemplando uma guerra um contra o outro.

II) Os formuladores de politicas econdmicas de um pais que contemplam a
possibilidade de impor uma tarifa sobre as importagdes.

[1I) Duelo entre batedor e goleiro na cobranca de um pénalti.

IV) Um criminoso decidir confessar ou ndo um crime que cometeu com um

cumplice, que também esta sendo questionado pela policia.

3.2

Descricao de jogos estratégicos

Com a finalidade de aplicarmos a Teoria dos Jogos, um primeiro passo
consiste em definirmos o jogo estratégico em consideracdo. Os jogos sdo
definidos em termos de suas regras. As regras de um jogo incorporam
informac0des sobre a identidade dos jogadores, seu conhecimento do jogo, 0s seus
possiveis movimentos ou a¢des e seus resultados (pay-offs). As regras de um jogo
descrevem em detalhes como as a¢des de um jogador causam impacto sobre os
resultados dos outros jogadores. Um jogador pode ser um individuo, um casal,
uma familia, uma empresa, ou o governo. Os resultados obtidos pelos jogadores
podem ser medidos em termos de unidades de dinheiro ou qualquer coisa que
possa ser relevante para a situacdo. Muitas vezes € Util a representacdo dos
resultados através de unidades de satisfacdo ou utilidade.

As vezes é mais simples ndo atribuir nimeros aos resultados. Em vez
disso, é possivel atribuir letras ou simbolos para representa-los e, em seguida,
apresentar os seus rankings. No entanto, em algumas circunstancias, o valor real
dos resultados é importante e isso deve ser analisado com cuidado.

Os jogadores, presumidamente racionais, agem fazendo planos ou
escolnem acbes com o objetivo de obterem os melhores resultados, ou seja,
escolnem estratégias para maximizar seus resultados. Por causa da

interdependéncia que caracteriza jogos estratégicos, o0 melhor plano de acdo de um
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jogador para 0 jogo, a sua estratégia preferida vai depender de que forma ele acha
ue 0s outros jogadores estdo propensos a fazer.

O resultado tedrico de um jogo é expresso em termos de combinacéo de
estratégias que tém maior probabilidade de atingir os objetivos dos jogadores,
dadas as informac6es disponiveis para eles. A teoria dos jogos se concentra em
combinagOes das estratégias dos jogadores, que podem ser caracterizadas como
estratégias de equilibrio. Se os jogadores escolhem suas estratégias de equilibrio
estdo fazendo o melhor que podem, dadas as escolhas dos outros jogadores.
Nestas circunstancias, ndo ha incentivo para qualquer jogador mudar seu plano de
acao. O equilibrio de um jogo descreve as estratégias que os jogadores racionais
estdo propensos a escolher quando eles interagem.

Os jogos sdo frequentemente caracterizados pela forma ou ordem em que
0s jogadores se movem. Jogos em que 0s jogadores se movem ao mesmo tempo
sdo chamados de jogos simultaneos. Jogos em que 0s jogadores se movem em

algum tipo de ordem pré-determinada sdo chamados de sequenciais.

3.3

Jogos simultaneos

Nesses tipos de jogos os jogadores fazem movimentos a0 mesmo tempo ou
seus movimentos sdo invisiveis pelos outros jogadores. Em ambos 0s casos, 0s
jogadores precisam formular suas estratégias com base no que eles pensam que 0s
outros jogadores irdo fazer. Este tipo de jogo é analisado utilizando o que
chamamos de matriz de resultados ou forma estratégica de um jogo. Muitas vezes
0s pagamentos desses tipos de jogos, de conflito puro, resultam em uma soma
constante, e se a constante € zero, entdo o jogo é de soma zero. A maioria dos
jogos ndo é de soma zero, geralmente hd alguma margem de ganho mutuo.
Apresentaremos dois exemplos: a brincadeira esconde-esconde e gestores de um
bar.

I) Esconde-esconde (jogo de soma zero)

Esconde-esconde é jogado por dois jogadores chamados A e B. O jogador

A escolhe entre apenas duas estratégias disponiveis: ou se esconde dentro da casa
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ou se esconde no jardim. O jogador B escolhe se ira procura-lo na casa ou no
jardim. B s6 tem 10 minutos para encontrar A. Se B sabe onde A esta se
escondendo (dentro da casa ou no jardim), ele descobre a posicdo de A, dentro do
prazo estipulado. Caso contrario, ndo o faz. Se B encontra A, no tempo previsto,
A paga R$ 50,00 para B. Caso contrario, A ganha R$ 50,00 de B.

Tabela 1 — Jogo esconde — esconde

Jogador B
Procurar na Procurar no
casa jardim
Esconder na
Jogador casa (-50, 50) (50, -50)
A Esconder no
jardim (50, -50) (-50, 50)

Este é um jogo de soma zero pois, 0 ganho de um jogador é exatamente a

perda do outro jogador.

II) Gestores de um bar (jogo de soma n&o-zero)

No jogo gestores de um bar, os jogadores sdo dois gerentes de diferentes
bares A e B. Ambos o0s gerentes estdo, simultaneamente, considerando introduzir
uma oferta especial para os seus clientes, reduzindo o preco de sua cerveja. Cada
um escolhe entre fazer a oferta especial ou ndo. Se um deles faz a oferta, mas o
outro ndo, o gerente que faz a oferta ird ganhar alguns clientes do outro e uma
popularidade maior. Mas, se ambos fazem a oferta, ndo ganham clientes do outro,
embora ambos ganhem maior popularidade. Qualquer aumento de clientes gera
maior receita para o bar. Vamos considerar que as receitas semanais de A e B,
sem a promocao, sejam de R$ 7000,00 e R$ 8000,00 respectivamente. Os valores
que constam na matriz abaixo se referem ao nimero de clientes em cada

situacao proposta.

Tabela 2 — Jogo gestores de um bar (ganhos em milhares de reais)

Jogador A
Oferta Sem oferta
Jogador Oferta (10, 14) (18, 6)
B Sem oferta (4, 20) (7, 8)
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Este € um jogo de soma ndo-zero pois, 0 ganho de um jogador ndo é

exatamente a perda do outro jogador.

3.4

Jogos sequenciais

Nos jogos sequenciais, 0s jogadores fazem seus movimentos em algum
tipo de ordem. Isto significa que um jogador se move em primeiro lugar e o outro
jogador ou jogadores verdo 0 primeiro movimento do primeiro jogador e
responderdo a esse movimento. Nos jogos sequenciais finitos, a melhor forma de
representacdo se da pela forma extensiva ou esquema de arvores composta por
ramos e nos.

Cada n6 (que sdo representados pelos circulos sombreados) representa
uma etapa do jogo em que um dos jogadores tem que tomar uma decisdo. Os
ramos (representados pelos segmentos de reta) representam as escolhas possiveis
para o jogador a partir do seu nd.

Abaixo segue um exemplo de jogo sequencial representado por uma

arvore:

(-1.2)

confia

nao confia

Figura 1 — Jogo confiar ou nao confiar

O jogador | decide acreditar ou ndo no jogador Il. Se decidir ndo acreditar,
0 jogo acaba (e ninguém ganha ou perde nada). Se decidir acreditar, o jogador Il
decide entdo trair ou ndo o jogador | (0s ganhos e perdas para cada decisdo estdo

descritas pelos pares no esquema acima).
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3.5

Jogos repetitivos

S&o jogos que sdo jogados pelos mesmos jogadores mais do que uma vez
em varias fases. As estratégias dos jogadores em jogos repetitivos precisam
definir os movimentos que pretendem fazer a cada repeticdo ou fase do jogo. As
estratégias que os jogadores usam podem ser alteradas a cada repeticdo. Como
exemplo podemos citar uma disputa de cobrancas de pénaltis.

3.6

Jogos cooperativos e ndo-cooperativos

Se um jogo é cooperativo, ou ndo, € uma questdo técnica. Essencialmente
um jogo é cooperativo se 0s jogadores estdo autorizados a se comunicar e
quaisquer acordos que eles facam, sobre como jogar 0 jogo, sdo executados tal
como definidos por suas escolhas estratégicas. A maioria dos jogos sdo nao-
cooperativos, mesmo que, em alguns deles, os jogadores escolham entre cooperar
uns com 0s outros ou ndo, por exemplo, o jogo Dilema dos Prisioneiros que

veremos adiante.

3.7
Jogos de informagbes completas e incompletas

Em alguns jogos os jogadores sdo muito bem informados um sobre o
outro, mas isso ndo ocorre em todos os jogos. Se a informacgédo é completa, entéo
cada jogador sabe onde seus oponentes estdo no jogo, quantos sdo e como eles
estdo jogando. Quando a informacdo ndo é completa, existe a incerteza na posi¢do
de um ou mais jogadores, suas posi¢fes no jogo ou como estdo jogando. Como
exemplo de jogo com informacgdes completas, podemos citar 0 jogo da velha com
estratégias de preenchimento de linha, coluna ou diagonal. Como exemplo de
informacgdes incompletas citamos os leildes de lances simultaneos, pois um

participante desconhece o valor dos lances dos outros.
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Solucodes

Conforme citamos na introducdo, neste trabalho ndo iremos abordar
estratégias mistas para dar as solugdes dos jogos. Estratégias mistas sdo usadas
em jogos que ndo possuem equilibrios de Nash, e uma alternativa de solucdo em
jogos com essa caracteristica, € considerar 0 jogo do ponto de vista probabilistico,
isto é, ao invés de escolher um perfil de estratégias puras, o jogador deve escolher
uma distribuicdo de probabilidade sobre suas estratégias puras.

Estratégias puras sdo usadas quando ndo ha duvidas sobre como o jogador
deve agir.

Uma das formas para determinarmos a solugdo de um jogo se faz por meio
da analise das estratégias que conduzem aos seus possiveis equilibrios. Desta
maneira, existem dois tipos de equilibrios: estratégia dominante e equilibrio de
Nash.

4.1

Estratégias dominantes

Quando um jogador possui varias estratégias disponiveis, ele precisa, de
maneira racional, escolher qual delas ird determinar o melhor resultado possivel,
ou seja, 0 maior ganho de acordo com 0s seus objetivos. Quando uma destas
estratégias é superior as outras (ou seja, leva a um ganho maior), sem depender da
jogada escolhida pelo oponente, dizemos que a estratégia € estritamente
dominante. Quando uma estratégia € superior somente a algumas estratégias de
seu conjunto de estratégias possiveis e leva a ganhos iguais aos das estratégias
restantes, dizemos que ela é fracamente dominante.

Considere um jogador a; € A4, onde A é o conjunto finito de n jogadores de
certo jogo. Seja S; = {si1,Siz .., Sim;} O CONjunto de m; estratégias puras do
jogador a; (conjunto de todas as op¢des possiveis de estratégia).

O espaco de estratégias puras do jogo (considerando todos os jogadores) é

definido por


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212464/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1212464/CA

22

S=5 XS, X ..xXS,.

O vetor se S é dado por s = (sy,,S2j,, -, Snj, ), ONde s;;, representa uma
estratégia pura do jogador a; (ou seja, 0 vetor s carrega uma estratégia pura de
cada jogador).

Para cada conjunto de estratégias puras s € S, a funcdo que fornece o ganho
(ou perda) no jogo para cada um dos jogadores a; € A (i =1, ... n) € a fungéo u;,
gue associa a cada elemento de s e S um namero real.

Seja s_; um vetor que carrega uma estratégia pura de cada um dos
jogadores, exceto 0 jogador a;. Definimos S_; = S; X S, X S;_1 X Sj11 ... X Sp.

Uma estratégia pura s;, € S; do jogador a; € A é estritamente dominada
pela estratégia s;; € S; se u; (sig,5—;) > u; (s, 5—;), paratodos_; € S_;.

A estratégia s;, € S; € fracamente dominada pela estratégia s;; € S; se
u; (SigrS—i) = u; (i, s—;) , paratodo s_; € S_;.

Usaremos a situacdo abaixo para ilustrar a existéncia de estratégias
dominantes. O jogo apresentado envolve dois jogadores com duas Unicas
estratégias para ambos, Alto ou Baixo. As pontuagfes apresentadas sdo meras
sugestoes.

Para este jogo, O espaco de estratégias puras € 0 seguinte:

S=5;%x8 ={(u,uy)eS; XS, u €S, eu, €S,}

= {(alto, alto), (alto, baixo), (baixo, alto), (baixo, baixo)}

Os ganhos do jogador a, (o qual chamamos jogador linha) sdo:
uq (alto, alto) = 5, uq(alto, baixo) = 4 u, (baixo, alto) = 3 € u,(baixo, baixo) = 2

Os ganhos do jogador a, (0 qual chamamos jogador coluna) séo:

u, (alto, alto) = 4, u,(alto, baixo) = 2 u,(baixo, alto) = 3 € u,(baixo, baixo) = 1

Entdo, podemos construir a seguinte matriz de ganhos, onde a 12

coordenada de cada entrada € do jogador 1 e a 2% coordenada do jogador 2.

Tabela 3 — Jogo alto ou baixo

Alto Baixo
Alto (5,4) (4,2)
Baixo (3,3) (2,1)

Podemos verificar que para o jogador 1, (jogador linha, cujos resultados

estdo expressos na primeira coordenada de cada entrada da matriz), a melhor
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estratégia é escolher sempre Alto, pois seu pagamento serd& melhor do que se
escolher a estratégia Baixo, independentemente do que o jogador 2 escolher. Para
0 jogador 2, (jogador coluna, cujos resultados estdo expressos na segunda
coordenada de cada entrada da matriz), a melhor estratégia também é escolher
Alto, independentemente do que o jogador 1 escolher. Como os dois participantes
possuem estratégias dominantes iguais, o conjunto de estratégias (Alto, Alto) € a
solucdo racional do jogo, conhecida como solucédo de equilibrio do jogo.

Usaremos a situacdo abaixo para ilustrar a existéncia de estratégias
dominantes, porém fracamente dominantes. O jogo apresentado envolve dois
jogadores com duas Unicas estratégias para ambos, Alto ou Baixo. As novas
pontuacdes apresentadas também sdo meras sugestoes.

Espaco de estratégias puras:

S - Sl.XSZ == {(ul,uz)e Sl X Sz,ul ESI eu, ESZ}

S = {(alto, alto), (alto, baixo), (baixo, alto), (baixo, baixo)}

Ganhos do jogador linha (a,):

uq (alto, alto) = 1, uqs(alto, baixo) = 1 uy (baixo, alto) = 1 e u,(baixo, baixo) = 0

Ganhos do jogador coluna (a,):

u,(alto, alto) = 1, u,(alto, baixo) = 0 u,(baixo, alto) = 0 e u,(baixo, baixo) = 1

Tabela 4 — Jogo alto ou baixo

Alto Baixo
Alto (1,1) (1,0)
Baixo (1,0) (0,1)

Se comecarmos a analise pelas colunas, ou seja, observando a segunda
coordenada das entradas da matriz, percebemos que ndo existe uma dominancia,
nem mesmo fraca: nosso objetivo é maximizar os ganhos do jogador coluna. Se o

jogador linha escolhesse “Alto”, o jogador coluna observa que o pagamento 1 é
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maior que 0, logo a estratégia s;; € melhor. Entretanto, se o jogador linha
escolhesse “Baix0”, como o pagamento 0 € menor que 1, entdo a estratégia sy, é
melhor.

Analisando as linhas, ou seja, observando a primeira coordenada das
entradas da matriz obteremos uma estratégia fracamente dominante: Nnosso
objetivo agora € maximizar os ganhos do jogador linha. Se o jogador coluna
escolhesse “Alto”, como o pagamento 1 é igual a 1, as estratégias S;1 € Sp1 S0
igualmente boas. Se o jogador coluna escolhesse “Baixo”, temos que 0 pagamento
1 é maior que 0, logo a estratégia s;» € melhor que s;;. Ou seja, para uma das
escolhas do jogador coluna, a estratégia s;1 € tdo boa para o jogador linha quanto a
estratégia S1», mas para a outra escolha do jogador coluna, s;; € melhor que a
estratégia s;» para o jogador coluna, logo si;; domina fracamente s;,. Dizemos

neste caso que (1,1) é um equilibrio de estratégia fracamente dominante.

4.2
Equilibrio de Nash

Em casos em que ndo € possivel determinar a solucdo de um jogo por
estratégias dominantes, podemos utilizar outro conceito de solugdo, denominado
equilibrio de Nash.

Informalmente, definimos equilibrio de Nash como um conjunto de
estratégias (uma para cada jogador) onde cada jogador ndo se sente motivado a
mudar de estratégia se 0 outro ndo o fizer também.

De modo formal, dizemos que um perfil de estratégias s* = (s{,s3, ..., s5)

(uma estratégia para cada um dos n jogadores) € um equilibrio de Nash se

w; (5,5%) = w; (545, 5%))

Para todo i = 1,..., n e todo jj = 1,..., m; (onde m; é o nimero de estratégias
possiveis para o jogador ;).

Para exemplificar a existéncia do equilibrio de Nash apresentaremos na
préxima sec¢do o jogo “Dilema do Prisioneiro”.
4.3

Um jogo classico: Dilema do Prisioneiro
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Este jogo, sugerido em 1950 pelos matematicos Merril Flood e Melvin
Dresher, da Empresa Rand, foi usado por Albert W. Tucker, mentor de Nash na
Universidade de Princeton, como ilustragdo para uma plateia formada de
psicologos da Universidade de Stanford para exemplificar a utilizacdo da Teoria
dos Jogos.

O Dilema do Prisioneiro ¢ um jogo em que os dois jogadores tém os
mesmos ganhos, mesmas penalidades e as estratégias sdo iguais para os dois.
Nesse jogo, a policia prende dois comparsas, Antonio e Bruno, por serem
suspeitos de terem cometido um crime grave. A policia ndo possui provas
suficientes para condenéa-los por esse crime, mas pode deixa-los na prisdo por um
crime menor. Quando levados a delegacia, sdo colocados em celas separadas e o
promotor oferece a ambos 0 mesmo acordo; caso um dos prisioneiros testemunhe
para a promotoria contra o outro e o outro permaneca calado, o traidor ficara livre
da cadeia e o seu cumplice, se ficar calado, pegara dez anos de cadeia. Caso
ambos permanecam em siléncio, serdo condenados a um ano de prisdo para cada
um, caso ambos confessem cada um ficara cinco anos na prisao.

Apresentamos abaixo 0s possiveis resultados:

Tabela 5 — Jogo dilema do prisioneiro

Bruno

Confessa N&o confessa

-5 anos para Antdénio | 0 ano para Anténio

Confessa
-5 anos para Bruno -10 anos para Bruno

Antdnio

-10 anos para Antbnio | -1 ano para Antonio

N&o confessa
0 ano para Bruno -1 ano para Bruno

Como as decisdes sdo simultadneas e um desconhece a decisdo do outro,

cada um deve escolher a opc¢do que ira maximizar seu resultado individual, isto &,
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permanecer o menor tempo possivel na cadeia, independente da op¢do do seu
companheiro.

E importante também destacar que as escolhas de ambos sdo estritamente
racionais, ndo devendo haver nenhuma interferéncia de ordem afetiva, moral ou
religiosa. Assim, podemos fazer as consideragdes (l6gico-matematicas) que cada
prisioneiro faz sobre sua situacao.

Num primeiro momento, a opg¢do mais interessante parece ser a
cooperacdo mutua dos prisioneiros, isto €, ndo confessar e consequentemente cada
um ficaria um ano na prisdo. Mas como 0s prisioneiros encontram-se
incomunicaveis e sem condi¢cdes de um garantir a fidelidade do outro, devem
portanto agir racionalmente, procurando a melhor opc¢éo individual, considerando
apenas as possiveis escolhas do companheiro.

Supondo ser eu, Anténio, e acreditando que Bruno ird confessar, a melhor
opcao é confessar e assim pegarei cinco anos de prisdo e ndo dez anos. Supondo
também que Bruno ndo confesse, ainda assim a minha melhor opcdo é confessar e
ficar livre e ndo preso por um ano. Sendo eu Antonio, percebo que a minha
melhor opcdo, independente da decisdo de Bruno, é confessar.

Supondo agora ser eu Bruno, sendo tdo racional quanto Antoénio,
acreditando que Antdnio ir4 confessar, a minha melhor opcéo é confessar e assim
pegarei cinco anos de prisdo e ndo dez anos. Supondo também que Antdnio ndo
confesse, ainda assim a minha melhor opcéo é confessar e ficar livre e ndo preso
por um ano. Sendo eu Bruno, percebo que a minha melhor opcéo, independente da
deciséo de Anténio, é confessar.

VVon Neumann e Morgenstern propuseram um modelo matematico em que
cada um dos comparsas, pensando racionalmente, vai confessar, o que leva
também o outro a confessar. E é efetivamente o que acontece, ambos confessam e
passam cinco anos presos. Ou seja, o perfil de estratégias (confessar, confessar)
chama-se equilibrio de Nash: é a melhor decisdo possivel levando-se em conta a
deciséo gque 0 outro tomara.

Socialmente, o dilema é: o0 que vai acontecer? Como 0s prisioneiros vao
reagir? Confiardo no cumplice e negardo o crime, mesmo correndo o risco de
serem colocados numa situacdo ainda pior, ou confessardo, apesar de que, se 0
outro fizer o mesmo, ambos ficardo numa situacao pior do que se permanecessem

calados?
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Nesse jogo ndo se deve analisar simplesmente as penalidades e sim as
vantagens de uma decisao associada a decisdao do outro jogador, consciente de que
confiar e trair sdo estratégias do jogo.

No jogo, quando cada pessoa persegue seu proprio interesse particular, ela
ndo promove, necessariamente, 0 melhor interesse da coletividade.

Considerando a hipdtese de que os comparsas pudessem conversar antes
de tomar sua deciséo (individual), de nada adiantaria um deles prometer ficar
calado caso o outro também fique, pois sua estratégia estritamente dominante esta
na traicdo. Apenas quando rodadas sucessivas do Dilema dos Prisioneiros séo
permitidas € que a comunicacdo poderia servir para alinhar os interesses
contrarios em torno da cooperagdo mdtua, mas isso envolve outros fatores tipicos
da interacdo do jogo. No Dilema dos Prisioneiros, a comunicacgdo pode ajudar no
aparecimento da cooperacgdo, sem a necessidade de firmar acordos, apenas pela

implementacdo de acdes de reciprocidade.

4.4

Busca por solugdes: exemplos

A. Método da eliminacdo iterativa de estratégias estritamente

dominadas.

Um dos métodos utilizados para determinar o resultado de um jogo é
chamado método de eliminacgdo iterativa de estratégias estritamente dominadas.
Dado que a matriz das recompensas (tabela composta de possiveis resultados e
pagamentos obtidos pelos jogadores) é de conhecimento comum, os jogadores
podem desconsiderar as estratégias cujas recompensas Sa0 menores que outras.

Como exemplo, usaremos uma variacdo do jogo batalha dos sexos.

Nesta versdo do jogo ndo ha um equilibrio dominante, 0 homem tem por
preferéncia ir para a festa e quer ir acompanhado da mulher, porém ela ndo quer
estar acompanhada por ele. Neste jogo, 0 homem é perseguidor da mulher. Ele
quer estar com ela, mas ela ndo quer estar perto dele. A preferéncia do homem ¢é ir
para a festa, isso faz com que essa seja uma estratégia dominante para ele. A

mulher ndo tem uma estratégia dominante, ela s6 quer evitar o homem,
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escolhendo o oposto de tudo o que ele escolhe. A matriz que representa esse jogo

é apresentada na tabela abaixo.

Tabela 6 — Jogo festa ou clube

Homem
festa clube
5 festa (1, 3) (2, 0)
<
>
= clube 2,2 1,1)

Para fazermos a eliminacdo iterativa de estratégias estritamente
dominadas, precisamos excluir as estratégias dominadas do jogo até que reste
apenas um unico par de estratégias. Neste jogo, clube é uma estratégia dominada
para 0 homem, pois, desde o inicio do jogo, sabemos de sua preferéncia em ir para
a festa e, sendo assim, sua recompensa € sempre maior do que a escolha clube. Se
a mulher escolhe ir pra festa e 0 homem também, seu resultado € 3, mas se ele
escolhe ir para o clube, o resultado € 0. Da mesma forma, se a mulher escolhe ir
para o clube e 0 homem ir para a festa, seu resultado é 2, mas se ele optar ir
também ao clube, seu resultado € 1.

Consequentemente, ele sempre recebe menos escolhendo clube, o que
significa que clube é uma estratégia estritamente dominada para 0 homem (festa é
uma estratégia fortemente dominante). Por isso, se ele é racional, ele nunca vai
escolher ir ao clube e, sendo assim, podemos excluir a coluna correspondente ao

clube.

Tabela 7 — Jogo festa ou clube

Homem
Festa
5 Festa (1,3)
e
=]
= Clube (2,2)

Podemos observar que clube é uma estratégia dominante para a mulher

(ela recebe 2, indo para o clube, e apenas 1, indo para a festa), por isso também
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podemos excluir a linha correspondente a opcao festa. Isso deixa apenas uma

estratégia para cada jogador: clube para a mulher e festa para 0 homem.

Tabela 8 — Jogo festa ou clube

Homem
Festa

clube (2,2)

Mulher

Para este tipo de solucdo de jogos, uma estratégia dominada ndo necessita
ser inferior em todos os seus elementos, pois, na medida em que uma estratégia
qualquer ndo é melhor nem pior que a outra, ela pode ser considerada dominada.
Entretanto, quando uma estratégia € melhor em alguns casos, mas pior em outros,

entdo ela ndo domina nem é dominada por nenhuma outra estratégia.

B. Método minimax ou maximin

Nos jogos de soma zero com duas pessoas, podemos encontrar a solucéo
pelo método minimax: procuramos minimizar as perdas e maximizar os lucros, ao
mesmo tempo. Para tanto é necessario que primeiro sejam definidos os padrdes de
comportamento dos dois jogadores. A Teoria dos Jogos supbe que os jogadores
vao agir de forma racional.

Para determinacéo do resultado, usaremos o problema abaixo, com ganhos
do jogador A, que é um jogo de soma zero entre duas pessoas, envolvendo o
conjunto de estratégia pura onde o jogador A pode responder A1, A2 ou A3 e 0
jogador B, B1 e B2, com a seguinte matriz de resultados com valores dos ganhos

do jogador A.

Tabela 9 — Aplicando o teorema minimax ou maximin

| Jogador B
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B1 B2 Mln_lmo da
linha

< Al 9 2 2
S .
kS A2 8 6 6 (Maximin)
g

A3 6 4 4
Maximo da coluna 9 6 (Minimax)

Suponha que o jogador A comeca 0 jogo sabendo muito bem que para
qualquer estratégia adotada por ele, o jogador B ira selecionar uma estratégia que
ird minimizar o resultado de A. Se A selecionar a estratégia Al entdo B ira
selecionar B2 para que A obtenha ganho minimo. Da mesma forma, se A escolhe
A2, B escolhe B2. Naturalmente, A gostaria de maximizar o seu ganho, maximin,
que € o maior dos minimos da linha. Da mesma forma, B ira minimizar sua perda,
0 que chamamos de minimax. Podemos observar que, 0 maximo da linha e o
minimo da coluna sdo iguais, desta forma chamamos o par (A2, B2) de ponto de
sela. Assim, concluimos que A2 é a melhor estratégia a ser adotada pelo jogador

A e B2 é a melhor estratégia a ser adotada pelo jogador B.

4.5

Mais exemplos de Jogos

Além do jogo Dilema do Prisioneiro, um dos mais populares na Teoria dos

Jogos, ha também outros que sdo bastante utilizados na literatura.

1. Batalha dos sexos

Um casal decidiu que iria, naquela noite, ao cinema ou ao jogo de futebol.
O marido, Jodo e a mulher, Maria, preferem ir juntos a ir sozinhos. Embora Joé&o
prefira ir com Maria ao futebol, preferiria ir com ela ao cinema a ir sozinho ao
futebol. Da mesma forma, a primeira preferéncia de Maria é a de irem juntos ao

cinema, mas ela também preferiria ir ao jogo de futebol com Joéo a ir sozinha ao
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cinema. A matriz que representa esse jogo € apresentada na tabela abaixo. Os

resultados refletem a ordem das preferéncias dos jogadores.

Tabela 10 — Jogo batalha dos sexos

Mulher
futebol | Cinema
futebol (10,5) | (0,0)
Homem | cinema | (0,0) (5,10)

Na batalha dos sexos, a melhor recompensa seria ambos escolherem o
mesmo programa, mesmo que Maria prefira ir ao cinema a ir ao jogo de futebol, e
Jodo prefira ir ao futebol a ir ao cinema. Mas nenhum dos dois quer ir ao seu
programa preferido sozinho, assim, Jodo prefere ir ao cinema com Maria a ir ao
futebol sozinho e Maria prefere ir ao futebol com Jo&o a ir sozinha ao cinema.

Este jogo possui dois equilibrios de Nash: (futebol, futebol) e (cinema,
cinema).

Verificamos que este jogo é de soma ndo zero, simultaneo, cooperativo e

de informacéo completa.

2. Jogo das moedas

Quatro moedas sao dispostas em duas pilhas de duas moedas. O jogador |
escolhe uma pilha e entdo decide remover uma ou duas moedas da pilha
escolhida. Apos, o jogador Il escolhe uma pilha com pelo menos uma moeda e
decide quantas moedas quer remover. Apos a jogada do jogador Il, o jogador |
inicia a segunda rodada com as mesmas regras. Quando ambas as pilhas nao
possuirem mais moedas, 0 jogo termina e o perdedor é aquele que tirou a Gltima
moeda.

As estratégias para cada jogador deste jogo devem especificar o que cada
um deles ira fazer, dependendo de quantas pilhas sdo deixadas e quantas moedas
ha em cada pilha, em cada etapa. Abaixo temos o diagrama com todas as
possibilidades.
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Jogador 1

Jogador 2

02| |11 | |r::| 1| |0 0] Jogador 1

JSON NN e

01 00 10 ‘ijtb (0 0 | Jogador 2
2 ganha 2 ganha 2 ganha
00 00
1 ganha 1 ganha

Figura 2 — Jogo das moedas

Nesse jogo, o jogador 2, independentemente da jogada do jogador 1
podera sempre sair vencedor. Caso o jogador 1 retire uma moeda, o jogador 2
garante a vitoria retirando duas moedas. Caso 0 jogador 1 retire duas moedas, 0
jogador 2 garante a vitdria retirando uma moeda.

Verificamos que este jogo é de soma nao zero, ndo cooperativo, sequencial

e de informacdo completa.

3. Gestores de um bar

No jogo Gestores de um bar, os jogadores séo dois gerentes de diferentes
bares A e B. Ambos 0s gerentes estdo, simultaneamente, considerando introduzir
uma oferta especial para os seus clientes, reduzindo o preco de sua cerveja. Cada
um escolhe entre fazer a oferta especial ou ndo. Se um deles faz a oferta, mas o
outro ndo, o gerente que faz a oferta ira ganhar alguns clientes do outro e uma
popularidade maior. Mas, se ambos fazem a oferta, ndo ganham clientes do outro,
embora ambos ganhem maior popularidade. Qualquer aumento de clientes gera
maior receita para o bar. Iremos considerar que as receitas semanais de A e B, sem

a promogé&o, sdo de R$ 7000,00 e R$ 8000,00 respectivamente.
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Tabela 11 — Jogo gestores de bar (ganhos em milhares de reais)

A
Oferta Sem oferta
B Oferta (10, 14) (18, 6)
Sem oferta (4, 20) (7, 8)

Neste jogo ha quatro combinacdes de estratégias possiveis correspondentes
a quatro possiveis conjuntos de resultados:

1) Nenhum dos dois gestores fazem a oferta especial. O resultado para o gestor A
€ 8 eparaogestorBé7.

2) Os dois gestores fazem a oferta: ambos os bares ganham novos clientes. Os
resultados sdo 14 para A e 10 para B.

3) O gestor A faz a oferta, mas o gestor B ndo: A conquista clientes de B. Os
resultados sdo 20 para A e 4 para B.

4) O gestor A ndo faz a oferta especial, mas o gestor B faz: B recebe clientes
vindos de A. Os resultados sdo 6 para A e 18 para B.

Para verificar se 0 jogo tem um equilibrio de estratégia dominante é
preciso verificar se ambos 0s jogadores tém uma estratégia dominante. Primeiro
vamos considerar o jogo a partir da perspectiva do gestor B. Se ele faz a oferta,
seu resultado € 10 ou 18. Sera 10, se o gestor A também fizer a oferta e 18 se ndo
fizer. Se o gestor B ndo faz a oferta, seu resultado é 4 ou 7. Sera 4, se 0 gestor A
fizer a oferta. Isso € menor do que os 10 que ele teria conseguido se tivesse feito a
oferta. Se ele ndo fizer a oferta e 0 gestor B também néo, seu resultado sera 7, que
também é menor do que os 18 que ele teria conseguido se tivesse feito a oferta.

Este raciocinio mostra que o melhor para o gestor B é fazer a oferta
independente do que o gestor A fizer. Desta forma, fazer a oferta é uma estratégia
dominante para ele.

De forma analoga podemos analisar as escolhas de estratégia do gestor A
para mostrar que a introducao da oferta também é uma estratégia dominante.

Como fazer a oferta é uma estratégia dominante para ambos os gestores, 0
equilibrio estratégia dominante deste jogo é (oferta, oferta).

Verificamos que este jogo é de soma ndo zero, nao cooperativo,

simultaneo e de informacéo completa.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212464/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1212464/CA

34

4. Jogo do covarde

O jogo do covarde é uma representagdo de uma competicdo entre 0s
adolescentes norte-americanos na década de 1950, representada no cinema em
alguns filmes bastante famosos.

Nesse jogo, temos dois adolescentes, Jodo e Pedro, que dirigem seus carros
em alta velocidade um em direcdo ao outro. O objetivo é identificar quem
desviara primeiro: este sera o covarde. O que ndo desviara sera o duréo.

Se ambos desviarem ao mesmo tempo, ninguém perde 0 jogo, mas se
ambos forem “durdes” e ndo desviarem sofrerdo um acidente gravissimo, visto a
alta velocidade dos carros, pondo em risco suas proprias vidas. As recompensas

podem ser representadas na forma estratégica ou normal.

Tabela 12 — Jogo do covarde

Pedro
Nao desvia Desvia
k=) N&o desvia
S (-2,-2) (2,-1)
Desvia (-1,2) (0,0

No jogo, a recompensa sobre as escolhas de ambos ndo desviarem € a pior
possivel, visto que o resultado seria o acidente, representado por um valor
numerico somente para ordenar as preferéncias. Nao t&o ruim seria desviar, se 0
outro desvia, mas a preferéncia seria ndo desviar se o outro desvia.

Existem dois equilibrios de Nash no jogo, (ndo desvia, desvia) e (desvia,
ndo desvia). De fato, se Jodo sabe que Pedro ndo vai desviar, sua melhor
estratégia € desviar. Se Jodo sabe que Pedro vai desviar, entdo sua melhor
estratégia € ndo desviar. Analogamente, se Pedro sabe que Jodo nédo vai desviar,
escolhe desviar. E se Pedro sabe que Jodo vai desviar, escolhe nédo desviar.

O jogo do covarde tem sido empregado ndo apenas para descrever uma
situagdo no mundo econémico na qual é melhor evitar o enfrentamento, como

também foi muito popular na época da guerra fria entre os Estados Unidos e a
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antiga Unido Soviética, para descrever os riscos de um conflito termonuclear e a
necessidade de mecanismos que evitassem o confronto.
Esse jogo é classificado como de soma ndo zero, simultdneo, ndo

cooperativo, de informacdo completa.

5. Péquer Simplificado

Duas pessoas, Eduardo e Felipe jogam um jogo de poOquer bastante
simples, onde apenas dois tipos de cartas estdo envolvidos: 2 e s (como o baralho
possui 4 naipes, podemos assumir que o numero de cartas envolvidas no jogo é 8).
O jogo funciona da seguinte forma: cada jogador recebe uma carta (2 ou &s). A
carta “as” sempre vence a carta “2”. Felipe, com sua carta em maos, resolve seguir
uma das estratégias possiveis: falar a verdade (ou seja, se possui um 2, fala
“Dois”; se possui um *“as”, fala “as”) ou blefar (ou seja, ndo importa a carta
recebida, pois ele sempre falara “as”). Eduardo, por sua vez, tem também duas

estratégias: acreditar em Felipe ou ndo acreditar.

Tabela 13 — Jogo pbquer simplificado

Felipe
Verdade Blefe
9 Acreditar (0,0) (-1,2)
g
3 N&o acreditar (-1/2,1/2) (0,0)

Vamos analisar 0 jogo utilizando o critério minimax, usando apenas 0S

ganhos de Eduardo.
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Tabela 14 — Jogo pbquer simplificado

Felipe
Minimo da
Verdade Blefe _
linha

o Acreditar 0 -1 -1
2
S _ -172
3 Nao acreditar -1/2 0 _

(Maxmin)

Maximo da coluna 0 0

Como podemos verificar o valor maxmin = -1/2 < 0 = minimax. Desta
forma, Eduardo pode estar certo de receber um pagamento minimo de -1/2, mas
Felipe tem apenas a garantia de que vai conseguir evitar que Eduardo receba um
pagamento maior que 0. Com isso, ndo esta claro qual sera o resultado do jogo,
pois Eduardo nunca ira acreditar, porém Felipe podera falar a verdade ou blefar.

Este jogo e classificado como sendo de soma zero, sequencial, nao

cooperativo e de informagao completa.

6. Jogo do investimento estrangeiro

Duas grandes empresas A e B, que monopolizam o mercado doméstico,
decidem de forma independente a possibilidade de investir em novos mercados no
exterior ou ndo. Os novos investimentos custam dinheiro, mas abrir novos
mercados estrangeiros geram lucros. Se apenas uma empresa investe no exterior
capta todos 0s mercados estrangeiros disponiveis. Se ambas empresas investem
em novos mercados, 0s mercados estrangeiros serdo divididos. Cada empresa tem
que decidir se faz os investimentos estrangeiros ou nao, sem saber a escolha da

outra empresa. Os resultados da matriz abaixo refletem os lucros das empresas.
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Tabela 15 — Jogo investimento estrangeiro

Empresa B
Investe N&o investe
§ Investe (5,5) (9,3)
a <
|_|EJ N&o investe (3,9) (3,3)

Independente da estratégia tomada pela empresa B, para a empresa A é
sempre melhor escolher investir: o resultado da empresa A fica no maximo 3 por
ndo investir e 9 ou 5, investindo. Da mesma forma, independente da estratégia da
empresa A, para a empresa B também ¢é melhor escolher investir.
Consequentemente, o equilibrio estratégia dominante € (investir, investir).

Verificamos que este € um jogo de soma ndo zero, ndo cooperativo,

simultaneo e de informacao completa.

7.Jogo das 3 cartas

Usaremos neste jogo as cartas rei, dez e dois de um baralho. O jogador 1
escolhe uma das cartas e a coloca com sua face voltada para mesa. O Jogador 2,
fala “alta” ou “baixa”. Se ele estiver certo (rei = alta, dois = baixa), ele ganha R$
3,00 do jogador 1, caso esteja errado, perde R$ 2,00. Se a carta voltada para a
mesa for dez, ele ganha R$ 2,00 se falou “baixa”, caso tenha falado “alto”, o
jogador 1 deve escolher entre o rei e o dois. Feita a escolha, coloca a carta com
sua face voltada para a mesa, o jogador 2 fala “alta” ou “baixa”, se acertar ganha
R$ 1,00, mas se errar perde R$ 3,00.

Os numeros em cada estado terminal da arvore representam os ganhos do

jogador 2
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Figura 3 — Jogo das trés cartas

38

Nesse jogo, a melhor op¢cdo para o jogador 2 é dizer baixa pois sua

possibilidade de vitdria serd o dobro da de derrota.

Verificamos que este € um jogo de soma ndo zero, ndo cooperativo,

sequencial e de informacdo completa.
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Sequéncia Didatica

O objetivo desta sequéncia didatica € ensinar topicos basicos de Teoria dos
Jogos e ao fim dela analisar se os alunos estdo preparados para um assunto
diferente. Ao término dessa sequéncia, faremos uma comparacdo dos resultados
obtidos por [11], [12] e [13].

Esta sequéncia didatica foi aplicada em duas turmas da 22 série do Ensino
Médio, no periodo da noite, do colégio estadual Alina de Britto, no bairro da
Taquara, na cidade do Rio de Janeiro. Devemos considerar o fato de que os alunos
da rede publica estadual do Rio de Janeiro possuem sérios problemas de
aprendizagem, devido a varios fatores como aprovacfes autométicas da rede
publica Municipal, falta de estrutura familiar, entre outros. Assim, aplicaremos a
sequéncia didatica respeitando as limitacdes de cada aluno. Devemos considerar
ainda, que os jogos serdo aplicados sem os alunos terem conhecimento prévio
algum sobre Teoria dos Jogos, ou seja, nunca tiveram qualquer experiéncia com
0S jogos que serdo aplicados.

Em cada turma foram utilizadas 8 aulas de 40 minutos, de dois tempos
seguidos, para a aplicagdo desta sequéncia.

A sequéncia didatica é composta de 4 atividades divididas da seguinte

forma:

1°) Realizacdo do Jogo da Barganha com Ultimato
2°) Realizagéo do Jogo Dilema do Prisioneiro;
3% Apresentacédo do jogo Poquer Simplificado;

4°) Teste de auto-avaliagéo.

No primeiro dia, iniciamos com a explicacdo do jogo Barganha com
Ultimato, expomos as regras do jogo escritas no quadro:

Duas pessoas participam do jogo, Carlos (o proponente) e Daniel (o
respondente). Carlos recebe uma quantia de R$ 10,00 (dez moedas de R$ 1,00).
Carlos deve oferecer a Daniel uma parte deste dinheiro (R$1,00, R$ 2,00,... ou
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R$10,00), sendo que a quantia minima a ser ofertada é R$ 1,00. Se Daniel aceitar
a proposta, leva para casa o que foi ofertado e Carlos fica com o restante. Se
Daniel ndo aceitar a proposta, ninguém recebe dinheiro algum.

Este jogo recebe o nome “Ultimato”, pois o respondente s6 possui uma
unica chance de aceitar a oferta do proponente. Caso rejeite a oferta, ndo chegaréo
aum acordo e ambos terminardo o jogo com zero.

O resultado racional do jogo determina que o respondente deveria dizer
gue aceita R$ 1,00, pois isto é melhor do que zero. Se o respondente disser que sO
aceita a proposta se o valor ofertado for maior do que R$ 1,00, estara correndo o
sério risco de sair sem nada, e isto se deve ao seguinte: o0 proponente tambem
sabe que R$ 1,00 é melhor do que zero e, além disso, deseja manter o maximo de
dinheiro para si mesmo. Logo, ofertard 0 minimo possivel (R$ 1,00), acreditando
que o respondente também € racional.

Apos a explicacdo das regras, separamos cada uma das turmas em duplas
de forma aleatdria, distribuindo o formulario de resposta abaixo, onde um sera

Carlos, aluno A e o outro Daniel, aluno B.

| Formulério de resposta do jogo Barganha com Ultimato

Aluno: Aluno:
Turma: DUPLA 1A Turma: DUPLA 1B
Valor: Walor:

Figura 4

Foi informado a todos os “Carlos” que deveriam escrever no campo
“valor” sua oferta (quantia entre R$ 1,00 e R$ 10,00) e a todos os “Danieis” que
deveriam escrever no campo “valor”, a quantia que estariam dispostos a aceitar
(quantia entre R$ 1,00 e R$ 10,00). Os alunos foram orientados a ndo divulgar ou
olhar as respostas uns dos outros. Apds, os dois papeis de cada dupla foram entéo
recolhidos e lidos a0 mesmo tempo, para toda a turma. Se a quantia que Daniel

escreveu no papel é igual ou menor que a oferta de Carlos, consideramos que esta
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dupla chegou a um acordo. Caso contrario, se Daniel tiver escrito no papel uma
guantia maior do que a oferta de Carlos, a dupla ndo chegou a um acordo.

A medida que os formulérios eram lidos, os resultados eram anotados no
quadro, para que a comparacao pudesse ser feita.

Gostariamos de ressaltar que ambas as turmas se mostraram muito
interessadas para fazer a atividade, alem disso, os alunos ficaram curiosos e
impacientes para verem os resultados.

A atividade na turma 2001 foi composta por 32 alunos dos quais 17

homens e 15 mulheres que obtiveram o resultado mostrado no quadro a seguir.

Tabela 16

Tabela de resultado do jogo Barganha com Ultimato

Turma 2001
Proponente Respondente

Dupla (Allimo A) (Ailjuno B)
1 R$ 7,00 R$ 1,00
(Homem) (Homem)
2 R$ 10,00 R$ 3,00
(Homem) (Homem)
3 R$ 5,00 R$ 4,00
(Mulher) (Homem)
4 R$ 1,00 R$ 2,00
(Mulher) (Mulher)
5 R$ 1,00 R$ 2,00
(Homem) (Mulher)
6 R$ 5,00 R$ 4,00
(Mulher) (Mulher)
7 R$ 5,00 R$ 5,00
(Mulher) (Homem)
8 R$ 5,00 R$ 6,00
(Mulher) (Homem)
9 R$ 9,00 R$ 5,00
(Homem) (Mulher)
10 R$ 10,00 R$ 6,00
(Mulher) (Homem)
1 R$ 4,00 R$ 1,00
(Homem) (Homem)
12 R$ 10,00 R$ 1,00
(Homem) (Mulher)
13 R$ 1,00 R$ 5,00
(Mulher) (Mulher)
14 R$ 5,00 R$ 3,00
(Mulher) (Homem)
15 R$ 5,00 R$ 2,00
(Homem) (Homem)
16 R$ 9,00 R$ 5,00
(Homem) (Mulher)
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Podemos notar que, nesta turma, 12 duplas chegaram a um acordo, porém
em apenas 3 duplas notamos que o respondente (aluno B) “pediu” racionalmente
R$ 1,00, sendo 2 dois destes homens e uma mulher e que em apenas 3 duplas o
proponente (aluno A) cedeu racionalmente R$ 1,00, sendo 1 homem e 2 mulheres,
alunos estes que infelizmente ndo chegaram a acordo pois suas respectivas duplas
ndo foram “racionais”. Verificamos ainda um fato que chamou a atencdo, pois trés
alunos proponentes (aluno A) doaram a quantia de R$ 10,00, sendo assim
acabaram fazendo o acordo e quando indagados por terem oferecido tal quantia,
todos foram unanimes em responder que desta forma ganhariam o jogo, ou seja,
pensaram apenas em fazer o acordo a todo custo, como se isso fosse resultar em
algum boénus para eles. Sendo assim, verificamos que 6 duplas conseguiram fazer
0 acordo por sorte.

A atividade na turma 2003 foi composta por 22 alunos dos quais 16
homens e 6 mulheres que obtiveram o seguinte resultado mostrado no quadro a

sequir.

Tabela 17
Tabela de resultado do jogo Barganha com Ultimato
Turma 2003
Proponente Respondente

Dupla (Aluno A) (Aluno B)
1 R$ 5,00 R$ 1,00
(Homem) (Homem)

2 R$ 1,00 R$ 5,00
(Mulher) (Mulher)

3 R$ 6,00 R$ 3,00
(Homem) (Mulher)

4 R$ 3,00 R$ 1,00
(Mulher) (Homem)

5 R$ 4,00 R$ 10,00
(Homem) (Homem)

6 R$ 5,00 R$ 2,00
(Homem) (Mulher)

7 R$ 1,00 R$ 1,00
(Homem) (Homem)

8 R$ 5,00 R$ 5,00
(Homem) (Homem)

9 R$ 2,00 R$ 3,00
(Homem) (Homem)

10 R$ 5,00 R$ 10,00
(Homem) (Homem)

1 R$ 2,00 R$ 2,00
(Homem) (Mulher)
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Podemos notar que nesta turma 7 duplas chegaram a um acordo, porém
em apenas 3 duplas notamos que o respondente (aluno B) “pediu” racionalmente
R$ 1,00, sendo 3 dois destes homens e nenhuma mulher e que em apenas 2 duplas
o proponente (aluno A) cedeu racionalmente R$ 1,00, sendo 1 homem e 1 mulher.
Observamos que a dupla n® 7, formada por homens chegou ao resultado racional,
ou seja, o proponente doou R$ 1,00 e respondente “pediu” R$ 1,00. Nesta turma,
nenhum proponente doou R$ 10,00, mas um fato interessante ocorreu quando 0s
papéis foram recolhidos e a turma indagada sobre, “quem entendeu a logica do
j0go?”. Trés alunos levantaram as maos e disseram que entenderam o jogo, sendo
que um deles, que participara do jogo como respondente, disse estranhamente, que
ndo havia pedido R$ 1,00, pois achava que o proponente tinha a obrigagdo de doar
R$ 10,00. Sendo assim, verificamos que 4 duplas conseguiram fazer o acordo por
sorte.

Dentre as duplas que chegaram a um acordo, sorteamos uma para que
recebesse o dinheiro repartido (de acordo com o que eles escreveram no papel).
Para que os alunos se sentissem motivados e interessados a participar do jogo,
oferecemos como recompensa, pontuacdo na nota da prova bimestral.

No segundo dia, trabalhamos com o jogo Dilema do Prisioneiro, mais uma
vez as regras foram explicadas utilizando o quadro negro.

Duas pessoas, Antonio e Bruno, sdo presas, acusadas de terem cometido
um mesmo crime. Os dois sdo colocados em celas separadas e ndo podem se
comunicar. Ambos passam por um interrogatorio individual, onde lhes é
apresentado o seguinte: se nenhum dos dois confessar, ambos pagardo pelo crime
e ficardo presos por 1 ano. Se ambos confessarem, os dois ficardo presos por 5
anos. Se um confessar e outro negar, o que confessou sera libertado e o que negou
ficara preso por 10 anos.

Infelizmente, ndo tivemos a oportunidade de fazer a atividade em cada
turma separadamente, pois no dia definido, um professor da escola faltou, o que
fez com que uma das turmas acabasse indo embora mais cedo. Desta forma,
tivemos que juntar as duas turmas e fazer a atividade de forma Unica. Como
aconteceu no primeiro dia, distribuimos o formulario de resposta abaixo de forma
aleatoria para formarmos as duplas, onde um sera Anténio, aluno A e o outro

Bruno, aluno B.
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Aluno: Aluno:
Turma: DUPLA 1A Turma: DUPLA 1B
Confesso M#o Confesso Confesso MN&o Confesso
Figura 5

Desta atividade participaram ao todo 40 alunos sendo 19 da turma 2001 e
21 da turma 2003.

Foi informado a todos os “Antonios” e a todos os “Brunos” que deveriam

marcar no formulario sua decisdo (confessar ou ndo confessar). Os alunos foram

orientados a ndo divulgar ou olhar as respostas uns dos outros. Apos, 0s dois

papeis de cada dupla foram recolhidos e lidos a0 mesmo tempo, para toda a turma.

E obtivemos os resultados mostrados abaixo.

Tabela 18

Tabela de resultados do jogo Dilema do Prisioneiro

Dupla Jogador A Jogador B
1 N&o Confesso Confesso
2 N&o Confesso N&o Confesso
3 N&o Confesso N&o Confesso
4 Confesso N&o Confesso
5 N&o Confesso Confesso
6 N&o Confesso Confesso
7 Confesso N&o Confesso
8 N&o Confesso N&o Confesso
9 N&o Confesso N&o Confesso
10 N&o Confesso Confesso
11 Confesso Confesso
12 N&o Confesso Confesso
13 N&o Confesso N&o Confesso
14 Confesso Confesso
15 N&o Confesso N&o Confesso
16 Confesso N&o Confesso
17 Confesso Confesso
18 Confesso Confesso
19 N&o Confesso N&o Confesso
20 Confesso Confesso

Utilizando este jogo, fizemos a explicacdo tedrica sobre a matriz de
resultados, estratégia dominante (para cada jogador) e equilibrio de Nash, para
que todos pudessem entender a teoria que se encontra por tras do jogo. Vejamos

agora como isso foi feito.
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Bruno
confessar negar
) Confessar (-5, -5) (0, -10)
Antonio
Negar (-10, 0) (-1, -1)

Para Bruno, a estratégia “negar” € ruim, pois -5 > -10 e 0 > -1. Logo,

reduzimos a matriz acima a:

Tabela 20

Jogo Dilema do prisioneiro

Bruno
confessar
. confessar (-5, -5)
Antbnio
Negar (-10, 0)

Para Antonio, a estratégia “negar” também é

reduzimos a matriz acima a:

Tabela 21

Jogo Dilema do prisioneiro

ruim, pois -5 > -10 . Logo,

Bruno

confessar

Antonio

confessar

(-5,-5)
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Logo, a estratégia dominante é (confessar, confessar).

Explicamos aos alunos que Bruno ndo sabe o que Antonio ira fazer, entdo
trabalha com suposi¢cdes. Se Antonio confessar, entdo é melhor que Bruno
confesse também (pois assim ficara preso 5 anos em vez de 10). Se Antonio
negar, ainda é melhor que Bruno confesse (e assim seré libertado). Como o jogo €
simétrico, Antonio pensara da mesma forma, e entdo a estratégia dominante sera
(confessar, confessar).

Quanto ao equilibrio de Nash, ele é definido informalmente como um
perfil de estratégias (ou seja, uma para cada jogador) onde cada um dos
participantes nao se sente motivado a mudar de estratégia se o outro ndo o fizer
também.

No Dilema do Prisioneiro, o perfil (confessar, confessar) € um equilibrio
de Nash: se Antonio sabe que Bruno vai confessar, o melhor que ele faz é
confessar também. Se negar, ficara mais tempo na cadeia, logo ele nédo se sente
motivado a mudar de estratégia. Analogamente, se Bruno sabe que Antonio ira
confessar, 0 melhor que ele faz é confessar também (ndo se sente motivado a
mudar de estratégia, pois ndo quer ficar mais tempo preso).

O perfil (negar, confessar) ndo é um equilibrio de Nash: se Antonio sabe
que Bruno ira confessar, ndo deve escolher negar, pois ficaria mais tempo preso.
Ou seja, 0 nimero de anos em que ficaria preso é uma motivacao para que
Antonio escolha outra estratégia.

O perfil (confessar, negar) ndo é um equilibrio de Nash: se Bruno sabe que
Antonio ira confessar, ndo deve escolher negar, pois ficaria mais tempo preso. Ou
seja, 0 numero de anos em que ficaria preso é uma motivacdo para que Bruno
escolha outra estratégia.

O perfil (negar, negar) ndo é um equilibrio de Nash: se Antonio sabe que
Bruno ira negar, poderd ser libertado se confessar (ou seja, Antonio fica motivado
a trocar de estratégia). Analogamente, se Bruno sabe que Antonio ird negar,
podera ser libertado se confessar (ou seja, Bruno fica motivado a trocar de
estratégia).

Apos a explicacdo acima, fizemos a anélise dos resultados obtidos com a
atividade e construimos a seguinte tabela de resultados.
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Tabela 22

Estatisticas do jogo Dilema dos prisioneiros

Confessaram N&o confessaram Total
Homens 10 14 24
Mulheres 8 8 16
Total 18 22 40

Nesta atividade, a turma ficou bastante agitada, pois o jogo tem como ideia
central o fato de dois prisioneiros terem de confessar um crime podendo um
prejudicar o outro, fato ndo muito aceito na comunidade onde moram os alunos
participantes da atividade.

Verificamos que apenas 5 duplas atingiram a solucéo racional que era o
fato dos dois alunos confessarem o crime. O mais interessante apos o término da
interpretacdo foi o fato que os alunos que ndo confessaram, ainda diziam que nao
valia a pena confessar, pois caso a dupla ndo confessasse pegariam apenas um ano
de priséo, o que seria muito bom, disseram eles.

No terceiro dia, fizemos a descricdo do jogo Poquer Simplificado, e
fizemos a seguinte explicacéo inicial aos alunos utilizando o quadro negro.

Duas pessoas, Eduardo e Felipe jogam um jogo de pdquer bastante
simples, onde apenas dois tipos de cartas estdo envolvidos: 2 e &s (como o baralho
possui 4 naipes, podemos assumir que o0 numero de cartas envolvidas no jogo é 8).
O jogo funciona da seguinte forma: cada jogador recebe uma carta (2 ou as). A
carta &s sempre vence a carta 2. Felipe, com sua carta em maos, resolve seguir
uma das estratégias possiveis: falar a verdade (ou seja, se possui um 2, fala
“Dois”; se possui um &s, fala “As”) ou blefar (ou seja, ndo importa a carta
recebida, pois ele sempre falara “As”). Eduardo, por sua vez, também possui duas
estratégias: acreditar em Felipe ou ndo acreditar.

Apo6s a explicacdo inicial do jogo, mostramos a matriz de resultados

abaixo.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1212464/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1212464/CA

Tabela

23

Jogo pdéquer simplificado

Felipe
Verdade blefe
9 Acreditar (0, 0) (-1, 1)
g
3 N&o acreditar (-1/2, 1/2) (0, 0)

48

Neste jogo, ndo temos como fazer a reducdo da matriz por estratégias

dominantes e nem determinarmos um equilibrio de Nash.

Neste dia ndo fizemos atividades, apenas abordamos outro jogo para

mostrarmos a matriz de resultados e para estudarmos com os alunos estratégias

dominantes e equilibrio de Nash. Ao término, os alunos disseram que haviam

entendido o que foi explicado, mas ndo podemos nos esquecer do publico para o

qual o conceito foi apresentado, ou seja, ndo temos plena certeza se os alunos

entenderam realmente o que foi exposto.

No quarto dia, fizemos o teste abaixo com os alunos, para podermos

verificar se eles haviam assimilado os contetidos.

Teste de Auto-avaliagao

1. Considere o0 jogo “Batalha dos Sexos”, onde um homem e uma mulher devem
decidir qual vai ser o passeio do casal em um domingo. A matriz de resultados é

a sequinte:
Mulher
Futebol Cinema
futebol (10, 5) (0,0
Homem cinema (0,0) (5,10)

Nesta matriz, os “pagamentos” indicam o nivel de satisfacdo de cada um com o

programa escolhido.

a) Se a mulher decide que ird ao cinema, qual é a decisdo do homem para que
seu nivel de satisfacao seja o maior possivel?

b) A matriz acima pode ser reduzida? Se sim, como?
c¢) Este jogo possui equilibrios de Nash? Se sim, quais?
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Durante a atividade, observamos que a turma 2001 estava tendo bastante
dificuldade para responder as perguntas, e cerca de 70% dos alunos presentes no
dia ndo responderam a pergunta “c”. Tentamos fazer com que se lembrassem das
explicacbes das atividades anteriores, mas ndo adiantou muito. Pelo menos,
conseguiram responder de forma satisfatoria aos itens “a” e “b”. Mais ainda,
verificamos que alguns alunos responderam no item “a” que o homem deveria ir
para o futebol, pois desta forma ficariam completamente satisfeitos. O melhor
percentual de resposta ficou para o item “b”, cerca de 90% da turma conseguiu
responder que a tabela ndo tinha como ser reduzida. O que deixa bem claro que
entenderam o conceito de estratégias dominantes, embora ndo tenham entendido o
conceito de equilibrio de Nash.

Ja na turma 2003, os alunos ndo tiveram problemas para responder todos
os itens, e verificamos depois, que alguns alunos responderam os itens, mas nao
apresentaram justificativa, 0 que caracteriza que responderam sem saber 0 porqué
da resposta, porém ainda assim, esta turma teve um rendimento um pouco melhor,
pois cerca de 40% da turma conseguiu responder de forma satisfatoria o item “c”,
dizendo que o equilibrio de Nash ocorria nos casos em que apareciam (5,10) e
(10,5). Com relacdo ao item “a”, assim como na turma anterior alguns alunos
disseram que o homem deveria ir para o futebol, quanto ao item “b”, novamente
cerca de 90% da turma conseguiu responder satisfatoriamente que a tabela nédo

tinha como ser reduzida.
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Comparacgéo de resultados

Neste capitulo iremos fazer uma comparacgdo entre os resultados obtidos
pelos pares de alunos que participaram do jogo “Barganha com Ultimato”
(realizado quando ainda ndo possuiam qualquer experiéncia em Teoria dos Jogos)
e 0s resultados obtidos por BIANCHI [11], CARTER & IRONS [12] e CASTRO
& RIBEIRO[13] em trabalhos que foram desenvolvidos usando como base a
metodologia da Economia Experimental e que tiveram como motivacdo a busca
por evidéncias para validacdo de resultados esperados pela prépria Teoria dos
Jogos. Gostariamos de ressaltar que a Teoria dos Jogos prevé comportamentos
6timos para os individuos, ou seja, busca-se evidéncias sobre a racionalidade
egoista.

As tabelas abaixo apresentam os resultados encontrados por BIANCHI
[11], CARTER & IRONS [12] e CASTRO & RIBEIRO [13], além dos resultados
obtidos com as turmas 2001 e 2003 (turmas trabalhadas por Thiago) e turmas
3008, 3009 e 3010 (turmas trabalhadas por Silvio) que foram objeto de estudo
deste trabalho. Os outros participantes da comparacdo eram alunos do curso de
Administracédo (hipoteticamente, menos treinados em Teoria dos Jogos do que 0s
alunos de Economia), alunos iniciantes do curso de Economia (considerados

“néo-treinados”) e concluintes do curso de Economia (considerados “treinados’)
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Tabela 24 — Comparac¢éo de resultados dos proponentes

Resultados Comparativos — Quantia Mantida pelo Proponente
média em R$ (10,00 — Quantia Ofertada)

Experimento Geral | N&o treinados | Treinados | Mulheres | Homens
Economistas 6,11 5,84
Carter
& 5,60 - R
Irons N&o economistas 5,48 -
. 5,43 6,78
Economistas
Bianchi - - -
Nao economistas 5,60 B
Economistas 5,64 5,59 6,08 5,32
Castro
&
Ribeiro 5,67
Nao economistas 5,88 - 6,20 5,60
Turma 2001 4,25 4,25 5,37 3,12
Thiago
Turma 2003 7,05 7,05 - 8 6,1
Turma 3008 502 - 592 - -
Silvio Turma 3009 4,60 - 4,60 - -
Turma 3010 5,13 - 5,13 - -
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Resultados Comparativos — Quantia Minima Aceitavel pelo Respondente

média em R$ (10,00 — Quantia Aceitavel)

Experimento Geral | Ndo treinados | Treinados | Mulheres | Homens
Economistas 1,34 1,92
Carter
& 2,03 - R
Irons Nao economistas 2,76 -
Economistas 4,92 3.26
Bianchi - - -
Nao economistas 3,13 -
Economistas 4,10 3,20 3,22 3,84
Castro
&
Ribeiro 3,54
Nao economistas 2,67 - 3,50 2,25
Turma 2001 3,43 3,43 3,42 3,44
Thiago :
Turma 2003 3,72 3,72 3,00 4,43
Turma 3008 4.50 - 4,50 - -
Silvio Turma 3009 3’27 - 3’27 - -
Turma 3010 5,20 - 5,20 - -

De acordo com os dados gerais das tabelas, podemos observar que

enquanto a teoria nos diz que um jogador respondente racional sempre indicaria

R$ 1,00 como quantia minima, nossa amostra aponta uma média de R$ 3,43

(turma 2001) e R$ 3,72 (turma 2003), ou seja, os valores excedem o esperado,

porém ficaram muito préximos com o valor encontrado por Castro & Ribeiro.

Da mesma forma, enquanto o valor esperado da oferta do jogador

proponente é de R$ 1,00, o que equivale a manter R$ 9,00 para si, temos como

resultados R$ 4,25 (turma 2001) consideravelmente menor e R$ 7,05 (turma

2003) surpreendentemente préximo ao que indica a teoria, ou seja, ambas as
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turmas ficaram completamente fora dos padrbes encontrados anteriormente, uma
muito proxima ao ideal e a outra muito longe.

Infelizmente, ndo conseguimos o0s valores gerais do experimento de
Bianchi.

Quando consideramos apenas 0s nao-treinados, observamos que com
relacdo aos proponentes nada mudou. Quanto aos respondentes observamos que
os resultados ficaram bastante diferentes. Nossos alunos obtiveram resultados que
ficaram muito longe do ideal, porém ainda se mantiveram a frente de economistas
de Bianchi e Castro & Ribeiro.

Olhando para mulheres e homens, observamos que nos proponentes,
ambos o0s géneros da turma 2001 obtiveram resultados bem piores aos
encontrados por Castro & Ribeiro; ja com a turma 2003 foi 0 oposto, os resultados
foram melhores, devemos destacar a atuacdo das mulheres que chegaram bem
proximo do ideal. Com relacdo aos respondentes, observamos que ambos 0s
géneros da turma 2001 obtiveram resultados muito parecidos, até mesmo com
aqueles encontrados por Castro & Ribeiro, fato que ndo ocorreu com os alunos da
turma 2003, onde observamos que as mulheres obtiveram resultados bastante
parecidos com os de Castro & Ribeiro, diferentemente dos homens que obtiveram
resultados muito acima do esperado.

Assim como Castro & Ribeiro, as mulheres de nosso estudo obtiveram
resultados mais condizentes com o modelo do que os homens.

Observando as turmas trabalhadas, podemos notar que em relagdo aos
proponentes, a turma 2003 ficou muito longe dos resultados obtidos pelas outras
turmas, o que nos faz pensar: teria sido sorte ou esses alunos tiveram realmente
raciocinio l6gico? Para responder a essa pergunta, deveriamos fazer mais testes,
porém ndo houve tempo novos testes com esse grupo.

Com relacdo aos respondentes, notamos que as turmas 3008 e 3010
obtiveram valores muito longe do esperado.

De um modo geral, esses resultados, mesmo para alunos sem formacao
superior encontram-se mais proximos dos obtidos por Carter & Irons e Bianchi.
Isso nos leva a crer que Bianchi estava certo ao afirmar que “Os resultados gerais
apresentados sugerem que o0 modelo de racionalidade egoista é incapaz de prever
a maioria das decisdes tomadas, em situaces envolvendo informacdo perfeita,

ganhos monetarios, em condicdes de ultimato”.
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Conclusao

O trabalho desenvolvido ao longo dos ultimos dois anos, no curso de
Mestrado profissional em Matematica da Pontificia Universidade Catdlica o Rio
de Janeiro, possibilitou mudancgas conceituais em relagdo ao que entendemos por
Educacdo. A principal delas, a necessidade de descentralizar o ensino, colocando
0 aluno numa posic¢éo ativa na construcdo de seu conhecimento.

Buscou-se nesta dissertacdo aplicar a Teoria dos Jogos no Ensino Médio,
para investigar como os alunos do Ensino Médio da rede publica estadual de
ensino do Rio de Janeiro se comportavam com a aplicagcdo da Teoria dos Jogos
como elemento motivador no ensino da Matematica.

Assim, utilizamos uma sequéncia didatica que foi aplicada durante as aulas
de Matemética.

Os resultados dessa sequéncia foram analisados a medida que as atividades
eram aplicadas.

Os alunos se mostraram bastante interessados, prestando atencdo a tudo
que era dito, o que foi muito interessante, pois normalmente é dificil conseguir a
atencdo deles durante muito tempo. Acredito que este fato tenha acontecido por
estarmos trabalhando conceitos, acompanhado de jogos, 0 que tornou as
atividades bastante atrativas e diferentes.

Na aplicacéo das atividades, os alunos apresentaram muita dificuldade em
entender as regras de cada jogo, 0 que acabou tornando as atividades um pouco
demoradas.

Mas, independente deste fato, percebemos que ap6s a aplicacdo da
sequéncia didatica, os alunos demonstraram maior interesse nas aulas, pois viram
gue a Matematica ndo fica apenas restrita a conceitos ditos inuteis por eles.

Acredito que o pequeno estudo da Teoria dos Jogos tenha desenvolvido no
aluno um maior senso critico, ajudando-os na tomada de decisdo em situagdes
cotidianas, principalmente porque a Teoria dos Jogos tem como principio basico

utilizar conceitos matematicos para analisar situacGes de interagdo entre
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individuos. Isso fez com eles passassem a ver as aulas de Matematicas de forma

positiva.
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Apéndice (Com biografia  das principais

personalidades histéricas)

[) John Von Neumann

Em 28 de dezembro de 1903, em
Budapeste, nasceu John Von Neumann. Aos trés
anos de idade sabia de cor os nimeros de telefone
de todos os familiares e parentes.

Para seu sucesso na sociedade hungara do
século XX tinha governantas alemas e francesas.
Em 1925, em Zurique, formou-se em engenharia
quimica no Swiss Federal Institute of Technology.
No ano seguinte conquistou seu PhD em
Matematica na Universidade de Budapeste.

Ainda muito jovem, iniciou sua carreira
académica, como professor assistente, na
(e ; Universidade de Berlin. Fez o pés-doutorado na
Unlver5|dade de Gottlngen tendo como professor o matematico David Hilbert.

Na década de 20, ja instalado nos Estados Unidos, envolveu-se com a
teoria quéantica, publicando um trabalho sobre a questéo do indeterminismo. Mais
tarde participou de projetos variados de pesquisa, entre eles, mecanica quantica,
teoria dos conjuntos, computagdo eletrbnica e teoria dos jogos. Sobre essa
dltima teoria, juntamente com Oskar Morgenstern, escreveu o livro “Theory of
Games and Economic Behavior”.

Von Neumann reconheceu que o comportamento social pode ser
analisado por meio de jogos, citando o0 jogo de pdbquer como uma ocupacao
ladica e banal contendo a chave de assuntos humanos mais sérios, pois tanto o
pbguer como uma competicdo econdmica exigem de seus participantes um
raciocinio de vantagens e desvantagens, ou seja, a ideia de que o mais é melhor
do que 0 menos. Segundo ele, o resultado de uma a¢ao ndo depende apenas de
um participante, mais de ac¢des interdependentes de outros participantes.

Usando topologia e andlise funcional, em 1928, Von Neumann
demonstrou que todo jogo finito de soma zero com duas pessoas possui uma
solucdo em estratégias mistas.

Participou como consultor da IBM de varias etapas de concepgédo e
construcdo do computador eletrbnico, sugerindo que as instrucbes fossem
armazenadas na memoria do computador, em vez de serem lidas em cartdes
perfurados e serem executadas individualmente, como era feito até entdo. Dessa
forma se obteve a vantagem da rapidez eletrénica.
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Em 1943, Neumann trabalhou no projeto Manhattan, tendo como
resultados as bombas de Hiroshima e Nagasaki. Sua acdo envolvia calculos
sobre a implosdo da bomba atbmica, bem como a projecdo de lentes auto-
explosivas. Ressalta-se que, a despeito disso, Neumann trabalhou ativamente
na discussao politica sobre o uso de artefatos atdbmicos.

Na década de 50, assessorou o governo americano durante um periodo
da guerra fria, mas néo ficou por muito tempo, pois logo ficou doente.

Em 8 de fevereiro de 1957, vitima de um tumor no cérebro, Neumann
veio a falecer.
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Il) Oskar Morgenstern

Oskar Morgenstern, doutor em Ciéncias
Politicas, nasceu em 1902 na Silésia, Alemanha.
Sua vasta obra foi principalmente voltada a area
de economia. Estudou na Universidade de Viena
concluindo doutorado em Ciéncia Politica em
1925. Sua tese versava sobre produtividade
marginal.

Oskar Morgenstern quando esteve em
Viena, segundo Paulo Henrique de Sousa, em
sua dissertacdo, trabalhou em assuntos
relacionados a ciclos econémicos e a critica
metodolégica da economia, focando problemas,
na teoria do equilibrio geral, com relacéo entre tempo e previsao.

Morgenstern contribuiu para o surgimento de novas ideias, em novos
campos cientificos ao participar dos Col6quios de Viena os quais propiciaram
contatos cientificos entre diversas disciplinas.

Ao emigrar para os Estados Unidos em razao da iminéncia da Segunda
Guerra Mundial, em 1938, Morgenstern se tornou professor da Universidade de
Princeton, e ao versar sobre analise econdmica em suas obras, promovia varias
discussoes sobre o tema.

Escreveu a obra “On The Accuracy of Economic Observations”, em 1950,
(Na exatiddo de observacbes econdmicas), Wirtschaftsprognose, (Previsdo
Econbmica), nesta obra defende que é impossivel fazer previsbes econbmicas
completas em razao de os mecanismos que moldam eventos econdmicos serem
complexos.

Sua obra mais importante foi o livro “Theory of Games and Economic
Behaviour”, 1944, que tem como parceiro John Von Neumann.

Em 1970 aposentou-se como professor da Universidade de Princeton e
faleceu em 26 de julho de 1977 nos Estados Unidos, Princeton, NJ.
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[lI) John Nash, Jr.

Nascido em 13 de junho de 1928, em
Bluefield, na Virginia Ocidental, Estados Unidos,
John Nash Jr era filho de um engenheiro e uma
professora. Menino solitéario e introvertido, cresceu
em um lar onde recebeu carinho e atencdo de
seus pais, tendo como principal interesse, desde
crianca, os livros.

Aos quatorze anos, Nash interessou-se
pela Matematica. Ao ler a obra “Men of
Mathematics”, de T. Bell, consegue provar o
Teorema de Fermat sobre niumeros primos. Nessa
ocasiao, o adolescente Nash uma prova para a afirmacédo de Fermat de que se n
€ um numero qualquer inteiro e p um nuamero primo qualquer, entdo n
multiplicado por si mesmo p vezes menos n é divisivel por p.

Iniciou seus estudos em engenharia quimica, mas logo desmotivou-se
passando a estudar Matematica. Fez curso em economia internacional e
doutorado em Matematica. Apesar de ter sido aceito no programa de doutorado
em Harvard, uma das mais famosas universidades dos Estados Unidos, optou
por Princeton por |he oferecer maiores vantagens. Nessa universidade
demonstrou interesse por varios campos da Mateméatica pura como Topologia,
Geometria Algébrica, Légica e Teoria dos Jogos.

Com apenas 21 anos, escreveu uma tese de doutorado “Non-Cooperative
Games”, de 27 péaginas, em que criou uma teoria que focalizava o individuo.
Nessa tese, a Teoria dos Jogos apresentava a possibilidade do ganho mutuo,
inventando um conceito que permitia a interrup¢éo do “seu penso que ele pensa
gque eu penso que ele pensa...”. Desta forma, haveria uma solu¢cdo quando cada
um dos jogadores escolhesse sua melhor resposta levando em consideragéo, de
maneira independente, as melhores estratégias dos outros jogadores.

No periodo de 1951 a 1959, foi professor de Matematica na universidade
de MIT (Massachusetts Institute of Technology). Em 1959 adoeceu de
esquizofrenia paranoica, desistindo de seu cargo de professor do MIT.

Publicou em sua tese de doutorado mais trés importantes artigos para a
teoria dos jogos ndo-cooperativos e para a teoria da barganha.

Nesses artigos, Nash criou o chamado “Equilibrio de Nash”, em que
prova a existéncia de um equilibrio de estratégias mistas para jogos nédo
cooperativos, sugerindo uma abordagem de estudos de jogos a partir de sua
reducdo para a forma ndo cooperativa. Nash provou ainda a existéncia de
solucdo para o problema da barganha, criando a Teoria da Barganha, em seus
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artigos “The Bargaining Problem” (O Problema da Barganha, 1949) e “Two-
Person Cooperative Games” (Jogos Cooperativos de duas Pessoas). Sobre essa
teoria, Nasar, em 2000, escreveu:

“Jogos estratégicos, rivalidade econbmica, arquitetura de
computadores, a forma do universo, a geometria dos espacos
imaginarios, o mistério dos nimeros primos — tudo atraiu sua
imaginacdo extremamente ampla. Suas ideias eram do tipo
profundas e inteiramente inesperadas, que impulsionam o
pensamento cientifico em novas dire¢es”.

Nasar, ainda no ano de 2000, declarou que Nash foi um génio que
explodiu no cenario da Mateméatica em 1948.

“Jogos estratégicos, rivalidade econbmica, arquitetura de
computadores, a forma do universo, a geometria dos espagos
imaginarios, o mistério dos ndmeros primos — tudo atraiu sua
imaginacdo extremamente ampla. Suas ideias eram do tipo
profundas e inteiramente inesperadas, que impulsionam o
pensamento cientifico em novas direcdes”.

Nash escreveu também artigos sobre “variedades algébricas” (1951) e
“arquitetura de computadores paralelos” (1954). Juntamente com Reinhard
Selten e John Harsanyi, ganhou, em 1994, o ganhou o prémio Nobel de
Economia, por suas contribuicbes para a Teoria dos Jogos.

Em 1998, Silvia Nasar escreveu sua biografia no livro “Uma mente Brilhante”,
livro esse adaptado para o cinema por Ron Howard.
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V) John Harsanyi

Nascido em 29 de maio de 1920, em Budapest,
Hungria, John Charles Harsanyi estudou no Ginasio
Luterano, tendo como preferéncia a Filosofia e a
Matematica. Em 1948, iniciou o doutorado em
Filosofia. Em 1956, ganhou uma bolsa da fundacéo
Rockefeller, o que lhe permitiu passar dois anos na
Universidade de Stanford, iniciando seu doutorado em
economia. Estudou também Matematica e Estatistica.

ﬂ Em 1958, iniciou uma pesquisa sobre a Teoria
dos Jogos na Universidade Nacional da Austrdlia, mas sentiu-se sozinho, pois
essa teoria ndo era conhecida na Austrdlia. Em Detroit, foi admitido como
professor de economia na Universidade Estadual de Wayne. Em 1964, em
Berkeley, tornou-se professor na Universidade da Califérnia.

Contribuiu para a Teoria dos Jogos através do desenvolvimento de
andlise dos jogos de informacéo incompleta. Usou também a Teoria dos Jogos e
o raciocinio econdmico em filosofia moral e politica.

Harsanyi publicou quatro livros: Rational Behavior and Bargaining
Equilibrium in Games and Social Situations (1977), Essays on Ethics, Social
Behavior, and Scientific Explanation (1976), Papers in Games Theory (1982) e A
General Theory of Equilibrium Selection in Games (1988). Ganhou juntamente
com John Nash e Reinhard Selten em 1994, o prémio Nobel de Economia.
Morreu em 9 de agosto de 2000.
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V) Reinhard Selten

Em 5 de outubro de 1930, em Breslau, nasceu
Reinhard Selten graduado em Matematica e Ciéncias
Econdbmicas na Universidade de Frankfurt, onde
iniciou sua carreira docente.

Apresentou como tese de mestrado a Teoria
dos Jogos Cooperativos e em seu doutorado, a
axiomatizacdo de valores forma extensiva para jogos
de n-pessoas.

Através do artigo “Spieltheoretische
Behandlung eines Oligopolmodells MIT
Nachfragetragheit”, foi responsavel por um aprimoramento da nocdo de
“equilibrio de Nash, intitulado de equilibrio perfeito em subjogos”. Essa nocao
implica que uma determinada estratégia, para ser considerada um perfeito
equilibrio, precisa ser 6tima, tendo sido considerados todos os possiveis
desdobramentos do processo de interacdo estratégica. Tal equilibrio € primordial
em jogos que apresentam compromissos e ameacas, determinando quais
desses elementos séo interessantes e quais nao sao.

Por seu trabalho em racionalidade limitada, Selten é considerado um dos
pioneiros em economia experimental.

Atualmente Reinhard Selten emérito professor da Universidade de Bonn,
na Alemanha.
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VI) Robert Aumann

Nascido em 8 de julho de 1930, em
Frankfurt, Alemanha, Robert Aumann graduou-
se em 1955 pelo City College de Nova York,
completando seu mestrado em 1952 e
doutorado em 1955 pelo Instituto de Tecnologia
de Massachusetts (MIT). Juntamente com
Thomas Schelling, ganhol o prémio Nobel de
Economia. Membro da academia Academia
Nacional Norte-Americana das Ciéncias,
trabalhou no Centro para a Racionalidade, na
Universidade Hebraica de Jerusalém em Israel.

Definiu o conceito de equilibrio correlacionado no Teoria dos Jogos.
Nessa definicdo, ele afirma que um equilibrio em jogos nao cooperativos € bem
mais flexivel do que o Equilibrio de Nash.

Aumann usou a Matematica para desenvolver hipéteses, dando uma
formulacdo precisa em situagBes envolvendo dois atores que sO levam em
consideracdo o curto prazo, originando conflitos como as guerras de precos e
comerciais. E também o responsavel pela inclusdo da analise do impacto sobre
variados aspectos dos jogos. Essa andlise € de fundamental importancia para
tomada de decisdo como, por exemplo, grupos que se tornardo mais acessiveis
a cooperagdo quando sdo obrigados a enfrentar uma mesma situagao.

Aumann também investiu nos chamados jogos repetidos, mostrando que
a cooperacao pacifica é, de forma frequente, a solucdo de equilibrio nesses
jogos. Ele propde uma solucdo na teoria econdémica envolvendo um modelo de
uma economia de competicdo perfeita. Conforme cita a Matemética Marilda
Sotomayor, professora da Faculdade de Economia, Administracdo e
Contabilidade da Universidade de Sdo Paulo (USP), em artigo publicado por
Bernardo Esteves na revista on-line ciéncia hoje.

“...ele propés um modelo com um continuo de participantes,
mais préximo da situacao real, onde existe um namero grande
mas finito de agentes envolvidos (...) A introducdo desse
‘continuo’ permitiu uma analise precisa e rigorosa de
situagbes onde o tratamento por métodos finitos seria muito
mais dificil ou mesmo impossivel”.

Ciéncia Hoje — 2005

Aumann jé esteve no Brasil a convite de Sotomayor, onde ofereceu um curso de
jogos cooperativos.
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Ele é bastante comunicativo e carismatico, gosta de praticar
esportes e € muito religioso.(...) Trata-se sem davida de um dos
maiores pensadores de todos os aspectos da racionalidade na
tomada de decisGes. Ele tem promovido uma visdo unificada do
dominio do comportamento racional, que abrange areas como
economia, ciéncia politica, biologia, psicologia, Matemaética,
filosofia, ciéncia da computacgéo, direito e estatistica.

Ciéncia Hoje — 2005
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VIl) Thomas Schelling

Thomas Schelling, economista
Americano, ao versar sobre as aplicacdes da
Teoria dos Jogos a andlise de estratégias em
situacbes de conflito e as vantagens da
cooperacdo em relacdo ao confronto em
relacbes de longo prazo, recebeu com o
matematico matematico israelense-americano
Robert Aumann o Prémio Nobel de Economia,
em 2005.

Nasceu em 1921, nos Estados Unidos,
Oakland. Em 1944, graduou-se pela
Universidade da California, Berkeley e em 1951, pela Universidade de Harvard,
completou o doutorado em Economia. Atuou como professor na Universidade de
Yale, também como assessor da Casa Branca e ingressou na Universidade de
Harvard, apOs deixar o magistério na Universidade de Yale.

Em 1960, Thomas Schelling publicou seu livro ‘The Strategy of Conflict”
(A estratégia do conflito), onde analisa a corrida armamentista durante a guerra
fria. Nesta obra, ele mostra que, em algumas situacdes, a capacidade de praticar
represalias intimida mais o adversario do que a possibilidade da resisténcia a um
ataque. Da mesma forma, uma ameaga concreta torna-se, por vezes, menos
eficaz do que uma ameaga imprecisa. Suas conclusfes também foram
ampliadas podendo ser usadas em outros campos como na competividade entre
empresas, pois é mais lucrativo fazer concessdes, para que possa ser criado um
ambiente de confianca entre as partes, do que haver conflitos onde ocorrerédo
riscos para ambas.

A introducdo de ideias originais nas analises econdmicas com
pouquissimos instrumentos matematicos se tornou a caracteristica de Schelling.

Com o conceito de valor estratégico do risco calculado, também atuou em
trabalhos onde havia cooperacéo de individuos sem conflito de interesse, além
de ter investigado como o comportamento de individuos diferentes se confronta
socialmente, tema de Micromotivos e Macromotivos, 1978. Nas referidas obras o
autor, observando comportamentos individuais, explica a emergéncia da
segregacdao através do modelo por ele desenvolvido.
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VIII) Martin Schubik

Martin Schubik, um dos pioneiros da Teoria
dos Jogos, possui obras que versam sobre
economia politica, oligopdlios e jogos
experimentais.

Nasceu em 24 de marco de 1926, estudou
na Universidade de Toronto e na Universidade de
Princeton. Tornou-se especialista em andlise
estratégica, estudo de instituicdes financeiras e em
economia da competicao.

Martin  Schubik demonstrou uma outra
aplicacdo da teoria dos Jogos: o Leildo de Ddlar.
No referido jogo, ndo pode haver coalizGes, ou seja, ndo acontece cooperacao
mutua. Leiloa-se um dolar e os lances comecam com um centavo. Quem der o
maior lance levara o dolar que esta sendo leiloado. Difere porém este leildo dos
demais, pois quem da o segundo maior lance também paga, mas néo leva o
dolar.

Um certo mal-estar entre os participantes é observado quando os lances
atingem cinquenta centavos contrastando com o inicio do jogo em que o
ambiente é cordial. Esse mal-estar é ocasionado porque fica notério que a banca
irA ganhar dinheiro a partir daquele ponto. De acordo com o autor, o leildo
termina no patamar de trés dolares em média, podendo chegar aos catorze
dolares.
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