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3 Demonstracdes das formulas da adicdo de arcos no

contexto da trigonometria no triangulo retangulo

Em um tridngulo retangulo, cosa e sena estdo definidos apenas para angulos
positivos agudos 0°< a < 90°. H& boas razdes para estender ambas as defini¢oes a
outros valores de angulos, mas para fazé-las, mesmo para 0° e 90° ou até mesmo
para angulos obtusos, sdo exigidas definicdes adicionais, as quais foram
apresentadas quando tratamos de seno e cosseno de angulos obtusos.

Sem extensdes apropriadas, as definicbes s6 permitem derivar férmulas sujeitas as
limitagdes de angulos.

Estamos preocupados aqui, neste contexto, em apresentar as férmulas, nas quais
todos os angulos envolvidos satisfagam as limitacGes basicas inerentes ao
triangulo.

Naturalmente, ap6s a extensdo das definicbes, as férmulas permanecerdo

verdadeiras para todos os valores dos dois angulos ae S, mas isto sO sera

possivel quando tratarmos de trigonometria no circulo trigonomeétrico.

Cada professor tem a sua demonstracdo favorita das importantes formulas
Sen(aib) e COS (aib). De qualquer forma, é sabido que deduzida uma delas,

as outras podem ser obtidas por complemento, suplemento, etc.

3.1 Proposta 1 - Demonstracdo do seno da soma de arcos

Uma das mais simples e rapidas que se conhece € uma demonstracdo que se
baseia, em primeiro lugar, na conhecida férmula: a=b.cosC +c.cosB , onde
a,b,c, A B,C sdo os lados e os angulos respectivos de um triangulo.

Essa formula pode ser visualizada facilmente e diz apenas que o lado a é a soma
(ou a diferenca, se B ou C for obtuso) das projecbes ortogonais dos lados b e ¢

sobre o proprio a, como se Vé nas figuras.
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B a C

b.cosC'

Figura 19: Demonstragéo do seno Figura 20: Demonstragao do seno
da soma de arcos da soma de arcos

Na figura 19, temos: a =b.cosC +c.cos B

Na figura 20, temos: a =b.cosC —c. cos.(180 - é)

a=h.cosC — c.(— cos I§)

a=Db.cosC +c.cos B
Assim, sempre poderemos escrever : a=b.cosC +c.cosB (1)

Por outro lado, a Lei dos Senos em um triangulo (que foi demonstrada

anteriormente) afirma que:

a b ¢
senA senB senC

=2R (2

Onde R é o raio do circulo circunscrito ao triangulo ABC

Segue-se de (2) que, num triangulo de didmetro 1, ou seja, 2R=1, temos:

a b Cc

A: A: ;\:l
sen A senB senC

—a=senA , b=senB , c=senC
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Entdo, para um triangulo inscrito nesse circulo, a formula (1) se lé:

a=b.cosC +c.cos B

sen A =sen B.cosC +sen C.cos B

E como, finalmente, o angulo Aéo suplemento de B +C, ou Seja, tem 0 mesmo

seno, obtém-se a célebre formula:

sen (I§ + é)= sen B.cosC +sen C.cos B

Vale ressaltar que essa deducdo é valida para B+C < 180° Isto é sempre

verdade, pois A+ B+C =180°.

3.2 Proposta 2: Outra demonstracdo do seno da soma de

arcos

Como em qualquer triangulo a area é igual ao semiproduto de dois lados pelo seno
do angulo formado por eles, temos as seguintes relaces para os trés triangulos da

figura abaixo:

A ,, C

Figura 21: Outra demonstracdo do seno da soma de arcos
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No triangulo ABC: Area,,. = %.b.c.sen (a+p)
i ; 1
No triangulo ABD: Area,, = E.c.b.cos asenp

No triangulo ACD: Area,., = %.b.c cos f.sena
E como Area,,. = Area,,, + Area,.,, temos:

%.b.c.sen (a+p) = %.c.b. cosa.seng + %.b.c cos fsena

Simplificando, temos:

sen (« + ) =cosa.senf +cos S.sena

Ou ainda:

sen (a + ff) =sena.cos 3 +sen.cos a

Vale ressaltar que esta demonstragdo supde como limitagdo: 0°< « + £ <180°

3.3 Proposta 3: Uma demonstracdo do seno da soma e do

seno da diferenca de arcos

A demonstracdo a seguir supde como limitacdo: 0°<a,b,a—b,a+b<90°

a) sen(a+b)=sena.cosb+senb.cosa

b) sen (a—b)=sen a.cosb—senb.cosa
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Para demonstrar a primeira parte, considera-se a figura (22) onde:

OC=1 ABLOC, AOC=ae BOC=b.

Temos entdo, OA=1/cosa, OB=1/cosb, CA=tg a, CB=tg b
Tragando AD L OB, temos que AD =OA sen (a+b).

Usando novamente que OB.AD = AB.OC, temos:

A
D
c B
1
a
b f b
O D B 0 \ e 1 (
Figura 22: Uma demonstracdo Figura 23: Uma demonstracéo
do seno da soma de arcos do seno da diferenca de arcos

1 1
_— b)=(t tgb)1
cosh cosa sen(a+ ) (ga+ g )

_ sen (a+b) sena  senb  _ sen (a+b) sena.cosb+senb.cosa
cosa.cosb cosa cosb cosa.cosb cosa.cosb

= sen (a+b)=sena.cosb+senb.cosa

Ficando provada a primeira parte da proposicdo. A demonstracdo da segunda

parte € inteiramente andloga, bastando considerar a figura 23.
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3.4 Proposta 4: Uma demonstracdo do seno da diferenca de

arcos e do cosseno da diferenca de arcos

Inicialmente, construimos um triangulo retangulo AEF de hipotenusa igual a 1

inscrito em um retangulo ABCD, conforme figura.

D F c

a—[f3

Figura 24: Uma demonstracdo do seno e do
cosseno da diferenca de arcos

Sendo os angulos EAF = 4 e FAB =« temos:

O angulo EAB =a — f3, entdo:

AF =cos B e EF =seng

senf?

cos/?

a— [

Figura 25: Uma demonstracéo do seno e do cosseno
da diferenca de arcos

E ainda, AB =cos(— ) e BE =sen (« — )
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E como o angulo CEF =« e 0 angulo AFD = «, temos:

CE =senf.cosa, CF =sena.senf, FD =cosa.cos 8 e AD =sena.cos /3

b cosa.cosf3 F sena.senf3 o
«

senf o | senf.cosa

b B

sena.cos(3 cosf3
sen(a — Q)
1
&}
=
4 cos(a — ) B

Figura 26: Uma demonstracdo do seno e do
cosseno da diferenca de arcos

E como ABCD é um retangulo, as medidas dos lados opostos séo iguais. Assim,

temos:

cos(a — ) =cos a - cos B +sena -senf
E

sen (« — ) +senf.cos o =sena.cos

Ou ainda:

sen (o — ff) = sena.cos f —senf.cos o

Vale ressaltar que esta demonstracao supde como limitagéo:
0°< e, B, — B <90°
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3.5 Proposta5: Umademonstragcdo do seno da soma de arcos e

do cosseno da soma de arcos

Inicialmente, construimos um tridngulo retdngulo AEF de hipotenusa igual a 1

inscrito em um retangulo ABCD , conforme figura.

x

Figura 27: Uma demonstracdo do seno e
do cosseno da soma de arcos

Sendo os angulos EAF =« e BAE = 3, temos:

AE =cosa e EF =sena b " ¢

Sence

COSx

Figura 28: Uma demonstracdo do seno e do
cosseno da soma de arcos

Além disso, AB=cosa.cos 3 e BE =senf.cosa
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E como o angulo CEF = 8 e o angulo AFD =« + 3, temos:

CE =sena.cos B, CF =sena.sens, FD =cos(a + ) e AD =sen (c + )

D cos(a + [3) F sena.senf3 ©
J o+ 3
sena senca.cos/3
4 1
sen(a + 3) B
y F
cosQ
senf.cosa
o
p [
A p B
coso.cosf3

Figura 29: Uma demonstracéo do seno e do
cosseno da soma de arcos

Como ABCD é um retangulo, as medidas dos lados opostos sdo iguais. Assim,

temos:

sen (« + ) =sena.cos [ +senp.cos a

E

cos(x + f) +sena.senf3 = CoS «x.CoS f3

Ou ainda:

cos(a + ff) = cos «.cos [ —sena.senf

Vale ressaltar que, nesta demonstracgdo, as limitac@es sdo: 0°< «, B, + 5 <90°
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