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7. O teorema de Hurwitz-Markov

7.1 O enunciado do teorema

Pk 1
ax V5qr?

Yo € R\Q ¥n > 1,3k € {n— 1,n,n + 1}, tal que | -

Em particular, Va € R\Q existem infinitos SE Q (p,q€Z,q>0) com

1
V5q2

P
q

=3l <

Por outro lado, Vc > /5, a desigualdade |%§—§| <$ , tem apenas um

nimero finito de solugdes s.

Vamos traduzir o teorema da seguinte maneira:

“Para todo numero irracional o, existira pelo menos uma, dentre trés
aproximagdes consecutivas de «, feitas por fragdes continuas, cujo o erro sera

menor que o inverso do produto de V5 pelo respectivo denominador da
aproximacao ao quadrado”.

“Em particular, para todo irracional a, existem infinitos racionais g que sao
aproximacBes de a, com um erro menor que o inverso do produto de /5 pelo

denominador ao quadrado dessas aproximagdes”

“Por outro lado, existira somente um numero finito de aproximagdes racionais g

do nimero de ouro, com erros menores que o inverso do produto de c pelo
quadrado do denominador dessas fracdes, quando ¢ for maior do que v/5."

7.2 A provado teorema 7.1

Queremos provar que para algum k, que pode ser n-1, n ou n+1, essa aproximacao

Pk 6 muito boa, no sentido que o erro é menor que

de !
o, — .
dk 1/5qk2

EK|— 1 _ 1
Al (ok419k+9k-1)dk  (Ak+1+Br+1)qK>

Supondo o = [ay; a4, ay, ... ], temos |00 —

dk-1

,onde By 1 = = [0, ay, ax_1,ax_z, ---, a1]. Observe que qx > qx_1
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De fato,
qQ _ 1 R k k 1
Po=— =—=1[0;a,] eporindugio Pii, = = =
0 a ! T Qe Q1+ Qi Apqq + q(’;‘l
K
1 1

= = = [0; ak+1, Ak, Ak—1, - A4]
g1+ Brer (ka1 Qs Ap—1, - 4] ' o '

e A1 = [Arr1s Qv Akrs) -]

Queremos provar gque vale pelo menos uma das seguintes desigualdades, obtidas

quandok=n-1,k=nek=n+1

o a,+pB,>V5
® an+1+ﬁn+1 >\/§

® apipt Bn+2 > \/g

Supondo que as trés séo falsas, queremos chegar a um absurdo,ou seja:

o ay,+ P, <5
* api1t+ Pt <5

® pypt+ Pry2 < V5

Supondo a,, + B,, < /5 e como V5 < 3, devemos ter a,, < a, < 3, pois a, é a
parte inteira de a,,, 0 que implica a,<2 (a, € inteiro) e, analogamente, a,,,; < 2
(5] Apy2 <?2.

1

1
Apt1 + _

V5> a,+ B, = a, =a, +

, 1
Como a1 < 2,se a, = 2, terfamos V5 > a,, = 2 +

T>2+2>/5, que

an+1t

é um absurdo! Entdo, a,, = 1 e analogamente, devemos ter a,,,,;=1.

1

Além disso, V5 = apip + Briz = Anip + .Se a,,, = 2, teriamos

an+1+Pn+1

VE>24+4—>2+ § > /5, que é um absurdo. Logo, a,,,,=1.

An+1+Pn+1
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Escreveremos agora a,,, Qn42, Pn € Pn+2, todos em funcdo de ;41 € Brnsq-

Assim, temos:
+ 1 1+ !
a, = a =
" " Ont1
8 1 1 8 1 1
= = f—t = —
U+ By 14By " B
8 _ 1 _ 1
2 ns1 + Bnsr 1+ Pnsr
+ 1+ !
(44 =a = = a P
n+1 n+1 Tres Tnes n+2 Apey — 1

1

+—-1=

An+1 Bn+1

Voltando & nossa hip6tese, temos: a, + 8, <V5 < 1+

1 < \/—

An+1 Bn+1

Como  tyiq + Prs1 S V5, @nis S V5= Bryy = —>—— =52
An+1 V5—Bns1

! + L > L + 1 V5 e assim concluimos ue
An+1 Bn+1 — \/g_ﬁn+1 Bn+1 ﬁn+1(\/§_ﬁn+1) q

,Bn+1(\/g - ,Bn+1) 2l _.Bn+12 + \/gﬁn+1 -1=0 (I)

Por outro lado, @45 + fpiz < V5 = L <

an+1—1  1+Pfnt1

1 1
ant1=1 — V5-1-Bniq

1 1 1 1 V5
ant+1—1 + 1+Bns1  V5-1-Pni1 + 1+Bn+1 (V5—1-Pns1)(1+Bn+1) (\/_

Brs1) L+ Bui1) =1 &-Boiy” + (V5= 2)Bper + (V5—2) =0 (ID)

Sabemos também que a,.q <V5—fBpi1 = = 5>

Resolvendo as inequagdes (1) e (1) veremos que o maior ponto do intervalo de

. V5—-1 . . .
uma, que é \/_T ,coincide com o menor ponto do intervalo da outra. Ou seja,

\/— 1

adn—-1

acharemos que S,4+1 = , que é um absurdo, pois ﬁn+1— € Q. Mostramos

assim, qgue uma dessas trés aprommagoes — va| ter erro menor que — \/_q >
k
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Mostraremos agora que a constante ¢ =v/5-, para a razdo aurea, ¢ a melhor

constante possivel.

Sabemos da proposicdo 6.5.2 que se tivermos infinitas fracdes

Q3

tais que

1+V5 1 . ~ ] ~

| — B| , entdo podemos obter estas fracdes através das fracdes
2 ql " Vs5q?

continuas.

Basta, entdo, vermos quais sdo o0s erros de

1+/5 . o "
—— Pelas as aproximagdes que vém

da fragdo continua. Vejamos:

1++/5 1 1
‘ Sy 2<:>an+1+[)’n+1>c>\/§

= <
2 n (Ant1 + Pn+1)qn®  Cqn

_1+V5
T2

q

Mas’ Ont+1 = [an+1; An+2, ;] = [1' 111111 ] ﬁn+1 =

n—1
dn

[0;an, an_1, .-, a¢] = [0;1,1,1,...,1], repetindo o numero 1, n vezes.Entéo,

V5—-1 1 1
Bn+1_T< <

(Note que gq,, = n, g, esta crescendo e g, é pelo menos 1, g, > q4,935 > g3, -..),0

. . V5-1 1
que implicaB,, 1 < 5t

: 1+V5 1+V5  V5-1 1
Assim, temos: € < Uy q + Ppy1 = ——+ Bt < —t+——t =

1 1
V5+—===>c-V5>0 =n?<(c—V5)!
n n
O que limita n, evidenciando que s6 temos um namero finito de solucgdes, ou seja,

as aproximacOes da razdo aurea tém de vir das fracOes contl'nuas,Z—", com n? <
n
(c—+V5)~L

O Teorema de Hurwitz-Markov traduz, portanto, o que acontece em termos de

aproximacdes racionais para 0s nimeros reais.
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7.3 Uma visdo geométrica do Teorema de Hurwitz-Markov
Existe uma férmula surpreendente para indicar a qualidade de uma convergente.

Teorema 7.3.1

Seja, Z—” a n-ésima convergente (irredutivel) para o numero real

n

a =lag; aq,ay, ... |

Entao,
g2 |a =22 _1
" Inl Ay
onde,

Ap = [an+1; Apy2, :] +

A prova deste teorema € baseada no lema a seguir:

Lema 7.3.2 : Sejam os pontos A e B de coordenadas (a4, a,), (by, b,) no sistema
de coordenadas cartesianas de origem O, onde a4, a,, b; e b, sdo positivos. Entéo

o paralelogramo OACB da figura 9(a) abaixo possui area igual a a, b, + b, a,.

C
D o £ F
2 %
0
A 1 (3l |
: 3 7
B! : B H
5 . 4
bz: by ay
o 0

Figura 9 (a) Figura 9 (b) Demonstracéo do lema 7.3.2
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Prova do Lema 7.3.2

Obtemos o pentdgono OAFDB, na figura 9(b) dividido em 7 partes. Denotamos
por S; a area de cada regido i. Obviamente, EF = GA = a,, DB = GD = a,, AF =
OH = b,. E também 6bvio, que S4=S,+Ss € $;=S.

Assim, a area(OACB) = S3+5,+54+S7 = 83+(Sz+85) + Se+S5; = (Sl+82+83) +
(Ss+S6) = &rea(HEDB) +area( AFEG) = bya, + a,b,

Prova do Teorema 7.3.1

s Y Kol
v Gn1
5 / T
z \1 A, O
% /
An_l Ty —1 vt ;
In il
pin il
il @ \\,
Ay 0 ity
Figura 10 (a) - Teorema 7.3.1 Figura 10 (b) - Teorema 7.3.1

Considere a figura 10 (a) acima que corresponde ao caso em que n € par.
Usaremos a notacdo 1, = |aqy —pxl . As coordenadas dos pontos
A_y,A_4,A,_1, Ay, S80, respectivamente, (a, 1), (—1,0), (—1—1, @n-1)e (1, qn)-

(Ver proposicdo 6.5.1)
A area do paralelogramo OA,EA,,_; é 1 (Veja a proposigédo 5.4.1).
Temos as seguintes relacdes:

(1) Tn—1Gn + TGn_1 = 1 (E afirmada pelo Lema 7.3.2)

2) =

-1
Tn

= [@nt1; Anszr Angs, - | (Decorre do algoritmo de Euclides para %)
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(3) I =[a,;a,_1, An_y, -.,a;] (Pode parecer menos 6bvia, mas também

dn-1

decorre do algoritmo de Euclides).

Para ver isso, reflita os pontos A,,A,-1,...,A em relacdo a origem, como

mostra a figura 10 (b) acima. Nés teremos uma imagem do algoritmo de Euclides
Adn

dn-1

(vire 90° e relita sobre o eixo x). As linhas poligonais correspondentes &

para

A_,ApA,A, e A_ A1 A3 Ag SB0, respectivamente, A, A,_," .. Ay € Ap_1An_3A_,.

A segunda termina no ponto A_, sobre o eixo X, o que significa que —* é uma

dn-1

fracdo continua igual a [a,; a,,—1, @n—2, ..., @1 ] como afirma a relacéo (3).

Agora, nos dividimos a relacdo (1) por n,q,, e calculamos 4,,:

1 Th-1 dn-1 1
/1 = = + = [a 1’ a 2 ] +
" Thdn 3 dn b T [an; an_q, -, a1]
ou também
1 dn Th 1
A -1 = = + = [a ,a _1,...,a1] +
" Tw-19n-1 Y9n-1 Tn-1 e [an+1; Apy2, ]

Isso conclui a prova para valores pares e impares de n.

Este teorema mostra que quando as convergentes sdo as melhores aproximacdes

racionais para numeros reais, elas ndo sdo todas igualmente boas. A aproximacao
Pn

dn

Anyq < Ay < apyq + 2, 0 quociente parcial a,,, é grande. Nesse sentido nem

é realmente boa se A, é grande, o que significa que sendo

0 numero de ouro, nem v/2 possuem boas aproximagcdes.

Vamos considerar 0s nameros irracionais mais frequentemente usados: m e e.
Como vimos, ndo é dificil converter aproximacdes decimais fornecidas por
calculadoras de bolso em fragmentos de fracGes continuas. Em particular,
m =[3;7,15,1,293,10,3,8, ...], e = [2;1,2,1,1,4,1,1,6,...]. Vemos que, ao contrario

de e, ™ possue alguns quocientes parciais grandes, os mais notaveis 15 e 293. As

. . ~ ., - ~ 22
respectivas aproximacodes de 7 , j& comentadas anteriormente séo [3;7] = —e
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[3;7,1,15,1] = % A primeira foi descoberta por Archimedes, com denominador

7, foi dado o valor de 7w com um erro de 1,3 . 10°°. A segunda foi descoberta ap6s
4 séculos por Adriaen Metius. Com este denominador sua notavel aproximacao
possui uma precisdo de 2,7 . 107 e fornece uma aproximacéo correta de 6 digitos

para o valor de m. Nada comparado existe para o numero e. As melhores
. ~ ~ . ~ 19 - 199
aproximacdes de e, usando fragdes continuas sao - (erro~4.10%e = (erro de

~2,8.107)
7.4 A prova do teorema de Hurwitz-Markov usando o indicador 4,

Seja a = [ag; aq,ay,...] um ndmero irracional. Queremos provar que para

. . 1
infinitas fracOes convergentes p—", A= ——>4/5

, e que isso ndo é sempre verdade se substituirmos +/5 por um ndmero maior.

Caso 1 : Sejam infinitos quocientes parciais a,, maiores ou iguais a 3. Entdo, para

esses valores de n, temos : A,, > a,, = 3 > /5.

Caso 2: Seja um numero finito de a,, a,, > 2, mas infinitos iguais a 2. Entdo, para

infinitos valores de n, Ane1 =2, 0y <2, Apip <2 e

1 1 1 1 8
1+ 1 22+_+_=—>V5.
Anizt—  ant T 3 3 3

~*tag

Ay = Qpyq +

Caso 3 : Para m suficientemente grande, a,, = 1. Entdo paran > m,

1
11,11, .. a,]

A, =[1;111,..]+

V5+1

A primeira parcela € o nimero de ouro, , € a segunda parcela tende para

V541, _ V5-1
()=

PP p . 5-1
, quando n tende ao infinito e € maior que \/—T para todos o0s

outros valores de n.

Assim;
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para infinitos valores de n, desde que lim,_,c 4,, = V5.

OBS :Para todo ¢ > 0, a inequacio A, > V/5 + ¢ é verdadeira para finitos valores

de n.

Note que apenas no caso 3 ndo podemos trocar a constante v/5 por uma constatnte
maior. Nesse caso, 0 nUmero a possui a forma a = [ay; a4, ay, ..., a,, 1,1,1, ... ].

VE+1
—— =

O representante mais caracteristico dessa classe € 0 nimero de ouro ¢ =

[1;1,1,1,...]. Pode-se provar que todos o0s numeros dessa classe s&o,

. a ¢+b
precisamente, aqueles da forma o

com abcd €Z e ad — bc = +1.

Se a ndo for um desses nimeros, entdo a constante v/5 pode ser aumentada para

V8
7.5 Um exemplo

1) Seja o namero irracional v13 = 3,6055512 ... Escrito em fracdo continua,

temos:
1
V13 =3+ 1
1+ il
1+ 1
14—
1+——

6+ -

Tomemos as trés convergentes consecutivas 7, 73 e 7;.

T2=3+;1=%=3,5
1+T
T3=3+;=E=3,666...
1+L1 3
1+
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Vemos na tabela 2 abaixo que pelo menos uma delas tera erro menor que o

inverso do produto de /5 pelo respectivo denominador ao quadrado.

n Erro : |\/ﬁ - Z—: </> \/§an

2 |3,6055512 ... — 3,5| =0,1055512 < 0,1118034
3 |3,6055512 ...— 3,666 ...| = 0,0611154 > 0,0496904
4 |3,6055512 ...— 3,6] = 0,0055512 < 0,0178885

Tabela 2 -Exemplo do Teorema de Hurwitz-Markov
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