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6. Fracdes continuas como as melhores aproximacdes de um
numero real

Com um pouco de técnica matematica iremos calcular fragdes continuas, ou seja,
os numeradores e denominadores de a € R, através de formulas de recorréncia
de 22 ordem, formulas onde cada termo é uma funcéo dos dois anteriores.

6.1 Algumas férmulas simples
Proposicéo 6.1.1
Sejam ay a4,a;,... €ER com a, >0, n>1.

Sejam (p,,) e (g,), Yn = 1, sequencias dadas por :

Po = Qg pr=0apa; +1 .. Pn+1 = An+1Pn + Pn-1
o =1 q1 = aq An+1 = An+19n + qn-1
Por exemplo :

P2 = azp1 + Po = Axa44¢ + ag + a;

q2 = azq; +qo = aza; +1

Entdo,
Pn 1
— = [ao;al‘az, ...,an] =agy+ — 1
qn al +—1
a; +——
1
Ta,

Proposicéo 6.1.2 :

Pn+19n — PnQn+1 = (_1)n1 vn=0,n€”Z,

. , -1)n
isto &, Pn+1 _ Pn _ (-1
An+1 Adn Andn+1

Obs: Se a €Z, Vj=0, pp,qneZ, Vn = 0.
Neste caso, qn4+1 = Ans1qn + Gn-1 = qn + qn-1

Isso mostra que os denominadores crescem rapido quando a,, ., pre g, Sao todos
inteiros. Ou seja, g, € uma sequencia de termos positivos que cresce, pelo menos,

como a sequencia de Fibonnaci.
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Prova da Proposic¢éo 6.1.1

Po Qo _ ao = [ay]
—— =5 — W= 0
g 1
P11 apaq +1 1
—=——"—=a9+— = [ag a4]
a1 a, a;
P2  apaia; +ay+a, a, 4 1 [ |
— = =qyt+————=a = [ag; a4,a
4, a;a, +1 " aja,+1 7 o+ L 0r T
1 a,
Por inducdo em n.
Seja a fracdo continua,
1
[aoi aq,az, -, An, an+1] = Qo + 1
a; + 1
a, +
1
a, +
( n an+1)

Com (n+1) termos depois do ponto e virgula.

1 ’ g ~ -
Podemos olhar (a, + ——) COmMO um nUmero so, ficando a fragéo continua com
n+1

1

n termos, igual a [ag.a4, ..., ap—_1, ay + ). Este € um artificio conveniente, pois

an+1

sabemos algumas coisas sobre fracdes continuas com n termos. Além disso, note

que a ultima parcela justifica a definicdo de a,, € R.
Podemos agora usar a hipétese de inducéo, vejamos:

1
D, (an + m) Pn-1t Pn-2 3 An1(@nPp—1 + Pnz) + Pn-1 _

dn (an + ai) Qn-1 + Qn-2 a an+1(anqn—1 + Qn—z) + qn-1
n+1

_ An+1Pn + Pn-1 _
An+19n + qn-1

_DPn+1

Adn+1
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Prova da Proposic¢éo 6.1.2

Vemos, claramente, que p1qo — Poq1 = (apa; + 1 —apa;) =1 = (—1)°. O que

inicialmente satisfaz a proposicéo.

Se Pn+19n — Pn9n+1 = (_1)11’ temos o pr()ximo, Pn+29n+1 — Pn+19n+2 =

(an+2pn+1 + pn)CIn+1 - pn+1(an+ZCIn+1 + Qn) = _(pn+1Qn - pnqn+1) =
_(_1)11 — (_1)n+1

Obs:Sea; €Z, Vj =0, mdc(pn, qn) =1, POIS Pri1Gn — PnGn+r = (1), €

portanto p,, e g,, ndo podem ter um fator comum. Logo, Z”

— j& vem simplificado.
n

Corolario 6.1.3

lim,,_, . 1;, = a, onde r,, € a n-ésima convergente de a.

De fato,

_Pn Pn-1_ Pnln-1— nPn-1 _ (_1)n—1
" —Th-1=—_——— - -

dn qn-1 Andn-1 dndn-1

1

Como vimos na secdo 4.3, a estaentre r,_1e 1, |1, — | < e tendera a

dndn-1

zero, quando n tender a infinito.
6.2 Uma férmula exata para um namero real
Corolério 6.2.1

Seja a = [ay; aq, -, Ap, Any1] » VN € N, uma fragdo continua usual. A proposigdo

. ~ , a PntDn-
6.1.1 permite calcular essa fracdo continua, dando ¢ = ~*"—"=1  como

n+19ntdn-1

uma férmula exata para a.

Note que se a fragcdo continua for até a n-ésima casa ou for finita, podemos

escrevé-la como : [ay; a;, ay, ..., a,y] = Z_n,
n
Onde' bo = Qo P1 = Apq +1 Pn+1 = An+1Pn + Pn-1

qgo =1 q1 = aq An+1 = n+19n + qn-1
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6.3 O calculo do erro

Corolario 6.3.1
Pn (_1)n
aQ—— =
CIn Qn(an+1Qn + Qn—l)
Prova
g Pn_ @Ge1Pnt Pt Pr_ Proin = Padn-n _ ="

I s1@n T dno1 Gn n(@n1Gn + Gno1)  Gn(@ni1qn + Gno1)
pois, —=(Pn-1qn = Pndn-1) = — (D" ' = (-)"
Corolério 6.3.2
Para todo n > 1, temos:

1 1 1 1

— < < <
Gn(Uns1qn + An-1)  An41qn® ~ Ani1Gn® ~ qn°

| Pn
oa ——
an

Observe que a,,, é a parte inteira de a,,, € ,portanto, @, .1 = a,4+1
6.4 O Teorema Dirichlet

Teorema 6.3.3

Em particular, Va € R\Q existem infinitos racionais Z, p,q € Z,q>0com

De fato, todas as aproximacdes que vém das fragdes continuas satisfazem essa

condicdo! Esse € um resultado muito melhor do que aquele expresso na

Proposicdo 3.2.3, que dizia que existiam infinitos racionais s que aproximavam

um numero real &« com um erro menor do que a metade do inverso dos seus

. . 1
denominadores, ou seja, o

VVamos agora estimar 0 erro por excesso. Considere

Dn 1 1 1
a——= > > > >
In  (An41Gn + qn-1)qn  (@ny1 + 1qn*  (ap, + 1+ 1)q,

Note que somando 1 a a,,, temos a,,1+1 > a, 41
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Portanto, a estimativa do erro , quando aproximamos a € R por fragcdes continuas

fica:
1 1
><a— Pn o —
(an+1 + z)qn qn an+1qn
Exemplo:

VVamos estimar o erro da quarta convergente do nimero m:

m=3+

14—

A quarta convergente é

p_3_3+ 1 _355
qs 74 11 113

15+T

1 | 355 1

Portanto, 29001159 - —

113 292.(113)2

355 1

Equivalentea ——— |T[ e ——
3754086 113 3728548

Note que a 4? convergente, ?, ndo foi escolhida por acaso, mas sim por possuir
3

um erro pequeno, uma vez que o quociente parcial a,= 292 é um valor grande e

como vimos na estimativa do erro, quanto maior for o quociente parcial a1,

melhor sera a aproximaco z—".
n

Portanto, se estamos interessados em boas aproximacdes de um numero real, basta

olharmos o que vem das fra¢fes continuas.

Se considerarmos que a soma dos erros por falta e por excesso obtidos resulta em

1 . . . ~
e podemos inferir que pelo menos uma entre cada duas aproximacgoes
n
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consecutivas tem erro menor que a metade do inverso do seu denominador ao
quadrado. Ou seja, pelo menos metade das aproximagOes que veem das fragdes
continuas sdo realmente muito boas. Mostraremos nas se¢Ges seguintes, que as
aproximacdes que vém das fracbes continuas sdo as melhores aproximacoes
racionais possiveis de um numero real a. Veremos no capitulo 7 o teorema de
Hurwitz-Markov que ird reforcar esse fato, mostrando que, especificamente,

existem infinas aproximacOes que veem da fragcdo continua, tais que para

1
\/§an

propriedade.Veremos também que para o numero de ouro a referida constante é a

<

a € R\Q, |a —Z—” e que a constante v/5 € 0 maior nimero com essa
n

melhor possivel.

6.5 Uma visdo geométrica das melhores aproximacdes

Seja @ um numero real. No capitulo 3, nds consideramos um reticulado A gerado
pelos vetores (-1,00 e (a,1). Para todo p e g, 0 ponto
p(-1,0) + g(a,1) = (qa — p,q) = (q (a — g),q) pertence ao referido reticulado.
Nosso velho indicador das aproximacdes s de a era igual a distancia desse ponto
ao eixo y, ou seja, a abscissa desse ponto. O novo indicador de qualidade |,
q? |a - §|, é o valor absoluto do produto das coordenadas desse ponto. Portanto, a
questdo sobre as aproximagdes s de a com esse indicador menor do que ¢, é

equivalente a questdo de quantos pontos do reticulado A acima do eixo x (q>0), se

encontram dentro da “Cruz Hiperbdlica” |xy| < €. (Figura 5)

W\\\\}

RN
N

)

)

7,

////////////////////lllll

Figura 6: A Cruz Hiperbdlica
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Aplicando a construcdo da secdo 5.4 do reticulado A com A_, = (a,1) e A_; =
(—1,0), os pontos Ay, Ay, A,, ..., A, serdo os pontos do reticulado formados pelas

n-ésimas convergentes de a, cujas distdncias até o eixo y representam as

aproximacoes Z de a, e que serdo as melhores aproximacdes por estarem vindo da

fracdo continua.
Proposicéo 6.5.1

Para n>0, A,, = (¢,a — Pn, g»), ONde p,.e q, Sdo 0 numerador e denominador da

fracdo irredutivel da n-ésima convergente do numero a.

Prova : Por inducdo em n

Paran=0en =1, podemos checar diretamente:

Po=0ap,qo =1 p1=aea; +1, 71 =

Ay =A_5+apA = (a,1) +ag(=1,0) = (@ — ap, 1) = (qo@ — Po, 90),
A=A +a,4,=(-1,0) + a,(a — ay, 1) = (a;a — (aga,; + 1),a,)=
= (1@ —p1,q1)

Além disso, se n > 2 e as formulas para A,_; € A,_, sdo verdadeiras, entdo
Ap =An_ + ayln_1 = (Qn2@ — Dn-2,qn-2) + an(qn-1@ — Pp_1,qn-1) =
((anqn—l + Qn—z)a — QpPn-1 — Pn-2, Anqn-1 + Qn—z) = (Qna — Pns Qn)

O

Assim, 0s pontos A, sdao o0s pontos do reticulado formados pelas n-ésimas

convergentes de a cujas distancias até o eixo Yy, ou seja, as abscissas, representam

as aproximacoes g de a.
Proposicao 6.5.2 (As fracbes continuas sdo as melhores aproximagcdes)

Seja € > 0. Se somente para um numero finito de convergentes Z—" . Gn° | —
n

Z—” < &, ent&o o conjunto de fragdes Z tais que g2 |a — §| < e éfinito.
n
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Prova

O pressuposto implica que para algum n, todos 0s pontos A, 11, An+2, Antsr Anta
estdo fora da Cruz Hiperbdlica, |xy| < €. Isto significa que todos os pontos da
Cruz Hiperbolica, a partir de n, encontram-se entre as linhas poligonais
Apni1,Anys Apss, € Apio, Apya, Apye, ---(NGS Usaremos a convexidade de uma
hipérbole: se os pontos A, e Ay, encontram-se dentro de uma parte do dominio
|xy| > ¢, entdo todo segmento A,A,, também se encontrard). Mas como
sabemos da proposic¢do 5.4.1, ndo existem pontos do reticulado A entre as duas
linhas poligonais (e acima de A,). Assim, a Cruz Hiperbdlica |xy| < & ndo

contém pontos do reticulado acima de A,,, de modo que segue a proposicao.

Note que a expressao g2 |a — §| ndo é tdo importante para essa prova. A mesma

afirmacdo pode ser dita sobre o indicador de qualidade calculado como
ol

; ou q10° |a—3| ou, na realidade, por uma expressio

q

F(q, |a — §|) , onde a funcdo F possua a propriedade de seu dominio F(x,y)>€

esteja contido no | e 1l quadrantes e seja convexo para todo €.
6.6 Exemplos

Vimos acima que as convergentes proporcionam as melhores aproximacgées de um
namero real por racionais,ou seja, se Z, p,q inteiros, g > 0, é uma boa aproximacao

para « € R, entdo 2 =Z—", para algum n natural.Vejamos os dois exemplos a
n

q
sequir:

a) O numero de ouro ¢ = 15 , as suas melhores aproximacgdes séo:
=15,[1;1,11] = g =1,6666..., [1;1,1,1,1] = g =

9

L0151 =2,[1;11] =
16, [1;1,1,1,1,1,1,1,1,1] = % = 1,6181818... e quando n tende ao infinito

temos [1;1,1,1,1,1,...] = 1,6180339887...,( neste caso representamos 0
valor exato com dez casas decimais)

—_— NWw N
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Note que 0s cinco primeiros numeros consecutivos sdo 0s nimeros de Fibonacci,

decorrentes da secdo 5.1.Note também que talvez o nimero de ouro seja 0 mais

irracional dos numeros irracionais, devido a lentiddo com que 0s quocientes

parciais se aproximam de ¢.

b) Parav2 = [1;2,2,2,2, ...] as melhores aproximagdes sio:

3 7 17 41
L[12] =5, [15,22] = £, [1,222] = 35, [1,2.2.22] = 55, [1;2,2,2.2.2] =
99 47321

=70’ [1;2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2] = 33461

~ e . ~ ~ p 85
¢) Representacdo grafica dos erros das aproximacdes por fragcdes continuas de ot

6l

8
3 = B11,1,10]

= (0.03125,3
s )
A, = (0.3125,2
Jo ! )

A, = (-0.34375, 1 = (0.65625, 1
17 o] o 0

An = (a0t — qes )

o,_
-
=
o
=
>
o
I~

14 Note que a convergente 74 trata-se do nimero considerado e, portanto, a abscissa

-24

Figura 7 —Aproximac6es de um racional

doponto Ay , que representa o erro da aproximacao, & igual a zero.
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