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7 Estrutura da matriz H na EG

Como j4 foi visto na formulagdo do MHEC a matriz H na EG estd
conformada pela composicao de 6 submatrizes do seguinte jeito
[ H'+H® H° }
HAR+HBR HCR
onde HA corresponde 4 matriz H cldssica. Também é possivel expressar H como

(7-2)

a composicio de duas matrizes

H=[:R} (7-2)

Onde

_OH’

R
H _W (7-3)

sendo M o vetor normal do ponto fonte. Também sdo satisfeitas as seguintes
identidades
A
AR = oH
m

oH"
o (7-4)

HBR —

c
H® :aain’ etc.

7.1.1. Andlise da montagem da matriz HA

A matriz HA corresponde exatamente a matriz cldssica caracterizada por

uma singularidade forte a qual 1/r

HA =[ o} nu dl=[p’ u dT (7-5)

im j in

7.1.1.1. Forca de superficie total classica da matriz HA, p»" = p’

A expressdo cldssica de forcas de superficie € dada por

P, =C,n=— m(l—l_v)r[% (@—2v)5 + arr Ja-2v)n roonr )} (7-6)
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7.1.1.2. Integracao da parte finita

Onde ndo se t€ém pontos de singularidade a integracdo da parte finita é feita
por Gauss Legendre regular. Nos pontos onde se tem integracdo singular (1/r) a

integracdo € feita a través das seguintes equagdes

%= | Shmu,dC= [ plu,dl

pim = pzm = G;zmn]

(7-7)
fr::n = p;?nu'z'n
H, =GL [ phu,dT+ £, sgn(®)(in(J,)~1")
7.1.1.3. Integrando livre
O integrando livre de HA ¢ dado por
ﬁfn = P:ﬂ”in" = L[a ((1 2v)d, + 27,1 )+(1—2V)(nirm —nmri)} (7-8)
4 (1—-Vv)| on : '
que avaliada no ponto de singularidade resulta em
Al s (@-2v) )
fmn &_':E_’a _Pimuinr_ lﬂt (1 V) [(n Tlm1’:i )] (7 9)
Mas
-1
(n rLTT ) —sgn(S)[ } (7-120)
0
e portanto
fmn £, le U Sgn(ﬁ)4n(1 ) L’l O} (7-12)

7.1.2. Analise da montagem das matrizes HE e B®

7.1.2.1. Quadraturas a utilizar na integracdo numérica

Como se pode verificar a integracdao 2D das parcelas compostas por ”;,-n

precisam de uma quadratura tipo Gauss regular mais uma quadratura logaritmica
para o qual cada integrando ¢ decomposto através de séries em duas parcela do
seguinte jeito

:f u:jimnk j zndr GLf u;]tlanG ] zndF+Q_I‘Nf uk]lm nkn/uindr

(7-12)
f l‘l’k;zmnkt; mdr GLf I"Lk)REG k" zndr—l_Q.LNf Mk]zm kt]umdr
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onde

* G * *7 N
Mk;‘ljf :Mkjim _ukjil;n ln(&) (7-13)
quando a singularidade se da no extremo inferior e

*REG

Hiim :quim_MZ;;ann(l_g) (7-14)
quando a singularidade se d4 no extremo superior da integracdo. O diferencial de

comprimento no caso 2D é dado por

dI'=Jd§& (7-15)
A tensdo u:ff: ¢ a parcela com fator logaritmico e que serd integrada com a

quadratura correspondente.

7.1.2.2. Forca de superficie ndo-classica de HE, p?

Define-se a tensdo p® do integrando da matriz H® do seguinte jeito

), = [ s meuldl = [ ol dl
im FF‘J‘k;lmnk ;um szm Ui,

- X . (7-16)
Pim = %ukjimnktjuin
que simplificada é
*B _ g2 J ar ar B B ﬁ B B ﬁ Xf
p. = 6Lv) ] l w— (SZ_m‘P2 +r’ir)mX2 )+ . (r,itm‘P2 +rymtl_1_‘2 )+ 35 (rymnl_ +ryinl_)?
+(anitm+¢fnmti }
(7-17)
onde
wr =‘P1'—‘P1/r=C;PB +0(r*)
X?=3X /r=CX*+0(r*)
FZB =0 -0, /r=C2FB +0O(*)
0P =0 /r=C*+0(r*) (7-28)
(pf =¥ /TZC;PB +0(?)
or .
E_r,i i
7.1.2.3. Forca de superficie ndo-classica de H® , p©
Define-se a tensdo p€ do integrando da matriz HE do seguinte jeito
H = | w,mnudl= | p.Su dl
fr v fr (7-19)

*C %
pim = uk'imnkn'uin
) ]

que desenvolvida de forma indicial é
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2 C
p:nC m{ (ar) (8 \PC+ il X; ) g;(r,inmyzc+r,mnizf)+T,ir,m Xz

(7-20)
+O58. +0n.n }
onde
Y=Y -y /r
YO=W -V /r+X_ /r=C/°+0(r*)
=X_/r+¢. -0 /r=CX*+0(?)
X¢=3X_ /r
0 =(0, +¥,)/r=C¥ (@’ +1n(r))r+O0(r*)
¢’ =¥ /r=C* (0’ +In(r))+O(r*)

(7-21)

7.1.2.4. Transformacao das tensdes nao-classicas, u em series

Devido a singularidade logaritmica foi necessdrio a transformagdo em séries

de u', que em coordenadas polares apresentam a seguinte estrutura algébrica
tipica:

* _  *REG * LN
ukjim _ukjim +Mk;’im ln(%g)

*REG __ uREGL WREG 2 4
Mk}tm k]tm o Ck]lm r +O(T )

(7-22)

LLLN LN 4
uk}lm - k}lm o ijim_zr +O(T )’

. . . . . _REG LN .
onde os primeiros dois coeficientes C” C;lmkse apresentam embaixo embora

tenha-se utilizado um ntmero de termos maior que 10 devido ao problema de

aproximacdo das séries das funcdes BesselK. Por questdo de espaco e com uma

finalidade ilustrativa apresentam-se a estrutura tipica das séries de u;im apenas

com 0s primeiros termos.
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*

lvl/lll:l :
Ch%" = 0g* (16¢” +64c(1~V)+Yy(160-128v)-8)

1111_0

CHPO = g™ (Y(-8¢c” —16c(1—V)—32V+44)+12¢* —12¢(1-V)+32V—46)
W, LN
1111_0
u,LN
1111_2

=0g*(160—128V)

=0g*(=8c* —16c(1-V)—32V+44

* *

“’1121 =H1212 :
CwPoL — og* (327(3—4V)+8-16c* +64c(2—V))

Cl" = o™ (Y(8¢* —16c(1-V)—32V+20)—12¢” ~12c(1-V)+32v—18

W,LN

1121_0 = ag4 32(3_4\/)

C*™ = qg*(8c* —16c¢(1—-V)—32v+20)

1122 _2

“’:122 ZH;n :
cHPoL — 0g* (32Y(3—4V)+8—16¢* +64c(1—V))

Clrt = 0™ (¥(8c* ~26c(1—V)—32V+20)—12¢* ~12c(2-V)+32v 18

W,LN

1121_0 = ag4 32(3_4\/)
CM™  =0g*(8c* —16¢(1—V)—32vV+20)

1122_2
% *
“'1121 - unn :
1, POL
1121_0

CH = oig? (Y(—8sc—8(2—2V)s)+12sc—6s(1—2V))

1121 _2

=0g* (26sc—32(2—2V))

W,LN

1121_0 =0
Y, = o (cse-Baav))
u;n:
=g (a6se-325(2-2v)
7 =0 (y(Bes—Be(a-2v)) 1265 -65(1-2V))
W,LN

=0

2221_0

CHIN = og’ (8cs—8s(1—2v))

2221_2

H:ZZZ :
C =g (321(5—4V)—8+16¢" —64c(1-V))

W,POL

2222_2

CHwN =0Lg432(5_4v)

2222_0

=0g* (Y(=8c* —16c(1—V)+44—32V)—12¢" —12c(2—V)—46+32V)

CHIN = ag® (—8c*—16c(2—V)+44—32V)

2222_2
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Mo =M
CH! =ag* (32y(1—2v)+8-16¢> —64c(1—V))

1212_0

CHIO —oig® (Y(8c* —16c(1—V)—32V+20)—12¢” —12¢(1—V)+32v—18)

Clino =08"32G-4V)

C*™ =0g*(8¢* —16¢(1—V)—32V+20)

1212_2

*

l‘Luzz:
u,POL

1222 _0

CHP = 0g? (Y(8cs+8s(3—2V)—125c—65(3—2V))

1222 2

=0g* (—16sc+325(3—2V))

LN
1222 0

CHM™N =0ig? (8cs+8s(3—2V))

1222 2

=0

*

ulzzl :
Cl—l,POL — ag" (327(1—4V)+8—16C2 _64CV)

1221 0
ChPO —ag® (Y(8c® +32v—12+16cV)—12Vc—12c’ —32V+14)

12, =0 320-4)

CHIN — og®(8¢* +32v—12+16cV)

1221 2

*

u2111 :
oL — og* (16sc+327(3—2V))

OO —o1g” (1(Bes+85(3-2v)) 4 1250-65(3-2)

LN
2111 0

CchIN = 0g” (—8cs—16s(3—2V))

2111 2

=0

*

l'l2112'
u,POL
2112 0
u,POL
2112 2
W,LN
2112_0
WLN
2112 2

=0g*(327(1—4V)—64Vc—16¢* +8)
=0g* (Y(32v—12+8¢c* —16Vc)+14—12c* —12Vc—32V)
=-0g*32(1-4V)

=0g*(32v—12+8¢c* —16Vc)

90
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Mo =M,
CHroL — og* (—16SC_325(1_2V))

Ciffz =0g* (Y(8sc+8s(2—2v))—12sc—6s(1—2V))
WIN

2122 0

C*™ =0g*(8cs—8s(1—2v))

21222

Mo =H
CHt = g* (32Y(3—4V)+8—16¢* —64c(2—V))

C“POL =0ig* (Y(8c*—16c(2—V)—32v+20)—12¢* —12c(1—V)—18+32V)

LN

o =0g" (323—4V)
C"™ =0ig* (8¢ —16c(1—V)—32v+20)

22112

o,
l‘lzuz _uzuz :
u,POL
2212 0

CH" ! =0g® (Y(8cs—8c(1—2Vv))—12cs—6s(1—2V))

22122

=0g* (—16sc—32s(1—2V))

WLN
2212 0

C*™ =0g*(8cs—8s(1—2V))

22122

=0

(7-23)
Os pardmetros novos sdo dados por
= 5121[(11—v)g"
Y= Constantede Euler =0.5772156649...
c=cos(20)
s =sin(20) (7-24)

Como jé € conhecido na literatura, o comportamento das séries de potencias

de Bessel depende do numero de termos que se utilizem e o tamanho do

argumento. O célculo das series de u;im depende do comportamento das fungdes

Bessel tipo K cujo argumento, 1/, g, representa a grandeza que determina a
quantidade de tais termos necessdrios para uma escolha certa da serie. Como este

objetivo, foi feito uma correspondéncia do erro de aproximagdo das séries a partir

do erro 107 apresentada na Tabela 1. onde se mostra valores para W e [

2222 2211°

sendo v=0.15, e considerando diferentes valores de g € comprimento r.
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r 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
g
0.05 15 23 27 >30 >30 >30 >30 >30 >30 >30
0.10 11 15 19 23 25 27 >30 >30 >30 >30
0.20 9 11 13 15 17 19 21 23 25 25
0.50 9 9 9 11 11 13 13 14 15 15
(@)
r 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00
g
0.05 16 22 29 >30 >30 >30 >30 >30 >30 >30
0.10 12 16 18 22 25 29 >30 >30 >30 >30
0.20 9 12 15 16 14 18 20 22 24 25
0.30 9 11 12 13 15 16 16 18 18 20
(b)

Tabela 1. Numero de termos das series calculadas na aproximagao das tensdes nao-

classicas LL* (a) e u:m(b) com um erro de aproximagao =108

2222

Para a integracdo da grandeza que contém parcela logaritmica se aplicou
uma rotina que permite fazer uma subdivisdo do elemento de integracdo, ie, em
um nimero de subelementos, Nd, e um fator de amplificagdo de comprimento,
fa. Os subelementos foram integrados numericamente de forma separada e
finalmente somados. O esquema da 16gica mostra-se na Figura 11. O resultado
foi refletido numa andlise do erro de aproximag¢do de integracdo das series
utilizadas em fun¢do do comprimento do elemento, r, a constante constitutiva g,

o numero de subdivisdes Nd, o fator de amplificacdo que se manteve constante,

fa=2, e os nimeros de pontos de integracio de Gauss, NPG.

Integragdo impropria de Mkjim NO elemento ie

| | | | | | 1
| | T 11 f i JAE
ofart afa™? ... afa o 0
Comprimento = L = o(l-fa®)/(1l-fa) Ponto de )
Numero de Divisdes = Nd 1“der'§er‘f‘lna®f
Factor de amplificacdo = fa = 2 logaritmica xi=0

onde tem Ln(xi).

Figura 11. Esquema do teste realizado para a analise do erro de aproximagao das series

*
de u'kjim
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1.E-16
1.E-15
1.E-14
1.E-13
1.E-12
1.E-11
1.E-10
1.-09
1.E-08
1.6-07
1.E-06
1.E-05
1.6-04

erro

1.E-16
1.E-15
1.E-14
1.E-13
1.E-12
1E-11
1.E-10
1.E-09
1.-08
1.-07
1.E-06
1.E-05
1.E-04

erro

1.E-16
1E-15
1E-14
1.E-13
1E-12
1.E-11
1E-10
1.E-09
1E-08
1.E-07
1.E-06
1.E-05

erro

1E-04

1
J’ Hagqp JAE
0

1.E-19

1.E-17

1.E-15

1.E-13

erro

1.E-11

1.E-09

1.-07

1.-05

1.E-03

1.E-01

Figura 12. Aproximagéao da integracdo da tensao de segunda ordem através de series de

—6—g-0.20, Nd=5
—B—g=0.10, Nd=5
—4—g=0.05, Nd=5
—<—g=0.1, Nd=10
—%—g=0.05, Nd=10
~&—g=0.10, Nd=15

NPG

—6—g-0.20, Nd=5
—5-g=0.10, Nd=5
—#—g=0.05, Nd=5
—%—g=0.1, Nd=10
—%— g=0.05, Nd=10
©—g=0.10, Nd=15
=005, Nd=15

NPG

—6—g-0.20,Nd=5
~B—g=0.10, Nd=5
4—g=0.05, Nd=5
—%—g=0.1,Nd=10
—#—g=0.05, Nd=10

~©-g=0.10, Nd=15

NPG

—6—g-0.20, Nd=5
—5—g=0.10, Nd=5
—£—g=0.05, Nd=5
—%—g=0.1, Nd=10
—%—g=0.05, Nd=10
©—g=0.05, Nd=15

g=0.20, Nd=15

NPG

potencias para diferentes comprimento.

A conclusdo da andlise reflete que se vai utilizar-se um ntimero reduzido de
pontos de Gauss entdo as subdivisdes ajudam em atingir uma boa aproximacao
embora a aproximagdo seja reduzida quando o comprimento de r vai
decrescendo. Um bom nimero de pontos de Gauss, que dependem também dos

nimeros de termos que se usarem nas séries, ajudam a desconsiderar os fatores

Integraga@o de um Elemento quadratico

0.10 m.

d 0.06 Y 004 “m]

Calculado para 3 valores de g

gt 0.20 v= 0.2

g2 0.10

g3 0.05

Namero de subdivisdes Nd= {5, 10, 15, 20}

Namero de termos das series usadas para a fungéo BesselK(n,r/g)

Integragao de um Elemento quadratico

0.50 m.
e

e 03 hd 0.2 Hm]

Calculado para 3 valores de g

gl 0.20 v= 0.2

g2 0.10

g3 0.05

Namero de subdivisdes Nd= {5, 10, 15, 20}

Namero de termos das series usadas para a fungéo BesselK(n,r/g

Integragao de um Elemento quadratico

2.50 m.
e 150 m 100m he
Calculado para 3 valores de g
gt 0.20 v= 0.2
g2 0.10
g3 0.05
Numero de subdivisoes Nd= {5, 10, 15, 20}

Numero de termos das series usadas para a fungéo BesselK(n,r/g)

Integragao de um Elemento quadratico

10.00 m.
°
hd 0.60 m. hd 040m.
Calculado para 3 valores de g
g1 0.20 v= 0.2
g2 0.10
g3 0.05

Numero de subdivisées Nd: :{5,10,15,20}

Numero de termos das series usadas para a fungao BesselK(n,r/g

restantes. No presente trabalho se considerou 8 pontos de Gauss em geral.
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7.1.3. Analise da montagem da matriz HAR
7.1.3.1. Equacéo de HAR

Define-se a tensdo pAR do integrando da matriz HAR do seguinte jeito

HA* = f o° nu,dl = f Ay dT
r r
R

AR (7-25)
Pmn = sz'mnj
onde
. E)c;m X
Gjim: 81] :_Gﬁm,knk (7-26)
e portanto
, —(1—-2v)d. —6r. 2
g =t OO TOTA O ) O (4 vy, )
4T(1=V)r| onon r onan o
—2i it R il —i2(1—2v) Biln = Pl +(1—2V)(7n"'n" _n"n"’)
on r on r .

7.1.3.2. Integracao da parte finita de HAR

Seja Hpmy 0 termo definida pela correspondéncia de incidéncia entre o grau

de liberdade (m,n) e os pontos nodais (M,N) respectivamente, segundo:
m=Incidéncia (M), n=Incidéncia(N). O elemento de integracdo ¢
integrado por ns sub elementos de acordo a ordem oe do elemento cujos pontos
sdo dados pelo vetor ig de ce+1 elementos e portanto por oe sub elementos.

A forga pAR estd sujeita em geral a uma singularidade do ordem O(1/r%) e
O(1/r) segundo os seguinte casos:
Caso 1: 3 Singularidade (M=ig[ns] v M=ig[ns+1] )A M = N
que serd tratada no momento da integracdo pela seguinte féormula de integracio de

parte finita para os dois polos de singularidade §=0¢ &, = 1.

/AR AR

of [+ fakdr= GLJ:%f;:RJdﬁ+sgn(6)f}—”:(+ln(]o)I/i)+}'—:°(11/52)
(7-28)

Caso 2: J Singularidade (M=ig[ns] v M=ig[ns+1] )A M # N

(7-27)
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Neste caso a avaliagdo numérica precisa considerar a reducdo da
singularidade a 1/r devido a funcdo de forma que tende a zero nos pontos

contiguos ao ponto de singularidade

FAR=FANCE) (7-29)
onde
NE)=NE©)E-¢) (7-30)
e portanto
o, 3PN = of [ s N @& g i of [ 25N ar
pf f GEE%NJ g—g] dr singularidade § = o (7-32)
ffo 1 f::jN [(%] singularidade § =

Por normaliza¢do de singularidade 1/r a equacdo anterior fica

AR fmn 11 ﬂ:RN(Zj,) ’
of [ % 20 = sgn®)In(1,) = 4 pf [ J[%][a\i] &

fARN T (7-32)
— (g mte ff”f"” NO jqe

Se é restado e somado o primeiro termo da série do integrando livre da parte

finita
of | 2 fARdF—sgn(5)ln(])""’ 1 of fllfARNJ 1§ [f?N]] "
¢ =g,
+[_7Nj] of f g

N, 11 f::RN ffZRNJ ]
=son(0) In GL d GL
en(®InC),) S GL [ e e [ [+

L eeng,
(7-33)
para finalmente obter
AR AR f nf;RN JE
of [ 3 FART=GL [ % £ Ja& +sgn(8) "™ = (1n1)-17) (7-34)

RESUMO:

Caso 1: 3 Singularidade (M=ig[ns] v M=ig[ns+1] )AM = N
AR AR

of [ 2 £aN0=GL [ £ JdE +-sgn(®) f - (+1n<10>—1/é)+}"—j(_1_ <)

(7-35)
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Caso 2: 3 Singularidade (M=ig[ns] v M=ig[ns+1] )AM # N
S

1 N
o J, 2 F25A0 = GL [ 27 J0E-+sgn® ™2 1n,) - 1) 7-36)

[o]

7.1.3.3. Integrando livre de pAR

. . AR N ~
O integrando livre fim correspondente a expressao

flca do segumte jeito

AR AR 2 u or or
S O T U, = 4n(1—v)[ on on

(— (1-2v)8, —6rr )+ rai;azl(@—zv)&m —2rﬂ,r’m)
—2%(11;",771 +T]mr’i )—g—;‘]z(l—z\/)(nir’m -n.r. )+ (1—2V)(nm1”|i —ninm) i|

(7-38)
E possivel calcular a expressio do caso para o ponto de singularidade

(dr/dne-£.=0)

u.

fAR | —_ n,
im le=g, 4m(1—-Vv)

(7-39)
agora, t€m-se dois casos para avali¢do desta grandeza como se mostra na seguinte
figura.

n /4 n n
/ S
4 N

/ n

n
Ponto Ponto em Ponto em
intermédio esquina esquina

Caso 1 Caso 2
n=n I'1¢'r]

AR
Figura 13. Casos de avalicdo da grandeza ﬁm

': (nhnk)((l—zv)sim —2r,irym )—g—;2(1—2v)(nirym —nmr’i )+ (1—2V)(nmni —niT]m) }
£=¢
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Caso 1, n=n
u.
AR __ ing _ _
fm ’&zi.,_ 475(1—\/)((1 V)8, Zrﬂ'ry"‘)&:&a
2 _2 N (7-40)
_ w, [(1—2\/)] —2% —2xy }
4m(1-v)J * —-2x%y (a-2v)J* -2y et
Caso 2, n#n

W [ o [@res
f; ’g—gﬂ_ 471;(1—\/)[ (nknk)_]z[ —2%y (1—2\’)]2_2?2}

+%(tkﬂk)2(1—2\’)[+j _j—@-ZV%(tmk)L: _o} L

AR _ uinc ol (1_2\})]2_2?2 —2xy 1A= °©~
f ’gzgo_ 4n(1—v)[ n n]{ —2%y (1—2v)]2—2yz}_1t na 2V)[+1 o} l—éﬂ
(7-41)

A partir de aqui € possivel decompor a expressdo da montagem da matriz

HAR

im

HA* = GLflp.ARuianl—‘—}—sgn(ﬁ)

fIAR <+ ln(]o)_l/g)] +
J E=t,

f ;R (—1 ~1 )L_go (7-42)

e também expressa-lo do seguinte jeito

H:HR :H:HR,GL +Hl:\nR,PF1 +H:1!R'PF2 (7_43)
no caso 1 ou

H:nR :H:nR,GL +H:nR,PF1 (7_44)
no caso 2.

7.1.4. Analise da montagem das matrizes HER e BCR

Do mesmo modo que o caso da montagem das matrizes HB e HC, foi
necessdrio a decomposicdo em séries dos integrando de tal jeito de dar o
tratamento especial &s parcelas logaritmicas e singulares (1/r).

Mostra-se a continuacio as expressdes vinculadas com tais tratamentos: as

tensdes de superficie e os termos livres de HB e HC.

7.1.4.1. Forca de superficie ndo-classica de HER | pBR

Define-se a tensdo pBR do integrando da matriz HBR do seguinte jeito
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HgnR :f—ufﬁmn t’umdr fpzm "

RB __ 1, R a1 8ukjim
Pim = Fukjimnktj =7 an kL;

(7-45)

que simplificada é

prr=——% { ( Jr or, O or j(S Py Xf)+a—;a—:i(6. Py XE)

m 16m(1—v)J? | (dnon ot dndtom | im 2

or o or o

+a—:£( rn, )X +a an(rt lPB"'r trB) arﬁ(ﬁitmq‘f+r’mtil—f)
e e e T e T X I (X
annt nmtZ . atan 3 rantrn 3% an rontrn mT]l. r‘iT]m e
Lo X,

at 3 (T]Inm+nmnl) gn(nitm(p33+nmti¢§)}

(7-46)
onde

Y=Y -] /r=C"2+0(r)

Y =-¥/r=C"2+0(r)

X:=X}'—2X] /r=C"2+0(r)

X} ==X /r=C;"2+0(r)

X =X}'/3=C"r+0(r*)

X, =-X;/(3r)=C;"++0(r) (7-47)
[’=I)-I;/r=C,"2+0(r)

[’=-I7/r=C."2+0(r)

0] =0¢]"=C}"2+0(r)

@) =¢)'=C;"2+0(r)

or_
o "
A seguir € possivel calcular o integrando livre fiiR correspondente 2
expressao
f phuldr f L fordr (7-48)

da seguinte maneira
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w_ ok g 1 o o \or 1 o 3r \ or ) )
= =" —_ — 8 lP X
fon =P 16n(1—v)12{ T[ r(”k"’* on an)aﬁ r(tknk a0 o Jan |02 7 XC)

+r———(5im‘1"f' r.r XB)+1‘%§—( N, )Xf

+r 2 nkﬂk+iar ( . ‘PB rmtlrf)+rii( t lI’B+rmt11—‘3)
r n an aT] ’

) 1 or o x?
-t ra_:;(nitm‘Pf +Tlmt;rf ) + r(_:(tknk +a_:£jj 32 (r,mn" trm, )

or or

+T§$((T,m";+7',i"m)X‘53+T(’“,mn;+’",mm)Xg) (7-49)
B
+r%%(ﬂ nmn1)+r%(nt 0% +n,t.97) }

Portanto, se este parametro € avaliado no ponto de singularidade e
considerado a natureza das séries dos pardmetros que acompanham cada termo do

tipo ( )im , Sua singularidade e as equagdes utilitarias da secdo 7.1.5 teremos

2 7

g U, 0
Furlice =m{ (—(nkm)a—:j(&mcj“+ryir)mcz<8)—(nmk Nre CPtr tC™)
or d o CY
ar a:]((r n +rn )CXB (mni‘i'r,inm)céw)"'a_: ; (n,'”m +T],,,,n,-) (7-50)
a ( 5 }
t C‘I> +n tC“’B)
aT] €=,
Caso 1, n=n
dr/on=o
BR gzu:" ¥B XB ¥B I'B
o - :m —sgn(ﬁ)](SimC2 +rr C, )—(r‘ith2 +r tC, )
o
rogn®)) . +n.0) | 752
&€,
Caso 2, ;ﬂ

or/ an;to
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2 7

g uin
&, 16n(1-V)J’

fon

{ —sgn(&)nknk](simc;% +rirmeB )—nkT]k (rl,th;PB +rmtiC2FB )

XB

: (n,+n n)

~t,((rm +rm )OO+ 1+ )C2)

_5gn®) knk( t,C+n tC¢B) }

J &,
(7-52)
onde
C'=G-4v)/g" Cl=-3/g" C'=-(1-4v)/g"
X _ , XB _ N XB _ 2
C. =2/¢g Ce =1/¢ C, =6/s 7-53

C¥=(3-4v)/g° Cr=—(1-4v)/g’

7.1.4.2. Forca de superficie ndo-classica de HCR | pCR

Define-se a tensdo pRC do integrando da matriz HCR da seguinte forma

u’i (7-54)
PgnR = !"Lf‘imnkn‘ = n,n;
] ] an )
que simplificada é
CR _ gz d’r \or C C or) or Cry C
Pin _167:(1—\/){ ( (%ananj(s LA sz) (a j an(8 ¥, .mX3)
: or

—(g )2( Ly ) aaan(rn YC-I—r tZC) g—r—n( rn Yc+rman§)

or or
+a—n(1”|,ian4c +n Zf ) 3

3
578,95 +nn 0 +rr X0)+(r ni+r,,.nm)Xf/3}

(7-55)
onde

Y =Y,-Y] /r=C/°2+0(r)

X3C =XC"/r—2X¢ /7 :C3XC$+O(1)

X7 =X{/r=C°2+0(r)

XC=X?"/3-2X¢ /(3r)=CI°2+0(r) (7-56)
Z;=7]-7;/r=C/°+0(")

07 =0."=C{°In(r)+0(+*)

¢ =¢;'=C°2+0(r)
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. . . CR
A seguir o integrando livre f~

f pin Al f fumdl (7-57)

que fica do segumte seito

k. &u, 2 or or \or c c or c c
=p, ruin_—167c(1—\/){ r( ( nm, + I an)an)(ﬁ lP +trr X )+r( )%(8 ‘P trr X )

I\ 2
_’(a_r) bn+7n, X +T7("mk+ an ﬁ)(n”me“,m%Zf)

ar or

a &n (8(p+nn¢+rr Xc)

(rn Yc+r nZC)+r§ (T] n YC+T] nZC)+r§n

+r(r m,+rm, X0 /3 }

(7-58)

que avaliado no ponto de singularidade fica

% %{ 2(n, ), CYC4r £.CP )+ g:](a C¥+rr CMlr m +rm JCX/3 }“
(7-59)
Caso 1, n=n
dr/on=o
RC gzuf" YC zc XC -
ol :1675(1—0\/){ z(ﬁinmcz +r t.C. )+((mni+(inm )C4 /3 }M (7-60)
Caso 2, n#n |
dr/on#o
% s ] 2 lon @5 oW E PG oy X Bln 2 /3 |
(7-61)
onde
Cl°=21-2v)/g" Cl’=—2(1-2v)/g" C{=(G-4V)/g’
XC 5 /g CXC —3/g (7-62)

7.1.4.3. Integracdo da parte finita de HER e HCR

HEBR ¢ H®R ¢ dada por parcela singular oy

finalmente outra logaritmica (S,

Igualmente ao caso da singularidade 1/r de H” a integragdo da parte finita de

R,REG

R,SIN
SING mais uma parcela regular T

R,LN z .
como é mostrado a seguir
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R, SING R REG R,LN

uk}tm _“k]zm “k]lm uk]lm

(7-63)
_ RGL R,LN
l"l/k]Zm uk;zm
c
i =L 764

Caso unico: 3 Singularidade (M=ig[ns] v M=ig[ns+1] )A (M=N v M#N)

HBR:
H :ﬁj%ufﬁmt},nku;drzpfﬁplj ,PF /dF+Q_LNf pi® LN /dF
o (7-65)
HBR —GLf pBRPF /dF—FQLNf pBRLN ’dF+fBR . Sgn(S)(ln(_]o)—I/é)
e HR:
Hrcnf :L“gim”jnkuindr pff pCR ,PF dF+QLNf pCRLN dr
> (7-66)

HCR —GLf PCR PFu dF+QLNf pCR LNu dr+fCR -

sgn<6)(1n< J)-1°)
7.1.4.4. Integracao da parte descontinua de HCR

A integragdo da parte descontinua de HCR ¢ dada pelo caso onde M=N, ou
seja onde o ponto fonte e 0 ponto campo sdo 0s mesmos; tal como se mostrou na
sec¢do 5.2, a parte descontinua de HER provem da derivacdo direcional da primeira

equacdo da formulagdo do MHEC no contexto da EG

d
Wy =HZ**d +HY"™d +HY"q, +c;, M X) _ pr b, +b!

mi a mrCr s

(7-67)
=HY*"d +HY"d +HY®q +c2q!(X)=FXp. +b°

onde se pode apreciar que a parcela descontinua que acompanha ao deslocamento
ndo-cldssico corresponde a parte descontinua da matriz H cléssica, mostrada de
forma analitica e geral na secdo 5.3.1. O detalhe € que a colocagdo é feita nos

graus de liberdade ndo-cldssicos, e portanto a parte descontinua de HA passa a

formar parte da parte descontinua de HCR s6 que de uma maneira mais

expandida.

A incidéncia nodal estd representada aqui pelo vetor normal do ponto fonte

1, vinculado como o gdl ndo-cldssico m (ponto M) e pelos dngulos entre as dois
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tangentes adjacentes do ponto campo, 68" =o+B+7 e 6~ =a, vinculado como gdl n,

(ponto N), tao como se mostra na figura da secdo 5.3.1.

7.1.4.5. Estrutura da banda da parte finita e descontinua da matriz H

HA,HB Esquema matricial da integrag¢do de HA e HB,
fungdo dos pontos nodais = pares de gdl
[ dest | [ ies3 | iess | | ies7 |
[ ie=2 ] ie=4 [ ies6 | | ie=s |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
[ ] GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
E GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
0 GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
— o~ /
X GL | GL GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
1" GL | GL GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
s ?_',: GL|GL|GL|GL GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
2 L 1o GL|GL|GL|GL GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
‘2 14 GL|GL|GL|GL|GL|GL GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
e GL|GL|GL|GL|GL|GL GL|GL|GL|GL|GL
*2 L':', T GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL GL|GL|GL|GL|GL
171 GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL GL|GL|GL
] E GL|GL|6L|aL|6L|aL|aL|aL|aL|aL|[<], GL|GL|GL
1" GL|GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|GL GL
I vd
Iy GL|GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|GL|GL|GL GL
;? GL|[GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
P GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
HC Esquema matricial da integracdo de HC em funcdo dos pares de
gdlNC, c/par k — 2 gdlNC: {2k-1, 2k} (colunas)
[ je=t [ ie=2 | ie=3 ie=4 | ies5 | ie=6 | ie=7 | ie=8
1 2 3 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 1011 11 1213 13 14 1515 16 1
. // GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]| GL
I Vs <666l 6|66l |GL|6L 6L 6L |GL 6L |GL[GL|GL|GL[GL|GL|GL|GL|GL
GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|[GL|GL|GL|GL]|GL
_E GL | GL|GL |/ < GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
GL | GL | GL GL|[GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL
- 7157
Sl8 GL|GL|GL|GL|GL|GL GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL
§ L GL|GL|GL|GL|GL|GL GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|[GL|GL|GL]|GL
%_E GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL // {| GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL
2 GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL GL|eL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
E _T‘_l) GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]/ // GL|GeL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL
& GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL / GL|GL|GL|GL|GL|GL
f, GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL GL|GL|GL|GL|GL|GL
GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL GL|GL|GL
'{,\'J GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|[GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL // L GL|GL|GL
L | o GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL|[GL|GL|GL|GL|GL|GL|GL]|GL
[} 6l lal|at|a|el|e|el|e|el|a]e]e|e|a|a|e]a|el|e|ele L7

Figura 14. Estrutura da banda da Matrix H* com singularidades o integragao impropria.
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2.00
Tipo de Integragdo 1.50
13
1.00 -+
9
0.50 -
0.00 -
Sy
Singular ou logaritmica no extremo inferior mais GR, matriz2x2 050 \\}
&0 {1/8 L) ‘ 1
si - . . . Ly
ingular ou logaritmica no extremo superior mais GR, matriz 2x2 -1.00 - e
) |
E1 {1/18), Ln(1-) | | | T
5
Singular ou logaritmica nos ambos extremos mais GR, matriz 2x2 -1.50 - l ‘
< B0 WE ), 1/18), tn1E)
/s
S6 GR, Gauss Regular, matriz2x2 -2.00 t T T
6L -2.00 -1.00 0.00 1.00 2.00
Nota:

. . . - Exemplo: Sélido 16 nés,
Muestra singularidad onde precisa-se parte finita 8 elementos quadraticos, 32 gdIC,

48 gdINC, 80 gdl total.

Figura 15. Legenda da identificagdo de singularidades na Matrix H".
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1©|[1®/191®|1©|[1®19]1©|1®|1 19 T
/ = L s IR - - IR o1 | & SN [ [1w[w][w[10]1B][15][19]18]19]19]19[19 19 ] T
1] 1] w®lwelelel ool . o1 *® ®[(1®|1©|1©|1©|1©|1©919|1©|[1®|[1®|19|1© 19|19 |1®|1®|1©|19]19 19 9T M_w
®l]® ololelelelolo] o o1 ®[1®|[1®|1©|1©9 19|19 |1©|1®|1©|19|19 19|19 |[1® |1 |19 10 ST
- /) Bl oo l®l®l®l B 5 o] ® b1 7 ®[(1®[1®[1©|19 19|19 |1©|1®|[1©®|19]|19 19|19 [1®|[1® |19 |1 STl
s > P v ey ey vy vy ey vy vy v o1 ~ 1 [ |1 ®[(1®[1®[19|1919|19|1©|1®|[1©|19]|19 19|19 |[1® |1 |19 1 7T m.
5 BB BB BB lBis o1 1|1 |1 ®|1©|19|19(19|1®|1®|1©|1©]|19 1919|1191 €1
P J Er 7 7 I [y v v e v 7 P 3 1|1 |1 ®|1©|19|19 (19 |1®|1®|1©|1©][19 1911|119 et
o 11|11 |10 ®|1®|1© 1919 |1©|1®|1©|1©[19 191|111 zt| R
Bl e e Bl Bt B Bt I IEER R RERREARE] 119|191 |1®|[1®|1©1©9 191919 |1® 1T <
“M “M “M s Y, “M “M “M “M “M “M “M “M MM & W 11|11 11 11919 |1©[1®|[1®|1919 1919 |19 |1® R
« N (1|11 191D 191919 1®[1®[1®|1©[19 1919 |19 |1® 0T % w.
il Il B A S I B I 6 S 11|11 191D 1919|191 |1 |1©|1©|19 |19 6 3
Bl Bl Ml B e I Ml Ml el I S 11|11 191D 119|191 [1®|1©|19 |19 |19 6 =
®{1©/19/1® 1|1 1 4 19,19 1©{1®|19|1 g8 | 9 g o W
| a (1|1 |1®[1®[1O[1B[1®[19]19]19 191919 1|1 |1©|19 |19 |19 s | % | &
Bl B L N N N \\ B I B L = (1@ |[®[1®|1®[1®[1®[1®[1®|19]19 19 1919191919 |1 L = &
BB BB B[R DB B || Ll (1@ |[1®[1®|1[1®[1O[1®[1®[19]19 19 1119|1919 |19 L
B R||R| BB [P |8 D] ABBREE 9 W 1 [ [19 |19 |19 1919 [19]19 1919 [19 19|19 | © 1919 1919 19 |19 9 | ®
B R|BB|[B]W BB a B S 1|1 |11 |1w[1w[19]{19]19]19]19 |19 [19]19 |9 1[99 S *
1|11 D191 19 [ 19 |1 ©|® S| 1119191919 1©[19]|1®]19]19[19[19 ]9 19 19 |19 g
15119119119 179 {19 {19 |19 | 19 {19 | 19 A oo 14 m_ 19 |1 (1|19 |1®|19(19 19|19 |1© 19|19 |1 19|19 |10 19|19 ARRRG] i w
15119119119 179 119 119 |19 | 19 {19 | 19 \\ € 11|11 |11 [19[1©|1©|19[19 (19|19 |1®|1©|19|1® \ € >
1119119119 119 119 119 {1919 |19 {19 € . 1|1 (1|1 1©|19[1®|1©|1®|[1®|19[1919|1©|1©|[19|1919 IS
{19191 /1919191919 {11919 19 \\ 4 4 m, 1|1 |[1®[1®|1®[1®[1®[1®[1®]19]1919 |19 |1©|1®|1©]19|19 19|19 |19 > Z | ®
1919 1| 1®|(1®|1©|191©1®|1©|1 \\ T 1®[1®|1©]1©]1©]|1©|1©919|1®|[1®|1© 1919191 |[1© |19 |19 T =
9t s v € ¢ 1T ot 6 8 L 9 S v € ¢ 1 T |9T|ST|ST|{PT|ET|ET|CT|TT|TT|O0OT| 6|6 |8 |L|L|9IS|S|P|lE|lE|C|T
g=al | [ 9= | | w=at | | w2 | 8=al =3 9=al =3l p=al €=2l z=3! =3l
_ [ 1 [ 1 [ ] | (seuntod) {3z ‘I-¥¢} :ONIPb ¢ <« 3 zxed/o ‘DNIPD
Tpb sp ssxed = sTepou sojuod sop oedung op saxed sop oeduny we DH °Sp oedeabsjuT ep TeroTijew ewsnbsy YOH
‘4gH © YYH op oepdeabajuT ep TeTOTIjew ewsnbsy HaH “dVH

VD/9SETZ80 oN [enbiq oedesynia)d - o1y-ONd

40 impropria.

Figura 16. Estrutura da banda da Matrix HR com singularidades e integrac
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Tipo de Integragdo

Singular ou logaritmica no extremo inferior mais GR, matriz 2x2
&0 (1/€,1/& Ln@)
Singular ou logaritmica no extremo superior mais GR, matriz 2x2
&1 W/8,1/§ L)
Singular ou logaritmica nos ambos extremos mais GR, matriz 2x2
A BN W Y 1), /08, 108, )
S6 GR, Gauss Regular, matriz2x2
GL

Nota:
Mostra singularidade onde precisa-se parte finita HBR e HCR
Mostra singularidade onde precisa-se parte finita HAR & HBR
e também parte descontinua
Mostra singularidade onde precisa-se parte finita HCR

e também parte descontinua

2.00

1.50

1.00

0.50

0.00

-0.50

-1.00

-1.50

-2.00

106

!"

\\‘\

©

-2.00 -1.00 0.00

Exemplo: Sélido 16 nés,
8 elementos quadraticos, 32 gdIC,
48 gdINC, 80 gd| total.

Figura 17. Legenda da identificagdo de singularidades na Matrix HR.

1.00

2.00
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7.1.5. Equacoes utilitarias para o calculo de termos livres

A primeira identidade estd vinculada com o gradiente direcional ao vetor

tangente

p xx' xx. x(x0+x) xx0

a_r:r_t_: L08R 0 NGS Bkt DS LS Ml RO (7-68)
t r r r r

onde 8=E-&, e considerando que 7 =sgn(8)/x* +7%" . Portanto

) x.x XX P
G O 7-69
S e, o
Por outro lado para 2D
o oxn o xn xm yn,
m- Ty TTE 7 7-70)
Portanto, de forma genérica
xn. XM, o
L - ’_" = ’_" = Sgn(g)to.mv&o (7-72)
Ml ’ ‘F,:&o ‘aa;o .

S6 se m=n (em pontos com continuidade C' ou onde as duas normais

encontram-se numa esquina no mesmo canto) entao

o 0 (7-72)
= 777
M
Em geral, em qualquer ponto de singularidade £=&,
or o (7-73)
o 7-73
dn &L,
A seguinte identidade estd vinculada com os gradientes duplos
o’r 1( )n 1 or or
onon - Bz‘k —rrmn, — nMn, +E% (7-74)
Que ¢ indeterminado no ponto de singularidade. A seguinte equagdo
or 1( )‘1 or or
Mo On AT nktk e (7-75)
¢ finita para 2D no ponto de smgularldade.
d’r

onor

&, r " N,
1 ., 7\
:{7®m&e%mﬂhé 779

e
= N = 57 M
J, 2 =3
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Se n=n entio

azr‘ B sgn(ﬁ)( o
Mot 2], e (7-77)

A identidade seguinte € sempre satisfeita

() <o
k& Bnat et

Também sdo uteis as seguintes expressoes
= )

(nir‘m -n . )é : =sgr1(8)[-:L —1}

o} —1}
+1 0 (7-78)

—g—r(nirm—nmri# Z(itknk{ © _1D
M ’ " le=to J +1 O £t

1
nmni _ninm :_jtknk|:
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