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5
Formulacao do MHECS na EG

5.1. Generalizacao das matrizes H e F (com u’ e uFf)

A formulacdo gradiente do MHECS ¢é abordada a partir das equacdes da
formulag@o tedrica cldssica desenvolvida por Dumont [48], onde a ideia principal
consiste em eliminar o uso da matriz F:

H'p =p (5-2)
Up =d (5-2)

Tenta-se utilizar a simplificacdo dos resultados obtidos da elasticidade

cléssica considerando as equacdes para cavidades em meios infinitos mostrados a

seguir com traco superior.

Hp =p (5-3)
H'p =p (5-4)
(H +H™)p =p =p+p (5-5)

—Hd (5-6)
Fp' =Hd (5-7)
(F+F)p =U'p =d (5-8)

As submatrizes que generalizariam a formulacdo original no contexto
gradiente sdo construidas mediante o acréscimo de uma solucdo matricial
fundamental ndo-cldssica, Dumont e Huaman [49], cujos tensores com sobrescrito

“R” se mostram nas seguintes identidades da parte finita de He F
f G]m j 1mdr+f Mk]mt]nk ‘J‘ dr f l'l‘kjmn]nku dr

fG;m ; lmdl“+f },Lk]m dr frukﬁnnjnkuiqdr

fG‘m ; ,mdl“+f },Lk]mnkulmldr fG}m ; lmdl“+f uk‘mnkulm ]dr

fG]m ; lmdl“+f },Lk]mnkuzm ,dl“ fG]m ; ,mdl“+f uk]mnkuzmyjdr

(5-9)

FR
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(5-10)
A matriz U” € dada por
U'=U" = u ut _ (ujm )Y_X (nku;{,k )X_Y (5-11)
g (njufm,j)y_X (no, )’ (nku:i’k)x_Y isgdi(n)

j—gdl(n)

onde Y-X e X-Y referem-se 4s coordenadas locais do ponto campo em rela¢do ao
ponto fonte e vice-versa; u”“ e q* correspondem aos campos de deslocamentos
classicos e ndo-cldssicos, respectivamente, correspondentes a solucdo
fundamental. A composi¢do de uma “solu¢do fundamental gradiente” identificada

z

com o sobrescrito R ¢é obtida através do gradiente direcional da solucdo

fundamental em relagdo ao vetor normal no ponto fonte n;(. As coordenadas

relativas definem-se segundo a notagdo seguinte

X, = xiY_X =—xiX_Y = axi Zaxl.Y_X Z—BxiX_Y
n; =n}Y (5-12)
X X
ne =n’
] ]
nY

ox, =dx) X =—0x Y Y Ponto Campo

Iy-x] = —Ix-y] Ui = Uiy (Y — X)

r[Y_X] = (xl xZ)

ul za(u;" )Y_X /ax;(n]x =—a(u::n )Y_X /ax;{n;{ =—u X

im im,jj

Ponto Fonte

Figura 8. Grafico onde se mostram as coordenadas relativas para o calculo de u* e uf®

Portanto € possivel simplificar a notacio da seguinte maneira

* — * —
uZ'n = (uim )Y X = (uim )X Y (5-13)
uﬁn =a(u:<m )Y_X /ax]Xn]X =—a(u:m )Y_X /ax?n;{ =—u;n J.n]?( (5-14)

e portanto a matriz U " resulta em termos de um sé sistema de coordenadas de

. ~ _Y-X . :
integracdo x, =x; * da seguinte maneira,
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ok *R * X
U*{U U }z i T Uiy (5-15)
| yyR*pTRR | [ S -
U'u MU ™ e Wiy |iosditn)

;o j—>gdl(n)

Os tensores restantes com sobrescrito () ® podem também definir-se através

das identidades

R __* X )
Gjim - Gjim,sns (5-16)

R _ . * b 3
LLkjim - l"l'lrcjin‘t,sns (5-17)
ou também através da equacdes para o célculo de tensdes diretamente em fungdo
de uX,

A matriz H deve satisfazer a propriedade espectral no cendrio gradiente que

considera deslocamentos de corpo rigido ndo-classico representado por Wy,

HG*d+Hu*d Hu*q W, :{O} (518)
HcRd+Hp.Rd H. ||W o)

Hq q

5.2. Vinculo formal entre H" e HR

Com o intuito de completar o sistema de equacdes que permitam determinar
todas as incOgnitas cldssicas e ndo-classicas, é preciso de uma equacio adicional.

Parte-se da equacg@o derivada do principio de forgas virtuais da forma seguinte

LSG;";(uf_U?)dr-i—j;suzﬁnku;jdr—j;su;injnkqjdr

* —2 d (5-19)
—fr&tkﬁnk J[ " ttuidl =0
agora, se € levado em conta que
66,‘1’ = Gjimspm
(5-20)

6”:,‘1' = quimSP:n

e também a correspondéncia da incidéncia nodal (ponto M) com o grau de

liberdade (m)

m=2M—-2+k, k={1,2} (5-21)
entdo € possivel escrever a equacdo (5-19) da forma

j;sp;cjimn,‘“; dr—l_j;Sp;“Zﬁmnku:,de:j;sp;u:jimnjnkq?dr

+ [ e I el idl + [ 3,07, maf T

(5-22)
Se for eliminado da equag@o §p’ e realinhado entdo se obtém
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W fGW u; dF+f uk”mnk‘]’ ttu; dF—l—f Mkﬂmn,nkqldr

_fcmnlul dl—‘—l—j;ukﬁmnkuf‘jdr

O critério seguido consiste em: (i) decompor as integrais em duas parcelas:

(5-23)

uma parte finita e outra descontinua; (ii) ter presente que X (correspondente ao
ponto M) é o ponto fonte Y ao ponto campo; depois € preciso ter em conta que o

vetor normal, o vetor tangente e o deslocamento sdo funcdes s6 de Y e as tensdes

sdo fungdes do raio r=Y—X tal como é mostrado embaixo
r=Y-X
G —G (Y-X)=0

jim jim(Y-X)
M =My (Y =X0=p oo
n,=n (Y)=nq,
t=t(Y)=t
u=uf(Y)=u’

i(Y)
d

ou’
u =u; YY)= u(Y) ud(x)+ é‘;X)8+O(82)

w=u (Y-X)=u;

* * P
((Y-X) =u.p, +u

q':q‘(Y_X)zq(y_x) —u T]P q p

1r] j

1,* —u (Y X)= um<Y %

ul (Y X)= u i (Y=

nj=nj(X)=nj<x)

I=dl,, (5-24)

Isto permite escrever a equacdo (5-23) com o campo de deslocamentos uf

em funcdo de uma série de poténcias tendo como varidvel o raio €, da seguinte

forma:

_Pff G;zmn}ut dF+PfJ;uZ)tmnk |-I|72t]tluildr+pfj;u:]lmn]nkq:idr‘
—l—lim{ f G“mnl[u X)

* —2 (914? ,
+fr g || (u?,z (X)+ a—s”(x)a +0(e*) |[dl

ar

(5-25)

. i Oq; )
+'—[;D;s( ukjimnjnk [q, (X) + E(X>8 + O(S ) dl"

Despois de avaliado, o limite fica
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= of [ Gjmud dU+pf [ 4w m, [J]7 el dl +pf [ pg,mmqdl

+u; 4(X)lim c. n, dr+uzl(X)11mf ],Lkﬂmnk|_]| ttdF (5-26)

esodrp,, M
+qi X 1€1££1ﬁD ukjimnjnkdr
Se for considerada a incidéncia nodal do ponto N sobre o grau de liberdade

n e utilizada as seguintes interpolacdes nodais

uld :uindn
d (5-27)
qi :uiﬁqﬁ
e também a identidade
ou’ odu?
dul =3¢ tISuiZZa—g":u;nSdn (5-28)

a equagdo (5-26) resulta em
= of [ O}, dUd, +pf [ o, I e, d0d, +pf [ i, nimu,dlg,

—i—ufl(X)limf G,,m”, dr—}—ull(X)hmf Mkﬂmnk|]| tt,dl’ (5-29)

£€—0
Fg OOl [ Wl
e Jry,  gm
que depois de identificar as partes finitas das matrizes HA, HB e HC a equagao em
questao, fica
pf A pf B pr d C d
W' =H"*d +H"*d +H" q +c*u’ >+szzul 100 T (5-30)
Se os coeflclentes obtldos da parte descontinua sdo avaliados através de uma

integracdo 2D num arco de circunferéncia entfo se obtém

—hm 6. ndll=o0

£€—0 rDi }lm ’

c? —hmf },lkﬂmnk|_]| ty,dl'=o0

€—0

c = hmf ukﬂmnkn dl'=o0

£€—0

Os Coeflclentes sdo nulos devido a natureza da tensdo p,, de ndo ter

singularidade (1 /r) e s6 ter cardter improprio logaritmico que somem no limite

para diferencial de drea no contorno da seguinte forma

lim [ Flog(e)dr = lim [ flog(e)edl = o (5-31)
Isso faz que a equacdo (5-30) resulte em

W' =H""d +H"?d +H"“q +c"u!/(X)=F p +b_ (5-32)

A partir dessa equagdo é possivel a obtencdo de HR aplicando a toda ela o

operador d /dn, que s6 afeta aos termos que sdo fungdo de X


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

66

d
X .
Wy =H%"d +HY™d +HY%q +c)———= 2 X) | e ul(X)=FLp, +b!
on 8n (5-33)
=HY"d, +HY™d, +HY%q +chq! (X)+cu (X)=Fyp, +b]
Onde
HY AR — 3Hf{n’A HBR — anyi{B HCR — 6H5{n’c qfi — 8_“?
mn an mn an mn 811 i an ’ etC

—fG”mn’ dl’

Se for considerado que o ponto X representa o ponto fonte (ao ponto M) e

que c* corresponde a parcela descontinua entdo € possivel definir

Aul(X)=C' d
cngi (X)=C; q, (5-34)
AR d(X) C*Rd

mn_n

Onde ¢, é uma matriz quadrada em banda cuja diagonal estd composta de
sub matrizes ¢ de ordem 2x2; C* ¢é também uma matriz quadrada em banda, mas

com a ressalva de ter mais filas e colunas ji que os graus de liberdade nao-
classicos tem em cada ponto ndo suave 4 graus de liberdade nio-cldssicos: dois

gdl para cada vetor normal em cada lado da esquina. Os subscritos m,n
correspondem aos gdINC vinculados com a incidéncia nodal do ponto campo M e
do ponto fonte N, respectivamente. C~ ¢ a parcela descontinua com singularidade
1/r* tal como é definida por Guiggiani [25] e mostrado no Apéndice A.4.

Conforme ao mencionado anteriormente se pode escrever (5-32) e (5-33) do

seguinte jeito
W =H”*d +H”"d +H”? q+C d =F p"+b_ (5-35)
W, =HZMd, +HY™d, +HE%q, +CJ.q, +C,d, =Fp, +b, (5-36)
O também matricialmente como
H* +H +C H° d| |F'|.
HAR 1R 4+ CR HR 4+ CR = R p +b (5-37)

5.3. Analise das descontinuidades de He F na EG

Foi feito uma andlise das parcelas descontinuas de F para pontos de
descontinuidade coincidentes, isto €, u“ e 6* com o0 mesmo ponto fonte. Além, é

necessdrio identificar as singularidades de cada uma dos termos que aparecem nas
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equacoes integrais as quais foram decompostas em diferentes parcelas de acordo
ao tipo de singularidade 1/r, 1/r*, se é um integrando improprio In(r) e finalmente

se € da forma polinomial.

*  _ /®POL [ /*IN
I"ijim _uk;‘im +I"Lkﬁm ln(%g)
R _ 4 *SING |  (%POL | [ *LN
Mkjim_rukjim +Mkjim +uk,-im 1n(%g) o
o, =0, (538)
jim Rjim
G =aghiNe

jim v kjim

5.3.1. Descontinuidades analiticas de H

As descontinuidades de H se mostram a seguir desconsiderando as que s@o
nulas. A descontinuidade de parte inferior direita da matriz € obtida da derivacdo
direcional da parte descontinua do deslocamento que acompanha ao integrando

livre da parte superior da matriz H, como se mostra em detalhe na secdo 6.

I dr.'.r“;iinn s A
T s A

H= [Hc*d +H. H. } H, = J-rcif"niuimdr_‘—.[r“"ﬁf et
F R ’
Hc"d + HuRd H}LRq rcﬁnnjuimdr-'—_'.r}'lkﬁnt i

. R
Caso General (Contorno suave, casos vinculados con u, B=o)

H o = J fT=[""" 0RO A H, . =[ @Ar=[/"" ro)rd0

Parte Superior de H
=C,+(I-C))=1I
=C,+(I-C)=1I

. +H .
c"d,DISC c"d,DISC

. +H ,
o "q,DISC o"q,DISC

Onde

C-= 1 c os@)sin(0()—cos((x+ﬁ)sin@+ﬁ)+2(7t—ﬁ)(1—v) cos()* —cos(()LJrﬁ)2
* o 4ma-v) cos(@)* —cos@+f)* cos@)sin@)—cos@+B)sin @+P)+2(m—P)(1-v)

(5-39)
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A descontinuidade de F é dada por uma composi¢do da matriz U e a parcela

descontinua cldssica de H, tanto para a submatriz superior esquerda como para a

direita, se expde também a obtencdo da descontinuidade da parcela inferior como

resultado da derivacgéo direcional.

Foe +Fu)zt« F e +Fuxlﬂ

jin j im

CasoGeneral (Contornosuave, casosvinculadosconuﬁn, B=o0)

oI — 0-+270
R N P
ParteSuperiodeF

oo +F..  =H.. +H.. JU.=U,.
6"u",DISC ' "u",DISC o' ,DISC o'’ ,DISC’ u
oo 4F.,=H.. -H.. U,
6"uR,DISC o"uF,DISC o' ,DISC " &'u',DISC’ u

F..+F.. F..+F., o dl+ W n drf o Rdrj'* R dr
F:I: ou we ou Wt :| F :p/i:.[rcjinnjuim +J.1J’J“h;innkuim; J‘rcjinn;'uim + r“hfinnkuim,j
PF * R+ R R R

LGR nu dl- +J.rj.Lkﬁnnhuimdr ot nuldl +'|.rj.lwﬂnhuimdr

rjin i} im

Onde
U . = @+2(v—3)InGg»M3,

(5-40)
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5.4. MHECS na EG: Analise do problema de uma cavidade:
5.4.1. MHEC no problema da cavidade na EG

O problema de cavidade na EG precisa de uma andlise previa sobre a
natureza das tensdes e deslocamentos nao-cldssicos no contorno em contraposicao
com o soélido, ja que ditas tensdes e deslocamentos dependem da derivacdo

direcional no sentido do vetor normal no ponto fonte como se mostra na Figura 9.

Figura 9. Esbogo do dominio, o contorno e os vetores normais e tangentes na analise de
uma problema de cavidade em contraposi¢ao do problema do sélido finito complementar
na EG.

Tensdes em I Tensdes em [

. 00, _. 0o, do.
o. = 0. =——=— —0O..

;zm a’r‘l ]lm a’r'l an ]1m

R :aukjim —R :aukjim :_aukjim_ R
ijim an ukjim aﬁ al] “'kjim

Deslocamentos em I” Deslocamentos em T’

LR :auin R _ a“,-n :_auin I

in an in aﬁ an in
S auin R _ aum :_auin s

in af]'] in aﬁ an in

* 2 % 2 *

uRR — a2uin aRR — a u,'y. — a uin :uRR

in  Jnon in dndn  dnon

dzauj » =auj =_auj o
4=, i~ om on
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Também deve considerar-se que se

u =u. A
1 1
R¥ ___R*
u_=—u_ A
m m
o % REow (5-41)
u =u p +tu_R_ A
m m m
d * % _R* *
u =u_p +u_R
m im m

sendo A € o operador l6gico de conjuncdo, entdo se obtém finalmente como

coroldrio que

R, =-R, (5-42)

A primeira equacio do MHEC no contorno da cavidade I' , provem

propriamente da formulacao original apresentada no Capitulo 4 e € dada por

—a —8 —cl[d] =1 = :
e, u'GoO+[HA+H Hcl{q}=[F“ F“l{%} (5-43)
onde o trago inferior () representa a parte finita das matrizes correspondentes;

por outro lado a segunda equacdo provem da derivacdo direcional no sentido do

vetor normal no ponto fonte de T’

d d A =B —c]/d _[sA TB P*

ﬁ{u +HE+H® H l{q}—[F F 1{11*}}

Ecmq_id(x)_i_[HAR_l_HnR HCRl{i}z[FAR FBR]{E’;}
q R

onde

(5-44)

TTA T8 TA
HAR :aaiﬁ, HER =aaiﬁ, FAR =aaiﬁ’ etc

T: vetor normal no ponto fonte de T’

5.4.2. Matriz F:

Similarmente a andlise de sinais anterior, se € utilizada a seguinte notacio

para parte finita F = pf (F), entdo a equagdo vinculada com matriz F em I' €

dada por
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. fGﬂm ; mdl“+f uk”mnkumyidr
fG”m ; mdl“+f ukﬂmnkum’jdr

A
_|EY P
B FAR PR R’
eem I’
W F?* f j;cjtmﬁ;umdr—i_‘/;uk;tmﬁkum ;dr
W = r. = p
fr G, nu,dl + fr Myt AL
EA EB 5* —EA FB p*
- EAR ERR i - FAR FBR _R*

71

fG”m ; mdl“+f ukwn um,dr

b,
fG’ml ; mdl“+f ukﬂmnku dl {R:}

f Glzmnlumdr‘

G nuldl

jim™j in

in,j

(5-45)

+f Mk;zmnkum;dr {P ’

+ L ukjimﬁkﬁin,jdr

(5-46)

Similarmente, se € utilizada a notagdo para parte descontinua F=pd(F),

entdo a equacdo em questdo em I fica
. _C*U** C*U*R
CRUR* CRURR

_ERGR* éRﬁRR

. _E*[_J** E*[_J*R G*U** _E*U*R
- _CrUX CRUR

(5-47)

(5-48)

Se sdo juntadas as equacdes de parte finita e descontinua entdo se obtém

para I’

. A+ P B+ #1 r*R *
W:F.P:F C'U™ FP+C'U™ |[p

EAR+CRUR*EBR+C*URR R*

E para I em termos das grandezas do sélido finito

_ o —EA—I-C*U**
W=FP = -
F*" -C'U

EB _C*U*R P*
_EBR +C*URR _R*

(5-49)

(5-50)
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Similarmente, se € utilizada a notag¢do de parte finita H=pf (H) , entdo a

equacdo em funcdo da matriz Hem I é

f Ot dl + [ i e, |J|7 D

W=HD=
f o nu, dl+ fr Wt mal |J) dl
H"+H’ H° |[d
= EAR +BBR ECR q
eem
. fc]m i d0+ [ B, |7 40
wW==H fG]m ] mdl“—l—f My, £, U ul |J] " dl
H' +H H® ([d] |[-H'-H’ H°
= EA +E ECR [~ HARﬁBR —HCR

j;u:,'innjnkuiqdr J[d"}

R
N, U. 9n
j;,"l‘k;mn;nkutqdr (5_51)

f l"l’k;mn;nku dr {d }

f l"l’k;mn;nku dr

»

(5-52)

Similarmente, se € utilizada a notagdo para parte descontinua H = pd (H) ,

entdo a equacdo de Hem I' é

wuo G & fd

w-B5-G, o |4
W=HD=| _ _,
- = O C"|l—¢q

(5-53)

(5-54)

Se sdo juntadas as equacdes de parte finita e descontinua entdo se obtém

para T’
c +HA +HB Hc
HAR+HBR CR+HCR

W=HD=

A

e para I é escrita em termos das grandezas do sélido entio

_ __ |C-H'"-H H d
W=HD= AR_ l; . CR
H* +H Ct-H -q

(5-55)

(5-56)
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5.4.4. MHECS para EG

Agora, a tentativa de fazer a formulacdo MHECS para EG consiste da
integracao das equagdes (5-49) e (5-55) para I que € dada por

. * A B C d A * *% B * *R *
W =HD=FP E[C *H'+H" H H }z[E +C'U EFB:C Hp }

HAR+HBR CR+HCR q EAR+CRUR* +C*URR R*

B (5-57)
e das equacdes (5-50) e (5-56) em I

- —— ——, |C-H*-H’ HC d) [=F*+C'U" F*-C'U® )
W=H.D=F.P = c AR eBR =R w-cR { }= AR _C U* - BRCE P .
H* +H Cf-H" ||-q) |F*-CfU®™ —-F*+C'U™||-R

(5-58)

Considerando que as parcelas descontinuas C" +C =I, C*+C"=I, pode-

se apreciar que se sdo somadas a primeira fila de cada equacdo e restadas a

segunda entdo se obtém finalmente

d U** U*R p* .
o

E por tanto é factivel simplificar a formulacdo do MHEC original no
contexto da EG, eliminando o esforco computacional necessidrio para a
determinacdo da matriz F. A equagdo final tem uma configuracdo matricial
idéntica a formulacdo cldssica embora o célculo algébrico implique muitas

mudancas de sinais durante o processo da formulagdo e ndo € trivial.

5.5. Equacoes alternativas do MHECS - 2D, (R*=0)

O resultado numericamente laborioso na defini¢do da formulacdo geral do
MEHCS, pelo comportamento ndo convencional do tensor u®, pode ser aliviado
por uma simplificacdo para a solu¢do de problemas praticos de tal jeito de
trabalhar s6 com a solucdo fundamental da elasticidade gradiente (considerando
uma condi¢do de contorno tal que R* =O) e utilizar s6 as parcelas de H e F
vinculadas com u®, de tal jeito que as matrizes fiquem como se mostrou na

formulag@o inicial na se¢do 4,
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HZU;G;nniu,-mdr—i—j;MZjintinkui’m’]|72 dr’ f;.“;in”,'“k“iqdrl

(5-60)
=|H,,+H,, H,
F:‘j;G;nnju?mdl—‘—l—j;u;.l.nnku;,}.dl—‘} (561

[Fc*d +F,, ]

Para que R* =0 se precisa de uma condi¢do de contorno nio-cldssica
particular, que neste caso por ndo ter um significado fisico claro, se pode utilizar
como oportunidade para resolver e pesquisar uma solu¢do pritica do MEC na

EG. Portanto se é considerado que

*

(5-62)

e se seguidamente € considerado as propriedades da partes descontinuas revisadas

_yT
R—Hu*q.p

na secdo correspondente

6'd,DISC 6"d,DISC

=H U, A F =H, U =(I-H U, -
6'd,DISC ¢'d,DISC  u'd 6'd,DISC 6'd,DISC ( o*d,Dlsc) u'd (5 63)
. =F =0

w'd,DISC  u'd,DISC

e que

F+F=U

H+H=[I O]
Isto permite reescrever as equacdes da formulacdo na versio da elasticidade

(5-64)

gradiente mostradas anteriormente na secao 4.1 e 4.2 do seguinte jeito

T *|_|P
[(H,,+H,, H_] {p }— {R} (5-65)
[F . +F ]{p*}—[H +H . H. ] 4 (5-66)
c'd  Tu'd “L 6 w'd 1q q 5
Que podem ser aplicadas a um médio finito e infinito do seguinte jeito
T * _ T *_
(Hcs*d+Hp*d) P =p Hu*q =R
_ — T ¢ _ — T =
( csd+Hp*d) P =P Hu*q p =R

p =p+P O=R+R (5-67)
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e também em termos da matriz F
(FG*d +Fp;d)p = (Hc*d +Hu*d)d+quq

(. +F.Jp =(H. +H.)d+H.q

(F.+F.)p = (2Hu*d +Dd
ou (5-68)
Uu*dp :d
Finalmente se pode escrever as equagdes da formulacao hibrida simplificada
na elasticidade gradiente s6 em termos de grandezas cldssicas
(H. +H . )"p =p
cd . wd (5-69)
U.p=d
que se pode resolver independentemente das grandezas ndo-cldssicas as quais
podem-se determinar seguidamente através das identidades
HM*qTP* =R
x (5-70)
(Fy +Fukd p —(H_, + Hukd )d= quq
Na prética as grandezas R e q ndo seriam relevantes calcular por ndo ter

ainda um significado fisico e cujo esclarecimento formaria parte de uma pesquisa

posterior.

5.5.1. Observacées no que concerne a U’

E possivel determinar uma formulagdo particular do método hibrido
simplificado no contexto da elasticidade gradiente sem a necessidade de
considerar forcas e deslocamentos ndo-cldssicos no contorno os quais sdo dificeis
de conceber fisicamente e que, contrariamente ao que se encontra na literatura,
podem ser determinadas a partir da solu¢cdo do problema em termos s6 dos
parametros cldssicos.

O outro aspecto favordvel da formulacdo é que ndo existe o problema da
determinag¢do da diagonal da matriz U* ja que na elasticidade gradiente a
constante constitutiva ndo-cldssica g permite eliminar a singularidade da

elasticidade cldssica e efetuar o cdlculo da solu¢do fundamental para r —o, dando
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como resultado um valor finito constante e dependente unicamente das constantes

constitutivas g, v e L.

Vale ressaltar que a elasticidade gradiente € singularmente proveitosa
inclusive para andlise de materiais onde o comprimento das particulas ndo é
representativo em relacio ao comprimento do elemento estrutural, jA que se
podem considerar valores de ordem de 1 um. de g e ela permite a obtencdo de uma

diagonal finita proporcional ao resto da matriz U*; por exemplo para g=1.0 um.,

~ ~ * * 5
v=0.2, a relacdo da solucéo fundamental u (r=om.)/u_ (r=1m.)= 31 A Figura
10 mostra a relagéo entre a solu¢ao fundamental 4_/d f =u_ (x)/u,, (r=1m.) para
diferentes valores de g.

O que é também merece um comentério € o interessante fato que a solugéo
fundamental comece a ficar iminentemente constante uma vez que € avaliada a
uma distancia menor que o valor da constante constitutiva g (cuja dimensdo é
comprimento), a qual estd estreitamente vinculada com o tamanho das
microestruturas ou particulas do material. Alids, se o comprimento caracteristico

das microestruturas é designado por D, entdo se acostuma considerar que g/D < 1.
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Quociente Solugio Fundamental
de/dp =u’ (0)/u, (Im.)

g 8 8 8 g § & 8§ 8
& ® § # B & M bt 3
g K K g i @ 8 @ s g[m.]
; g B X 7 < g
e.e x[m.]
5.0 f No—————————————— ——2E-01
10.0 U ——— 1E-01
15.0 ) SR 1E-02
20.0 = — B Z 1E-03
25.0 \ | ——-1E-04
30.0 Nem= \f ==’ o 1E06
35.0 / 2E-09
40.0 da; 0.£+00
45.0 df
50.0
limu® = 1-2(4\'-3)0“(13)-2')6 Quociente Solugio Fundamental
limu,, =—— o Oim - «
—o M d./de =u" (/v ,(1m)
glm] do/dy
(b) P 3 F 3§ B oz =z =z 3
k] M M M e e * | 4.1
S - - o g in 8 in & 2ol
; y 3 ) B ~ @ = - -
10 ———-1.E-01 .
x[m] ----1.E-02 1e.3
_____ 1.E-03 15.4
J — —-1.E-04 20.5
\K / — .- 1.E-06 30.6
\\ -
——————— . W - 2.E-09 45.0
4 0.E+00 45.8
10.0 L) [ (e -
d; TR &
dy

Figura 10. Solugao fundamental da EG para valores em torno a ponto zero e o valor de g
em gréfico logaritmico simples (a) e grafico logaritmico nas duas dire¢ées (b).
5.6. Propriedades espectrais de H

A matriz H deve satisfazer a propriedade espectral no contexto gradiente

onde se consideram deslocamentos de corpo rigido ndo-cldssicos representados

por W.
Hw=| 1 Wal_ Aoty B W, _{° (5-71)
R
H Wq HoRd+HuRd Hu*q W‘l O

O detalhe interessante reside na matriz W a qual estd composta de trés

vetores colunas correspondentes a 2 deslocamentos de corpo rigido e 1 de rotacao

as quais contém duas parcelas: W e W, , uma cléssica e outra adicional néo-

cldssica, respectivamente. Por outro lado, os deslocamentos ndo-cldssicos
resultam nulos, (pelo gradiente involucrado) dando lugar a que W fique

finalmente da seguinte forma
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={WJ}= Ve Wi W (572)

W, o o w

q
Como se pode verificar nas aplicacdes numéricas dos capitulos 10 e 11,

cada parcela de H ndo satisfaz em forma geral e independente as propriedades
espectrais vinculadas com W;e W .
No caso do H*, por exemplo, H*dcorresponde 4 matriz H cléssica e
C

portanto satisfaz as propriedades espectrais de forma independente e
diferentemente que Hu*d e Hu* , quem precisam complementar-se mutuamente
q

N

para satisfazer a propriedade espectral vinculada especificamente a rotacdo de

corpo rigido. Ndo obstante, Hu* ; satisfaz independentemente as propriedades

espectrais vinculadas com os deslocamentos de translacdo de corpo rigido. Os

deslocamentos de translacdo de corpo rigido ndo-cldssicos sdo nulos, portanto

Hu*d satisfaz automaticamente o requerimento em questao.
Por outro lado, HR possui um comportamento diferente: HuRd e Hukd sdo

ortogonais aos deslocamentos de translacio de corpo rigido de forma

independente (o caso de Hu ¢ do mesmo modo que o caso anterior,

Rq
automatico); mas para o caso da ortogonalidade aos deslocamentos de rotacdo de

corpo rigido as trés sub matrizes HuRd , HuR e Hu* : precisam complementar-se

d

mutua e dependentemente para poder satisfazer de forma global o requerimento

espectral correspondente e nenhuma pode fazé-lo independentemente.
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