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Introducao

Recentemente as teorias generalizadas dos meios continuos t€ém sido objeto
de numerosas pesquisas que estudam o efeito escala na andlise de problemas
micro estruturais. Quando os efeitos das microestruturas sdo importantes, o
material comporta-se de maneira anisotrépica. Além disso, as tensdes num ponto
nio dependem s6 da deformacdo local, mas da distribui¢do das deformagdes ao
redor a dito ponto. Quando o efeito escalar € considerado no problema das
microestruturas a teoria cldssica ndo é adequada para descrever o comportamento
do material e € preciso recorrer a teorias ndo-cldssicas. A elasticidade cldssica dos
meios continuos € uma versdo particular de teorias generalizadas da mecanica e
ndo pode descrever adequadamente a relacdo tensdo—deformacdo quando o
tamanho relativo das particulas que compdem a estrutura € importante.

Os irmdos Cosserat [5] foram uns dos primeiros a desenvolver no inicio do
século uma teoria de elasticidade que considerasse a participacio das particulas de
um material como sdlidos rigidos dentro de um macro meio eldstico. Mindlin [2]
desenvolveu em 1964 uma teoria linear para micro estruturas introduzindo a ideia
de unidades celulares deformaveis na qual é possivel obter uma forma linear da
teoria generalizada da mesma época e cardter do autor Toupin [3]. Posteriormente
E. Aifantis [6]—[8] desenvolveu na década de 1980 uma teoria mais simplificada
que a proposta condensada de Mindlin, reduzindo o nimero das constantes
constitutivas ndo-cldssicas de trés a apenas uma. Se as particulas, os graos ou os
cristais fossem considerados numa primeira aproximagdo como indeformadveis, o
campo de deslocamentos do meio no qual estdo imersos (chamados macromeios)
seria afetado apenas por essas particulas e nesse caso a teoria das particulas
deformdveis reduz-se ao continuo de Cosserat.

No trabalho de Fleck e Hutchinson [19] sdo tratados os efeitos da teoria de
elasticidade gradiente. Nele se mostram algumas caracteristicas obtidas da
evidéncia experimental acumulada nesse tipo de enfoque. Primeiramente, quanto

menor a geometria do sélido, mais rigida € a resposta pldstica [19]. Em particulas
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refor¢adas com matrizes compostas, particulas menores apresentam um acréscimo
da tensdo permissivel do endurecimento do material comparado com outro sé6lido
de igual volume, mas com particulas maiores (Kelly e Nicholson 1963; Ebeling e
Ashby, 1966). Foi mostrado em testes de tor¢do em fios cujos didmetros
encontram-se no intervalo de 12-170 um, que os fios mais delgados tém o
comportamento mais rigido que os mais grossos (Fleck et al, 1993).

As primeiras implementagdes 2D e 3D da versdo da elasticidade gradiente
do método cldssico de elementos de contorno foram desenvolvidas por Polizos et
al [13]-[14], que desenvolveram uma soluc¢io aos problemas mecanicos estaticos,
dindmicos e da fratura. Desde o tempo de Toupin e Mindlin procura-se
estabelecer uma base variacional da teoria e uma formulacdo consistente das
condicdes de contorno cineméticas e de equilibrio, o que parece ter tido €xito com
os recentes trabalhos de Amanatidou e Aravas [18] e Elias Aifantis [6]-[8]. Em
Lages [51] foi analisada a teoria do continuo micromdrfico baseado no traballho
de Erigen [52] onde € considerado que o material possui além dos graus de
liberdade cldssicos de translacdo, uma rotacdo e uma extensdo axial. Por outro
lado em 2008, Huamidn [50] fez uma compilacdo sobre formulacdes da
elasticidade gradiente para diferentes modelos numéricos e mecanicos
desenvolvidos pelos autores mencionados, como Aifantis [6] - [8], Beskos e
Polyzos [13]-[14], Amatidou [18] entre outros.

A pesquisa do presente trabalho estd orientada a aplica¢do da elasticidade
gradiente proposta por Aifantis ao método hibrido de elementos de contorno e
finito formulado e desenvolvido por Dumont e Huamén [42]-[44]. E utilizado um
conceito de cdlculo e geometria diferencial que permite reduzir na expressdo de
trabalhos virtuais as operacdes comuns de integracdo por partes e o teorema da
divergéncia nas grandezas nio-cldssicas de modo que as expressdes integrais da
matriz H, F e o vetor de forcas de superficie resultam algebricamente mais
concisas do que se encontram geralmente na literatura, por exemplo, Polyzos et al
[13]-[14].

A diferenca tedrica bdsica entre a proposta de Mindlin [2] e o presente
trabalho (Dumont e Huaman [42]-[44]), embora sejam algebricamente idénticas,
no inicio consiste no fato de que em Mindlin o operador da variacdo € aplicado na
densidade de energia de deformacdo interna e no presente trabalho utiliza-se o

principio de deslocamentos e forcas virtuais obtidos através do potencial de
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Hellinger Reissner, onde a variacdo € aplicada a deslocamentos e forcas virtuais
quaisquer, independentemente das incognitas do problema.

No capitulo 3 apresenta-se um rigoroso desenvolvimento das solucdes
fundamentais 2D e 3D, singulares e ndo-singulares no contexto da elasticidade
gradiente e baseada nelas foram implementadas numericamente os exemplos do
método hibrido de elementos de contorno e finito no capitulo 9 e 10. No capitulo
4 ¢ apresentado em detalhe a formulagdo prépria do método hibrido de contorno e
finito na elasticidade gradiente. No capitulo 5 se mostra a formula¢do hibrida
simplificada no contexto da EG e no capitulo 6 o procedimento da montagem da
matriz H generalizada. A seguir € apresentada no capitulo 7 a aplicacdo do
método hibrido de contorno ao problema mais elementar: um elemento estrutural
unidimensional da EG sujeito a tensdo axial ; no capitulo 8 € resolvido o seguinte
problema elementar da mecanica através do MHEC: a flexdo bidimensional de
vigas no contexto na elasticidade gradiente.

No capitulo 9 apresentam-se os exemplos numéricos para diferentes
elementos finitos 2D construidos através de elementos de contorno lineares,
quadraticos e cubicos. Foi feita uma comparagdo dos resultados entre as solucdes
fundamentais polinomiais e as solugdes enriquecidas com funcdes de Bessel. A
andlise de convergéncia mostrou que as fungdes polinomiais sem fungdes de
Bessel t€m melhor desempenho de convergéncia na determinacdo das tensoes.
Mostram-se os patch tests que foram feitos em elementos de diferentes ordens. No
capitulo 11 mostra-se a aplicagdo numérica do MHECS da EG vinculada a anélise
espectral da matriz generalizada H e também andlises de convergéncia do MHEC

da EG.
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1.1. Revisao de teorias de elasticidade linear nao-classicas

A continuacdo se mostra um resumo das diferentes teorias de elasticidade
ndo-cldssicas que precederam a elasticidade gradiente que € utilizada no presente
trabalho extraido textualmente da pesquisa realizada por Huaman [50]. Mostra-se
primeiro a teoria dos irmdos Cosserat e seguidamente a teoria generalizada das
microestruturas desenvolvida por Midlin que € a origem da simplificacdo feita por
Aifantis, elasticidade do presente trabalho, e que é mostrada na secdo 2.
Finalmente mostra-se o teorema de reciprocidade e o teorema de Castigliano no

contexto de grandezas ndo-cléssicas.

1.1.1. Equacdes de Equilibrio de Cosserat

Na mecanica dos meios continuos para materiais com microestruturas, a
interacdo entre forcas e momentos externos que atuam num corpo é descrita por
forcas e momentos internos que sdo absorvidos pelas particulas através de forcas
internas diferenciais, conforme ilustrado na Figura 1. Nesse caso pode-se afirmar
que sdao duas as grandezas que representam as tensdes internas: a primeira
representa o cardter cldssico do problema e é mostrada na expressao (1-1) e a

segunda tensdo fZ incorpora o novo conceito de grandeza de segunda ordem,

tensdo de segunda ordem ou uma tensdo dupla, indicada na expressdo (1-2):

> dF
=75 (x-2)
S M
H=Ts (-2)

onde G ¢ a tensdo cléssica, [i € a tensdo dupla, dF representa as forcas internas

diferenciais ¢ dM a densidade de momentos ndo-cldssicos.
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Figura 1. - Sistemas de particulas que formam um sélido submetido a forgas externas
que séo equilibradas por forgas internas diferenciais classicas dF e a uma densidade de
momentos dM nao-classicos.

O equilibrio entre as for¢as de superficie p € as tensdes internas G, € dado

por:

—

P= pii’ :Giknz}k (1'3)
A tensdo dupla pw; depende do comprimento das particulas, para o caso

limite da teoria cldssica a tensdo dupla tende a zero.

Na teoria da elasticidade generalizada conforme apresentada em Cosserat
[5] as equagdes de equilibrio na forma integral sdo apresentados nas expressdes
(2-3) e (2-4) onde se mostra o célculo da for¢a dupla R; € 0 momento M; em um

dominio Q e contorno I', de acordo com De Arante e Oliveira [10]:
M, = [(@ +enf )0+ [ @, +er0,ndr (1-4)
Q T

R, = f FAQ+ f o,ndl (1-5)
Q &

onde os indices representam os eixos 1, 2 e 3 no caso tridimensional, ®; sdo as

componentes do vetor de densidade de momentos, G, el sd0 os tensores de
tensoes totais generalizados aplicadosem Qe T, e e, ¢ o tensor de permutacio de

Levi Civita.

E possivel apresentar a equacio de equilibrio na forma indicial e
infinitesimal para um ponto em geral dentro do dominio Q:
S, +f =0 (2-6)

Mji,j +<Di +eijkG,‘i =0 (2-7)
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1.1.2. Elasticidade Linear das Microestruturas de Mindlin

Mindlin [2] desenvolveu uma teoria linear para microestruturas em 3D
para materiais continuos, introduzindo a ideia de unidade celular. Nesta teoria
foram propostas algumas propriedades equivalentes as malhas que compdem os
cristais. A unidade celular pode ser interpretada como a molécula de um polimero,
o cristal de um policristal ou o grio de um material granular.

O modelo matemético para uma célula € uma versdo linear da teoria dos
diretores deformdveis de Ericksen e Truesdel [4]. Se as células sdo rigidas, as
equacdes reduzem-se ao continuo linear de Cosserat [5].

Mindlin [2] utilizou a teoria de duplo esforco de Toupin [3] para a
obtencdo de uma generalizacio eliminando a diferenca entre as deformacdes da

unidade celular e 0 meio que se encontra no entorno do ponto de andlise.

1.1.2.1. Cinematica

Os deslocamentos de uma particula sdo definidos classicamente pela
diferenca das coordenadas entre a posicdo original e final dentro de um
macromeio . Mindlin [2] fez uma extensdo desse critério no ambito de
observagdo de um microdominio €'. Assim, tem-se:
u=x—-X =0 emQ (1-8)

Supde-se que dentro do dominio Q exista um micromeio Q' dentro do qual é

possivel definir um microdeslocamento, ilustrado na Figura 2 e dado por:

w=x-X'=0 emQ' (1-9)
Supdem-se pequenos deslocamentos e obtém-se:
w ox -X W,
=o{<<1 =o5]<<1
, , . 0X. ‘BXT
u =x'- X K i

(2-10)
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Na Figura 2 sdo ilustrados os sistemas de coordenadas x, x' e x" utilizados

para esquematizar o problema.

/

Figura 2. - Esquema do deslocamento no macromeio u e micromeio u’.

N

As expressdes (1-1) e (1-2) permitem equivalentemente a elasticidade

cléssica para pequenos deslocamentos considerar:

ou. Ju
a—ija—xj—aiui U U T, (x,t) (2-12)
ou o

Wi T=u’ T=ul(x,t -
aX; ax; aiui ui,j’ u; ui<x)) (1 12)

onde ¢ é a varidvel tempo. Supdem-se que os microdeslocamentos podem ser
expressos como uma somatéria de produtos de funcdes de X, e fungdes de x;.
Mindlin [2] considerou apenas um termo linear das series como aproximagdo do
deslocamento no micromeio:

w=xy, (1-13)
onde Y = Wi (x,t). Considerando (1-12), Mindlin [2] define o gradiente de
deslocamento no micromeio como:

au:
ox’

]

Za;u; =u =y

i

i (1-14)
A expressdo (1-13) gera que a microdeformagio W seja homogénea no
micromeio Q' e ndo-homogénea dentro do macromeio Q.

Na expressao (1-14) sdo definidas a parte simétrica e antissimétrica

da microdeformacdo, respectivamente:

Ve :%(Wki Y, )’ Wi :%(ij _‘|’,~k) (1-15)
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A deformacdo usual € designada aqui como uma macrodeformagdo:

e, =2lu, +u ) (1-16)

ij 2

A deformacdo relativa é expressa por:

(1-17)

Na expressdo abaixo apresenta-se 0 novo conceito de microdeformacao,

Ty =u,; Yy

também conhecido como o macrogradiente da microdeformacao:
Ki;‘k = Wij,k (1-18)

Os trés tensores €;, Y € Kj;. sd0 independentes da microcoordenada x';.

1.1.2.2. Equacées de Compatibilidade

As propriedades das equagdes de compatibilidade sdo apresentados pelas

seguintes expressoes:

emikenljgkl,ij =0 (1-19)
emikKjkl,i =0 (1-20)
ejk,i +0)jk,i _’Y;‘k,i :Kijk (1-21)
o, =§(ui,], —u, ), (1-22)

Or Uy
e
Yei FrmmTTeT T 1
rz 5 o, 5; 5}
|x2 o 22 1 AXp 02Uz
- 2. L . S
AT R 7
Ix2 /| /
AN Shuy
L A N
/ 7 /’
A XZ," /1 A?(z L Xé
/ / 2d
/ 7/ y’zzf
III I// d
/ AX; / X7 X7
A A Al A Y — - -
% KR

Per=Oz ;= Poz=Orlly= a2

Figura 3.- Representagao de dois deslocamentos ilustrativos de segunda ordem
identificadas por Mindlin [2]
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1.1.2.3. Equacoes Variacionais de Movimento

A seguir sdo apresentadas as equacdes integrais de energia cinética gerada
por um soélido global e o sistema de particulas com coordenadas locais do
micromeio.

a) Energia Cinética

A energia cinética total para dois sistemas de coordenadas locais da
microestrutura x;, x;, e x; tal como é mostrado por Mindlin [27], ilustradas nas
Figuras 2 e 3, € proveniente da soma dos termos vinculados com as fungOes de

deformag@o interna \;; na expressao classica:

K :f [J. (% Pt +% p’d:llifkjlifkj)dﬂ} dt (1-23)

Q
J

onde:

di=2dpdg(OpiOplte i+ B2Oplk: o+ O30l 1;)  sdo  as  dimensdes da
microestrutura ao quadrado, ver Figura 2.

p =p'+pm : densidade total do continuo.

p’' : densidade do micromeio.

Pm : densidade do macromeio.

2d; : comprimentos das unidades celulares.

li : cossenos diretores da orienta¢do da unidade celular x"; com eixos x':.
Se x, e x| sdo paralelos e a microestrutura tem lados quadrados, entdo l;= &

e d,=d,=d;=d. Nesse caso a variacdo da energia cinética simplifica-se apds uma

integragdo por partes:

0K = _J { J‘ (Piij&*j +§p’d2\'|'fkj8\|fk}, )JQ} dt (1-24)

t, LQ

b) Energia Potencial

A energia potencial na elasticidade das microestruturas € influenciada pela

nova componente da microdeformacao K, mostrada na expressao (1-18):

U:U(Sij,yii,Ki},k) (2-25)
Define-se:
ouU ~
=5 Tensor de tensao de Cauchy (1-26)
ji
ouU
o, =3 Tensor de tensao relativa (1-27)
ji
ouU . <
Mo =3 Tensdo de segunda ordem ou tensao dupla (1-28)

jik
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Finalmente a variacdo da Energia Potencial é definida por:
8U == f(rjiseji +Gji8in +“’jz‘k8]<jik )dQ (1-29)
Q

¢) Trabalho das Forcas Externas

O trabalho das forcas externas difere do caso cldssico pelo par de

momentos @; e Tj os quais sdo descritos na seguinte equacao:

v = [(fou+dy,)d2+ [ (18u+T,dy ) dr (1-30)
Q r
onde:
D : for¢a dupla por unidade de volume
Tji : for¢a dupla por unidade de drea

A diagonal de ®;;, assim como a de Tj; sdo forcas duplas que ndo possuem
momento, enquanto as forgas restantes sdo forcas duplas contendo momento.

Os tensores D7 e Trji7 sdo respectivamente as somas anti-simétricas da
forca dupla de massa ®;; e da tensdo dupla Tji, enquanto que TTji7 € 0 vetor
de esfor¢o duplo de Cosserat.

Quando =0 é possivel obter as equacdes do continuo de Cosserat,
resultando em Gi)=Tij € Wicr) =0; € os tnicos termos diferentes de zero sendo k]
e ofi). O termo L) representa a tensdo dupla de Cosserat e ofji7 € considerada
como a parcela antissimétrica da tensdo assimétrica ;.

e) Equacdes de Equilibrio Dindmico.

Mindlin [2] deduz através de equacdes variacionais de movimento 12
equacdes de equilibrio e tensdo:
3 equagdes em €
T, 10, =Pi; (1-32)
9 equagdes em Q
Miik,j +0,, +¢ik zép,dlzil.plk (2-32)

f) Equacoes de Condicoes de Contorno

De forma andloga Mindlin [2] mostra 12 condi¢cdes de contorno:
t. :T]j(’f,-,» +Gji) ,emID’ (2-33)
Tik :njujik cemD’ (1-34)
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1.1.2.4. Equacoes Constitutivas

Nas equagOes constitutivas de um material isotrépico o ndmero de

coeficientes € consideravelmente menor. As equacdes constitutivas sdo dadas por:

qu_ e gupq'Y fﬂepq ijk (2-35)
- gflpqsw bzipqyii +dijkquiik (1-36)
H pqr:f quiisii+diipqyii+apqriikKiik (1-37)

as quais somam 42 varidveis €; , ¥; , Wjx € 45 equagdes constitutivas. Dos

42x42=1764 coeficientes apenas 1/2x42x43=903 sio independentes.

1.1.2.5. Equacoes de Movimento

Como ndo existem tensores isotrépicos de posto impar entdo dijkm = 0 €
fijeim = 0. Os coeficientes restantes sdo homogéneos e resultam em fungdes
lineares dos produtos de delta de Kronecker. Se forem feitos essas redugdes, o0s
coeficientes reduzem-se a 18: A, W, by, by by g1, g2, ai, a5 a5 a4, a5, as, a,
a1, a13, A4, a15 ; dessa forma as equagdes constitutivas sdo dadas por (1-38) e
(1-39).

Na teoria da elasticidade gradiente o caso isotropico € relativamente

simples e contém muitas propriedades do material homogéneo:
pii, =(+2g+b Ju, +(A+pt2g +2g, +b +b ju. —(g +b .

_(82 +b2 )"V]',-’j _(g2 +b3 )Wij,j f1

1-38
Para o micromeio a equagdo diferencial de deslocamento é: w3
(a1 ta, )(Si,wkl,kz Wi )+ (az ta, )(Wki,jk VYo )
+(a3 ta,, )\V ik +a48ijwll,kk +(“8 ta, )\V e TV T,V
15Uuk . tg, (”,»,,- tu, )+ b, (uk’k -y, )617 +b, (uiﬂ, -y, )+
b, (ul,’}, -V, )+<15Ij =3p'd", (1-39)

As componentes da tensdo dupla L;jr da microdeformagdo sdo determinadas

pelas funcdes de forma ilustradas na Figura 4 e configuram formas particulares de

microdeformacdes.
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Figura 4. - Configuragao de algumas deformagdes de segunda ordem identificadas por
Mindlin para a formulagao da elasticidade das microestruturas [2].
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