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Apéndices

(A) Integracdo numérica
(A.1) Integrando impréprio logaritmico

Como se pode verificar a integragdo 2D das parcelas compostas por u'

precisam de uma quadratura tipo Gauss regular mais uma quadratura logaritmica
f u’k}zmn n}umdr: GLf uz;anGnkniui"dr +Q_LNf uZ}il;nNnknjuindr

j; J_lzuzﬁmnk j mdr GLf Mkl"" nk j "‘dr +Q‘LNf “’k]lm nkt;ui’ndr (1)

onde
*REG

* LN
“’k;zm “’kjtm “’k]tm ]‘n(é)
quando a singularidade se d4 no extremo inferior e

*REG * * LN
“’k]zm l'l'kjim - ukjim 1n(1 - g) (2)
quando a singularidade se d4 no extremo superior da integracdo. O diferencial de

comprimento no caso 2D € dado por

dr' = Jdg (3)
Na secdo 7.1.2.4 se descreve em detalhe a transformacdo em séries da

tensdo ndo-cldssica com o intuito de identificar as parcelas vinculadas com a
integragdo impropria do tipo In(r).
A derivagdo direcional das equagdes do MHEC na EG geram tensdes ndo-

L, . . R . . . . ~
classicas denominadas W, que incrementam as singularidades da integracdo a

uma forte O(1/r) mais uma fraca logaritmica como € descrito na secdo 0 de
integracdes singulares. Portanto elas também precisam da decomposicdo em séries
para a identificacdo correspondente das parcelas logaritimicas, as de forte

singularidade e as do tipo Gauss regular.
j; “’fjimn n; mdr GLf M;:ZEGnkn; mdr +Q'LNf uZ}zI;nNnkn] mdr+pff !"l’znsnmg n;umdr

]2 Mk]’mnktl ’"dr GLf J? Mf]"IilEGnkt] mdr +Q;LNf Ig l"l‘Z]zl;nNnkt] mdr+ Pff J? ugz:ngnkt]umdr
(4)

Elas sdo tratadas em detalhe na secio 7.1.4.3 onde se mostram os termos da

regularizacdo respectiva e os termos vinculados com a singularidade forte.
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(A.2) Integrando Singular — Parte Finita

(A.2.1) Conceito de Normalizacao

A normalizagdo da integracdo da parte finita tem como finalidade evitar a
distor¢do dos resultados quando € aplicada uma mudancga de escala ou dito de uma
forma algébrica, quando € feito uma troca de varidvel de integracdo. O exemplo
cldssico é da integragdo pf[ 1/xdx=In(2)#pf[. 1/EdE=In(2)=0, (x=28) . A
continuagdo apresentam os diferentes métodos de normalizagao para singularidade

nos extremos inferior e superior de uma integral de forte singularidade O(1/r).

(A.2.2) Normalizacao da parte finita, singularidade no extremo
inferior 1/x,

Considere-se a avaliacdio da PF da seguinte integral singular que ¢

descomposta numa integracdo por partes como € mostrado a continuagdo,

pfj:ofg(x) dx = pfj:) ’ O(In(x)g(x)) / Ox dx—pffo Oln(x)@g(x)/(?x dx (5)
onde x pode ser representado por uma varidvel paramétrica ndo necessariamente
de forma linear de tal jeito que pode ser expresso por uma serie

x(Q)=x(0)+E&x(0)+O(E) (6)

onde por ser singular em & = 0, entdo x(0)=0 e portanto
&=E<(0) 7)
Seguidamente pode-se avaliar na parte infinita a integral em questio e

utilizar a identidade 0 gdx=9,gd&

pfj;xo 2 o(x) dx =In(x,)g(x,) — pfj;xu In(x)0g(x) /Ox dx
= In(x,)g(x,) — pf f " In(x)dg(x) /OE dE

a qual pode integrar-se novamente por partes

of [ 28(0) dv =G )g(x) — of [ On()g()) /08 d&+ pf [ +g(x)0x / 08 ot
(9)

onde pode-se utilizar a expressao de x em series para avaliar a primeira integral do

rhs da equagédo
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pfj;xu 2 ¢(x) dx =In(x,)g(x,) — (n(x,)g(x,) — In(Ox / a&)g(x)kzo) + pfj?%g(x)ax / 0§ d§
= In0x / 0|, +of [ *a(Dx/ 08 d

(10)

(A.2.3) Normalizacao para problemas MEC 1/r — singularidade em
£=0

Para o presente trabalho precisa-se trabalhar com uma expressdo singular do

tipo

| & fdr (11)

mas a qual pode-se aplicar as identidades seguintes

dU=Jde=J(%) (%)dg=J (%) "dr (12)
Portanto obter-se a equacao

Jo2fr=[T2p(g) ar (13)

onde é possivel reconhecer uma fungdo g = fJ (j—g)il tal que f](j—g)fl = f para

r=0,jaque

JEFO = (%)gzo (14)

e portanto g € uma fun¢@o que permite usar a identidade de normalizacdo da se¢@do

anterior
[ 2 far= {1n|8r /08l (:,%—&)}é +of [ 20(%) kde
={mnlor / 9E| £}, +of 2 14

e portanto é possivel escrever a expressao final da normalizacio

[ 2far =t f, +of [+ 114 (16)
onde J, = J&=0), f,=fE=0)

(25)

(A.2.4) Normalizacao para singularidade no extremo superior. Caso 1

Pode-se aplicar a mesma ldégica feita para a singularidade no extremo
inferior numa integral onde a singularidade encontra-se no extremo superior como
a apresentada a continuacdo onde procede-se imediatamente a integracdo por

partes

Pffoxo e g(x) dx= Pffoxo O(n(x, —x)g(x)) / Ox dx — pfj;xo In(x, —x)dg(x) / Ox dx
(27)
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Se o primeiro integral do lado direito é avaliado na parte finita entdo obtém-

SE

of |5 8(x) dx =~ In(x,)g(0) — pf [ " InCx, —x)g(x) /08 d& (18)
onde se aplicar-se novamente integracdo por partes na integral em fungdo 1

obtém-se
Pfj;’“o o g(x) dx =—In(x,)g(0) — Pfj;la(ln(xo —x)g(x)) /0§ d§ +pfj: - g(x)0x / 9E dE
= —In(x,)g(0) — (In(x, — x)g(x))\i +pf f) ' - g(x)0x / 98 d&

(19)
Aqui se pode aplicar a expressdio em series de x —x no ponto

&=1, x(1)=x,

d’x

RS

&= (20)

)

x—x, =(x—)co)§:1 +(§—1)j—g

+(€-1)"/2
g=1

entdo obtém-se

of [ 55 8(x) dx = ~In(x, )g(@) [pf (InCx, —x)g(x)

- ) —In(x, —x)g(x)

+of [ g (0w / 08 &
= —In(x,)g(0) — In|dx / 08| g()|,_, —InCx,)g(0))+ of [ g ()0 / 0F d
(212)
fincando finalmente a normalizagc@o em questio
of [ 5 80 de =~ 1nfox / OE| g, +f [ 52 ()0 / 08 (22)

(A.2.5) Normalizacao para singularidade no extremo superior. Caso 2

Outra forma de trabalhar pode ser comecando pela expressdo seguinte

integrada por partes

of [ 286 dx=pf [ 0nG)g()/ 0x de—pf [ In()0g(0) /Ox dx (23)

e considerar obviamente que

=0 G-2)=x(C-1) (24)

E portanto que x(0)=x(0)=x_, x(1)=0; neste caso x é representado por

uma serie no ponto de singularidade §=1 do seguinte jeito:

X=X

[+E&D%

dx
:( — )_
r

&= (25)
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e entdo a integral em questdo fica depois de integrar por partes em termos de E,.

)~ I, |+ of [ 20w/ 08 de

=—In(x,)g(x,)— (1n|3x /a§|g(x)‘§:1 —In(x, )g(xo)) —|—pfj;1%g(x)8x / 0§ d§

(26)
obtendo desta forma o resultado andlogo ao caso anterior para uma singularidade

pf 72 8(6) dr =~ I )gCx, )~ pf (InCo)g o)

no extremo superior da integral

of [ "2 g(x) dx=—1In|0x / 0| g(x)|,_, +¢f | 2 g(e)0x / OE d& (27)

(A.2.6) Normalizacao para problemas MEC 1/r — singularidade em

&=1

Com o resultado obtido aplicado ao problema de elementos de contorno se

obtém entido

J o= ["2a(%) o

_ _{m\ar / O8I (j—é)}é +pf fr 1(d) " &de (28)
= {Wnfor /98 £}, +of [ 2f1d¢
ou também
[ 2far =) f, +of [ 2 i (20)
onde J,=JE€=1), f,=fE=1)
Nota:
Note-se que neste caso € satisfeito a identidade
JE&)) = (30)

Efetivamente, o comprimento de r pode ser representado por Tz?(g—l) de
tal jeito que

dr dr _
K:%(§—1)+T

(31)
€ portanto
dr|
dg| Tl
Shes (32)

Mas, por outro lado
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x=%(-1)—>dx/dE=dx /dE(E~1)+x —dx/dE|._, =%]._,
y=yE-1)—>dy/dE=dy /dEE~1)+F—dy/dE|._, =7],_,
FZJﬁsgn(&—l):—\/ﬁ 33)
T =[x /8 *+(dy/dE|) =7 +7|
e portanto fica comprovada a expressdo da nota em questao

_ dr
J|&_,=1 :_r|g:1 :_d_§

:_r|2’;=1

(34)
E=1

(A.2.7) Normalizacao da parte finita, singularidade de ordem 1/x™

Nesta forma € feita uma integracdo por partes até reduzir a singularidade
1/x™ a 1/x. Para tal considere-se a seguinte notacio
x=%(E)§, x(§=§ =0)=0
gl =8l =8,
gl =gl.-. =5
a“‘g<x<§>>/a&*" 2™ 0mg(x(©)/"], =g
")/ =g = (/0" =g

entdo a integracdo por parte sequencial e questdo fica

—f

o

g ll_pf[ g

") dye = — '#
pftfo x" g of (m—1)x"" (m—1)(m—2)x""2 .

% (m—1)

(m—2)

g ©_ 1
—pf | ———| + d
of (m—l)!x Pfj; (m—1)! « *
Z(m k—l) g<k Y n ffx1 1 g<mil) dx
2 et P o«

(35)
Mas pela féormula de normalizagdo para singularidade 1/x aplicada &

segunda parcela do lado direito se tem

m—k—1)!g (k=)

o[ e ae =

k=1

(m—1)

1 Ox (m Y Ox
+(m_1)' ’3& - Pff _1)' o 8—§d&,~

Mas se a terceira parcela do lado direito é integrada por partes em relacdo a

€ até incrementar a singularidade de 1/x até 1/x™entdo

X1

(m—1)..(m—3)x"3 .
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— 1(m—k—1)!g(k71) 1 3x (m 1)
il dx = 1
Pff o 8(x) dx = kZ D (mon) "|og|® .
_ !
(m11)|[ g 2)+ g 3)+ 2 (mm 12) g]g
(m—l) g Ox
_)'ff magé (37)
__'"X: (m=k—1)! g(k R S (< g

P— (m—l)!x1 (m—1)! 8§ too

(k— 1)' (m=ak)
(m 1),[2 ]_I_Pff_ma_&d&

e portanto
8 6x
- dx — (m 1) + g 7 8
o [ et de= Eon e ~ of [, 3 G2 38)
Igualmente, para a singularidade no extremo superior &=1
5 1 1 Ox
—g(x) dx=— In—{g"™| + & Oy
Pffo o g() dx — ‘(% g g Pff " OE g (39)

(A.2.8) Normalizacao para problemas MEC 1/r™m

Para m=2

or) "
g [a—a]

pff de—ln[ar] 0

o) 0

+of [T dg
&=o (40)

£ [
=1ln o 1 4d
Uoh+ﬁﬁ,ﬂ d

(A.3) Avaliacao numérica da parte finita no MHEC
(A.3.1) Singularidade 1/r

Parte-se da identidade normalizada para singularidade no extremo inferior a

7z

qual € acrescentada e restada pf['f /EdE=ode tal jeito de eliminar a

singularidade dentro da parte finita e poder integrd-la diretamente através da

quadratura regular de Gauss.
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fr 1 fdl =1n(J,)f, +pff:%ﬂd§

—n(fof [0, )&
. (41)
zln(]o)fo-f—GLj; (20 1) i
:GLf:%ﬂd§+fo[1n(Jo>_i%]
fof :fdC=GL| :fde+f, [ln(Jo)—zn:%] (42)

O mesmo procedimento pode-se aplicar ao caso de singularidade no

extremo superior considerando antes

7:L = Sgn(é_l) Y §1 +y1 = r1l = _J1 (43)
1 — ﬂ ﬁ S
fo [, i = 1n’ x| I 0%

Sle

=n()f+of [ 25 (20-(0),, )4 (44)

11 Y hk
:GLL Tﬂdg—i_fl [1n<]1)+ k=1 gk _1]

ou também se

L[ Lag=> e _ps (45)
Jet e
ng h
GL d€ = ko — /% (46)
ﬁ 2;_ 1 k=1 &k -1
[[f=-1=1" (47)
Para singularidade no extremo inferior £=0
E — EY _7/8
fof, HFT=GL[ 2 fd&:+ £, (1n(J,)-1°) (48)
Para uma singularidade no extremo superior E=1
1 — 1 _1/8
fof *fdb=GL[ 2fde+f,(in(J,)-17) (49)
(A.3.2) Singularidade 1/r2
Consideracdes prévias:
se d( )/ & =()", ")/ =)™, 8=E=E e (), =(),entdo
x=x9 X’ =x'8+% x”=%"8+2% D = DEL (g 1)x ™
y=38 y'=58+% y’=5"8+2y D =584 (n+21)7
r=7d r=7'8+7 r=7"8+27" P =74 (n+2)7
(50)

e portanto
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x =0 x =x x’=2%’ x" =(n+1)x (=)
o o o o o o o
_ - J— (n+1) _ — () 1
¥, =0 Yo =7, y,=25, ¥, =(n+1)3, (52)
r =0 =7 r’=27r r = (n41)7
o o] o o o o o

Por outro lado

—sgn(0)J, =7, =r

F=sgn(E-E WE+y" = 7 =sgn(E-E WE, +3,

(212-12)
e também
J/:(xlxll+ylyll)/J %J/ :(xlx//+ylyll)/J B
o o o o N (5)]/ => /: ”
7 =(xx" +yy N7 - 70'=(xoxo+yoyo)/70 “gn N
(12-2)
Por outro lado
0 ( or\") o _ 0 _
sl (3% oo )=y tor)
o\ Plag) Jmae o )
=fI ot [ o f
Considerando (12-2) e (12-1)
10 or\™ v 1 , 1 ,1
r__g(ﬂ(a_‘t:j j&—o =S r s 7 folers r’
7 (53)
o r_l__ " 1
_J_O+fojo JOZ foro JO2
finalmente se obtém
0 or\" _19( (o) _f
y(ﬁ(a_g) Jr_o B T'o’ ag (ﬁ( aij J&-o B ]0 (54)

podendo-se assim confirmar a normalizacdo (jeito 1) das equacdes de

normalizagcdo propostas.

rr%fdl“:j[—°—.);—°+pfj:r%ﬂd§:pfjjr%ﬂd§ (55)

Agora é possivel continuar com a avaliagdo numérica restando e somando
f JoJo +

. . i1 1 il
frﬁfdfpfﬁ[rzﬂ@ = ] <aao>]]da

: . (g
), [(E, 5 @—éo)a&[f]m]d&

mas
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(57)
Por (1; ) e(127—22) :
entao
ool ool
o f:(@ oD § ]dé‘ (s5)

ol i
oL, oL | e ey ey |®

1 1 fy 1 f! P
e ], [(&—&of I, +<§—&0>L] :

que finalmente resulta na expressio da avaliacdo numérica da integral singular no

extremo &=&,

11 C - h
of [ +far=cL | r—zﬂd§+}[—° —1 =k _kg )2]
° o T (60)
fo/ [ hk ]
+—|In
JO _éo
ou também se pode utilizar a seguinte notacao
GL —d& =15 (61)
f k=1 E.)k
L[ —>_de= (62)
Ley®s
I/f';2 — Igiz _ I/&2 (63)
GL| Zd&=> b=I° (64)
f k=1 &k
GL d& =% (65)
j; -1 Z&k -1
If=—1/=T1" (66)

A equagdo obtida estd de acordo com Guiggiani e Polyzos quem consieram
integracdo semi-analitica sem normalizacio

A parte finita com singularidade no extremo &,=0
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pff = fdl'= GLf f]d§+ (1 (J)—T%)+ el g

Jo 2],

~ Lo 1/?] ©)

e com singularidade no extremo §o=

of | r%fdl“:GLf:Tizﬂdé+%<—1n(]1)+1/5)+%[—1+571_1/?] (68)

1 1

of [+ far = GLf — e+ (+1/¢)+§1( 1-17) (69)

1

De acordo aos critérios de normalizagdo e parte finita de acordo a Dumont e

Huamén a parte finita com singularidade no extremo £,=0

of [ fdr = GLf ﬁd§+ (+1 J)—1%)+ ?( 1-1%) (70)

o

e com singularidade no extremo &0-

of [ fdr = GLj:r—lzﬂdﬁ%—j—l:(—ln(Jl)%—I/§)+}[—1<—1—1/52) (72)

1
=y,

(A.4) Avaliacdao numérica da parte descontinua da Matriz H

Para efeitos de cdlculo numérico pode-se usar

o _3fGey)_of 9% of y , of
=99t ~oroetayoe S le™ ( < x]._

o G (0% N o __ o f
= (axaa ayag)ar T“Sgn(ﬁ)_

yo%

A integracdo 2D das parcelas compostas por ufﬁneozin precisam dos

conceitos de parte finita, cujos requerimentos ji foram revisados na secdo 0, e da

parte descontinua. O desenvolvimento em series de ”Zm permite descompd-lo

numa parcela regular ( )® REG, outra logaritmica ( )® N, e finalmente uma integral

singular ( )R SNG que é descomposta numa parte finita pf( ) e outra parte

descontinua pd( ). Gk}m ecfﬁn possuem singularidades 1/r e 1/r* respectivamente

as quais abrangem todo o integrando em cada caso.

A decomposicdo das integrais se mostra a seguir
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f Gﬂm u,dl = pf f Gﬂm i, dl +pd f Gﬂmnjumdr
o mu, 0= pf [ ofnu,dl+pd [ o nu,dl
| whmnu,dC = GL [ wiin,nu, dC+QLN [ win,n,u, dT
+of [ WS omnu, A0 +pd [ SN onnu, A
fr 2 Wy mytu, AT = GLf L on, t)umdF+QLNf u,’me"Nn tu;,dl

(72)

onde as partes descontinuas, considerando o sentido da integracio mostrado na

Figura 52, tém as seguintes caracteristicas:

pd [ Gnudl= [ s giar= [+ fedo

pd [ otnu,dr= [ 2 frar= [ "1 firedo

pd fr IR T = f 2 fBRAT = f =+ fPedo

pd [ Wit Onnu, a0 = [ 2 fodD = f fEedo

(73)

Genericamente se pode afirmar que nos casos de singularidade 1/r e 1/r se
precisa da andlise de parte descontinua; no ultimo caso se precisa de um
tratamento mais refinado ja que hd uma indeterminacdo de forma contriria que o
caso da parte finita tipo 1/r a qual é finita. Embora a presente formulagdo tenha
este tipo de singularidades ndo se precisard nos todos os casos de parte
descontinua devido a natureza de algumas integrais de precisar s6 parte finita, tal

como foi tratado na se¢io 5.2 .

pdf 2de“ ou _ </ :
pdf “far ' 3 Qo

Figura 52. Exemplo de integragdo da parte descontinua
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Figura 53. Integracao da parte descontinua numa superficie suave de inclinagéo o

(A.4.1) Parte descontinua com singularidade 1/r

Como for mencionado, a integral e o limite respectivo resulta neste caso de
un valor finito e do jeito
. 0" 0"
HY =lim [~ 2 fredo= [ fXdo
6 0

€—0

(74)

(A.4.2) Singularidade 1/r2

Os casos de parte descontinua com hipersingularidade 1/r> podem tratar-se
segundo o trabalho desenvolvido por Guiggiani [25]. Aparentemente deveria
acontecer com as matrizes HAR ¢ HBR que contém no contorno de parte
descontinua o denominador quadritico, mas como se mostrou na secdo 5.2 a
integracdo das duas matrizes requerem sé de integracdo de parte finita.

S6 como parte da pesquisa geral se mostra a seguir o jeito de calcular a parte

descontinua com hipersingularidade quadratica
X,Disc __ 9+L X o 9+i X
Hmn - Pdf;, g2 fmngde _Pd‘[;, € fmnde (75)

Como o objectivo € a avaliacdo no limite quando €—0 entdo é possivel

trabalhar com séries e conceito de geometria diferencial
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e*@):e*@)-%(")e

N ot X0kt (0" X (07 )k (0
G*(e):G*(o)+K2(°)g Pd_[e, fﬁfnde:fmn( 5K ( o):fmn( K (6)

rs Lo
—x x +x x
— 1 2 1 2

=

Figura 54. Integracao da parte descontinua numa superficie ndo suave com
singularidade quadratica (1/r?)

Portanto a parte descontinua é dada pela parte finita

O rxga_ Sa 8K (B)) + £ (8K (B,)
pd [ = frdo= :

(76)
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A continuacdo apresenta-se a sequéncia de sentencias que estruturam o

algoritmo para a montagem da matriz H e U, para tal efeito mostra-se na figura

embaixo as consideracdes geométricas para identificar as grandezas e os

parametros vinculados com elas. O ponto X refere-se ao ponto fonte onde &

possivel considerar a aplica¢do de uma cldssica P* e ndo-cldssica R* vinculados

respectivamente com sistemas interno identificados com p,

e 1, . O ponto

campo estd identificado com Y onde sdo medidas grandezas devidas as forgas

aplicadas em X .

Definiu-se a o tensor da solu¢do fundamental como

® 1

u = Tema—y) [Y(r,V,g)Sim —-X(r,g)rr, ]

E em funcdo dela define-se o seguintes parametros:

O deslocamento de segunda ordem

9im = uim,jnj

O tensor de tensdes de Cauchy

* —> * n *
Tjim usjim xukm,ksji

O tensor da tensdo total

c. =T -gT
jim — jim 8 jim,kk

O tensor de tensdes ndo-cldssica
* _ 2 *
p‘k;im =& Tjim,k
A forga de superficie cldssica
* *
Pi _Gjimnjpm

A forca de superficie de ndo-cldssica

* *
Ri _p‘kjimnknjpm

(77)

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)
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~X(

Figura 55. Esquema das consideragdes geométricas da estrutura a serem utilizadas no
programa para o calculo da matriz H e U.

As duas equagdes integrais que descrevem o método hibrido sio

[ S, dC+ [ i meul dr () [ (otnu, +2ugmead, )ar || [ Pu,dr .
frukijmnknjuindr o fukﬂn nau, dl eriuindl—‘ N
H,.p, =p, —ptouH'p  =p° —p* (84)

[f GJ"” j Z’dr+fuk11mnku1fvidr} } + {f Gﬂm j 1dr+f Hk;im”k“ jdr}
[f Gﬂm ; mdl“+fukmnk\]\ tu dr fuk;m.”" u, dFHjn} (@)

F.p.=H,d’ —b, ou Fp'=Hd® -b (85)

(B.1) Montagem da Matriz U Consideracoes Teoricas

A expressdo que vai ser utilizada no método expedito através da

simplificacdo da matriz U estd baseada na expressdao

( * )Y—X ( R)X—Y * (u* )Y—X (nku( h)X -Y p:‘ 86
Sl @R ew ) 0oy e ) (R ®9

Chame-se as coordenadas locals
xiY =Y, -X, =x, (87)
X =X =Y, (88)
Onde Y corresponde ao ponto campo e X ao ponto fonte, entdo dx, =—ox.*

de tal jeito que

= ) =0u; /0x' =0u_ /0x (89)

e isso da lugar a que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

R _ 7 RN\X-Y _ X7 * X ___ X ¥ Y _ X ¥
u, —(ué,i) =n, auei/axk =-n, auh,/axj =-n, aué,i/axj
E por outro lado
R Y R Y Y X * X Y Y X Y
q“ znp E)uﬁ/axp znp le azuﬁ/axk axp =—n Tl a (u )/ax ax =—nk le u,i
Que finalmente fica expressa como

nu

nXnY
M Ui

q /1
A matriz U" € dada portanto por

U*_[u*uk} (u* )Y_X (nku[ k)X Y
e g, ) @)Y Gy )

j ”‘"l

(B.2) Extensao da matriz H

176

(90)

(91)

(92)

(93)

A extensao da matriz H que inclui campos de deslocamento provenientes de

forcas ndo-classicas é dada por
dI’ . !
G;mn;uzm + rukiint;’nkuim

R /
fG;mn;uzmdr+Lukjintjnkuim

]’72 dl’ j;pzﬁnninkuiqdr

Jl*dr frufﬁnninkuiqdr

A qual pode representar-se como a composi¢do matricial

H*+H® H°
= HAR L PR HOR

(94)

(95)
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(B.3) Parametros

A diferenca do caso cldssico onde o loop vinculado como o ponto fonte
vincula s6 o ponto geométrico no caso da elasticidade gradiente é necessdrio
considerar em que elemento de contorno encontra-se o ponto em questdo devido a
presenca da normal do ponto fonte nas tensdes de segunda ordem. A continuagdo
definem-se as varidveis principais. Utilizar-se a tipografia Courier para
identificar todos os termos tal como € desenvolvido de forma diditica no

programa Maple.

muc : médulo de corte
g : constante constitutiva ndo-cldssica da energia de deformacgédo
superficial
nu : médulo de Poisson
oe : ordem do elemento, (1 se linear, 2 se quadrdtico, 3 se cubico)
nn : numero de pontos nodais da estrutura
ne : numero de elementos do modelo estrutural (=nn/oe)
M: : Numero de ponto fonte ={1..nn}
xn[k] : vetor das abscissas dos pontos de discretisagdo da estrutura
k={1..nn}
yn[k] : vetor das coordenadas dos pontos de discretisagdo da estrutura
k={1..nn}
ie : contador do elemento vinculado aos pontos campo (={1l..ne})
ns : contador do numero de sub elemento de integragdo ={1..oe}
igl3l : é o vetor de incidéncia nodal do elemento ie vinculado aos pontos
campo
j={1.. oe+l}
1 : contador de né local vinculado a ie ={1..oe+l}
xi : varidvel paramétrica de interpolagdo nodal usada para a integragao
linear
ng : numero de pontos de Gauss para integracdo numérica
xg[k] : vetor correspondente as coordenadas paramétricas de integragédo
gaussiana regular
wg[k] : pesos das coordenadas paramétricas de integragdo gaussiana regular
nl : numero de pontos de integragdo numérica com integrando logaritmicos
x1[k] : vetor correspondente as coordenadas paramétricas de integragédo
logaritmica
wllk] : pesos das coordenadas paramétricas de integragdo logaritmica
Nf (ns,o0e,xi): funcdo de interpolagdo nodal num sub elemento ns, ordem oe.
N[1] : vetor vinculado as fungdes de interpolacdo nodal fungdo de xi =
Nf (ns, 0e, xi)
xie : abscissa do elemento ie fungdo de xi
yie : coordenada do elemento ie fungdo de xi
n : vetor normal no ponto de integragdo [xie, yie]
tn : vetor tangencial no ponto de integragdo [xie, yie]
ieM : contador do elemento vinculado ao ponto campo (={1l..ne})
igM[jM] : é o vetor de incidéncia nodal do elemento ieM vinculado aos pontos
campo jM={1l..oce+l}
1M : contador de ndé local vinculado ={1..oe+l}
nx : vetor normal no ponto fonte
n : vetor normal no ponto campo
ndo : numero de partigdes para integragdo de singularidade 1ln(xi) do
procedure lnproc( )
facAmp : coeficiente de amplificacgdo de comprimento das partigdes da
integracdo de singularidade 1ln(xi) do procedure lnproc( )
* \NY-X

Us[i,m] : tensor 2x2 solugdo fundamental (uhn)

A ( * )X—Y_ R
UsR[i,1] : tensor 2x2 nkuﬁk ——uﬁ

* Y-X
gs[i,m] : tensor 2x2 (njuhnj)
* —

gsR[i, 1] : tensor 2x2 (Yliaj )Y(nku&,’k)x YZUZ,)knk

*
sA[i,m] : forgca de superficie cléssica CSﬁmnj fungéo de (x,y,n,nu,mu)
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forga de superficie clédssica devida a parcela ndo-cldssica

*
1 ~
771meﬂ1ktj funcdo de (x,y,n,nu,mu)

sC[i,m]

sAR[i,m]

(x,y,n,nu,mu)
sBR[i,m]

*
P - P 1 =
forca de superficie ndo-cléassica jzu%m;nknj fungédo de (x,y,n,nu,mu)

PR . N R =
forgca de superficie clédssica devido a parcela NC (Tﬁmnj fungédo de

forgca de superficie clédssica devida a parcela ndo-cldssica

R
fiu%ﬁmThjj funcgdo de (x,y,n,nu,mu)

sCR[i,m]

sAi[i,m]
sBi[i, m]
sCi[i,m]
SARi[i,m]
sBRi[i, m]
sCRi[i,m]

sB_REGi[i,m]
sB_LNi[i,m]
sC_REGi[i,m]
sC_LNi[i,m]
sBR_REGi[i,m]
sBR_LNi[i,m]
sCR_REGi[i,m]
sCR_LNi[i,m]

Lo - P 1R -
forga de superficie ndao-cldssica jzu%ﬁmT]knj fungdo de (x,y,n,nu,mu)

integrando sA[i,m]*N[1]*J em funcgao de (xi)
integrando sB[i,m]*dN[1]*J em funcdo de (xi)
integrando sC[i,m]*N[1]*J em funcdo de (xi)
integrando sAR[i,m]*N[1]*J em funcgao de (xi)
integrando sBR[i,m]*dN[1]*J em funcgdo de (xi)
integrando sCR[i,m]*N[1]*J em funcgdo de (xi)

integrando parcela regular sBi[i,m] em fung¢do de (xi)
integrando parcela logaritmica de sBi[i,m] em funcgdo de (xi)
integrando parcela regular sCi[i,m] em funcao de (xi)
integrando parcela logaritmica de sCi[i,m] em funcdo de (xi)
integrando parcela regular sBRi[i,m] em funcgdo de (xi)
integrando parcela logaritmica de sBRi[i,m] em fung¢do de (xi)
integrando parcela regular sCRi[i,m] em funcdo de (xi)
integrando parcela logaritmica de sCRi[i,m] em fungdo de (xi)

hA[i,m] integragdo de sAi*N[1]*J por Gauss regular em coordenadas locais
2x2

hB[i,m] integragdo de sBi por Gauss regular e consideragdo logaritmica
2%2

hC[i,m] integragdo de sCi por Gauss regular e considerag¢do logaritmica
2%2

hAR[i,m] integragdo de sARi por Gauss regular 2x2

hBR[i,m] integragdo de sBRi por Gauss regular e considerag¢do logaritmica
2x2

hCR[i,m] integragdo de sCRi por Gauss regular e considerag¢do logaritmica
2%2

hA_disc[k][i,m] : parcela descontinua da matriz hA com ponto fonte k em

coordenadas locais 2x2

hA_pf2[i,m]

no ponto ig[l]

HA

parcela da parte finita da matriz hA em coordenadas locais 2x2

jin

*
sub matriz de H em coordenadas globais fG.. njuimdrda incidéncia
T

nodal de hA, hA_pf2 e hA_dic

HB

* / —2
sub matriz de H em coordenadas globais fukjintjnkuim’-]‘ dl’ 4a
r

incidéncia nodal de hB

HC

*
sub matriz de H em coordenadas globais t/;LLanjnkudeﬂ da

incidéncia nodal de hC

HAR

nodal de hAR

HBR

R
sub matriz de H em coordenadas globais ijinnjuimdF da incidéncia
r

R / -2
sub matriz de H em coordenadas globais f],lkjintjnkuim|]| dl’ aa
r

incidéncia nodal de hBR

HCR

. X R
sub matriz de H em coordenadas globais }LkAnAnkuAdI“ da
r g iq

incidéncia nodal de hCR

xX, yX coordenadas dos pontos nodais fonte

xY, yY coordenadas dos pontos nodais campo

Notas:

sA,sB,...,sCR sdo calculados algebricamente em funcdo de x,y, nu, mu, fora de

loops
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sB, sC, sAR, sBR, sCR sdo decompostos em duas parcelas de acordo a singularidade
da funcdo de BesselK, elas sado decompostas em uma parcela regular (que sé&o
integradas pela quadratura de Gauss) e uma parcela que contém logaritmo neperiano,
de tal jeito que

f=f_pol+f LN*1ln(r/qg).

Mas como 1ln(r/g) pode ser expresso como ln(rb*xi/g)=ln(rb/g)+ln(xi) onde rb &
sempre diferente de zero para sub intervalos de integracdo de [0..1], entdo é
possivel escrever

f=f pol + £ LN*1ln(rb/g)+ £ _LN*1ln(xi)=f REG+f_LN*ln (xi)

Onde f_REG pode ser integrada pela quadratura de Gauss regular e a ultima através
da quadratura logaritmica. f_REG ¢é calculado segundo a localizagdo da
singularidade; para indeterminagdo no extremo inferior, xi=0, f_REG é dado por
f_REGO:=f-f_ LN (xi);

e para indeterminag¢do no extremo superior, xi=1, por

f_REGl:=f-f LN (1-xi);

Também tém-se o seguinte caso similar ao anterior nos termos sBR, sCR, os quais
tem a estrutura algébrica seguinte:

f= £ SING/r +f_REG +f REG+f_LN*1ln(xi)

sAr é um integrando de singularidade O(1/r?).

(B.4) Calculos e consideracoes preliminares para a elaboracao do
Algoritmo

Prévia determinacdo de ng avaliam-se as abcissas e pesos de integracdo
gaussiana regular xg[k] e wgl[k] respectivamente e analogamente as nl
abcissas e pesos de integracdo logaritmica x1[k] ewl[k].

Define-se a tabela das fungdes de interpolacdo nodal para diferente valores

de ce={1, 2, 3} respectivamente

TN := [[l-xi, xi], [(l-xi)*(a-xi)/a, xi*(l-xi)/(a*(l-a)), =xi*(a-xi)/(a-1)],
[1-11*xi*(1/2)+9*xi"2-9*xi"3* (1/2),-45*x1i"2* (1/2)+9*x1+27*x1i"3*(1/2), -
27*xi”3* (1/2)+18*x172-9*xi*(1/2), xi-9*xi"2*(1/2)+9*xi"3*(1/2)1];

Define-se uma tabela de transformacgdo paramétrica de tal jeito de fazer a
integracdo numérica em sub elementos de numeracdo ns={1..oe+1} e cada

um para um intervalo xi=[0..1]
Txi := [[xi], [a*xi, a+(l-a)*xi], [(1/3)*xi, (xi+1)*(1/3), (xi+2)*(1/3)11;

E define-se a funcdo de interpolagdo Nf tendo como parimetros a ordem do

elemento, os numeros de sub elementos e a coordena a utilizar

Nf := proc (oe, ns, xi) -> convert (subs(xi = Txi[oe][ns], [seq(IN[oel[j], 3

=1 .. oe+l)]), Vector) end proc;

Antes dos loops da montagem da matriz H sdo calculados os integrandos de
HA, HB, HC, HAR, HBR, HCR o0s quais sdo respectivamente sA, sB,
sC, sAR, sBR, sCR emfun¢iodex, y, nu, um, g, J.

Seguidamente sdo calculados os pardmetros nodais correspondentes as
caracteristicas geométricas do contorno, isto €, os vetores normais antes € depois
de cada ponto n_i[k] e n_£[k], os dngulos que formam t_i[k] e t_£f[k]e
a parcela matricial descontinua 2x2 hA_disc[k], sendo k o ponto nodal
correspondente 4 singularidade em questdo. Também sdo calculados os vetores

tangentes localizados nas coordenadas de segunda ordem.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821356/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821356/CA

180

Também sdo calculados fora da rotina de montagem os valores nodais
correspondentes a diagonal da matriz U" que no caso da elasticidade gradiente

possui valores cldssicos finitos quando o raio € nulo.
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(B.5) Consideracoes para a numeracao dos graus de liberdade

(B.1.1) Graus de liberdade totais: gdl = gdiC+gdINC

A seguir mostram-se os gdl cldssicos e ndo-cldssicos, as incidéncias nodais

e relacdes com a numeracdo de cada elemento.

A
A
I o—L=>
Kee>

Ponto Inicial

gdl Cléssicos gdl

8
7
I———> Ponto Inicial

L A)
L—»

ndo classicos

Figura 56. Regras de numeragao de nds, elementos e gdl classicos e nao-classicos.

1. Numero global de ponto nodal k = {l.nn} o
2. Numero global do elemento ie = {l..ne}
3. Numero interno de ponto 1 = {l..ce+l}

num elemento. 8.
4., Numero de graus de liberdade cldssico

gdlc
5. Numero de graus de liberdade N&ao- 9.

cléassico gdlg

6. Numero de coordenada global 10.

generalizada kd={1l..gdlt},

(1) ne := nn/oe ; (vi) .
(11) gdlc := 2*nn ; (vii) .
(iidi). gdlg := 2*(oce+l)*ne ; (viii) .
(iv) glt := gdlc+gdlqg ; (ix) .
(v) k := oe*ie-oce+l ou k=ig[l]; (x) .
(x1) .

Nota:
Existem 4 gdlNC nos pontos que compartilham elementos:

d[kd] vetor de deslocamento
generalizado con gdl representado pelo
subscrito kd

gl[kd] vetor de deslocamento
generalizado con gdl representado pelo
subscrito kd

Vetor local de deslocamento cldssico no
ponto k: [ d[kdx], dl[kdy] ]

Vector local de deslocamento ndo-
cldssico no ponto k do elemento ie:

[ alkaxl, glkay] ]

kdx := 2*k-1;

kdy := 2*k;

kd := kdx ou kdy

a := (oe+l)*ie-(oce+l)+1 ;
kgx := 2*a-1 ;

kagqy := 2*a ;

2 antes e 2 depois
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(B.2) Graus de liberdade nao-classicos por elemento (oe)

Os graus de liberdade ndo-cldssicos por elemento se mostram
esquematicamente no grafico seguinte, embora seja numericamente equivalente
aos graus de liberdade cléssicos locais, de forma global diferem porque o né
comum entre elementos tém quatro graus de liberdade, dois gdl em cada lado do

ponto.

Numero de ponto interno A

qlkqy]
4
i
& qlxax]
/ qglkgx]
Ponto interno Ponto extremo
do elemento do elemento

Figura 57. Identificagao dos gdl ndo-classicos num elementos de integragao
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(B.6) Algoritmo da Montagem da Matriz H

A estrutura bdsica do programa de montagem € dada por

Loop 1 Para cada elemento ie=1.. ne
Loop 1.1 Para cada subelemento de integracio ns=1..oe
Loop 1.1.1 Calcula-se N de tal jeito que cada subelemento de integracio seja de para xi=[0..1]
Calcula-se xie, yie, n, tn, J, ig todasem funcio xi
Calcula-se xb, yb, rb[0], rb[l] todasem funcdo xi para os casos de singularidade
Loop 1.1.1.1 Para ieM=1..ne
Calcula-se o vetor de indencia nodal igM do elemento ie

Loop 1.1.1.1.1 Para 1M=1..o0e+1
Calcula-se o vetor normal de cada ponto fonte nx no né 1M e as coordenadas do ponto
fonte xX:=xn[1M], yX:=yn[1M]
Se calcula on itengrados, funcdo de xi, das matrices 2x2: sAi,
sBi, sCi, sARi, sBRi, sCRi, sB_REGi, sB_LNi, sC_REGi, sC_LNi,
sBR_REGi, sBR_LNi, sCR_REGi, sCR_Lni.
Loop 1.1.1.1.1.1 Para 1=1..ce+1 calcula-se o vetor normal de cada ponto fonte ny no
né 1M e as coordenadas do ponto fonte xY:=xn[1M], yY:=yn[1M]
Calculo da matriz H: calcula-se para r : =sqrt ( (xie-xX) "2+ (yie-yX)"2 )
através da integraciio de Gauss as seguintes expressoes

Se igM[1M] = ig[ns] ou igM[1M] = ig[ns+1] se calcula aintegracio
através de critérias de singularidade
ha = | sA dI'> 0(1/r) hAR = | sAR dI' > 0(1/r"2)
hB = | sB dI' © 0(ln(r)) hBR = | sBR dI'®> 0O(1/r, 1ln(r))
hc = [ sc daI' & o(ln(r)) hCR = | sCR dI'> 0(1/r, 1ln(r))

Primeiro se calcula por Gauss regular todos os integrandos.
Para a singularidade 1n (xi) se usa o procedure 1nproc:
int_f = lnproc(fi, f_REGi, f_LNi, ndo, facAmp)para hB, hC,
hBR, hCR.
Para a singularidade 1/ (xi-xio) se calcula a segunda parcela da parte finita (a
primeira esta incluida na integraciio de Gauss), por exemplo para a integraciio da
matriz 2x2 hA
sA_pf2 :=Map (2,2, (i,3)-> subs(xi=xio, xb=xb0, yb=ybo,
nu=nuo, g=go, muc=muo], f_sA * N[1]*J)):
hA_pf2 :=Matrix (2,2, (i,3j)-> evalf( sA_pf2[i,j] *(csgn(xi-
xio)* (1ln(J(xio))-shg))):
Seig[ns] <>ig[1M] ou ig[ns+1] <> ig[1M]entdo se calcula a integracao
por Gauss regular as seguintes grandecas
ha = | sA dl' he = | sB dI' nc = [ sc dr
hAR = | sAR dI' hBR = | sBR dI' hCR = | sCR dI'
Fim condicional
E feita a correspondente incidéncia nodal considerando as parcelas descontinuas
hA - HA, hB - HB, hC > HC,
hAR = HAR, hBR = HBR, hCR = HCR

Calculo da matriz U:
se ig[l] < > igM[M] entdo calcula-se os valores dos tensores 2x2 das
seguintes grandezas

usNL 2> (Us) para x=xY-xX, y=yY-yX

usRNL > (UsR) para x=xX-xY, y=yX-yY

gsNL 2> (gs) para x=xY-xX, y=yY-yX

gsRNL > (gsR) para x=xX-xY, y=yX-yY

se ig[l] = igM[M] entdo calcula-se os valores finitos das diagonais quando r
2> 0

E feita a correspondente incidéncia nodal com as matrizes globais

usNL = usG, usRNL = usRG, gsNL = gsG, gsRNL = gsRG
Fim dosloops 1, 1M, ieM

Fim dos loops ns, ie
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As integracdes com singularidades sao tratadas de acordo ao mostrado em
detalhe na se¢cdes O e 7 onde se mostra como determinar a parte finita e

descontinua segundo o tipo, 1/r ou 1/r.

Figura 59. Integracao da parcela descontinua quando acontecer a singularidade 1/r
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