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Elemento de viga na EG

A andlise da flexdo para materiais de elasticidade gradiente considerando a
hipétese de Euler Bernoulli foi desenvolvida em Papargyiri-Beskou et al [28]; a
isto se acrescentou o estudo de flambagem que foi resolvido analiticamente na
elasticidade gradiente mediante duas constantes constitutivas: (1) a constante de
deformacdo volumétrica g e (2) a constante de energia de deformagdo superficial
{. As equagdes que regem o equilibrio na flexdo e no problema de flambagem
sdo obtidas utilizando principios variacionais e as hipéteses bdsicas de Euler
Bernoulli. Finalmente sdo obtidas as condi¢des de contorno cldssicas e ndo-
classicas mediante a andlise variacional usando a definicio de energia de
deformacdo e o método de residuos ponderados. O problema de flexdo de vigas
foi estudado por teorias ndo-cldssicas com o intuito de explicar resultados
experimentais que ndo puderam ser explicados pela elasticidade cldssica em
estados de tensao-deformacdo no régime nao linear, Papargyiri-Beskou et al [28].

Do mesmo modo ao caso de tensdo axial, se mostra neste capitulo uma
influéncia irregular do pardmetro constitutivo ndo-cldssico ¢ na solu¢do de
problemas com uma configuracdo fisica e geometrica simétrica. Apresentam-se
exemplos ilustrativos que mostram ditas particularidades e a necessidade de
limitar a elasticidade gradiente a sé uma constante constitutiva ndo-cldssica tal
como ¢ utilizada por Aifantis[6]-[8].

Outra observacdo que se pode fazer a formulacdo de vigas de Papargyri —
Beskou estd relacionada com a hipdtese da se¢do plana de Bernoulli depois da
deformacio; considerando que o tamanho das particulas € relevante em relacio ao
comprimento da viga pode ser factivel que esta hipdtese contenha uma imprecisdo
ndo tolerdvel através da evidéncia experimental que ndo é foi encontrada na

pesquisa bibliogréfica.
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9.1. Solucao do problema de viga EG

Suponha-se uma viga submetida a um carregamento g(x), um sistema de

coordenadas x ao longo da viga e os eixos restantes localizados como sdo

ilustrados na Figura 28(a).
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Figura 28. — Sistema de coordenadas, carregamento e distribuicdo das tensées de uma

viga na elasticidade gradiente.

No trabalho desenvolvido por Papargyiri-Beskou et al [28], se usa a teoria
simples de elasticidade gradiente proposta por Vardoulakis e Sulem [11]. Nessa
teoria se misturam os conceitos gerais da teoria de Mindlin [2] com o conceito dos
efeitos da energia de deformacdo superficial de Casal [32], portanto sdo utilizadas
4 constantes constitutivas (2 cldssicas, ¢ e g* € e 2 ndo—cldssicas v e ).

As equagdes de Vardoulakis e Sulem [11] da tensdo de Cauchy, a tensdo

dupla e a tensdo total sdo definidas respectivamente como:

Tt =Ee_+/(E€ (9-1)

u =/(Ee_ +g2E8; (9-2)
du d’e Yy

6, =% :E(sx K dx:j:E(ex _gzgx) (9-3)

onde

€ : deformagdo axial da viga a flexdo.

£ constante da energia de deformagio superficial.
g: constante de energia de deformacgao volumétrica.
E : médulo de Young
As condicdes de equilibrio da secdo transversal ilustradas na Figura 28(b)

sdo obtidas mediante as relacdes cldssicas:

[0,dA=0 (9-4)
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J,0.ydA=—M (9-5)
Para a obtencdo da equacdo de deslocamentos se estabelece a relacdo

classica entre momento fletor e forga cortante dada por:

=V =6 (96)
e pela hipotese de Euler Bernoulli:

€ =ky (9-7)
identificando k como a curvatura na dire¢do x. Consequentemente as equacdes de

equilibrio sdo:

E(k—g2 g%‘) S ydA=o0 (9-8)
E(k—g' L) [,y dA=—M (9-9)
Se for utilizada a hipétese de Euler Bernoulli, tem—se:
'k __M -
k—g* S r=—4 (9-10)
h=—t (9-12)

entdo, obtém—se a equacdo diferencial de deslocamentos transversais na flexao de

uma barra de elasticidade gradiente como:
%=E1(u1v —g2u")=—q(x) (9-12)
que é equivalente a:

EI (ulv — gzuw ) +q(x)=o0 (9-13)
e cuja solugdo homogénea esté representada pela equagdo:

up :C1x3 +c:2x2 + c3x+ c, +c5g4 sinh(x/g)+ o cosh(x/g) (9-14)
9.2. Condicdes de Contorno em vigas EG

As condi¢des de contorno estdo compreendidas pelas clédssicas

V()=V,

onde V =EI(u” - g*u" -1

o (=) =
e/ou
M(o)=M ”

* onde M=EI(u —g*u"v -16
ho (o) 019
e/ou
u(0) = u, u'(o):u'1 e/ou

WLy=u, O w(L)=u (9-27)

e as condi¢des de contorno ndo-cldssicas
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m@)=m, e/ou onde m=E1(€u”+g2u”) (9-18)
m(L)=m,

e/ou

u”(0)= u? e/ou

W(L) = (9-19)

9.3. Matriz de Rigidez de uma viga EG

A igual que no caso do problema de tensdo axial é possivel também aqui
aplicar o método hibrido para a determinacdo da matriz de rigidez apenas
acrescentando um grau de liberdade ndo-cldssico em cada extremo da viga tal

como se mostra na Figura 29(a).

U

Cléssicos: 1,2,4,5,
N&do cldssicos: 3,6

(a)

— —
ni N2

(b)

Figura 29. (a) Representagao do sistema de coordenadas de uma viga na elasticidade

gradiente; (b) cossenos diretores no contorno da viga.

O sistema de deslocamentos internos pode ser escrito do mesmo modo que o

caso de tensdo axial na forma de um produto matricial

* % % % % * %
u upou, Uy u, U g u
, ,* ,* ,* ,* ,* ,* * *’ *
= = = -2
d(x)=|u wy o, up oul up ug |p u'lp (9-20)
” »¥ »¥ »¥* »¥* »¥ »¥* *n
u u
up uy o ouloup ul ug

sendo u” =<g‘*e"‘/g ghe /8 X3 x2 1> 0 vetor que representa a
solugdo do problema a través de um sistema interno de for¢as p* = [ p™1, p*2, p*3,

* %
p* . p's . p'6]" de tal forma que u(x)=u p .

A seguir o sistema de for¢as internas
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9 20°
\4 a8 o
*_ _ 82 2 84 *
N ={M;=EI y—g ax_" u (9-21)
m 2.0°
g axS
e a matriz U” que resulta
u* B
x=0 4 4
* o o0 0 1
du” /o 5 £
. 2x=0 g -g o o0 1 o
. [97u /ox - g g o 2 o0 o©
U = . x=0 | = L Yy 5 (9-22)
u ghe /8 gheT/8 3 I L 2
x=L
o’ / ox g3eL/g —g3e_L/'g 3L2 2L 1 o
. x=L gzeL/‘g —gze_L/g 6L 2 o0 o
0%u /ax2 -
L x=L |
Igualmente se pode avaliar N no contorno
0 o 6 o o o
N°| =N'=EI|o 0 0O 2 0 O (9-23)
x=0
g2 —g3 62 0o 0 o
0 o 6 o o} )
N*’ L=NZ=EI o o 6L 2 o o [(9-24)
gaeL/g —g3e_L/g 6g2 o) o) o

e também ¢ necessdrio a definicdo de um sistema de matrizes vinculados com o

cossenos diretores em cada extremo

-1 0 o

1 0 O
n =0 -1 o0 n,={0 1 0 (9-25)
0o 0o -1 0 o0 1

e também as matrizes de transformacao do sistema interno ao sistema global nodal

1 0 0 0 0 O] 000 10O

N =|o 1 o 0 o o N,=|o o o 0 1 0

O 0 1 0o o o O 0 0 0 0 1

de tal forma de escrever a matriz de transformacdo cinemética

_ T *T
H=N_"n N_+N_"n N,
a qual fica

(9-26)

(9-27)
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o o g3 o o gz |
0o o —g3 o0 o —glel/8
Hopr |® © 68 6 6 6 (9-28)
0o 2 0 o0 2 o
o0 0o o0 O o
o0 0o o0 o0 o

Ag,;ora € possivel calcular a matriz de rigidez através da expressdo obtida do

método hibrido simplificado formulado por Dumont e Chaves [45]

Kiexe1 = HTU™ (9-29)
Matriz simétrica cujos termos da diagonal superior sdo:

K, =12(2C-2-S/g)/A

K,,=4*GC-35¢~S/g)/A

K, =L*(4Sg—C—24(S—Cg+g)g> +12g") /A

K44 =K11’ K55 =K K66 =K33

K ,=K L/2,

K, =6L*(4(1-C)g* +4Sg—1—-C) /A

K, =-K,, K, =K L/2, K¢ =-K

1

227

11’ 13
_13 =2 -
K23—2L (212(1-C)g” +9Sg—1—2C) /A
K, =K., K, =K_L-K,, K,c=K, —K_L

13
K3, =Ky Kyy=K;L-K,,

Ko =L*(4(1—C)g* +45g—1-C) /A
K, =—K,L/2, K,¢=K_,

45
K =K,,, Kg=-K,_, (6:30)
Kes =Ky3
onde
A=D(8C+24g(Cg—S—g)—S/g+4)/El (9-3)
g=g/L, C=cosh(g/L), S=sinh(g/L) (9-32)

E possivel conferir que quando g—oa matriz K tende 2 conhecida matriz de

rigidez de uma viga cléssica:
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—-12 6L o}
—6L  2I? o

o o o

> -6L o (9-33)
—6L 417 o

o o o

A Figura 30 mostra a sensibilidade da matriz de rigidez ao pardmetro

constitutivo g e como ela incrementa a rigidez dos termos a medida que g cresce.

Se ¢ feita uma condensagdo dos gdl ndo-classicos vinculados com as varidveis

. s, ” ~ 7 [ .
cinemdticas u e os momentos duplos o de segunda ordem, m entdo o grifico fica

como se mostra na Figura 30.

Sensibilidade de matriz de rigidez de uma viga EG ao parametro g

Ky Ky

60 <
14 : -
50 . (£ =0.50
N6 esquerdo, gdl 1,2,3 L
K

40 12 G =045

1. KEax K5 Kgp 0.45
0
- | o Ky «

n K ) 2 (¢}

1% . * s ‘?2 K3 Ka ¢ (§) =0.00
0o, wme | 6 Kmo o K Fas Ks3

P : & & :

1w & e o 65?1;4]% 8 e Kmo K

0t = e e

Figura 30. Sensibilidade ao parametro g dos termos da matriz de rigidez K [6x6] de uma

viga EG, a medida que g tende a zero os termos tendem aos valores de matriz classica,

valores inferiores do grafico.

)

Sensibilidade ao parimetro g da matriz de rigidez

gdl1,2

K

6EIL2

Kn

JEIL

condensada de uma viga EG,

4 (£ =0.50
o =045
K
R
o Ko 8 (£ =0.00
2EIL

T

Figura 31. Sensibilidade de menor intensidade ao parametro g dos termos da matriz de

rigidez condensada K [4x4] de uma viga EG, a medida que g tende a zero os termos

tendem aos valores de matriz classica, valores inferiores do gréfico.
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O posto de K a igual que H é 2. O campo nulo W de H e o campo nulo V de

HT apresentam—se a seguir

W=NH)=NK)=

O O »Br O O B
o B I~ O B O

9.4. FEM com elementos de viga EG

,V=NMHT)=

(9-34)

Foi montado o seguinte patch conformado por dois elementos finitos de viga

EG,

3 l:/-’(-c:'\\ |,9 8'\
L ‘;T
1 7

Figura 32. Sistema de 2 EF-EG tipo viga, , 6 gdl
nao-classicos (setas linhas descontinuas).

cujas matrizes de incidéncia sdo

0 0 0 0 0 0 0 0] 0
01 00O0O0O0O0O0 0
A=loo1 00000 0,A=|0
000O0OOTL1O0O0 0
0000O0O0OGO0T1O0 0
00000O0O0O0 1] 0

6 2 A =1.0

i /5 EI=1.0

L L =1.0

g =0.3

(I-oL T o =0.2
4

(o)

: 3 classicos (setas linhas continuas) 3

(9-35)

=l eolololeolle)
=l elBolBolele)
S O = O O O
S = O O O O
- o O O o O

S O o o o =
S O O O = O
S O o = O O

Se € calculada a matriz de rigidez global, equagdo (8-38), depois € feita a

condensacdo dos graus de liberdade internos, equacdo (8-39), e finalmente a

matriz condensada é comparada com a matriz analitica de comprimento L=1 o

erro obtido depende notavelmente do nimero de casas decimais utilizado o qual é

mostrada na Tabela 2. Também € mostrado

o erro obtido da montagem feita com

4 elementos de 15 gdl mostrado na Figura 33:
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o

e o]
b (f Y ™ ? A=1.0
o @wr t 0 1o
g=0.38

|o.1] o0.2] 0.3 | 0.4 |

Figura 33. Sistema de 4 EF—EG tipo viga com 15 gdl, 10 classicos e 5 ndo-classicos, 3
gdl em cada né.
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Casas Decimais
Erro[K] # Elementos 10 20 30
2 0.070505355 | 0.68129x107'' | 0.11956 x1072°
I AN2
(k) ~ ki)
AN2
Z"(kij ) 4 0.033524267 | 0.344617x107'2 | 0.330399x1072!

Tabela 2. Erro da discretizagdo de elementos finitos tipo viga EG comparados com a
matriz analitica de comprimento L=1. Mostra—se a necessidade de trabalhar com grande

namero de casas decimais pelos erros numéricos.

9.5. Exemplos ilustrativos

Nesta secdo s@o apresentados alguns exemplos de problemas tipo viga
considerando as duas constantes constitutivas ndo-cldssicas utilizadas por
Tsepoura et al [1] e Papargyri—-Beskou [28], g e /, apenas para mostrar as
inconveniéncias do segundo pardmetro na respostas de deslocamentos e forgas
internas. Se ¢=0entdo os resultados viram automaticamente a elasticidade
gradiente resultando fisicamente consistente como foi no caso de elementos de

trelica.
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Problema

Resultados

E,g £, L

]

-0l - -

iy —_—

-8 =

W T T T T —— -

00 0 04 0§ 03 W [ 1] [} i

X X
(@) (b)

Sensibilidade do deslocamento u a (a) £ / gpara g/L=0.5 (b) g/L para

£lg=0

(e)

(a) Sensibilidade do deslocamento u a £/ Zpara g/L=0.05 (b) g/L para
£/ g =0; (c) sensibilidade do momento fletor M a g/L, £/g=0.9 () g/L,
para £/g=0.0 ; (e) sensibiidade do momento duplo m a £/g para

g/L=0.05, (f) g/L para £/g =0

g/L, (/g : 0.0025

0.0100 0.0225 0.0400 0.0625  0.0900 0.1225 0.1600

0.2025 0.2500

Figura 34. Exemplos de problemas de viga da EG com diferentes condigdes de contorno

(El=1, L=1)
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