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Apêndice 

A. Estado multiaxial de tensões 

Ensaios de laboratório normalmente simulam a condição uniaxial, sendo 

necessária uma generalização para que os parâmetros estimados a partir de ensaios 

uniaxiais sejam aplicáveis em modelos geomecânicos em estado multiaxial de 

tensões (Fossum et al., 1988 e Yao et al., 2007).  

Apresenta-se a seguir a generalização para o estado multiaxial apresentada 

por Hill (1971) e Odqvist (1974), adotando-se as leis de fluxo de Prandtl-Reuss e 

de Lévy-Mises 

A primeira premissa para a generalização é atribuida a Saint-Venant (após 

1870 apud Hill, 1971). Ele propõe que os eixos principais dos incrementos 

deformação e os eixos das tensões principais são coincidentes. Portanto, nesta 

pesquisa é assumido que as análises sempre se dão nos planos principais. 

A lei de Prandtl-Reuss é destinada a materiais isotrópicos em regime elasto-

plástico com endurecimento também isotrópico. Ela enuncia que mesmo ao 

transpor o regime elástico, o material permanece se deformando elasticamente 

(    
  ) e essa taxa de deformação é acrescida da taxa de deformação plástica (    

  
) 

subsequente, conforme mostrado (A.1): 

         
       

  
 (A.1) 

Entendendo-se, para fins de análise numérica, a fluência como deformação 

análogamente plástica, tem-se que (A.2): 

         
       

 
 (A.2) 

onde     
 

 é a taxa de fluência, tal que (A.3): 

    
 

 
    

 

  
 (A.3) 

onde    
 

 é a deformação por fluência e   é o tempo. 

A relação constitutiva da fluência será a relação entre a taxa de fluência e o 

estado tensão a ele associado, ou seja, entre invariantes (    
 

     ). 
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Considerando-se pequenas deformações (e taxas), segue que a deformação 

volumétrica e sua taxa (     
 

) são nulas, configurando um processo isocórico 

conforme a equação (A.4).  

     
 

     
 

     
 

     
 

   (A.4) 

Comumente, entende-se que a parcela hidrostática das tensões ( ) não 

influencia a taxa de fluência, podendo ser adicionada ou retirada, conforme o 

desenvolvimento numérico. Embora questionável do ponto de vista geotécnico, 

essa hipótese será mantida, conforme (A.5). 

              (A.5) 

onde      é o invariante de tensões efetivas. 

No plano das tensões principais, fazendo       nos índices do delta de 

Kronecker (   ), tem-se     = 3, e segue que (A.6): 

           

   

 
 (A.6) 

ou (A.7): 

             

    

 
 (A.7) 

Substituindo (A.5) em (A.7), tem-se que (A.8): 

                 

    

 
 (A.8) 

onde     e      correspondem ao invariante de tensões desviadoras. 

Excluindo a contribuição da parcela hidrostática, chega-se a (A.9): 

            

   

 
     (A.9) 

Fazendo      , no plano das tensões principais, tem-se (A.10): 

                   (A.10) 

A seguir, será empregada a lei de fluxo de Lévy-Mises, naturalmente 

pressupondo o critério de escoamento (plastificação) de von Mises, para regime 

elasto-plástico com endurecimento isotrópico.  

Seja    a taxa de dissipação plástica de von Mises (A.11): 

          
 

 (A.11) 

Substitutindo (A.6) em (A.11), obtêm-se (A.12): 

           

   

 
     

 
 (A.12) 

Como      associado a     é nulo, segue que (A.13): 
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 (A.13) 

Considerando-se a fase secundária da fluência, a taxa de deformação por 

esse fenômeno é nula, logo, essa variável não será sensível a dissipação plástica. 

Consequentemente (A.14): 

    
 

 
   

    
 (A.14) 

O critério de escoamento de von Mises é dependente de uma função escalar 

da tensão equivalente multiaxial (   ), que provêm do tensor de tensões 

desviadoras. Hill (apud Odqvist, 1974) sugere uma relação quadrática entre a 

tensão equivalente e o invariante de tensões desviadoras, para materiais 

isotrópicos. 

O segundo invariante das tensões desviadoras (   ) é dado por (A.15): 

    
      

 
 

 

 
        

         
         

   (A.15) 

onde   ,    e    são as tensões totais principais. 

No caso uniaxial, considerando        , tem-se que (A.16): 

    
 

 
  

  (A.16) 

Assumindo a relação quadrática   entre o segundo invariante das tensões 

desviadoras e a tensão equivalente (   ), tem-se que (A.17): 

   
       

 

 
  

  (A.17) 

Consequentemente, verifica-se que essa relação é  , e somente representa o 

estado uniaxial se for igual a 3. Logo (A.18): 

           
 

 
       (A.18) 

Resolvendo a equação da dissipação plástica de von Mises, tem-se (A.19): 

    
 

 
   

    
 

   

    
 

    

    
 (A.19) 

Substituindo (A.18) na derivada parcial de (A.19), tem-se que (A.20): 

    
 

 
   

    
 

    
        

    
 

   

    
 

 

 
 

    

  
       

 
   

    
 

 

 
 

    

   
 (A.20) 

Chegando-se a (A.21): 
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 (A.21) 

Pela premissa de coaxialidade entre incrementos de deformação e tensões, 

ambos principais, tem-se que (A.22): 

     
   

    
 (A.22) 

Finalmente, as deformações por fluência no estado multiaxial de tensões 

representado pela tensão equivalente (   ) serão dadas por: 

    
 

 
 

 

    

   
    (A.23) 

Para a maioria dos metais, a generalização pelo critério de von Mises produz 

melhores ajustes aos dados experimentais, já para sais, autores americanos 

sugerem a utilização da tensão de Tresca. A despeito disso, adotar-se-á a tensão 

equivalente de von Mises, mantendo-se a coerência da generalização para o estado 

multiaxial.  

Conforme deduzido na equação (A.18), a tensão equivalente de von Mises 

(         ) é função do segundo invariante de tensões desviadoras, conforme 

segue (A.24):  

                (A.24) 

Expandindo a expressão, tem-se (A.25): 

           
 

 
        

 
                 

 
       

     
     

   (A.25) 

onde   ,    e    são tensões normais e    ,     e     são tensões cisalhantes em 

um plano qualquer. No plano das tensões principais, as componentes cisalhantes 

são nulas, de modo que (A.26): 

           
 

 
                             (A.26) 

Para um problema geomecânico representável por um estado plano de 

deformações, a tensão equivalente de von Mises será dada por (A.27): 

             
    

    
                 (A.27) 

Já para problemas axissimétricos, segue que      , então (A.28): 
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                      (A.28) 

Portanto, nesse caso, a tensão equivalente de von Mises será dada pela 

maior diferença entre tensões principais, assim como a tensão equivalente de 

Tresca (          ), conforme mostra a expressão (A.29): 

                                       (A.29) 

Uma vez apresentadas as expressões do estado de tensões e de deformações 

para os modelos geomecânicos, deve-se concluir que em problemas 

axissimétricos, não são esperadas divergências nos resultados atribuíveis à 

generalização para o estado multiaxial. Já em problemas planos, são esperados 

valores menores de fluência pela generalização de von Mises, uma vez que essa 

considera o efeito da tensão intermediária, ao contrário da tensão de Tresca, que é 

a diferença entre as tensões principais maior e menor. 

 

B. Solução elástica para tensões ao redor da perfuração 

Em perfurações em maciços rochosos, o estado de tensões ao redor do furo é 

estimado a partir da solução de Kirsch (1898) apud Goodman (1989) – uma 

solução particular da teoria da elasticidade para uma placa perfurada, de espessura 

infinita (Figura B.).  

 

Figura B.1 – Esquematização da solução de Kirsch, 1898 (Goodman, 1989). 

O uso dessa solução requer uma série de premissas que eventualmente não 

são verificadas na pratica geotécnica, entretanto, a perda de representatividade em 

alguns aspectos é contrabalançada pela praticidade da solução para uma 
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estimativa da distribuição de tensões – assume-se que a placa (representando o 

maciço) é homogênea, isotrópica, contínua e linearmente elástica. 

Na geomecânica de poços, assume-se que imediatamente após a perfuração 

e a aplicação do fluido de perfuração, o maciço responde ao desconfinamento com 

deformações elásticas. Dessa forma, é possível determinar e validar o intervalo de 

tensões atuantes nas paredes do poço e no material circundante. 

Segundo Kirsch apud Fjaer et al. (2008), no plano das tensões principais, as 

tensões radiais (  ) ao redor do poço preenchido com fluido de perfuração serão 

dadas por (B.1): 

   
     

 
   

  

  
  

     

 
   

   

  
 

   

  
              

  

  
 (B.1) 

As tensões tangenciais (  ) ao redor do poço serão dadas por (B.2): 

   
     

 
   

  

  
  

     

 
   

   

  
              

  

  
 (B.2) 

onde   é o raio do poço,   é a coordenada radial considerada,    e    são as 

tensões horizontais e         é a pressão do fluido de perfuração. 

Assumindo a isotropia de tensões horizontais (       ), tem-se: 

       
  

  
         

  

  
 (B.3) 

e 

       
  

  
          

  

  
 (B.4) 

Portanto, as equações (B.3) e (B.4) darão a distribuição das tensões ao longo 

do maciço perfurado, permitindo verificar a solução numérica para o novo estado 

de tensões, após a perfuração. Esse procedimento é importante uma vez que nessa 

fase ocorre o maior desequilíbrio de tensões do problema. Após essa etapa, a 

tendência é que esse diferencial seja gradativamente aliviado pela deformação por 

fluência. 

 

C. Métodos probabilísticos 

C.1. Métodos de integração probabilística rápida (FPI) 

Os métodos de integração probabilística rápida (Fast Probability 

Integration – FPI) têm como objetivo fornecer soluções aproximadas para a 
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função de desempenho de um determinado problema de engenharia estudado que 

sejam comparáveis à solução pelo Método de Monte Carlo, considerado um 

método preciso, porém proibitivo para análises com modelos complexos, haja 

vista o grande número de experimentos necessários. 

Como função de desempenho, entende-se uma função matemática que 

descreve uma determinada grandeza analisada. É também denominada como 

função de avaliação, função de falha, função de estado limite ou função de 

performance. Em engenharia civil, usualmente se refere a tensões, deformações, 

deslocamentos ou quaisquer outras grandezas que possam ser representadas por 

uma função matemática. 

Apresentar-se-á a seguir a metodologia matemática e probabilística dos 

métodos de integração probabilística rápida e de confiabilidade empregados nesta 

pesquisa, a partir de Wu (1984), Wu et al. (1990) e NESSUS (2010). 

Seja      uma função de desempenho, ou um evento estudado, expresso em 

função de n variáveis aleatórias   (C.1): 

                        (C.1) 

Seja      uma função que representa um estado limite, usualmente ruptura, 

colapso ou qualquer evento passível de representação numérica e    um valor 

particular de     , obtido pela solução experimental ou numérica do problema 

probabilístico em um determinado ponto, de modo que (C.2): 

             (C.2) 

Portanto, é possível separar dois domínios (onde ocorre e onde não ocorre o 

evento estudado) e uma fronteira entre eles, que é o estado limite, definido por 

(C.3): 

               (C.3) 

Assumindo que o evento indesejado (usualmente a falha, ruptura, colapso 

ou congêneres) ocorra para        , deseja-se estimar a probabilidade de 

ocorrência do desse (  ), de modo que (C.4): 

             (C.4) 

A probabilidade de ocorrência do evento indesejado será dada pelo cômputo 

de todas as soluções de    ao longo do domínio do estado limite ( ), ou seja, será 

a função densidade de probabilidade conjunta das variáveis aleatórias (     ) 

dada por (C.5): 
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         (C.5) 

Teoricamente, essa integral poderia ser resolvida pelo Método de Monte 

Carlo, segundo a metodologia que segue (Dai et al., 1993): 

 Geração de números aleatórios entre 0 e 1, que sejam variáveis aleatórias 

independentes sob distribuição normal; 

 Transformação de tipo de distribuição para aquele que for aplicável ao 

parâmetro em questão (caso não seja distribuição normal); 

 Cálculo dos parâmetros a partir dos números aleatórios gerados; 

 Cálculo dos fatores de segurança, ou do indicador do evento estudado a 

partir dos parâmetros calculados; 

 Repetição dos passos citados acima várias vezes (milhares, tipicamente em 

geotecnia), conforme a variabilidade dos parâmetros inseridos e obtidos e 

a precisão de resultados desejada; 

 Criação de uma distribuição acumulada a partir dos dados nas simulações. 

Algebricamente, tem-se (C.6): 

   
  

 
 (C.6) 

onde   é o número total de análises ou experimentos e    é o número 

experimentos que foi verificada a ocorrência do evento indesejado. 

Entretanto, na maior parte dos problemas de engenharia, modelos 

geomecânicos complexos são utilizados e essa metodologia para integração de 

      torna-se impraticável. Portanto, são necessários métodos numéricos que 

aproximem a solução de modo computacionalmente viável – os métodos de 

integração probabilística rápida. 

Diversos desses métodos estão baseados na estimativa de um ponto mais 

provável de ocorrência do evento indesejável (Most Probable Point – MPP). 

Basicamente, a metodologia pode sistematizada conforme segue: 

 Estimativa de      a partir de métodos de perturbação ou por 

diferenças finitas, gerando uma      quadrática; 

 Transformação das variáveis aleatórias originais em variáveis 

independentes e normalmente distribuídas, com base em um sistema 

de coordenadas independente e normalizado   – processo conhecido 

como Transformação de Rosenblatt (1952); 
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 Cálculo da mínima distância   da origem da função densidade de 

probabilidade acumulada à superfície do estado limite (      ). 

A interseção de   com a superfície do estado limite é o ponto mais 

provável de ocorrência do evento indesejável (MPP, simbolizado por 

  ); 

 Aproximação de      no ponto    ou      em   , por meio de 

funções polinomiais; 

 Calculo de    por soluções analíticas. No caso de      quadrática, a 

precisão de    dependerá da qualidade na aproximação de       

exata. Já para      linear, o erro na estimativa de    será 

proveniente das distribuições normais equivalentes. 

A metodologia descrita apresenta limitações, como no caso de variáveis 

aleatórias dependentes e na invariância da distância  , também conhecida como 

índice de segurança, com a formulação de estado limite adotada. Três algoritmos 

de FPI devem ser destacados por sucessivas evoluções: 

 Hasofer-Lind (HL) – Advento do índice de segurança generalizado, 

como tentativa de atenuar a questão da invariância do índice de 

segurança com a formulação de estado limite, mas ainda restrito ao 

emprego da distribuição normal nas variáveis aleatórias (Hasofer & 

Lind, 1974 apud Wu, 1984); 

 Rackwitz-Fiessler (RF) – Evolução do algoritmo HL, possibilitando 

o emprego de distribuições não normais nas variáveis aleatórias 

através da aproximação dessas por distribuições normais 

equivalentes, que resultem em resultados iguais no ponto mais 

provável (Rackwitz & Fiessler, 1978 apud Wu, 1984); 

 Chen & Lind (CL) – Aperfeiçoamento da distribuição normal 

equivalente do algoritmo RF com o advento de um fator de escala, 

como o terceiro parâmetro da referida distribuição, além da média e 

desvio padrão (Chen & Lind, 1982 apud Wu, 1984). 

Esses algoritmos serviram de embasamento para métodos de confiabilidade 

usualmente empregados em engenharia, com os métodos de valor médio, a serem 

descritos a seguir. 
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C.2. Métodos do Valor Médio 

Os métodos de Valor Médio são métodos de primeira ordem e segundo 

momento estatístico, ou seja, métodos que somente consideram a função de 

desempenho com termos até o primeiro grau e fornecem a média e o desvio 

padrão da função densidade de probabilidade conjunta da função de estado limite. 

Segundo Wu (1984), métodos de primeira ordem possibilitam ganhos 

consideráveis em tempo computacional, uma vez que neles o estado limite do 

evento indesejável é considerado linear no ponto de projeto. 

Para tal, seja      uma função suave
30

 e representável por uma expansão da 

Série de Taylor nas médias das variáveis aleatórias, necessariamente 

independentes, conforme segue (C.7): 

          
 

  

  

  
      

 

  

   

   
         

 

  

   

   
       (C.7) 

onde   e μ representam nominalmente todas as variáveis aleatórias    e suas 

respectivas médias   . Reorganizando a expansão, de modo evidenciar somente os 

termos constates e de primeira ordem, bem como a contribuição de cada variável 

aleatória, tem-se que (C.8): 

             
  

   
         

 

   

      (C.8) 

onde      representa o somatório dos termos de ordem acima da primeira. A 

equação (C.8) pode ser expressa como (C.9): 

             

 

   

      (C.9) 

onde    será a solução particular de   obtida quando todas as variáveis aleatórias 

são assumidas com seus valores médios, usualmente representando a solução 

determinística do problema.    é o coeficientes da variável aleatória  , de acordo 

com o valor assumido para a solução de  . 

O modo de lidar com a parcela      varia de acordo com o método de 

valor médio empregado, a partir de sucessivos aperfeiçoamentos conforme será 

descrito a seguir. 

 

                                                 

30
 Entende-se por função suave aquela que possui derivadas de todas as ordens. 
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C.2.1. Método do Valor Médio (Mean Value – MV) 

A primeira e mais imediata possibilidade é manter somente o termo 

constante e o de primeira ordem da expansão, desprezando     . Assim sendo, 

têm-se a aproximação obtida pelo Método do Valor Médio (C.10): 

             

 

   

        (C.10) 

onde        é a variável aleatória que representa a soma dos termos de primeira 

ordem da expansão. Os coeficientes são determinados pelas primeiras derivadas 

(termos de primeira ordem da expansão), a partir de perturbações nas médias das 

variáveis aleatórias, sendo necessárias     análises para tal, onde   é o número 

de variáveis aleatórias.  

Os dois momentos estatísticos da resposta serão dados por (C.11) e (C.12): 

            

 

   

 (C.11) 

e 

       
    

 

 

   

 (C.12) 

Uma vez que os termos de ordem superior foram desprezados, observa-se 

que a solução será linear e explicita, não sendo suficientemente precisa para 

funções não lineares, como é o caso de análises de fluência ou diretamente 

dependentes dela. Portanto, são necessárias correções que compensem o erro 

inerente ao descarte dos termos de ordem superior. 

 

C.2.2. Método do Valor Médio Avançado (Advanced Mean Value – 
AMV) 

O Método do Valor Médio Avançado (Advanced Mean Value – AMV) é um 

aprimoramento do método MV. O erro devido ao truncamento da expansão da 

série de Taylor após os termos de primeira ordem no método MV é compensando 

pelo acréscimo de um termo à função de desempenho, conforme segue (C.13): 

                      (C.13) 

onde        é dado por (C.14): 
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                (C.14) 

A função        introduz o termo     , que é o valor particular de   

calculado no local do ponto mais provável
31

 (MPPL), com intuito de minimizar o 

erro devido ao truncamento. Com isso, a estimativa da distribuição acumulada da 

resposta, embora ainda não exata, torna-se mais precisa. 

Cita-se a metodologia do método AMV, a partir de Wu et al. (1990) e 

NESSUS (2010): 

 Obtenção da primeira estimativa de     , a partir de perturbações 

nos valores das médias das variáveis aleatórias e da eliminação dos 

termos de secunda ordem em diante da expansão da série de Taylor – 

ou seja, o resultado obtido pelo método MV; 

 Estimativa do local dos pontos mais prováveis (MPPL) a partir da 

solução obtida com os termos de primeira ordem, para níveis de 

probabilidade prescritos, conforme a discretização ou precisão 

desejada pelo usuário; 

 Cálculo de       nos níveis de probabilidade prescritos, 

aperfeiçoando a estimativa da distribuição acumulada da resposta. 

Com isso, serão necessárias       análises para obtenção da superfície 

de resposta, onde   é o numero de níveis de probabilidade prescritos para a 

discretização da mesma. 

Segundo os autores citados, a precisão da estimativa da resposta pelo 

método AMV é sujeita a qualidade da estimativa do ponto mais provável. 

Entretanto, esse método costuma produzir boas estimativas de superfície de 

resposta para muitos problemas de engenharia, uma vez que a correção dos pontos 

da função      em virtude do truncamento após os termos de primeira ordem da 

expansão geralmente é próxima dos valores exatos dos pontos mais prováveis 

(Fossum & Fredrich, 2007).  

 

                                                 

31
 Segundo NESSUS (2010), o local do ponto mais provável (MPPL) é definido pela 

interseção da ligação entre todos os pontos mais prováveis (MPP) para diversas soluções 

particulares de Z(X). 
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C.2.3. Método do Valor Médio Avançado Generalizado (Generalized 
Advanced Mean Value – AMV+) 

Dando prosseguimento ao aumento na precisão da estimativa da superfície 

de resposta, o Método do Valor Médio Avançado Generalizado representa um 

aperfeiçoamento do método AMV.  

O resultado do método AMV pode ser verificado e eventualmente 

aprimorado a partir de algoritmos iterativos, um destinado à estimativa da resposta 

a partir do nível de probabilidade prescrito, outro à estimativa do nível de 

probabilidade a partir da resposta prescrita. Nesta pesquisa, adotou-se o primeiro 

deles. 

A formulação do método AMV+ é dada por (NESSUS, 2010) (C.15): 

                   
  

   
  

  

      
   

 

   

 (C.15) 

A equação (C.15) pode ser expressa como (C.16): 

                 

 

   

 (C.16) 

onde    é a solução particular de   nos pontos mais prováveis já convergidos e os 

   é o coeficiente de cada variável aleatória  , de acordo com o valor assumido 

para a solução de  . 

A principal contribuição desse método é o fato de que o local do ponto mais 

provável (MPPL), anteriormente estimada a partir dos resultados de primeira 

ordem, agora é determinado aproximando-se do valor exato do MPP. 

A metodologia é citada a seguir, a partir de Wu et al. (1990): 

 Obtenção da primeira estimativa de     , a partir dos termos de 

primeira ordem – resultado obtido pelo método MV; 

 Obtenção da segunda estimativa de     , a partir dos locais dos 

pontos mais prováveis (MPPL) – resultado obtido pelo método 

AMV; 

 Avaliação da resposta com base em um erro definido como 

aceitável; 

 Obtenção de novas soluções particulares de      ao redor do ponto 

mais provável do evento indesejável (MPP), procurando aproximar-
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se do valor exato desse, até que os resultados convirjam para um 

valor com erro inferior ao definido. 

A solução pelo método AMV+ representa a forma mais precisa de resposta 

possível de ser obtida pelos métodos de Valor Médio, além de ser uma verificação 

de precisão da solução obtida pelo método AMV.  

Nos exemplos para validação do programa NESSUS
®
 apresentados por Wu 

et al. (1990), muitas vezes os erros verificados com os métodos AMV foram ainda 

inferiores aos erros atribuíveis à modelagem por elementos finitos. Nas palavras 

dos referidos autores, o “método AMV generalizado [AMV+] parece ser ideal para 

a resolução de problemas envolvendo funções de desempenho implícitas e/ou 

complexas”. 
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