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[10] Dumont, N.A.; 2003, Variationally-based, hybrid boundary element

methods., Computer Assisted Mechanics and Engineering Sciences (CA-

MES) 10, pp. 407-430.

[11] Dumont, N.A.; 2003; Variationally-based, hybrid boundary element

methods., In: E.A.W. Maunder, A.A. Javadi (Eds.), Proceedings 3er Inter-

national Conference Trefftz Methods, Developments and Applications in

Computational Mechanics (EuroConference ECONF CM4, IACM Special

Interest Conference), Exeter, England, pp. 25 on CD.

[12] Dumont, N.A.; 2010, From the collocation boundary element methods

to a meshless formulation., in: E.N. Dvorkin, M.B. Goldschmit, M.A.
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A
Potencial de Hellinger-Reissner

A expressão da energia potencial total de um corpo elastico sujeito a

pequenos deslocamentos é dada por

Π =

∫
Ω

U0(εij)dΩ−
∫

Ω

bjuidΩ−
∫

Γσ

tiuidΓ (A-1)

a menos de uma constante. Neste funcional, o primeiro termo corresponde à

energia total interna de deformação, onde

U0(εij) =
1

2
σijεij (A-2)

e os outros termos referem-se ao potencial das forças externas bi e ti que

atuam no corpo. Este potencial foi estabelecido sob as condições restritivas

de compatibilidade geométrica dadas pelas equações (2-5) e (2-6).

Pode-se, no entanto, formular um potencial de forma independente destas

restrições, de forma que estás não sejam atendidas previamente. Isto pode

ser proporcionado através do acréscimo, no funcional, destas condições de

restrição por intermédio de multiplicadores de Lagrange. O novo funcional

resulta, então, como uma forma generalizada da energia potencial total:

Πg =

∫
Ω

U0(εij)dΩ−
∫

Ω

bjuidΩ +

∫
Ω

[
1

2
(ui,j − uj,i)− εij

]
λijdΩ−∫

Γσ

tiuidΓ +

∫
Γσ

(ui − ui)λidΓ (A-3)

onde λij e λi são os multiplicadores de Lagrange. Os novos termos que

surgem nesta equação compensam a eliminação feita previamente das condições

restritivas.

Este novo potencial é função das variáveis εij, ui, λij e λi, completa-

mente independentes entre si, a prinćıpio, sem qualquer relação com as forças

prescritas bi e ti, e com os deslocamentos prescritos ui.

Pode-se nos multiplicadores de Lagrange um sentido mecânico: a variável

λij corresponde às tensões no domı́nio, enquanto λi refere-se a forças no

contorno. Além disto, observa-se que a imposição de estacionariedade do
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Apêndice A. Potencial de Hellinger-Reissner 84

potencial da equação (A-3) estabelece que as variaveis presentes devem ser

relacionadas entre si através das equações (2-1) a (2-6) e (2-10).

Figura A.1: Gráfico da energia interna de deformação.

A expressão Πg na equação (A-3) é, para finalidades praticas, excessi-

vamente geral. Pode-se supor que o tensor das tensões seja simétrico, como

na equação (2-4), que as condições de contorno em termos de deslocamentos

estejam previamente satisfeitas, como na equação (2-6), e que a densidade de

energia interna seja expressa em termos de tensões, isto é, define-se

UC
0 (σij) = σijεij − U0(εij) (A-4)

Para materiais linearmente elásticos, os valores dos termos UC
0 (σij) e

U0(εij) são iguais. A diferença existente consiste na forma como estás duas

parcelas são descritas, conforme representado na figura 2.2.

Além disso, a partir da consideração da simetria de σij, pode-se escrever

um dos integrandos da equação (A-3) na forma∫
Ω

1

2
(ui,j + uj,i) =

∫
Ω

ui,jσijdΩ (A-5)

que, apos a aplicação do teorema de Green e posterior integração por partes,

pode ser reescrito como∫
Ω

1

2
(ui,j + uj,i) =

∫
Γ

uiσijηjdΓ−
∫

Ω

uiσij,jdΩ (A-6)

Com isto, recai-se, a partir da equação (A-3), no potencial de Hellinger-

Reissner:

−ΠR(σsij, u
d
i )=

∫
Ω

[
UC

0 (σsij) + (σsij,j + bi)u
d
i

]
dΩ−

∫
Γ

σsijηju
d
i dΓ +

∫
Γσ

tiu
d
i dΓ (A-7)
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Apêndice A. Potencial de Hellinger-Reissner 85

que depende unicamente dos deslocamentos ui e das tensões σij, independentes

entre si.
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B
Matriz Lbl

Matrizes Lbl previamente calculadas para elementos em duas e três

dimensões.

Matrizes Lbl para elementos 2D

Elemento linear:

Lbl =
1

3

[
2 1

1 2

]
(B-1)

Elemento quadrático:

Lbl =
1

15

 4 2 −1

4 16 2

−1 2 4

 (B-2)

Elemento cúbico:

Lbl =
1

840


128 99 −36 19

99 648 −81 −36

−36 −81 648 99

19 −36 99 128

 (B-3)

Matrizes Lbl para elementos 3D

Elemento triangular linear T3:

Lbl =
1

24

 2 1 1

1 2 1

1 1 2

 (B-4)
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Apêndice B. Matriz Lbl 87

Elemento quadrangular linear Q4:

Lbl =
1

9


4 2 1 2

2 4 2 1

1 2 4 2

2 1 2 4

 (B-5)

Elemento triangular quadrático T6:

Lbl =
1

360



6 −1 −1 0 −4 0

−1 6 −1 0 0 −4

−1 −1 6 −4 0 0

0 0 −4 32 16 16

−4 0 0 16 32 16

0 −4 0 16 16 32


(B-6)

Elemento quadrangular quadrático Q8:

Lbl =
1

45



6 2 3 2 −6 −8 −8 −6

2 6 2 3 −6 −6 −8 −8

3 2 6 2 −8 −6 −6 −8

2 3 2 6 −8 −8 −6 −6

−6 −6 −8 −8 32 20 16 20

−8 −6 −6 −8 20 32 20 16

−8 −8 −6 −6 16 20 32 20

−6 −8 −8 −6 20 16 20 32


(B-7)
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