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A
Potencial de Hellinger-Reissner

A expressao da energia potencial total de um corpo elastico sujeito a

pequenos deslocamentos é dada por
Q Q Ty

a menos de uma constante. Neste funcional, o primeiro termo corresponde a

energia total interna de deformacao, onde

Uo(ei) = %%’% (A-2)
e os outros termos referem-se ao potencial das forcas externas b; e t; que
atuam no corpo. Este potencial foi estabelecido sob as condigoes restritivas
de compatibilidade geométrica dadas pelas equacoes (2-5) e (2-6).

Pode-se, no entanto, formular um potencial de forma independente destas
restricoes, de forma que estds nao sejam atendidas previamente. Isto pode
ser proporcionado através do acréscimo, no funcional, destas condigoes de
restricao por intermédio de multiplicadores de Lagrange. O novo funcional

resulta, entao, como uma forma generalizada da energia potencial total:

1
Hg :/Uo(EU)dQ —/bJuZdQ +/ {—(um — Ujﬂ') — 5ij:|)\ide —
Q Q Q 2

o o
onde A;; e )\; sao os multiplicadores de Lagrange. Os novos termos que
surgem nesta equagao compensam a eliminagao feita previamente das condicoes
restritivas.

Este novo potencial é funcao das varidveis €;;, u;, A;j e A;, completa-
mente independentes entre si, a principio, sem qualquer relagao com as forcas
prescritas b; e t;, e com os deslocamentos prescritos ;.

Pode-se nos multiplicadores de Lagrange um sentido mecanico: a variavel
Aij corresponde as tensoes no dominio, enquanto A; refere-se a forcas no

contorno. Além disto, observa-se que a imposi¢ao de estacionariedade do
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potencial da equagdo (A-3) estabelece que as variaveis presentes devem ser
relacionadas entre si através das equagoes (2-1) a (2-6) e (2-10).
i\

C_
(5U0 —€i]‘60'ij

(SO'ij
Ug (a35)
(SU():UZ']'(SE”'

Uo(eij)

»

g, €ij

Figura A.1: Grdfico da energia interna de deformacdo.

A expressdo II; na equagdo (A-3) é, para finalidades praticas, excessi-
vamente geral. Pode-se supor que o tensor das tensoes seja simétrico, como
na equagao (2-4), que as condigoes de contorno em termos de deslocamentos
estejam previamente satisfeitas, como na equagao (2-6), e que a densidade de

energia interna seja expressa em termos de tensoes, isto é, define-se
C
Uy (05) = oijeij — Uo(e5) (A-4)

Para materiais linearmente eldsticos, os valores dos termos US(oy;) e
Uo(gij) sao iguais. A diferenca existente consiste na forma como estds duas
parcelas sao descritas, conforme representado na figura 2.2.

Além disso, a partir da consideragao da simetria de o;;, pode-se escrever

um dos integrandos da equacao (A-3) na forma

1
/§2§(Ui’j+?j/j7i):/(2ui’j0'ijdﬂ (A—5>

que, apos a aplicacao do teorema de Green e posterior integracao por partes,

pode ser reescrito como
1
o §(ui,j + ’U/jﬂ') = - uiaijnde — 0 uiaij,de (A—G)

Com isto, recai-se, a partir da equacao (A-3), no potencial de Hellinger-

Reissner:

—Ilg(0};, uf) = / [Ug?(afj) + (05, + bi)uf |dQ — /afjnjugldr + / Luddl (A-T7)
Q T N

o
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que depende unicamente dos deslocamentos u; e das tensoes o;;, independentes

entre si.
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B
Matriz L,

Matrizes Ly previamente calculadas para elementos em duas e trés

dimensoes.

Matrizes L;, para elementos 2D

Elemento linear:
112 1

Ly = -
- [1 2]

Elemento quadratico:

. 4 2 -1

Ly =—
bl 5 4 16 2
-1 2 4

Elemento cubico:

128 99 —-36 19

1 99 648 —81 —36
840 | —36 —81 648 99
19 =36 99 128

Matrizes L;, para elementos 3D

Elemento triangular linear T'3:

. 2 1 1

Ly =—

bl 24 1 21
11 2

(B-1)

(B-2)

(B-3)
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Apéndice B. Matriz Ly,

Elemento quadrangular linear Q4:

N~ N
=N DN
N = N =
N N N )

Elemento triangular quadratico T6:

6 -1 -1 0 —4
-1 6 -1 0
1| -1 -1 6 —4 0
T30 0 0 —4 32 16
—4 0 0 16 32
0 -4 0 16 16

Lbl

Elemento quadrangular quadratico Q8:

6 3 2
2 2 3
3 6 2 -8
2 2 6

87

(B-6)
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