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3
Métodos de elementos de contorno

Dos diversos métodos de elementos de contorno que vém sendo utilizados
com sucesso em diferentes aplicacoes numeéricas, trés sao de nosso interesse. No
decorrer do presente capitulo serao apresentados em forma breve a formulacao

e os principais conceitos de cada um desses métodos.

— O método convencional dos elementos de contorno.
— O método hibrido dos elementos de contorno.

— O método hibrido simplificado dos elementos de contorno.

3.1
O Método convencional dos elementos de contorno

O método convencional dos elementos de contorno é obtido a partir
de uma formulacdo em residuos ponderados. Sempre que aplicavel, é uma
ferramenta simples e poderosa de anédlise numérica [1, 2, 3]. Em [9, 13, 26]
se mostra uma formulagao consistente do método, baseada em uma adequada
consideragao das constantes de corpo rigido associadas a solug¢ao fundamental

em termos de deslocamentos.

3.1.1
Formulacao consistente do método convencional dos elementos de con-
torno

Assumimos que o0;; ¢ um tensor simétrico que satisfaz a equagao consti-
tutiva 0;; = Djjpuk,, equacao (2-10). O problema pode ser formulado, na sua
forma forte, utilizando o principio de energia potencial total estaciondria [8],
para uma variacao du; de u;, estendendo o contorno do segundo integrando de

I, para I', uma vez que, de acordo com a equacao (2-3) e (2-6), du; = 0 em I,

Ol = — /(O’jm‘ + bz)éude + /(Uijnj — fz)éuzdf = 0. (3—1)
Q r

Para uma formulacao nao-variacional em termos de residuos ponderados,

que é menos restritiva que a equagao (3-1), recorre-se a um campo de solugoes

*

fundamentais. Isto €, tensoes o;

e deslocamentos u; do mesmo problema de
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elasticidade, 50;;» = C’ijkléu}‘;,l, que satisfaz a parte homogénea oj; = 0 da
equagao (2-1), porém, nao satisfaz as condigoes de contorno das equagoes (2-3)
e (2-6):

Q r

Integrando por partes. Aplicando o teorema de Green e a identidade

aijduf’j = /U/kJCZ'jkléqu = w007, obtemos

/5a;kj77juidl“—/5a;i7juid§2:/tidufdf‘+/bi5ufd9. (3-3)
r Q r Q

A formulagao consistente, do método convencional dos elementos de
contorno, obtém-se a partir da equagao (3-3). As solugoes fundamentais oo e
du} sdo discretizadas adequadamente segundo as equagoes (2-30) e (2-29) em
termos de parametros de forcas arbitrarias dp’, dados como

607 = 05,00, e (3-4)

onde uf, (para s = 1...n") sdo os n” deslocamentos de corpo rigido mul-
tiplicados pelas constantes arbitrarias Cs,,; m indica a localizacao e direcao

da aplicacdo de parametros de forgas arbitrarias dp;,. Também, o7, e duj,
denotam fungoes, com suporte global, das coordenadas e direcoes de dp;, de-
signado por m (ponto origem), assim como das coordenadas e diregoes i (ponto
campo), onde os efeitos de dp}, sdo medidos.

A robustez do método dos elementos de contorno resulta do fato de os
parametros de forcas arbitrarias op}, serem aplicados nos ndés ao longo do
contorno I', do lado de fora do dominio €2, infinitamente fechado. Embora,
oo}

fim € 0uj,, tendam ao infinito (no ponto de aplicagao de dpj,) sdo analiticos

*

em (). Por conveniéncia, as fungoes o, sao normalizadas de modo que para

um dominio 2y que contém Jdp;, com o contorno fechado I'y temos
/ O i, ;AS2 :/ 05imMdl = —Gim, (3-6)
Qo I‘lO

onde d;,, é o delta de Kronecker generalizado (igual a 1, se i e m referem-se ao
mesmo grau de liberdade, ou 0, caso contrério).

De acordo com a definicao associada a solucao fundamental da equacao
(3-6), a integral de dominio do lado esquerdo da equacao (3-3) é, na verdade,

avaliada como [, 0% ju;dQ = =04 ui0p}, = —Upm 0P},
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Substituindo doj; e du; na equagdo (3-3), de acordo com as suas ex-
pressoes dadas nas equagoes (3-4) e (3-5). Obtém-se a expressao modificada

da identidade de Somigliana

Uy, = /tiuz‘mdF—/ afjmnjuidF+/ biur,, dQ+Cl, (/ tiur dl 4+ / biu;-"sdQ) .
r r Q r Q

(3-7)

Essa identidade é utilizada para avaliar os deslocamentos u,, (e consequen-
temente, as tensoes) num ponto m do dominio 2, sempre que, as forgas de
massa b;, forcas de superficie ¢; sejam prescritas e deslocamentos no contorno
u; sejam conhecidos. O termo entre parénteses desaparece quando as forcas
de superficie t; e as forcas de massa b; estao em equilibrio, o que nao neces-
sariamente ¢ atingido quando se esta lidando com aproximagoes. Observa-se
também que, os resultados sdo, em principio, influenciados pelas constantes

arbitrarias Cyp, [1].

3.1.2
Discretizacao numérica

A equacao (3-7) também ¢ utilizada para avaliar os deslocamentos u; e as
forcas de superficie t; como incégnitas do problema ao longo das partes I', e ',
do contorno I', respectivamente. De fato, aproximam-se segundo as equagoes

(2-21) e (2-27) ao longo do contorno I' como
ugl = Uind, e tf = tioly (3'8)

4 6 um vetor de n? deslocamentos nodais e wu;, sao

onde d,,, paran =1...n
funcoes de interpolagao com suporte local, geralmente polindmios escolhidos
de tal maneira que, nos pontos nodais, u;, = J;,. Uma vez que o campo de
forcas de superficie ¢; tem atributos de superficie, os n! parametros ¢, os tém,
mas dependem do vetor normal externo 7; dos nés do contorno aos quais t,
estd fisicamente associado. Geralmente, n' > n¢, devido a que o contorno I'
nem sempre é completamente continuo e alguns nés podem ter duas normais.
A geometria do contorno é aproximada a partir dos atributos nodais
usando as mesmas fungoes de interpolacao u;, da equagao (3-8) (representagao
isoparamétrica), exatamente como no método dos elementos finitos,.
Substituindo as aproximacoes u¢ e ¢ na identidade de Somigliana, dada
pela equagao (3-7), e aplicando dp}, em néds sucessivos do contorno de forma
que 0p;,d,, tenha significado de trabalho virtual, chega-se a equacao basica do

método convencional dos elementos de contorno na sua forma consistente, que
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considera o termo de erro relacionado com a constante C,,,

T r Q
r Q

Escrevendo na forma matricial, temos
Hd = Gt +b + €, (3-10)

onde H = [H,,,] € R™*"" ¢ uma matriz de transformagao cinemadtica [8, 10],
G =[G € R™>*"" & uma matriz do tipo flexibilidade (geralmente retangular)
eb = [b,] € R"™ é um vetor de deslocamentos nodais equivalente as forcas
de massa. As matrizes de potencial duplo e simples, H e G, compreendem
em sua definicao integrais singulares e improprias, respectivamente, quando o
ponto fonte (indice m) e o ponto campo (indice n ou ¢) referem-se aos mesmos
pontos nodais. Entao, cuidados especiais devem ser tomados nas integracoes
numéricas. As integrais singulares podem, sempre, ser avaliadas matematica-
mente, levando em conta os correspondentes significados mecanicos.

O termo de erro € na equacdo (3-10) corresponde a residuos cujas
magnitudes dependem dos deslocamentos de corpo rigido que estao implicitos
na solucao fundamental, da forma como a malha é refinada, ou seja, como
exatamente as forcas de superficie discretizadas estao em equilibrio com as
forcas de massa aplicadas no dominio. Este vetor de residuos é geralmente
ignorado nas implementacoes mostradas na literatura [1, 3], ou as vezes
utilizado como uma medida da convergéncia do modelo numérico. Um modelo
numeérico consistente deve considerar este termo explicitamente e ter uma
formulagao que seja independente de C,,, e nao simplesmente ignora-lo.

Esta questao especifica jé foi assunto de uma investigagao tedrica em [9].
Também ¢é importante a introducao de uma simplificacao conveniente relaci-
onada com a solucao particular (termo b) da equacao (3-10). Os principais
resultados obtidos sao resumidos a seguir.

O vetor de residuos € da equagao (3-10) pode ser escrito como
e=C'R"(t —t") (3-11)
onde R = [Ry,] € R"*"" ¢ definido como

Rgs = /tigugdr (3—12)
r


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821355/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0821355/CA

Capitulo 3. Métodos de elementos de contorno 31

e o produto RTt? vem da aproximacio

/ bul,d) = — / ayinju:sdf - (/ tigufsdf) th (3-13)
Q r r

presente sempre que uma solucao particular relacionada com as forcas de massa
estiver disponivel. Do mesmo modo, o vetor b = [b,,] de deslocamentos nodais

equivalentes, introduzido na equagao (3-10), é aproximado do seguinte modo
/ biui, dQ) = — / 0N U, dl + / OimMj Uy AL+ Oyt
Q r r

= by & —Gouet? + Hpod. (3-14)

Considerando uma malha suficientemente refinada no contorno. Os desloca-
mentos u; e as forgas de superficie ] = o};n;, relacionados com uma solugao
particular arbitrdria (parte nao-homogénea) do problema governado pela
equagao (2-1), podem-se aproximar por deslocamentos nodais d?. e parametros
de forgas de superficie ¢, com precisao suficiente em termos das fungoes de

interpolagao da equacgao (2-28)
up N uppdy, et =o5m; =tgt;  em T (3-15)

Seguidamente, usando as equagoes (3-11) e (3-14), reescrevendo, de forma

conveniente, a expressao da equagao (3-10) como
H(d — d”) = (G+ C'R") (t — t"). (3-16)

Identifica~se na equagao (3-11), com o apoio da dlgebra linear [9], que as colunas
da matriz R da equacao (3-16) abrangem o espaco das forgas de superficie
(t — t?) que ndo podem ser transformadas em deslocamento (néo estao em

equilibrio). Portanto,

(G+C™RHR=0 = C'=-GR(R'R) . (3-17)
O que leva a uma equacao de elementos de contorno consistente

H(d — d?) = G,(t — tP), (3-18)
onde G, = GP5% é a parte admissivel de G e

P;=1-Rz=I1-R(R'R)'R” (3-19)
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é o projetor ortogonal para o espaco admissivel das forcas de superficie, que
compreende a parte de forcas de superficie que estao em equilibrio e podem,
portanto, ser transformadas em deslocamentos nodais equivalentes através da
matriz de flexibilidade G,.

3.1.3
Avaliacao espectral das matrizes envolvidas

Seja W = [W,,] € R™ " uma matriz cujas colunas formam uma
base ortogonal de deslocamentos nodais d da equagao (3-16), relacionados
aos deslocamentos de corpo rigido, de tal forma que WTW = I. Entéo, os
deslocamentos de corpo rigido ul, introduzidos na equacao (3-5) podem ser
normalizados de modo que os seus valores nodais coincidam com W, nos

pontos nodais. Apds isso temos que
Upy = Ui, Wi em I (3-20)

Além disso, é aconselhdvel pensar o vetor de forcas de superficie t
. . d
expresso em termos de forgas nodais equivalentes p = [p,] € R" que surgem

a partir de demonstracoes do principio dos trabalhos virtuais

Odmpm = (5dm/uimtigdft5 = DPm = Lypty ou
r

p =L"t, (3-21)

onde LT é uma matriz de transformacao de equilibrio, ja que transforma forcas
de superficie em carregamento nodal equivalente.

Com as definicoes de W e LT, dadas acima, verifica-se a equivaléncia
R=LW (3-22)

para R, como definido na equagao (3-12), o que significa que, para um dominio

finito,
Wip-p’)=0 & R (t—t")=0. (3-23)

As relacoes anteriores ajudam a entender as propriedades espectrais das
matrizes H e G, da equacao (3-18). W = N(H) e G,R = 0 sao verificagoes
parciais da consisténcia. Definindo V como o espaco nulo de V. = N(H7),
verificamos que [V'G,| ~ 0 e nio |[V'G,| = 0, o que significa que a

equacao (3-18), nao é completamente consistente. O que era esperado, ja que a
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equagao (3-2) foi obtida de uma formulagao em residuos ponderados, que nao

¢ variacionalmente consistente, se for comparada com a equagao (3-1).

3.1.4
Formulacao nao consistente do método convencional dos elementos de
contorno

A versao inconsistente da equagao (3-18) é a formulacdo do método

convencional dos elementos de contorno, apresentada em [1, 2, 3] como
H(d — d°) = G(t — tP) (3-24)

pode-se obter diretamente considerando nulo o erro € da equagao (3-10) ou a
matriz CT da equacdo (3-16). A definicdo formal das matrizes envolvidas, cuja

avaliagao conceitual é dada por Dumont [9,13], é

H=H,, = /Fa;imnjumdf (3-25)

r

3.2
O método hibrido dos elementos de contorno

A formulagdo do método hibrido dos elementos de contorno, que tem
uma base variacional, foi proposto em 1987 por Dumont [7], origina-se da
variacao do potencial de Hellinger-Reissner. O método baseia-se nas hipéteses
de aproximagoes de tensoes 0;; no dominio €2 e de deslocamentos u; no contorno
I'. Desde que foi proposto, mostrou-se como um método robusto na solugao de

diversos problemas da engenharia.

3.2.1
O potencial de Hellinger—Reissner

O potencial de Hellinger-Reissner é obtido de uma generalizagao da
expressao da energia potencial total de um corpo elastico sujeito a pequenos

deslocamentos (maiores detalhes no Apéndice A).

_HR(Uija ul) :/ [UOC(O'”) + (Uij,j + bl)u,]dQ —/Uijnjuidf —I—/fzu,df (3—27)
Q r

o

onde U§ (o) é a energia interna de deformagao complementar. Observa-se na

Figura A.1 que
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Uy () = o5 — Uo(eyy) (3-28)
onde Uy(e;;) é a energia interna de deformagao.

3.2.2
Formulacao do método hibrido dos elementos de contorno

Considerando que a parte do contorno I';, sera levada em conta somente
ap6s a formulacao matricial do problema, ou seja, I'; = I' e t; = ¢; na equacao

(3-27), pode-se obter a forma estacionéria do potencial:

— (SHR(O'Z],UZ):/5UOC(UZ])dQ + /[(Uz‘jﬂ' + bl)éul + (SO’ijJ"LLi]dQ +
Q Q

r r
onde a variagdo da energia interna de deformagao complementar dUS (o),

segundo a Figura A.1 do Apéndice A, é
(5U§(O'ls]) = 50’%51‘]' = (50’5]-7112"]'. (3—30)

Substituindo na equagao (3-29) a discretizagao das tensoes 0o;; expressa

na equagao (2-23) de acordo com as tensoes referentes a solucao fundamental

*

ud de acordo com a equacgio (2-21) e considerando a equacgio (3-30), chega-se

e tf, ou seja, equagoes (2-30) e (2-31), a discretizagao dos deslocamentos

a expressao
_5HR:5p:n [anp;;_Hmn(dn_ dfm)] +5dm|:_Hnmp:L+<pm_ pfn)}zo (3_31)

Para quaisquer valor de dp¥, e dd,, a equagao (3-31) resulta no sistema de
equacoes matriciais que governam o problema no método hibrido dos elementos

de contorno,

Fp*=H(d-d") (3-32)

H'p* = (p - p") (3-33)
onde

F=F,, = /Ft;‘mu;‘ndF + O = /Fa;imnjufndf + Omn (3-34)

r T
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F ¢é a matriz de flexibilidade simétrica e H é uma matriz de transformacao

cinematica.

3.2.3
Matriz de rigidez

Da equagao (3-32) é obtida a expressao p* que apés ser substituida na

equagao (3-33), resulta em uma outra equagao que é

K(d-d)=p-p’ (3-36)
onde

K =H'F"VH (3-37)

K ¢é a matriz de rigidez simétrica que transforma deslocamentos em forcas.
Sendo a matriz de flexibilidade F singular, precisa-se utilizar para sua inversao
a técnica de inversa generalizada, que considera uma base ortonormal V = V,,,..

do espaco das forcas p* do sistema interno

FOU =F+VVT (3-38)

3.3
O Método Hibrido Simplificado dos Elementos de Contorno

Como consequéencia das investigagoes das propriedades das equacoes
matriciais do método hibrido dos elementos de contorno, foi proposto o método
hibrido simplificado dos elementos de contorno em [5]. O método baseia-se nas
mesmas hipdteses do método hibrido dos elementos de contorno (aproximagoes
de tensoes o;; no dominio €2 e deslocamentos u; no contorno I') e na suposicao
de que a solugao fundamental em termos de deslocamentos u; também ¢ valida

no contorno I'.

3.3.1
Formulacao do método

Considerando que a parte do contorno I',, serd levada em conta somente

apos a formulacao matricial do problema, ou seja, ', =T e t; = t;,

Q Q T

Substituindo de;; = du;; (obtida considerando das equagoes (2-4) e (2-5)).

Integrando por partes e aplicando o teorema da divergéncia resulta
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r Q Q r

Realizando a discretizacao dos integrandos pelas equagoes [3-12] e [3-13]

no contorno e pelas equagoes [4-6] e [4-7] no dominio, considerando as equagoes

[2-27] e [2-28], obtemos

r r r

ou
Oty [Hnpy, — P+ 3] =0 (3-42)

onde, para qualquer valor de §,,, resulta na equagao matricial de equilibrio
H'p" = (p-p"). (3-43)

Observamos que a equagao (2-25), onde o campo de deslocamentos u
do corpo eldstico ¢ expresso a partir do campo de tensoes o}; definido pelas
equagoes (2-23) e (2-30), em principio vélida para o dominio pode ser estendida

para ser utilizada no contorno e reescrita em forma conveniente como

Avaliando a equagao (3-44) nos pontos nodais ao longo do contorno I'
e escolhendo um conjunto de funcoes de deslocamentos de corpo rigido u],
de forma que, quando medida nos pontos nodais do contorno, resulte na base

ortonormal W, obtém-se a equacao matricial
U'p*+ WCp* =d — dP. (3-45)

Pré-multiplicando a equacao acima pelo projetor ortonormal aos deslo-

camentos de corpo rigido P%V =TI - WWT, temos
PyU'p’ = Piy(d — ), (3-46)

ja que PéVW = 0. Esta equacao de compatibilidade nodal de deslocamentos
juntamente com a equagao de equilibrio nodal de forgas dada pela equagao (3-
43), formam o sistema de equagdes matriciais do método hibrido simplificado

dos elementos de contorno.
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U'p* = (d—d")
(3-47)

H'p* = (p - p®)
A matriz U requer somente a avaliagdo da solucao fundamental em

termos de deslocamentos diretamente nos pontos nodais. A matriz H é a matriz

de transformacao cinematica ja estudada nos métodos anteriores.
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