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2
Consideracoes Teodricas Importantes

2.1
Conceitos basicos da teoria de elasticidade linear

Seja um corpo eldstico, com interior € e contorno I' (figura 2.1), sujeito
a pequenos deslocamentos. Os deslocamentos de um elemento infinitesimal df?2
desse corpo sao descritos pela teoria da elasticidade segundo dois sistemas de

coordenadas:

e Um sistema global ou externo, onde se tem deslocamentos absolutos w;,
sobre os quais realizam trabalho duas forcas externas: as forcas de massa
b; (que agem no dominio 2) e as forgas de superficie ¢; (que agem no

contorno I).

e Um sistema local ou interno, onde se tem deformacoes ¢;; (deslocamentos
relativos), num elemento infinitesimal do dominio df2, gerados pelas

tensoes ;.

T2

Figura 2.1: Corpo eldstico equilibrado submetido & acdo de forcas externas, b; e t;, e
deslocamentos prescritos u;.

Decompondo o contorno I" em I', e ', (isto é, ' =T', +T",). Em T, agem

as forcas prescritas ¢; e em I', os deslocamentos prescritos @;.
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Formulamos o problema de elasticidade linear como segue.

Seja um conjunto de forgas externas prescritas aplicadas sobre o corpo
elastico, descritas no sistema global pelas forcas b; agindo em Q e as forcas ¢;
agindo em I',. Uma anélise desse corpo consiste em determinar: os desloca-
mentos u; que ocorrem em {2 e I',; as reagoes de apoio t; que surgem em [',, e
as tensoes o0;; em 2 provocados pela influéncia das solicitagoes externas.

Para determinar os valores nao prescritos é necessario estabelecer relagoes
de transformacao entre forcas e deslocamentos, relacionados com os sistemas
interno e externo. Essas relagoes de transformagcao sao descritas como segue.

As relagoes de equilibrio de forcas, que relacionam as forcas descritas no
sistema externo com as tensoes do sistema interno, sao dadas pela equacao

diferencial que governa o problema

0ji;+bi=0 em Q (2-1)
e a relacao

on; =t em T. (2-2)

Considerando as condicoes de contorno, temos a relacao de equilibrio das forcas

de superficie
ti = EZ em Fo, (2-3)

onde 7; sao os cossenos diretores do vetor 7 normal ao contorno dI'. Os indices
1 e J, associados as direcoes das coordenadas do sistema, assumem valores 1, 2
e 3 para problemas tridimensionais.

A propriedade de simetria do tensor de tensoes, relacionado com o

equilibrio de momentos, é
Oi; = 0j; €In Q. (2-4)

As relagoes de compatibilidade entre as deformacoes no sistema interno e
os deslocamentos no sistema externo, sao chamadas relacoes de transformacao

cinemética. Para pequenos deslocamentos a relagao é dada por
1
ey = 5(uij +uje) em €, (2-5)

onde ¢;; € o tensor de deformacoes e u; ¢ o campo de deslocamentos. Além disso,
levando em conta as condig¢oes de contorno, tem-se a relacao de compatibilidade

de deslocamentos
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u; =u; em L. (2-6)

Finalmente, as relacoes constitutivas que representam as relacoes que
existem entre o tensor de tensoes o0;; € o tensor de deformagoes ¢;; em qualquer
ponto do corpo eldstico. Essas relagoes podem ser simples ou complexas,
dependendo do material e as condi¢oes a que é submetido o corpo. Para um
material linearmente elastico, isotrépico e homogéneo, a relacao constitutiva é

expressa por
0ij = Dijui€n, (2-7)

onde D;jr; € o tensor de constantes elasticas dado por

2Gv
Dijw = m@ﬂskl + G005 + 0ubji) (2-8)

sendo v o coeficiente de Poisson, G o coeficiente de elasticidade transversal ou

de cisalhamento e d;; ¢ o delta de Kronecker definido por

1 o
0 —{ e (2-9)
0 se 1# 7.

Considerando as equagoes (2-4) e (2-5), reescreve-se a equagao (2-7) como
0ij = Dijritg,. (2-10)

Substituindo a equacao (2-8) e considerando a condic¢ao de simetria da matriz

constitutiva D;jx, a equagao (2-10) é expressa na como

2Gv

Oij = G(um- + um) + m

uk,kéij. (2—11)

Utilizando a equagao (2-11), também é possivel expressar a equagao (2-1) em

termos do campo de deslocamentos u;, resultando na equacao de Navier

Gui,kk +

T QUUk’ki +b;,=0 em Q. (2-12)

2.2
Conceitos basicos da teoria de potencial em regime permanente.

Seja um corpo homogéneo qualquer, com interior €2 e contorno I' (figura
2.2). Considere ainda a decomposi¢do do contorno I' em I'; e I',. O corpo

homogéneo é submetido a uma fonte interna de energia () em seu dominio {2
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e a fontes prescritas de energia g, ao longo de I';. O potencial u ¢é prescrito na

parte do contorno complementar I',,.

Figura 2.2: Corpo homogéneo submetido a agoes de fontes externas de energia, Q e g, e
potencial prescrito u.

Geralmente, a taxa do fluxo ¢; na diregao i, é relacionada com o gradiente

de certo potencial u;. Essa relacao é expressada como
¢ = —kpu; em £, (2-13)

onde k,, é a condutividade do material.
A partir do equilibrio entre a taxa gerada pela fonte () por unidade de

volume com a taxa de fluxo ¢; em estado permanente tem-se
¢i;i+ Q=0 em Q. (2-14)

Substituindo a equagdo (2-13) em (2-14), considerando o material sendo

isotrépico, chega-se a equagao diferencial que governa o problema de potencial
koui; —@Q =0 em Q. (2-15)

A equacao acima pode-se reescrever na forma da equacao de Poisson
u;——=0 em € (2-16)

onde k,, = k; = k, = k.. No caso de problemas de potencial sem fonte interna

@, a equacao de governo se torna a equacao de Laplace, ou seja,

u; =0 em Q. (2-17)
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No contorno I' =I', + I'y, o fluxo ¢, normal a superficie, é expresso por
¢ = —qim; em T (2-18)

onde 7; sao os cossenos diretores do vetor 77 que ¢ normal a superficie
dl'. Além disso, considerando as condi¢bes de contorno, temos a relagao de

compatibilidade de potencial
u=u em I, (2-19)
e a relacao de equilibrio de fluxo normal

Gn = ¢q, €m 1jq- (2—20)

2.3
Discretizacao dos deslocamentos, das tensoes e das forcas de superficie

Trés campos independentes sao necessarios para o desenvolvimento do
d

presente trabalho. O campo de deslocamentos no contorno u{, o campo de

tensdes no dominio of; e o campo das forgas de superficie no contorno ;.

2.3.1
Discretizacao dos deslocamentos no contorno

O campo de deslocamentos u; ao longo do contorno I' é, explicitamente,
aproximado por uf. Onde u{ indica a discretizacio do deslocamento u; no
contorno, em termos das fungoes de interpolacao polinomiais u;,, com suporte
compacto e pardmetros de deslocamentos nodais d = [d,] € R", para n?

graus de liberdade do modelo discretizado. Isto é,
ul = uppd,, em T, (2-21)
de tal forma que

w=1; em T, (2-22)

1

2.3.2
Discretizacao das tensoes no dominio

O campo de tensoes 0;; no dominio €2, é¢ aproximado por o7;. Onde o7; de-

*

nota as tensoes no dominio {2 como uma soma de uma solugao fundamental o7,

com suporte global, multiplicado pelos parametros de forca p* = [pf] € R,
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aplicados nos mesmos pontos nodais m do contorno aos quais os deslocamentos

nodais d,, estdo associados (n* = n?) e uma solucao particular arbitraria ol

Ufj = 0'2;. + Uipj = O-;jmp:n + O'fj em £ (2—23)

de tal forma que a equagao (2-1) reescrevesse como

* _ P _
A partir do campo de tensoes o;; da equagao (2-23), obtém-se desloca-

mentos
uj =y +uj +uf = (uy, +ui,Csn)py, +uf em (2-25)

onde v}, sao os deslocamentos da solugao fundamental correspondente a

0/im € 0 deslocamento u? é a parcela que corresponde a solugao particular
oi;. Deslocamentos de corpo rigido sdo incluidos em termos de fungoes uj,
multiplicados por constantes (em principio) arbitrdrias Cy,, € R™*"", onde
n” é o nimero de deslocamentos de corpo rigido do problema discretizado.
Os indices ()* e ()" denotam, respectivamente, a solugao fundamental e os
deslocamentos de corpo rigido. As solugoes fundamentais sao utilizadas como
funcoes de ponderagao no método dos elementos de contorno convencional. Em
métodos de elementos de contorno variacionais (caso do método hibrido dos
elementos de contorno), em particular, representam fungoes de interpolagao do

dominio.

2.3.3
Discretizacao das forcas de superficie no contorno

O campo de fOI" as de Su erﬁ'cie tz ao lOH (6] dO contorno F é a roximado
)
or tt <>1|(1e t esta associad() a\s f()I‘CZiS (16 Su erfl'cie CcOomo re 1eri<]<> 11O 11 ét()(l()
77 b1 )

dos elementos de contorno convencional e é dado por
t! = uyt, discretizacio convencional (2-26)

No entanto, no método expedito dos elementos de contorno a discretizacao
utilizada serd uma versao proposta por Dumont [13], modificagdo que traz

vantagens quando tratamos com contornos curvos e é dado por

| J | (ate)

th=tyty = —+—
7]

ugty  discretizacao modificada. (2-27)
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Ao longo de T',, de acordo com a equagao (2-3), a equagdo mantém-se como
T = tyly.

Na equacdo (2-27), uy denotam as fungoes de interpolagdo polinomiais
com suporte compacto e t = [ty] € R™ sdo parametros de forcas de superficie.
O indice ¢ refere-se as direcoes das coordenadas do sistema e o indice /
a qualquer um dos n' graus de liberdade relacionados com as forcas de
superficie do problema (denotando tanto a localizagao e orientagao) para nds
adequadamente distribuidos ao longo do segmento de contorno I'. As fungoes
de interpolacao u;, tém as mesmas propriedades das fungoes de interpolacao
w;m apresentadas na equagao (2-21).

Na equagao (2-27), | J|(ate) € 0 valor do Jacobiano das coordenadas globais
(x,y,z) em fungao das coordenadas naturais (£,7) nos pontos nodais ¢. A
expressao |J|e/|J| apresenta um termo no denominador que cancela-se
com o termo Jacobiano do segmento de contorno infinitesimal dI" = |.J|d{dn
na expressao integral das equagoes (3-25), (3-26) e (4-5). Isto, ndo apenas
melhora a capacidade de t! para representar as forgas de superficie ao longo de
segmentos de contornos curvos, também simplifica a integracao numérica dos
termos relacionados [13].

O ntmero de graus de liberdade para as forcas de superficie n' e

deslocamentos n¢

nao sao necessariamente os mesmos, desde que mais de
um parametro de forca de superficie seja associado com uma descontinuidade
num né do contorno, onde os segmentos adjacentes apresentam diferentes
normais exteriores [13]. Como consequéncia temos que n' > n?. E importante
ressaltar que ¢,, na equacao (2-27), tem atributos de forcas de superficie nas
extremidades do segmento de contorno. Enquanto u;,,, na equacao (2-21), tem

atributos de deslocamento em pontos nodais.

2.4
Aproximacao da solucao particular no contorno

Dada uma malha, suficientemente refinada no contorno I', os deslocamen-
tos ul e as forgas de superficie ¢! relacionados com uma solugao particular arbi-
traria da parcela nao homogénea da equacao (2-1) podem ser aproximadas com
precisao suficiente por parametros de deslocamentos nodais d” = [dF] € R™ e
parametros de forcas de superficie t? = [t}] € R™, respectivamente, em termos
das fungoes de interpolagao das equagoes (2-21) e (2-27) da seguinte maneira

Ui

~ uzmdﬁw

t; = opm; = tyt; em T, (2-28)

sempre que uma solugao particular arbitraria para as forgas de massa b; seja

conhecida em termos de deslocamentos u! e tensoes afj. Esta aproximagao pode
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tornar as equagoes subsequentes em simples, elegantes e de facil manipulacao

10].

2.5
Solucao Fundamental.

Consideramos como solugao fundamental o campo de deslocamentos

ur

7, calculado para cada diregao coordenada i gerado pela acao de uma

forca concentrada arbitraria p}, com um determinado grau de liberdade m
do contorno discretizado (né do contorno), obtidos a menos de constantes
relacionadas com os movimentos de corpo rigido [10].

Essa solucao fundamental é expressa por
Ui = WPy + € = (g, + ;. Com) pr, em - 2, (2-29)

onde ¢ e Cy, sao, em principio, constantes arbitrarias; wu}, funcoes de
interpolacao singulares e uj, fungoes de interpolacao referentes ao deslocamento
de corpo rigido. O procedimento para calcular as funcoes uj,, e ul, sao
apresentadas nas segoes 2.5.1 e 2.5.2.

Considerando a equacao (2-10), as tensoes o;; associadas a solugao

fundamental em termos de deslocamentos u; sao expressas por

03 = OtimPm = DijkiUpm Py, em (L (2-30)

Na equagao (2-2), as forgas de superficie ¢} associadas a solugao fundamental

*

em termos de tensoes o7, a0

i =t = OpjmiPm em L. (2-31)

No método dos elementos de contorno convencional, a for¢a concentrada
pr, € considerada com intensidade unitaria e as constantes, referentes a
deslocamento de corpo rigido ¢, nao sao consideradas. No método convencional
dos elementos de contorno, a solucao fundamental é utilizada como fator de
ponderagao e nos métodos hibridos dos elementos de contorno, como funcgao

de interpolacao.

2.5.1
Funcoes de Interpolacao Singulares.

As funcoes de interpolacao singulares u,, sao obtidas de modo que a
solugao fundamental u; satisfaga a parte homogénea da equacao diferencial
que governa o problema de um corpo submetido a uma forca concentrada

arbitraria p¥, [3, 2]. Da primeira equacao de (2-24) obtemos
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(0 + Dim)pr, =0 em (2-32)

Jim,j

onde A, é a funcao singular delta de Dirac, definida por

A, = 00 se z =m (mesmo né) (2.33)
0 se i#m.
A funcao A;, tem a seguinte propriedade
Q
onde ¢;, ¢ o delta de Kronecker, isto é,
1 =
{0 (2:3)
0 se i#m.
Na equagao (2-32) observamos que para qualquer valor de p,, tem-se
Otim; + Dim = 0. (2-36)
Integrando no dominio €2, obtemos
Q

Aplicando o teorema da divergéncia e considerando a equagao (2-31), apés a
integracao para um contorno I' que circunscreva o ponto de aplicacao da forca

pr,, tem-se
/ £ AT 4 G = 0. (2-38)
r

Expressoes para as solucoes fundamentais, em termos de deslocamentos, sao
obtidos partir da equagao de Navier, equagao (2-12). Para problemas tridimen-
sionais de elasticidade linear, considerando material isotrépico e homogéneo,

temos

1

sy = m[(?) — 47/)51771 -+ T’7i7’7m]. (2—39)

Para problemas em estado plano de deformacgoes obtemos a conhecida fungao

chamada, solucao fundamental de Kelvin

1
o T (33— 4] . . A
in = Ty 8~ I i) (2-40)
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onde

[SIE

ri=x;—x" e r=(rmr) (2-41)
sendo r a distancia entre o ponto de aplicagao z!" da forga concentrada p,
(ponto fonte) e o ponto z; onde queremos medir o valor da fun¢ao (ponto
campo). O termo 7, denota a derivada de r na direcdo i.

A expressao da solucao fundamental em termos de tensoes correspon-

dente a funcao da equagao (2-40) é dada por

. -1
Oijm = m[(l — 2V) (T7i5jm + ’f’J'(Sim + T,méij) + 27"2"/“]'7“7”]. (2—42)
A expressao de pj,, correspondente a func¢ao do campo de tensoes da

equagao (2-42) é

or
oy |1 2+ 2raral g = (1= 207t 7o)

on

* JR—
Pim =

(2-43)

Para problemas de potencial tridimensionais, considerando material ho-

mogéneo e isotropico em regime permanente, tem-se

1
— 2-44
Uim = 7 — (2-44)
com fluxos
—x —x —x
o T o T o T 245
@ Akmr3 1y Akerr3 ¢ % Akmr3 ( )

Para problemas de potencial bidimensionais, considerando material homogéneo

e isotropico em regime permanente, temos

_In(r)

o= 2-46
uzm 2k7T Y ( )
com fluxos
* z * Y
f— g 2_47
T 2772 1y 2mr? ( )
2.5.2

Funcoes de interpolacao referentes aos deslocamentos de corpo rigido

’

E conveniente considerar funcoes de interpolagao normalizadas u], de
modo que, quando avaliadas no contorno I' para cada grau de liberdade s,

resultem em uma base ortonormal de deslocamentos de corpo rigido W,,,s = W.
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Supondo que essas fungoes normalizadas uj, = u* possam ser obtidas a
partir de fungdes arbitrarias de deslocamentos de corpo rigido ul, = u" pela

expressao

u, =u,,T,, ou u=uT. (2-48)
Para cada grau de liberdade m do contorno chega-se a

W’ =U" T, ou W=UT. (2-49)

Pré-multiplicando por W' e sabendo que WIW = I, sendo I a matriz de

identidade, chegamos a
T=W'U)" (2-50)

Conhecidas as fungoes arbitrarias u}, e a base ortonormal W,,,., obtemos T e

Uss.
Para problemas de elasticidade, em estado plano de deformagcoes, pode-se

utilizar como fungoes arbitrarias de deslocamentos de corpo rigido

I IS R g
== 2 (2-51)
0 1 T

e para problemas bidimensionais de potencial

a’f zﬁ‘”:[1] (2-52)
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