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Resumo

Sandoval, Mario Germéan; Sampaio Filho, Rubens. Identificacao
de parametros em sistemas mecanicos através da resolugao
do problema inverso com inferéncia estatistica Bayesiana.

Rio de Janeiro, 2013. 74p. Dissertacao de Mestrado — Departa-

mento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catodlica

do Rio de Janeiro.

O problema de estimacao pode ser entendido como um caso particu-
lar dos problemas inversos. Dadas observacoes da resposta de um sistema
para certas causas, deseja-se estimar certas carateristicas do sistema. Es-
sas carateristicas, em um sistema dinamico, geralmente sao representadas
por parametros. Assim, para uma representacao fisico-matematica do sis-
tema, dada uma excitacao e observando a resposta, é possivel obter uma
estimacao dos parametros. A estimacao paramétrica é de grande importan-
cia e utilizada em diversas situacoes, desde experimentalistas, ao observar
fenomenos no laboratorio, até quem estuda o comportamento de setores
sociais por amostras populacionais. A parte inicial desta dissertacao ap-
resenta uma breve introducao ao problema inverso do marco da estatistica
Bayesiana. Neste marco trata-se a estimagao paramétrica como resultado da
resolucao de um problema inverso. Duas técnicas de estimacgao s ao deduzi-
das a partir da inferéncia estatistica Bayesiana. A primeira delas, minimos
quadrados, coleta todos os dados e logo faz a estimacao. A segunda, filtro
de Kalman (e filtro de Kalman extendido), melhora o estado do conheci-
mento dos parametros a serem estimados a cada nova observagao. Para a
abordagem destas técnicas de estimacao, de modo de poder compara-las, é
apresentada a resolugao analitica de um sistema harmonico de um e dois
graus de liberdade. Por tltimo, é apresentada uma modelagem de uma ban-
cada experimental, em escala de laboratério, que emula uma coluna de per-
furacao acoplada a um motor. Esta bancada foi desenvolvida para estudos
de dinamica torcional, na dissertacao de mestrado de Bruno C. Cayres A.,
de mode que aqui s6 é de interesse a caraterizacao da mesma. As técnicas
de estimagao paramétrica sao usadas de forma tedrica, simulando os dados
a partir de solugoes analiticas para diferentes parametros da modelagem do
motor e da coluna. Também usa-se medicoes feitas na bancada para estimar
os parametros da modelagem, obtendo assim um conhecimento melhorado

dos parametros envolvidos no sistema coluna-motor.

Palavras—chave

Problemas inversos; inferéncia estatistica bayesiana; minimos

quadrados;  filtro de Kalman.
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Abstract

Sandoval, Mario Germdan; Sampaio Filho, Rubens (Advisor).
Identification of Mechanical Systems Parameters Through
Inverse Problem’s Resolution with Bayesian Statistical
Inference. Rio de Janeiro, 2013. 74p. MSc. Dissertation — Depar-
tamento de Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catdlica
do Rio de Janeiro.

The estimation problem can be understood as a particular case of
an inverse problem. Given observations of the response of a system, due
to certain causes, one wants to estimate certain characteristics of the
problem. These features, in a dynamic system, are usually represented by
parameters. Thus, for a mathematical representation of the physical system,
given an excitation and given the observing response, it is possible to give
an estimation of the parameters. The parameter estimation is of great
importance and used in countless situations, such as experimental obseration
of a phenomena in the laboratory or even by those who study the behaviors
social sectors by population samples. The initial part of this dissertation
presents a brief introduction to the inverse problem the framework of the
Bayesian statistics. In this context, the parametric estimation is a result of
the resolution of an inverse problem. Two estimation techniques are derived
from the Bayesian statistical inference. The first of these, least squares,
collects all the data and then makes the estimation. The second, Kalman
filter (and extended filter Kalman), improves the state of knowledge of the
parameters to be estimated, with each new observation. To address these
estimation techniques, in order to be able to compare them, presents the
analytical resolution of a harmonious system of one and two degrees of
freedom. Finally, it is presented a model for an experimental setup, in
laboratory scale, which emulates a drillstring coupled to a motor. This
experimental setup was developed to study the dynamic torsional and by the
author of the dissertation of Bruno C. Cayres A., the mode that is of interest
here only the characterization of it. These techniques are used for parameter
estimation in theoretical way, simulating data from the analytical solutions,
for different parameters involved in the column-motor modeling. Also, we
use measurements obtained from the experimental setup to estimate the
parameters of the column-motor model. Thereby, we obtain an improved

knowledge of the parameters involved in the column-motor.

Keywords

Inverse problems; bayesian statistical inference; least squares;

Kalman filter.
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1
Introducao

Neste capitulo, serd apresentada uma breve discussao do problema in-
verso de modo de introduzi-lo, e se dard uma breve introducao a estimacao
paramétrica no marco do problema inverso, destacando ao conhecido filtro de
Kalman como ferramenta de estimagao. Serd descrito o objetivo do trabalho e
serd feita uma breve revisao bibliografica sobre inferéncia bayesiana e técnicas

de estimagao de parametros.

1.1
O que é um problema inverso?

Segui um exemplo simples de modo de introduzir os conceitos de problema
direto e problema inverso.

Considere um sistema linear de equacgoes algébricas

[a]x = b, (1.1)
onde [a] é uma matriz quadrada, b e x sdo vetores.

Suponha que [a] e x sdo conhecidos e se deseja encontrar o valor de b. Isso
pode ser feito de maneira direta, com a ajuda da Eq.(1.1), utilizando somente
uma operacao de multiplicacao de matrizes. Portanto, esse é um exemplo de
um problema direto.

Por outro lado, suponha agora que as informagés conhecidas sejam [al
e b, e que se deseje encontar o vetor x. Nesse caso, se [a] for ndo singular o

problema tem uma tnica solucao dada por

x = [a] ' b, (1.2)
onde [a] " 4 matriz inversa de [a]. Nesse caso tem-se um exemplo simples de
problema inverso.

Um exemplo mais complexo de problema inverso é a determinacao da
matriz [a] dado que se conhece os vetores b e x.

Os problemas inversos podem ser classificados, do ponto de vista ma-
tematico, como bem postos ou mal postos. Se a solucao do problema inverso
existe, é Unica e é estavel com respeito a qualquer perturbagao, entao é pos-

sivel dizer que o problema é bem posto. Caso contario, ele é dito mal posto.
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Nos exemplos apresentados acima, o problema de calcular a inversa de uma
matriz nao singular é bem posto. J4 o problema de determinacao da matriz [a]
conhecendo os vetores b e x é mal posto.

Problemas inversos podem ser encontrados em diversas areas de interesse
prético [4, 5], como por exemplo: (i) a construgdo de uma imagem a partir da
integral de linha da absorcao ao longo de linhas através do corpo humano, num
exame de tomografia; (ii) ajustar uma curva para a descrigdo de dados experi-
mentais; (iii) identificacdo de imagens de satélite; (iv) tratamento de imagens
desfocadas; (v) andlise de ondas sismicas; (vi) identificagdo de parametros em

sistemas mecanicos; etc.

1.2
Problemas inversos e estimacao paramétrica

Ao realizar medigoes no laboratério, o objetivo é obter informacoes para
caraterizar algum sistema fisico ou fenomeno de interese. Entretanto, em mui-
tos casos as informagoes necessdrias para caracterizagao do sistema/fenémeno
nao sao aquelas que podem ser efetivamente medidas no laboratério. Nesses
casos é necessario buscar relagoes entre as informacoes disponiveis e aquelas
que realmente sao necessarias para completa descricao do sistema ou fenomeno
fisico. Esse tipo de situacao, em que se busca uma causa para um efeito medido,
é um problema inverso no contexto de estimagao de parametros [16].

A estatistica bayesiana desempenha um papel importante na resolucao de
problemas inversos, mais precisamente no campo da estimagao de parametros.
Assim, esta fornece uma teoria de inferéncia proporcionando uma relacao entre
as medicoes no laboratorio e as predicoes tedricas.

Na estatistica bayesiana, a funcdo densidade de probabilidade (PDF)
posterior, p(x|y), fornece o estado do conhecimento sobre um parametro ou
um vetor de parametros, x a partir de dados coletados, y.

A partir da inferéncia bayesiana pode-se deduzir o método de minimos
quadrados. Este usa todos os dados coletados e minimiza a distancia entre
estes dados e os dados pela modelo tedrico, variando valores de parametros
desejados para consegui-lo (vease o capitulo 3). Este método é muito usado
por experimentalistas para na estimacao de parametros em problemas que
apresentem tanto lineares quanto nao lineares respeito aos mesmos. Este
método requer a colegao prévia de todos dados para a estimacao.

Além disso, a inferéncia bayesiana também fornece uma teoria que posi-
bilita a deducao de métodos de estimacao recursivos, i.e. que atuliza o estado
de conhecimento da estimacgao a cada medigao. Considerando linearidade com

respeito aos parametros, o filtro de Kalman é um destes métodos. No entanto,
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existem variacoes baseadas na aproximacgao por polinomio de Taylor de pri-
meira e segunda ordem, permitindo estimacoes nao lineares. Nesta dissertacao
serao abordados os filtros de Kalman extendido e de segunda ordem para pro-

blemas que apresentam nao linearidade com respeito aos parametros.

1.3
Questoes de interesse e objetivos do trabalho

Muitas vezes, os sistemas mecanicos podem apresentar propiedades, ou
serem submetidos a forcamentos com carateres aleatorios. Assim como o
moédulo de elasticidade ao longo do comprimento de uma coluna de perfuragao
pode ter mudancas, ou diversos atritos ou interagoes tanto na broca no
extremo como no comprimento da coluna, para o qual uma simples modelagem
deterministica pode nao ser suficiente para representar as respostas destes
sistemas.

Desta forma, a probabilidade nos problemas inversos serve de motiva-
¢ao para este trabalho. Junto com a estatistica bayesiana, a estrutura mate-
matica permite uma forma de avaliar, ou quantificar, o grau de crenca, ou
confiabilidade, para a reconstrucao do problema inverso. Assim, a densidade
de probabilidade representa o estado do conhecimento sobre o espaco de po-
sibilidades e pode-se formular uma teoria geral de problemas inversos como
uma de inferéncia estatistica. Dentro deste quadro, pode-se considerar desde
problemas diretos nao lineares até processos de ruido nao aditivo, mas o nu-
mero de problemas que podem ser completamente tratados desta forma pode
ser bem pequeno. No entanto, estas ideias sao bastante usadas na analise de
dados experimentais.

O objetivo deste trabalho é dar uma introducao ao problema inverso do
marco da estatistica bayesiana. Neste marco Kaipio-2004trata-se a estimacgao
paramétrica como resultado da resolucao do problema inverso, abordando-se

duas técnicas de estimacao.

o A primeira delas, minimos quadrados, coleta todos os dados e logo faz a

estimacgao (estimagao nao recursiva).

o A segunda, filtro de Kalman, melhora o estado do connhecimento dos
parametros a serem estimados com cada nova observagao (estimacao

recursiva).

Em todos os capitulos ao longo desta dissertagao sao realizados exemplos

e apresentados os resultados obtidos através de rotinas desenvolvidas em

MATLAB.
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Por 1ltimo, e com o intuito de aplicar os métodos estudados em um
problema real, é apresentado um analise de trés graus de liberdade da dina-
mica torsional de uma bancada experimental, desenhada para o trabalho de
mestrado de Cayres B. ([2]). Tal analise tem como finalidade a caraterizagao
parametrica da mesma. De esta forma, a andlise parameétrica consta de uma
modelagem teorica pela qual sao comprovadas de forma teorica as convergéen-
cias dos métodos implementados, e logo, sao mostrados resultados com valores

experimentais.

1.4
Revisao bibliografica
Neste secao sera apresentada uma breve revisao bibliografica sobre as

leituras de maior influéncia neste trabalho.

14.1
Problema inverso e a estatistica bayesiana

Os problemas inversos tem sido abordados de diferentes pontos de vista,
0 que torna essa uma area interdisciplinar que compatibiliza a analise mate-
matica de problemas aos dados experimentais. Assim surgiu uma quantidade
imensa de aplicagoes relevantes desta metodologia a engenharia, medicina, ge-
ofisica, astrofisica, etc. Um exemplo conhecido pelos matemaéticos é o de iden-
tificar a forma de um tambor pelo som que ele emite [3]. O problema direto
é identificar o som de um tambor de forma conhecida. A solugao ao problema
inverso foi apresentada por [6].

Uma classe importante trata da reconstrucao de imagens. Esta pode
incluir areas de importancia como a de tomografia ou de sensoriamento remoto
por imagens entre outras. Nas que, por estimativas do meio pode-se identificar
irregularidades nas regioes observadas, seja para pecas de maquinarias na
industria ou tecidos biolégicos na medicina. Outra classe especial de problemas
inversos é constituida pela estimacgao de certas propriedades que sao utilizadas
na modalegem matemética de sistemas fisicos [5]. Na modelagem fisica, estas
propriedades, em muitos casos, sao descritas como parametros do modelo
matematico que descreve, ou tenta descrever, ao problema real.

A inferéncia bayesiana proporciona uma ferramenta que liga o resultado
das medicoes com as predicoes tedricas. Entao, dado que o problema direto
diz que para certas causas (parametros) por meio do modelo fisico tem-se
certos efeitos (observagdes). Na estimacao de parametros, o problema inverso
diz que dado um certo conjunto de observagoes aos quais se deseja saber

os parametros, que conformam ao modelo tedrico, que as produzem [15].
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Assim, dado que se conhece a distribuicao das observacgoes condicionada pelos
parametros, se deseja encontar a distribuicao de probabilidade dos parametros
condicionada pelas observacoes. Desta forma, acaba-se dando passo ao processo

de caracterizagao que define a um problema inverso estocdstico [1].

1.4.2
Estimacao de parametros

A estimagcao paramétrica é o processo pelo qual atribui-se uma descricao
paramétrica de um objeto, um processo fisico ou um evento (abreviando,
serao chamados de objeto fisico), baseada em observagoes obtidas destes. Por
exemplo, deseja-se estimar a posi¢ao de um barco com trés sensores de distancia
montados em trés faréis com posicoes conhecidas. Assim, considerando um
movimento plano, a posi¢ao do barco é determinada por dois parametros e
pode ser deduzida das trés observagoes (triangulacao). Porém, a situagdo tem
uma maior complexidade ja que as medi¢oes podem estar sujeitas a variagoes
ou incertezas. Desta forma, além da estimacao dos parametros, precisa-se fazer
uma avaliacao da incerteza envolvida. Para melhorar a precisao da estimacao,
pode-se aumentar o nimero de observagoes obtendo um sistema de equacoes
sobre-determinado [17].

Para a estimacao paramétrica, existem técnicas como a modelagem de
dados (sem contexto probabilistico) e as enquadradas na teoria de Bayes
(no contexto probabilistico). Na estimacao bayesiana, o ponto de partida é o
experimento probabilistico no qual o vetor de acontecimentos é x € RY e a sua
fungao densidade de probabilidade (PDF - probability density function) é p(x).
Estes sao chamados de vetor de parametros e de PDF priori, respetivamente,
quando x representa propriedades do objeto fisico [14].

A tarefa de um estimador de paramtros é de reconstruir o vetor de
parametros original x dadas certas observacoes do objeto fisico (y € RM).
Este ¢ definido como a funcao X(y) : RM — RN, Para um vetor x fixo, a
PDF condicional p(y|x) fornece a ligacdo entre o vetor de parametros e as
medigoes. Em seguida, relaciona-se a PDF p(y|x) com a PDF posterior p(x|y)
a partir da lei de Bayes. A PDF posterior repressenta o que se conhece de x
depois de as medicoes y serem obtidas. Este conceito é base para métodos de
estimagao conhecidos como o método de minimos quadrados [17] e o método
de filtro de Kalman [7].
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1.5
Organizacao da dissertacao

Esta dissertacao é composta de seis capitulos organizados como a seguir.
No capitulo dois é destrita uma andlise analitica no dominio do tempo de
sistemas harmonicos de um e dois graus de liberdade. Esta é resolvida pela
sulucao de resposta impulso na integracao de convolucao com as interacoes
envolvidas.

No capitulo trés é definida a inferéncia da estatistica bayesiana na
estimacao paramétrica. E definida estimacao para medidas gaussianas e é
deduzido o método de estimacao por minimos quadrados (MQ). Exemplos de
um grau sao resolvidos usando as solucoes do capitulo dois. Nestes exemplos sao
estimados parametros, um linear e outro nao linear. As amostras sao geradas
ao somar um ruido gaussiano independente e identicamente distribuido aos
valores da solugao analitica do problema.

No capitulo quatro é definido o método de filtro de Kalman (FK), desde a
inferéncia estatisitica bayesiana, como algoritmo de estimagao linear recursivo.
Para o caso nao linear é definido o filtro de Kalman extendido (FKE) e é dada
uma solucao para a perda de acurase pela aproximacao de segundo ordem do
polinomio de Taylor utilizada na deducao do método de FKE. Exemplos de
um e dois graus de liberdade (resolvidos no capitulo dois) sao feitos com o fim
de caraterizar/comprender esta técnica.

No capitulo quinto, é descrita a modelagem de uma bancada experimental
de dois grausde liberdade que simula uma coluna de perfuracao a escala
reduzida. Esta modelagem é feita como um sistema coluna-motor acoplados.
Esta modelagem ¢é resolvida numericamente e o resultado ¢é utilizado para
a geracao de amostras. O método de minimos quadrados é testado para
caraterizar parametros envolvidos na dinamica do sistema quando este é livre
de atrito no extremo que simula a broca de perfuracao. Uma vez caraterizado
o método de estimacao, medigoes experimentais sao usadas para estimar nove
parametros envolvidos nesta dinamica. Logo depois é usado o método de filtro
de Kalman extendido com correcao de segundo ordem para comprender os
fenomenos envolvidos no dispositivo desenhado para fornecer o atrito.

No capitulo sexto sao apresentadas conclucoes e sao discutidos trabalhos

futuros.
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2
Analise de Vibracoes no Dominio do Tempo

Este capitulo faz uma revsiao sobre a anélise de sistemas mecanicos, com
1 ou 2 graus de liberdade, no dominio do tempo. Sistemas como esses serao

investigados mais a frente neste trabalho, o que justifica essa revisao.

2.1
Resposta impulso

Considere um sistema linear invariante no tempo tendo uma exitacao
escalar f(t) e resposta z(t). Seja a fungao h,(t) a resposta do sistema a uma
exitagao do tipo f(t) = 6(t), onde (- ) é a fungdo Delta de Dirac.

A funcado h,(t) é uma fungdo adequada para caraterizar a resposta do
sistema para qualquer exitagdo f(t). Para demostrar isto, pode-se escrever
f(t) como a superposicao de fungoes delta de Dirac, e entao, usar a integragao
de convolugao

+oo +oo

f(t) = f(s)d(t —s)ds = f(t—r)o(r)dr, (2.1)

onde r =t —s.

Segundo a definigao de h,(t) observa-se o que a exitacao dada por §(t—s)
induz a resposta h,(t — s), ou, o que é a mesma coisa, d(r) induz h,(r).
Multiplicando esses pulsos de exitacao de funcao delta pela suas amplitudes,
dadas na Eq.(2.1), e pela superposicao das respostas, obtem-se

400 400
x(t) = f(s)ha(t — s)ds = f(t —r)h,(r)dr, (2.2)

onde a ultima integral é conhecida como integral de convolucao de Duhamel
para sistemas lineares, e a funcao h,(t) é chamada funcao de resposta impulso
para a resposta x do sistema.

E fdcil ver que para a exitacio estdtica f (t) = fo (constante para todo

tempo t), tem-se a resposta de estado estaciondrio x(t) = f,hy s

+o0o
host = / he(r)dr, (2.3)

o0
e o sistema tem resposta x de estado estaciondrio estatica se a resposta da

exitacao estatica fy é finita.
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A determinacdao da funcao resposta impulso envolve a procura das
condicoes iniciais do problema. Ao se considerar o sistema diferencial de

equacoes

>0, Ty, (2.4
=0
no caso em que f(t) = (¢), t]em—se

dn_l hl‘ <t> 1
=a- 2.5
|: dt"— 1 :| ot Gy s ( )

J
[M] =0 comj<n-—2. (2.6)
I PR

como sendo as condicoes iniciais do problema.
2.2
Oscilador amortecido com um grau de liberdade

Suponha-se um sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liber-

dade segundo é apressentado na Figura 2.1.

|—z=x-xb—|
X, X

= —
k
AN
T m
L1
C
—Pk‘h(t) —f(t)

Figura 2.1: Sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade e
exitacao de base.

Nesse sistema k é constante da mola, ¢ a constante de amortecimento,
m a massa, x a posicao da massa, x;, a posigao da base, f(t) o forgamento na
mola e #,(t) a aceleragdo do movimento da base.

Sejam a energia cinética

E,= %mﬁ, (2.7)
a energia potencial elastica
E. = %k(w —13)°, (2.8)
e a energia dissipada pelo amortecedor
E, = %c(:i: — )%, (2.9)

Assim, o lagrangeano é
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£(2,3) = %m? - %k(az — ), (2.10)

e pela equacao Euler-Lagrange
dot 0L OE,

dior or o~ (211)

obtém-se o equacionamento do sistema dado na Figura 2.1 o seguinte

mi(t) + o (t) — d(1)) + k(a(t) — 24(8)) = F(0). (2.12)

Fazendo a mudanca de varidveis z = x(t) — x,(t) tem-se

mi(t) + c(@(t) — (1) + k(z(t) — (1)) = f(1),
m(Z(t) 4+ 2o (t)) + ciy(t) + k2(t) = f(1), (2.13)
mZ(t) + cZp(t) + kz(t) = f(t) — map(t).

1

Multiplicando por m~' a direita em ambos os lados da Eq.(2.13), e

2 _ k _ _c A
fazendo wy = - e ¢ = ;== obtem-se

1) + 2eninlt) + =) = L i) = e(r),  (214)
onde ¢.(t) = f(t) — miy(t) é a forga no sistema da varidvel z, relativa a base,

- , . . . e
= /k/m é a frequencia circular natural ndo amortecida, e { = v ¢ a

fracao de amortecimento critica.

Para achar a resposta impulso h,(t) faz-se ¢.(t) = 6(¢) na Eq.(3.26) e

tem-se:
he(t) + 2Cwohy (t) + wihy(t) = 0 parat > 0. (2.15)
Das condigdes iniciais (2.5) e (2.6), tem-se:
{dh”ﬁ(t)] =m!, (2.16)
dt o+
e
[he(t)]mg+ = 0. (2.17)

Considerando que |(| < 1, a solu¢ao homogénea da Eq.(2.15) é

h(t) = e " [Asin(wat) + B cos(w,t)] , (2.18)
onde w, = wo\/@ é a frequéncia circular natural amortecida.
Das condigoes (2.17) e (2.16) tem-se A =0,e B = m%)a respectivamente.
Entao a funcgao resposta impulso é:
—Cuwot

hy(t) = — sin(wat)U (1) , (2.19)

a

onde U(t) é a fungdo degrau unitario.

Assim, a resposta para o sistema (3.26), segundo a Eq.(2.2), é


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121460/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121460/CA

Capitulo 2. Analise de Vibracoes no Dominio do Tempo 20

t
2(t) = / q:(8)h.(t — s)ds, (2.20)
sendo h,(t) é a resposta impulso:

hat) = U

L(t) = sin(w,t)U (). 2.21
(1) = ——sin(, U () (221)
A Figura 2.2 mostra a solugao deterministica do sistema massa-mola-

amortecedor (2.1).

n,0

Figura 2.2: solucao Resposta de um sistema massa-mola-amortecedor com 1

grau de liberdade.

Para achar a resposta de estado estacionario tem-se

+oo 674‘*}07‘ [e'e) efcwor
hay st = / sin(w,r)U(r)dr = sin(wgr)dr (2.22)

o MWy 0 Mg

de onde tem-se h, o = k™.
2.3
Oscilador amortecido com dois graus de liberdade

Considere agora um sistema massa-mola-amortecedor de dois graus de

liberdade, segundo é apressentado na Figura 2.3.

f Z,= X,- X,
|— Z = X - X, —|
K, k.
~ANNNNN— VAV AV AV Ve
cl c2
I—b Sib(t) = ft) — T

Figura 2.3: Sistema massa-mola-amortecedor de dois graus de liberdade e

exitacao de base.
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Nesse sistema k; e ky sao as constantes das molas, ¢; e ¢y as constantes
de amortecimento, m; e my as massas, Ty e Ty as posicoes das massa m; e My
respectivamente, z;, a posicao da base, fi(t) e fo(t) os forcamentos nas massas
e I(t) a aceleracao do movimento da base.

Sejam a energia cinética

1 1

E, = 5mla';f + 5mzx‘g : (2.23)
a energia potencial elastica
1 2 1 2
E. = Shi(wy = m)* + Sha(wn —11)* (2.24)
e a energia dissipada pelo amortecedor
1 . 2l )
E, = acl(xl — ) 502(1‘2 —11)". (2.25)
Assim, o lagrangeano é
) 1, 1 5 1 9 1 9
£(x,3) = g + 52ty — 51{;1(:51 — 1) — 5/@(1’2 —x1)7, (2.26)

e pela equacao Euler-Lagrange para cada coordenada z; (com i = 1,2)

doL 0L OF,
— =4

obtem-se o equacionamento do sistema

= fi(t), comi=1,2, (2.27)

maEy + e (T — @) — co(F2 — 1) + k(21 — ) — ko(2 — 1) = f1(t), (2.28)

mzfi‘g + CQ(i‘Q — l‘l) -+ k’Q(ZL‘Q - IL‘1) = fg . (229)
Fazendo a troca de variaveis z; = x1 — x, € 20 = T9 — X3, para obter as

equacoes relativas a base b como a seguir

mizy + (1 + )21 — cada + (k1 + k)21 — kozo = fi(t) — mudy, (2.30)

mgég — 012"1 + 0222 - k:121 + k‘gZz = fg(t) - mgfi‘b . (231)
De forma que é conveniente, escrever as Eqs.(2.30) e (2.31) em forma

matricial como a seguir
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Seja o problema de autovalores e autovetores

([m] ™" [K] = N [1]) s, (2.33)
onde \; sao os autovalores e v; seus correspondentes autovetores.
Sejam [A] e [v] as matrizes de autovalores e de autovetores corresponden-

tes ao problema (2.33). Fazendo a mudanca de varidveis dada por

z=[V]E, (2.34)

e multiplicando a esquerda ao sistema (2.32), tem-se

W ] W] &+ V] [ 1€+ )" (K] € = ) () —mz) ,  (2.35)

()€ + [cJ€ + [ = V)" (£(t) — mu,) , (2.36)
onde [m], [c] e [k] sdo matrizes diagonais, sendo chamadas de matrizes genera-
lizadas de massa, amortecimento e rigidez respectivamente.

Pode-se demonstrar facilmente, [8], que [k] = [m] [v]. Assim, multipli-

cando a Eq.(2.36) a esquerda por [771]_1, obtem-se

E+m] e+ €= [m] M (£¢) —may) (2.37)
e escrevendo a Eq.(2.37) em termos da suas componentes
2
i+ 2w+l = == 3 (i (A0 —miz) . (239)

t=1
~ 1 ~
onde w? = v;; e 2Cw; = [m] [c].
Segundo a Eq.(2.1) e fazendo o mesmo que no exemplo (2.3), obtem-se

as respostas impulso como a seguir

hi(t) = utt)

Definindo a matriz [h] como

- (l(t) 0
[h]—( 0 Mt)) : (2.40)

e segundo a Eq.(2.2) em forma matricial

in (w, t)e %t 2.39
s s sin (we,t)e (2.39)

£(t) = /_ Oo[iz](t—s) W]" (£(s) — mi,)ds, (2.41)

o0

pela Eq.(2.34) e pelo fato de que [h] = [v] k] [v]", a solucdo ao sistema dado

na Figura 2.3 é
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2(t) = WEW) (2.42)
= / )t — 5) 1" (8(s) — mity)ds

—00

_ / 1] (t — 5)(£(s) — miy)ds

—00

Supondo que nao tem os forgamenos nas massas ({f(t)} = 0), entao s6

tem-se o movimento de base dado pela equagao:

q.(s) = —mip(t) = —mAysin (Qpt). (2.43)
3. my = 100kg, kv = 2, ky = 10000 N/m, ¢ =
¢y = 10000 N-s/m, e com o forcamento dado pelos valores A, = 1m/s?

Sejam m; =
3
27
e 0, =0,5rad/s. A solugdo deterministica é mostrada na Figura 2.4.

025 L L L L I L L L L I L L L L I L L L L I L L L L I L L L L
— 0,157 -
+ = n
~ 0,054 =
— O': —
Ny —0,05- —
-0,15 - -
_0125 . L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] .
0 5 10 15 20 25 30

025 L L L L I L L L L I L L L L I L L L L I L L L L I L L L L
. 0,154 -
+ = n
~ 0,05 —
[a\] O': —
N —0,05 —
-0,15 - -
_0125 . L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] ' L] L] L] L] .
0 5 10 15 20 25 30

Figura 2.4: Resposta de um sistema massa-mola-amortecedor com 2 graus de

liberdade.
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3
Estatistica Bayesiana para Estimacao Parameétrica

Neste capitulo serao apressentada brevemente a estimacao de parametros
dada no marco da teoria bayesiana. Em este marco, sera tratado a estimacao
por meio da funcao gaussiana e sera definido o método de quadrados minimos.

Por 1ltimo, sera resolvido um exemplo simples com a metodologia de

minimos quadrados.

3.1
A regra de Bayes

Na teoria da probabilidade, o teorema de Bayes é de grande interese.
Enunciado por Thomas Bayes em 1767, ele expressa a probabilidade condicio-
nal de um evento aleatério A, sabendo que um evento B ocorreu, em termos
da probabilidade condicional de B, dado que A ocorreu, e das probabilidade
marginais de A e B [13].

Teorema 3.1 (Teorema de Bayes) Sejam A e B dois eventos aleatorios.
Entao tem-se que
p(B|A)p(A)

p(B)
onde p(A|B) denota a probabilidade de A dado B, p(B|A) representa a
probabilidade de B dado A, p(A) € a probabilidade marginal de A e p(B) €

a probabilidade marginal de B.

p(A|B) =

3.2
Inferéncia estatistica bayesiana

No processo de estimacao paramétrica deseja-se caracterizar os parame-
tros de um sistema fisico, representados aqui pelo vetor x, através de um con-
junto de observagoes (experimentos ou simulagoes), representadas pelo vetor
y.

Devido as imprecisoes da medicao, interferéncia de agentes externos, entre
outras causas, as observagoes estao sujeitas a variabilidades (ruido), e por isso
sao modeladas como um vetor de valores aleatérios Y. Por conseguinte, e sobre
o ponto de vista bayesiano, os parametros estimados passam a ser representados

pelo vetor aleatério X, [14].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121460/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121460/CA

Capitulo 3. FEstatistica Bayesiana para Estimacao Paramétrica 25

Esse processo de caracterizagao define um problema inverso estocastico,
no qual se deseja encontar a distribuicao de probabilidade dos parametros
condicionada pelas observagoes p(x|y) (PDF posterior), dado que se conhece
a distribuigdo das observagdes condicionada pelos parametros p(y|x) (PDF
direta) [1].

Nesse contexto a teoria de inferéncia estatistica bayesiana se mostra de
grande valia, pois permite relacionar os resultados das observacoes com as

predicoes, pois o teorema de Bayes diz que

1
p(xly) = mp(yIX)p(X)- (3.1)

Esta equagao diz que a PDF posterior p(x|y) pode ser calculada utili-
zando a PDF direta p(y|x), que é determinada por experimento ou simulagao,
a PDF a priori p(x), que é calculada com base no que se conhece (ou se
acredita conhecer) do parametro X antes das observagoes, e da constante de
normalizacao 1/p(y). A PDF direta p(y|x) também é chamada de fungao de

verossimilhanca.

3.3

Estimacao sujeita a um ruido gaussiano

Para exemplificar a metodologia, suponha que se deseje estimar o com-
primento de um canudo. Para isso, sao realizadas medi¢oes da longitude x
do canudo, sendo armacenadas no vetor y. Essas medicoes estao sujeitas a
erros, os quais sao modelados como sendo um ruido que tem distribuicao de
probabilidade gaussiana, com média x e desvio padrao o.

Com a finalidade de obter uma formulacao matematica, suponhe-se
conhecido o parametro x. Entao, para uma medicao Y;, dado que se conhece
T, tem-se

)2
p(yilz) = 0_\}%6%2). (3.2)

Se sao realizadas N medigoes independentes e igualmente distribuidas,

agrupadas em Y = (Y7,..., Yn)T, a PDF direta de todas elas é dada por

)2
LIRS > (3.3)
(2mo?)=z

e a PDF posterior, segundo a Eq.(3.1), é

p(ylz) =

N (vi—=)?
e G (3.4)
TOo“ ) 2

onde X = 1/p(y) é a constante de normalizacao.

p(xly) =

A equacao acima pode ser desenvolvida de forma que
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N N 1 &N 2
2GR Ew) ), 3.5
otk p(x) (3.5)

donde se conclui que a média gaussiana é

N
_ Yi
=1

p(xly) =

e o desvio padrao gaussiano ¢é

= ik (3.7)

A seguir sao realizados dois experimentos numéricos para estimar o
comprimento do canudo. Ambos consideram x = 150 mm, mas o primeiro
experimento usa N = 5 medicoes para estimar x, enquanto que o segundo usa
N = 100. As medicoes foram geradas somando-se a x um ruido gaussiano de
média zero e 0 = 0,05. Esse ruido é gerado com a funcao randn do MATLAB.

Utilizando as Eq.(3.6) sdo calculadas as médias gaussianas, onde obtém-
se os valores de 75 = 0,1296 e de 7190 = 0, 1519 respectivamente. Da mesma
forma, com ajuda da Eq.(3.7), obtém-se os desvios padroes gaussianos, cujos
valores sao a5 = 0,0224 e G199 = 0, 005.

As PDFs diretas e os histogramas das amostras geradas em MATLAB

podem ser vistas nas Figuras 3.1 e 3.2 para N = 5 e N = 100 respectivamente.

p(y[x)
frequéncia

0 0,05 0,2 0,25 0 0.05 x=0,1296 0.2 0.25 0,3
y

Figura 3.1: Curvas gaussianas das PDFs diretas (esquerda) e dos histogramas

dos valores medidos (direita) para N = 5.
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A

p(y[x)
frequencia

0 005 y T02503 0 005 x=0,15y19 0,25 0,3
Figura 3.2: Curvas gaussianas das PDFs diretas (esquerda) e dos histogramas

dos valores medidos (direita) para N = 100.

Na Figura 3.3 apressenta-se as curvas das PDF's posteriores para os dois
casos estudados. Tais curvas sao dadas pela Eq.(3.5), onde a PDF a priori
é considerada uniforme. Assim esta tltima pode ser aproximada como sendo
uma constante e ser absorvida pela constante de normalizacao. As situacoes
em que p(z) nao ¢é considerada como uniforme e a importancia como tal, serao
tratadas mais na frente neste trabalho. Voltando ao gréafico, é possivel observar
que os picos em ambas curvas ocorrem ao redor dos valores 0,1296 e 0,1519

respectivamente, que sao valores bem proximos de 5 € ¥100-

>

/ |
L / ‘
|/ " — g ; T T ] |\ T T
0 0,05 x=0,1296 0,25 0,3 0O 0,05 x=0,1519 0,25 0,3
X X

pdf posterior
pdf posterior

Figura 3.3: Curvas gaussianas das PDFs posteriores dadas pela Eq.(3.5) para
N =5 (esquerda) e N = 100 (direita).

3.4
Estimacao do erro nas medidas

Ainda no problema do canudo, pode-se supor que o valor do desvio padrao

o nao é conhecido e usar a técnica bayesiana para estima-lo. Entao, seguindo
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um raciocinio similar ao apresentado anteriormente, pode-se obter a formula

de Bayes da forma

R )
pla,oly) = —— e 2V (e, o), (3.8)
(2mo2)2
2 2
onde S? = Ziil (v Ny ) Nessa equagao nao se conhecem os valores de X e o.

Se a PDF priori p(x,0)) é uniforme, ela poder ser aproximada por uma

constante, e levando-se em conta a integral

0 | Ry

1 k=1

/ —ke_%da = M, (3.9)
o O 24/ Ak—1

a normalizacao da PDF posterior pode ser encontrada de forma que

/OOO /Z pla, oly)dedo = 1. (3.10)

Assim, obtem-se a seguinte PDF posterior conjunta

N
8 NS2 B 1 N V)2 2
— /= a2 [(@=Y) 457 3.11
p(r.oly) = |/ o ( . )  ran S @)
onde I'(n+1) = (n)! é a funcao gamma [11], e o simbolo ! é o operador fatorial.

Ao se integrar a PDF posterior conjunta dada pela Eq.(3.11), obtém-se

as PDF marginais dadas por

o0 I 1 N-2
(AN-1) S
plaly) = / ple, oly)do = =2 — (312
0 Liavon w3 [(z - )2 + 57
e
N N @2
o0 9 NS2\ 27 el52S
p@ﬁz/zﬂﬂwmz < ) — (3.13)
—oo F(%Nfl) 2 oN-1

Agora considere os dois experimentos numéricos realizados anteriormente
com os mesmos velores, mas com a diferencia de nao conhecer o. Usando as
Egs.(3.11), (3.12) e (3.13) obtém-se as superficies apresentadas nas Figuras
3.4 e 3.5, que representam as PDFs posteriores para N = 5 e N = 100
respectivamente.

Pode-se observar que os picos ocorrem quando X e o estao perto de
ys = 0,1296 e S5 = 0,0294 para N = 5, e perto de 7100 = 0,1519 e
S100 = 0,0492 no caso em que N = 100.

Para uma melhor observacao, em ambos os casos constroem-se as curvas
das probabilidades marginais dadas pelas Eqgs.(3.12) e (3.13), como pode ser

visto nas Figuras 3.6 e 3.7.
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Nestas figuras, em ambos casos (N = 5 e N = 100), pode-se observar que
os méaximos de cada uma ocorrem em X = Y para P(x|y), mas para P(ol]y)
nao ocorrem exatamente em o = S e sim um pouco mais deslocados para a
frente, e, também, sao ligeiramente assimétricos. Isso é posivel de se observar

ao calcular as médias das probabilidades marginais

Elzly] = 7, (3.14)

r
[N (5n-9) 7 145
Eloly] =1/ 5 F< S (1 + N + 39N2 + ) S, (3.15)

v-1)
onde pode-se observar que para valores pequenos de N o valor esperado de o
é maior que S.

Calculando-se as covariancias da probabilidade posterior e das probabi-

lidades marginais tem-se

52
2
El(z — Elz|y]*ly] = El*ly) = (Blely))’ = +— (3.16)
0,10 L i 1 1 -
0,087 i
0,067 i
G (x]
] P _
0,041 ‘ o L i
G 1 0@2_94_ _‘?%_Yic,;? by [
0,021 S s
0'2 0 » T X T I
0,10° 0,05 x=0,1296 0,2 0,25
00,05 % .

Figura 3.4: Probabilidade marginal P(x,c|y) em func¢ao de o e x para N = 5.

X

Figura 3.5: Probabilidade marginal P(z, o|y) em funcao de o e x para N = 100.
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p(sly)

0,05 x=0,1296 0,2 0,25 0 0.0l S=0,0296 006 0,08 010
X (4]

Figura 3.6: Probabilidades marginais P(x|y) (esquerda) e P(oly) (& direita),
em funcao de o e X, no casos em que N = 5.

p(c|y)

\
\

0,05 x=0,1519 0,2 025 0 002 S=0,049 008 010
X [¢]

Figura 3.7: Probabilidades marginais P(x|y) (esquerda) e P(oly) (& direita),
em funcao de o e X, no casos em que N = 100.

E[(oc — E[oly))ly] = E[0°|y] — (Eloly])”

B NS? 1 1—‘(¥) 2NS2 (3.17)
T N—4 2 ’

El(x — Elzly])(o — E[o[y)ly] i f[wly} — Elz|y]E[o]y] (3.18)

Observa-se que a variancia é finita a partir de N > 4. Um exemplo similar

pode ser encontrado na referéncia [15].

3.5
Estimacao por minimos quadrados
Considere um processo cujo ruido apresenta distribuigao gaussiana. Entao

os dados atuais sao representados por

y =y(x) +n, (3.19)
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onde n é o vetor ruido, Y ¢ o vetor dos dados livres de ruido, e X é o vetor de
parametros verdadeiros.
Supondo que P(x) também ¢é considerada uma constante na Eq.(3.1)

tem-se que

p(x|y) = Rp(y|x). (3.20)

Neste caso a funcao verosimilhanca é dada por

p(ylx) =pn=y—y(x))

1 e_% (v —y())" [T (y = 9(x) (3.21)
(2m)N/2/det|T]

onde a matriz de covariancia é definida por

T =B |y - 3x)" (y - y(x))] (3.22)

Tomando o logaritmo de p(y|x) tem-se

log (p(y[x)) = cte — e(x;¥), (323)

onde

cte = —log ((ZW)N/Q\/det[F]), (3.24)

e a funcao de desfasagem é definida como

e(xy) = (y —y(x)" [ (v - 3(x)).- (3.25)

Pode-se observar que minimizar ¢(x;y) maximiza a funcao de verossi-
milhanca. Este método é conhecido como minimos quadrados. E dizer que o
método de minimos quadrados é equivalente ao método de maximo de verosi-

milhanga para sistemas lineares com ruido gaussiano.

3.6
Estimacao num sistema com 1 grau de liberdade

Como exemplo de aplicacao do método dos minimos quadrados, considere
o sistema massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade apresentado no

capitulo 2, cuja dinamica é descrita por

ft)

Z(t) + 2Cwos(t) + wiz(t) = @)= (m™)g. (1), (3.26)
onde z(t) = z(t) — z;(t) é a coordenada da massa relativa a base, wo = /£ a

frequéncia natural do sistema e ¢ = 5 \/fka o fator de amortecimento.

Supondo o for¢amento na mola como sendo f (t) = 0, s6 se tem o moviemto

de base dado pela seguinte equagao
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q.(8) = —mip(t) = —mAysin (Qpt), (3.27)
onde Ay e €2, sdo parametros que correspondem com a amplitude e a frequéncia
da aceleracao da base do sistema.

Assim, segue que

t p—Cwo(t—s)
Z(t) = /0 ———— sin(w,(t — s)) (—mAp sin (Q5) )ds (3.28)

MW,

1 gt
- <—1/ sin(wg(t — s)) sin (Qbs)ec“’O(ts)ds)Ab
0

Wq

= C(,1)A,

onde A, e €, serdo tratados como parametros linear (X)) e nao linear (X,;)
respectivamente.

Supondo que os parametros A, = X; e , = X,;; ndo sdao conhecidos,
procura-se estiméa-los pelo método de minimos quadrados a partir de observa-
¢oe do deslocamento z(t).

Fazendo uso MATLAB, sao geradas N amostras do deslocamento, re-
presentado pela variavel aleatoria Z. Esses valores sao armazenados no vetor
Z = (Zy,Zy, ... 7 ... Zx)T, onde Z; = Z(t;) é a observacao do deslocamento
Z ao tempo t;. Assim, pode-se escrever cada valor medido como o valor verda-
deiro, dado pela Eq.(3.29), mais um ruido n; estocastico independente de tipo

gaussiano com média zero e desvio padrao o,. Logo,
Z,‘ = ZA’Z' + n; (329)
- C(Qbatz)Ab +ni7
ou em forma vetorial
Z = z+n (3.30)
= C(Qb)Ab + n.

Segundo a Eq.(3.21), sendo X = [X,,;, X;]T o vetor de parametros, tem-se

p(z‘x> = We 200 9 (331)
- 1 6’2%2(ZfC(ﬂbmb)T(sz(ﬂb)Ab)

2ro2)N2" " :
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onde a matriz de covariancia ¢ [ = o2[I].

Se a probabilidade priori é quase uniforme, de forma tal que p(z) pode

ser considerada constante tem-se que a probabilidade posterior é dada por

1 (7 _
p(X‘Z) oc Ne 20% (Z C(Qb)Ab)T(Z C(Qb)Ab)’ (332)
onde, como dito anteriormente, X é uma constante de normalizacao.
E a funcao de desfasagem, segundo a Eq.(3.25), é da forma
| e
e(x;z) = of (z—12) (z—12) (3.33)
1
= (- C()4)" (2 — C()4y)
1 T
= = (z — C(z)x)" (z— Clzn)) .
Desenvolvendo-se a equacao acima obtém-se
1
e(x;2) = = [2"2 + 1/C(zn)" Clanw) 2 — 22" Czn)a] - (3.34)

2
On
Considerando o parametro nao linear como conhecido, diferenciando a

Eq.(3.34) com respeito ao parametro linear, e igualando ao zero tem-se

Oe 1
6—261 = a_% [QC(xnl)TC(xnl)xl - 2ZTC(ZL‘nl)] =0, (3.35)
donde
27 C(y)
T = C(xnl)TC(fL'nl). (3.36)

Logo, a funcao de desfasagem pode ser espressa em termos do parametro

nao linear apenas

e(x;2) = e(wn, vi(Xn); 2) = E(T; 2). (3.37)

Assim, procura-se estimar o valor de X,,; que minimize &(x,;;2), e logo
com a Eq.(3.36) encontra-se a a estimagao do valor para Xj.

Existem muitos métodos de minimizar fungoes, mas estes nao sao objetivo
deste trabalho. Aqui foi usada a fungdo fminsearch do MATLAB [9]. Esta,
acha o minimo de uma funcao escalar de varias variaveis, a partir de uma
estimativa inicial. Geralmente é referida a optimizacgoes irrestritas nao lineares.
O algoritmo implementado nesta é conhecido como método Simplex [10]. Este
método é de procura direta entao nao utiliza gradientes. O que pode ser um

problema na hora de procurar minimos globais.
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A figura 3.8 apressenta a soluc¢ao da Eq.(3.26), junto com a resposta im-
pulso unitério, utilizando as seguintes valores m = 100 [km], £ = 10000 [N/m],
¢c=40[N-s/m], Ay =1[m] e Q, = 0,5[1/s].

0.015 1 . : L . 1 : : : :
0.014 L
0.5 L
0.0054 - T
E 0' - ::-:/ 04 -
=
~0.0051 L
~0.5] L
-0.014 -
~0.015 ] : ; . ; -1 T T T r r
2 0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.8: Deslocamento e funccao resposta ao impulso unitério do sistema

com 1 grau de liberdade cujas propriedades estao sendo estimadas.

A Figura 3.9 mostra o comportamento da solugdo (primera linha), da
funcao de forgamento (segunda linha) e a convergéncia (terceira linha) para
diferentes niimero de amostras, para um valor de desvio padrao de o,, = 0,002,
e chute inicial relativamente préximo ao valor real (z,, = 0,4[1/s]). Sao
realizados trés eventos, com diferentes niimeros de amostras, sendo para cada
coluna, da esquerda para direita, respectivamente, N = 16, N = 31 e N = 301.
Na mesma figura, as curvas de cor verde sao dadas pelos valores originais, as
de cor vermelho sao as curvas identificadas pelo método de minimos quadrados

e as observacgoes sao repressentadas pelas cruzes azuis.
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Figura 3.9: Deslocamentos, forcamento e convergéncias, para o, = 0, 002.

Observa-se que para o valor de o, = 0,002, ou seja, 20% do valor da

amplitude da solucao original, o método consegue reproduzir bem a curva

da solugao, mesmo para uma quantidade pequena de observagoes. Os valores

estimados para as configuracoes dadas na Figura 3.9 sao apresentados na

Tabela 3.1.
0,=0,002| N=16 | N=31 | N =301 | Valores originais
X 0,495781 | 0,494609 | 0,499844 0,5
X 0,915203 | 0,986691 | 1.013463 1,0
Tabela 3.1: Estimagao de parametros referente a Figura 3.9.

Novamente sao realizadas as simulagoes, mas agora com o valor de desvio

padrao de o, = 0,006 (i.e., 60% do valor da amplitude da solucao original),

como ¢ apressentado na Figura 3.10. O método nao conseguiu estimar os valores

dos parametros para N = 16 amostras. Entao, sao apressentados os casos em
que N =31, N=61e N = 301.
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Figura 3.10: Deslocamentos, forcamento e convergéncias, para o, = 0, 006.

A Tabela 3.2 apressenta os valores estimados para as configuracoes dadas

na Figura 3.10. Como é de se esperar, o método comeca a se comportar de forma

instdvel para grandes dispersoes (no caso, 60%).

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121460/CA

0, =0,006| N=31 | N=61 | N=301/| Valores originais
X [1/s] ] 0,495313 | 0,501719 | 0,503045 0,5
X, [m] 0,993527 | 0,994837 | 1.003204 1,0

Tabela 3.2: Estimagao de parametros referente a Figura 3.10

A fim de ilustrar a instabilidade do método para grandes dispersoes,
a Figura 3.11 mostra os resultados obtidos ao tentar reproduzir as mesmas
eventos da Figura 3.10 nos casos de N = 31 e N = 61 amostras. Conclui-se que
no caso de grandes dispersao, o método de minimos quadrados ¢ instavel para
pequenas quantidades de amostras. No entanto, se o niimero de amostras for

grande, o método converge e assim os parametros sao estimados (por exemplo,

para N = 301).
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Figura 3.11: Deslocamentos, forcamento e convergéncias, para o, = 0,000,

N =31e N =61.

A Tabela 3.3 apressenta os valores estimados para as configuracoes dadas

na Figura 3.11.

0, =0,006| N=31 | N =61 | Valores originais

X [1/s] ] 0,358594 | 0,486406 0,5
X; [m] 0,978429 | 0,955785 1,0

Tabela 3.3: Estimacao de parametros referente a Figura 3.11.
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4
Estimacao Paramétrica Recursiva

Neste capitulo apresenta-se o filtro de Kalman como uma ferramenta para
se abordar um problema linear recursivo de estimacao paramétrica e o filtro

de Kalman extendido para problemas recursivos de natureza nao linear.

4.1
Filtro de Kalman sem ruido no modelo

No capitulo anterior, assumiu-se que os dados foram coletados antes de
serem processados para fazer a estimacao de parametros. Neste processo deve-
se achar a solucao de um sistema de N-equagoes lineares de forma simultanea
(onde N é o numero de parametros nao conhecidos). Entretanto, na pratica,
existem muitas situacoes nas que nao é possivel esperar para obter todos
os dados e logo depois fazer a estimagao dos parametros. Assim sendo, os
algoritmos recursivos ganham terreno na pratica, pois fornecem uma forma de
se obter uma estimacao que pode ser atualizada a cada novo dado coletado.

As ideias chaves do algoritmo recursivo do filtro de Kalman, sem erro no

modelo, podem ser enunciadas como a seguir:

o O teorema de Bayes pode ser usado sequencialmente de forma a que

considere varias observagoes.

o A PDF priori, de tipo gaussiana, é convertida na PDF posterior, também

de tipo gaussiana, quando a funcao de verosimilhanca é gaussiana.

o O uso de um conjunto pequeno de estatisticas suficientes com uma
caraterizacao completa do estado de conhecimento dos parametros dados

a PDF priori e todos os dados recoletados até o momento.

Suponha que a estimativa procurada do vetor de parametros X para os

k dados coletados até o momento é da forma

Vi = [Cr] Xk + my, (4.1)
onde ny sendo um processo gaussiano (ruido gaussiano) com média nula e

matriz de covariancia [['y].
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Assuma também que, logo que a observacao do novo dado Y, seja
realizada, o estado de conhecimento de X é representado pela PDF priori, a
qual foi modelada como sendo gaussiana, com média X e matriz covariancia
[P3].

Assim, é possivel adotar o seguinte porcedimento

1. Na medicao dos dados Yy, para se calcular a média X, e a matriz

covariancia [Py, as seguintes equagoes sao utilizadas

1

Bl = ([P + 0" T ) (4.2)

%, = (B (G 0 i+ (R (4.3)
2. Usa-se a PDF a priori para o vetor de dados como a PDF posterior para

o dado seguinte, de forma que

Xps1 = [Pr] Xy, + by, (4.4)

[Pesa] = [®e] [P [@4])" . (4.5)

3. O passo de acima é repetido com os sucessivos vetores de dados atuais

para cada observacao, obtendo assim a sequencia de PDF's posteriores.

Uma implementacao eficiente do algoritmo acima é dada pela formula de
Woodbury [15]:

B =[P - [RI[G] (D] + (GBI G)T) (GIRL. (46)

que nao requer o calculo de [P] ™.

A inversa de [T}] + [Cy] [Pi] [Ck]” envolve matrizes de tamanho determi-
nado pelo vetor de dados em vez do vetor de parametros. Em particular, se
os dados em cada passo sao repressentados por um escalar, a inversao é uma
simples divisao.

Devido & forma positiva definida das matrizes [P], [P e
[P [Cr]” ([Tk] + [Ck] [P] [Ck]T)_l [Ck] [Px] ao se incluir o dado Y}, ocorre
uma reducao na variancia dos parametros estimados.

A forma atualizada para a média pode ser reescrita como a seguir

X = Xp + [Ki] (i — [Cr] Xi) (4.7)

onde a matriz de ganho [K}| é dada por

7 = (RG] (I0d + (G 1A GT) (4.8)
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e a matriz de covariancia atualizada é

[P) = ([{] — [Kx] [Ck)) [Pr] - (4.9)

Assim, pode-se pensar o algoritmo recursivo discreto do filtro de Kalman,

sem ruido no modelo, como em um sistema de retroalimentacao o qual toma o
erro da sinal como n; = Y, —[C] X baseado na estimagao atual e é processado

usando [K}] para produzir uma atualizagao a qual se soma com X para obter
X

4.2
Estimacao linear sem ruido no modelo

Considere novamente o exemplo do sistema massa-mola-amortecedor com
1 grau de liberdade apresentado no capitulo 3, supondo agora que o parametro
nao linear €2, seja conhecido, e o parametro linear A, é o que se deseja estimar.

Nesse caso tem-se o sequinte sistema de equagoes

Abk+1 - [(I)k] Abk )

Zk = Zt’k +ng = C(tk)Ab +ng = CkAb + ng (com k= 1,2, 3, ) 5.

(4.10)
onde a matriz de evolugao é [®;] = 1, devido ao fato de estar se estimando um

nimero, que nao evolui no tempo.

Suponha-se que a covariancia das amostras ¢ [['] = ¢ [I], e que o primeiro
parametro A, é conhecido (chute inicial). Segue que Ay, = A, e P, = oo,
donde conclui-se que p(Ay,) = 1, o que concorda com o fato do chute inicial
ser conhecido.

Em seguida acha-se K; e Py através das Eqs.(4.8) e (4.9) respectivamente,

sendo que Ky = C7t, onde Cy, = C(ty) e P, = P, = 8—22 Pela Eq.(4.7) para a
primeira observagao (Z;) verifica-se entao que
Ay = Ay +CM (2 = O1A). (4.11)

Depois, faz-se Ay, = A,,, P, = Py, e com as Egs.(4.8) e (4.9) acha-se K,
e P, respectivamente, e substituindo na Eq.(4.7), obtem-se o valor atualizado
de A,, e assim por diante.

Nas Figuras 4.1, 4.2 e 4.3, o leitor pode observar o comportamento da
estimacao recursiva de parametros, dado pelo filtro de Kalman sem ruido no
modelo, para diferentes variabilidades nos dados e niimero de amostras usadas
na estimacao. Na primeira linha para um erro nos dados de 4%, com respeito
ao valor da amplitude da resposta, dando um chute inicial de A, = 0,9,

préximo ao valor verdadeiro que se deseja estimar (A, = 1). J4 na segunda
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linha sao apresentados os resultados com erro nos dados de 40% e o chute
inicial ¢é longe do valor verdadeiro (A, = 0,4). Os dois casos sao estudados
para diferentes quantidades de amostras, sendo que a primeira, a segunda e a
terceira coluna correspondem respectivamente a uma quantidade de amostras
dadas por N =76, N =151 e N = 301.

A Figura 4.1 mostra o deslocamento do sistema, onde as curvas de cor
verde correspondem as solucoes verdadeiras, as de cor azul as reconstruidas e

as cruzes repressentam as observacgoes.
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Figura 4.1: Curvas das solucoes.

Ja a Figura 4.2 apresenta os forcamentos ao qual o sistema esta sujeito,
junto com a curva reconstruida pelo método recursivo de filtro de Kalman sem

ruido no modelo.
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Figura 4.2: Curvas dos forcamentos original e reconstruido
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A Figura 4.3 apresenta as curvas de convergéncia do modelo. As mesmas
sao representadas pelo valor melhorado da amplitude A para cada nova
observacao. O primeiro destaque da observacao do comportamento do método
é que aumentando o nimero de medigoes, a convergéncia melhora mas o valor
final da mesma depende da acuracia das observacoes. Este comportamento
pode ser comprendendido ao se pensar que o valor do parametro A, no tempo
tr ¢ melhorado com a observacao Zj, que pode estar longe do valor verdadeiro,

podendo assim piorar o valor melhorado Ay.

11 . 14 1;%“
o™
<0.8 - F <0.8 1 F <0.8 F
0.6 1 L 0.6 {- L 0.6 1 L
0.4 . . I 0.4 4 I 0.4 1 : 3
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0.6 s 0.6 {* 0.6 {=x F
2 % X;é
04 ¥ ‘ ‘ 0.4 04§ ‘ s
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Iter.

Itera.

Iter.

Figura 4.3: Curvas de convergéncia do modelo, representada pelo valor melho-

rado do parametro a estimar (A,) para cada nova medicao Z.

4.3
Filtro de Kalman com ruido no modelo

Considera-se agora a existéncia de ruido no modelo, de forma que a
equacao de evolucao temporal é modificada adicionando um vetor erro e e

uma matriz de covariancia do erro [Sk], como a seguir

Xk+1 = [(I)k] X + bk + €, (412)

[Prst] = [@x] [Pa] (@] + [S] -

Assim, tendo em conta que logo antes da medicao de Zj; o estado de

(4.13)

conhecimento é descrito por X, e [P], e tomando a média da Eq.(4.12) obtém-

se

Zps1 = [@] %y + by (4.14)
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Sendo o ruido e, um processo gaussiano com média nula e matriz de
covaridncia [Sy] = R?[I], tem-se, como o resultado de medir Z;, e atualizar o

valor dos parametro, a seguite sequéncia:

1. A covariancia da PDF priori de X,

[P = [P = [P [Ch™ (ITk] + [Cul [P [CH )M [CHl [P . (4.15)

2. A matriz [K;] = [P [Ci] [[%] ™" (matriz de ganho de Kalman).
3. A média da PDF posterior de Xy, é dizer, o estado do filtro de Kalman

% = % + K] (Zn — [Ch] %) (4.16)

4. A covariancia da PDF priori de X1

[Pysa] = [®e] [P] [@4)" + [Sk]. (4.17)

5. A média da PDF priori de Xy 1, é dizer, a predi¢gao de Kalman do novo

estado
Xpr1 = [Pr] Xi + by (4.18)

4.4
Estimacao linear de um parametro constante com ruido no modelo

Novamente pense no exemplo do sistema massa-mola-amortecedor com 1
grau de liberdade onde somente o parametro linear do forcamento (Ap) é nao
conhecido. Mas agora é considerado que o modelo matematico nao considera
todos os fenomenos envolvidos na dinamca, de modo que quer-se corrigir isso
com o filtro de Kalman através da inclusao de um ruido.

Assuma que tanto o erro no modelo e, quanto o erro das medicoes ny,
para cada passo de tempo, sao do tipo gaussiano com média nula e matrizes
de covariancia [Sy] = R%[I] e [[x] = o2 [I] respectivamente.

Assim, o problema é da forma

Ay, = P Ay, +ep, (4.19)
Zk = ék +ng = CkAb + N (COIH k = 1,2,3,...),

Ou seja, [Px] = 1 e by, = 0. Com isso, as equagoes dos passos 4 e 5 sdo:
Pry1 = P, +Re Xjg1 = X

Dando um (pequeno) valor de 4% para a variancia para observagoes, com
respeito a amplitude da solucao original e um valor de chute inicial afastado do

valor verdadeiro de A4;, = 0,4, variam-se os valores de variancia para o erro do

modelo (R = 0,10; 0,25; 0,50; 0,75, sendo do 10%, 25%, 50% e 75%, com
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respeito ao valor original do parametor linear), e se observam as curvas para
disferentes quantidades de observagoes (N = 76; 151; 301). Assim, tem-se as

curvas como descrito a seguir.

A Figura 4.4 apresenta as curvas de convergéncia. Sendo para as colunas
da esquerda para a direita os valores N = 76, N = 151, e N = 301
respectivamente, e de cima para baixo representam-se aos valores R = 0, 10,
R=0,25e R =0,50. Os valores da covariancia e do chute inicial sao mantidos
iguais a 0, = 0.0004 e a 4;, = 0,4. Um comportamento rapido é observado
ao longo da primeira coluna, enquanto a variancia do erro do modelo cresce, a
convergeéncia parece ser mais rapida. Agora, observando a tltima coluna pode-
se notar que enquanto R aumenta, a acuracia da predicao aumenta. Mais na
frente neste texto, vai-se voltar nesta discucao. O deslocamento do sistema e
o forcamento ao qual ele esta sujeito podem ser vistos na Figura 4.5. Outros

casos nao foram apresentados ja que nao apresentam muita diferenca.

o
© [
\ X
T :

o
© =
\ X
T
o
]
\
T

\

0.6 1 L 061/ L 06 3
0.4 1 3 04 ¥ 3 0.4 3
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Iter. Iter. Tter.
14 M.
Z
.08 ¥ -
3 i
0.6 § :
0.4 1 :
0 10 20 30

Tter.

14 XW%”“MW%- 14
X £ X
.08+ F .08 .08 ¥
< ; < x < 8
06§ 4 0.6 {~ 0.6
04 ¥ 3 04 ¥ - 0.4 1
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30

Iter. Iter. Tter.

Figura 4.4: Curvas de convergeéncia.

Também foram analisados os casos quando o valor do erro das amostras
vai até um valor de 40% com respeito do valor da amplitude original do
forgamento, variando o valor da varidancia do erro do modelo da mesma
forma que antes, e para as mesmas quantidades de amostras. Mas, para estes

casos, a convergéncia comeca piorar. Assim, a Figura 4.6 apresenta curvas de
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congeréncia sé para os valores de R = 0,1 (acima) e R = 0,25 (abaixo). Nessa
figura podem ser observados comportamentos similares aos achados na Figura
4.4 mas com acuracia pior.

Estes resultados dispertam curiosidade de forma a tentar profundar a
andlise de convergéncia. Para isso, sao apresentadas curvas de convergéncia ao
longo de tempos maiores e de um maior nimero de medicoes na Figura 4.7.
Primeiramente, tanto o erro do modelo como o das amostras sao de 10% e de
4% respectivamente. Depois, aumenta-se somente o erro do modelo até 50% e
mantem-se o erro das amostras em 4%. Logo faz-se ao contrério, o ruido das
medigoes é aumentado até 40% e o erro no modelo é mantido em 10%. Por
ultimo, aumentam-se ambos até 50% para o modelo e 40% para as medicoes.

Pode-se ver que o erro nas medicoes apresenta uma maior influéncia que
o erro no modelo. Uma outra coisa que pode-se observar é que ao longo das
medigoes, o modelo sempre converge em direcao ao parametro desejado. Isso
é dizer que se é possivel dispor de tempo para realizar observacoes o modelo
sempre vai convergir para a solu¢ao, mas sua acuracia depende a da qualidade

das medicoes e do erro no modelo.
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Figura 4.5: Curvas de solugoes.
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Figura 4.7: Curvas de convergéncia para um tempo de 90s e para N = 451

medicoes.
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4.5
Estimacao linear de um parametro que evolui no tempo com ruido no
modelo

Se o parametro a ser estimado evolui no tempo, o filtro de Kalman é
capaz de acompanhar essa evolugao. Pode-se imaginar como no mesmo exemplo
da secao 4.4, e pensar como se ele estivesse embarcado num recinto o qual
oscila com a mesma forma funcional dada pela Eq. 3.27. Desta vez, entretanto
o sistema foi exitado em uma frequéncia de resonancia, de modo que a sua

amplitude aumenta conforme

{i‘b = Abt sin(th). (420)

Desta forma o problema a resolver é da forma

Ay, = PrAy, + e,

(4.21)
Zk = ZA:k + ng s
onde Z; ¢é dado pela Eq.(2.20).
Se a matriz de evolucao for &, = 1, da mesma forma que no caso

estatico, a predicao do filtro de Kalman consegue acompanhar o crecimento
do parametro.

Suponha que o valor inicial 4,, é dado pela média inicial A, = 0, 7m/s
e a covariancia da priori Py = 10. Assim, a Figura 4.8 apresenta as curvas das
solugoes para quando o, = 0.0004, R = 0.2 e N = 181, da PDF priori P(Ay,).
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Figura 4.8: Funcao densidade de probabilidade priori de A, .
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Observa-se que se ¢, = 1, entao nao ¢é posivel a boa estimacao do

parametro desejado. Para contornar isso, observe que a evolugao, sem ruido,
de X(t =0) até X (t) ¢ da forma

z(t) = D(t)Ap, =t Apys (4.22)
e que tomando a derivada temporal da Eq.(4.22) tem-se que @(t) = A, e

®(t) = 1. Assim, ao tempo t; tem-se ®(t;,) = t;, e discretizando [7] chega-se a

Op = D(ths1) (P(tk) ™ = tusa /b, (4.23)

onde tem-se o seguinte porblema

e 421
Zk = ék + ng,

Resolvendo o sistema acima para as mesmas condi¢oes do exemplo ante-

rior, tém-se os resultados apresentados na Figura 4.9, onde pode-se observar

que o método aproxima o parametro sem problema algum.
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Figura 4.9: Funcao densidade de probabilidade priori de A, .

Note-se que o filtro de Kalman consegue aproximar o comportamento
do parametro mesmo se a evolucao no tempo nao for especificada. Mas se a
evolucao no tempo for corretamente especificada, o filtro apresenta um bom

comportamento na estimacao.
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4.6
Filtro de Kalman extendido

Na prética a nao linearidade dos parametros é coisa comum. Por isso
o interese em extender o filtro de Kalman para casos que apresentem nao
linearidades. Assim, o filtro de Kalman extendido pode, também, ser chamado
de filtro de Kalman néo linear. E claro que a nao linearidade diz que a funcao
de verosimilhanca falha em ser gaussiana, mesmo quando o ruido é aditivo
e gaussiano. Mas, se esta nao linearidade nao é forte e apresenta flutuagoes
pequenas, é possivel aproximar a PDF posterior por fungoes gaussianas e logo
usar metodos para lineariza-las.

Relembrando, a evolucao do filtro de Kalman linear foi dada pela matriz
[®] e pelo vetor b, atualizando a matriz covariancia e o vetor de estado da

seguinte forma

[Prs1] = Sk + [@4] [Pe] [@4]" (4.25)

Xpr1 = [Pr] Xx + by (4.26)
Mas, agora, a nao linearidade pode apresentar-se na matriz evolucao.

Com isso a Eq.(4.26) toma a forma

Xk+1 = \Ilk<Xk) + €, (427)

ou nas variaveis de estado, com o que se tem

Z;, = G(xy) + ng, (4.28)

ou para ambas juntas, onde ¥ e G sao fungoes do vetor de parametros Xy e
do tempo t; representado por k.

Suponha que depois da medicao Zj, é possivel representar o estado de

conhecimento de X, por uma distribuicio gaussiana com média X, e matriz

covariancia [ﬁk] Assim, W e G sao aproximados pelos seus polinomios de

Taylor ao redor do valor X, como a seguir

Gk(Xk) ~ Gk(f(k) + JGk(ik)(Xk — )Ek), (430)
onde
JU,(%;,) = {SZ] (4.31)
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aGi] , (4.32)

JGE(xy) =
sao os Jacobianos de W e G respectivamente.

Tomando o valor esperado da Eq.(4.27) tem-se o valor médio de Xy

como a seguir

X1 = Wr(Xz), (4.33)
ja que o ruido ey, é considerado como sendo um processo gaussiando com média
nula e matriz de covariancia [Sy].

Calculando a matriz de covariancia [Py,1] como sendo o valor esperado
de (Xpy1 — Xpp1)(Xppr — Xip1)T, obtem-se

[Pisi] = J®4(%0) [P J@ (%) T + [S] - (4.34)

Assim, se os dados medidos sao dados pela Eq.(4.28), os passos para o

filtro de Kalman extendido podem ser reescritos como a seguir:

1. Calcula-se a matriz de ganho de Kalman a partir de [Fy]

1

(K] = [P JGr(Xi)T (JGr(X) [P] JGr(Xi)T + [Th])

2. A covariancia da PDF priori de X},

[P] = (1] — JGx(xs) [Ka]) [Pl

3. A média da PDF posterior de Xy, é dizer, o estado do filtro de Kalman

X, = X + [Ki] (Zg, — Gr(Xp).

4. A covariancia da PDF priori de X1

[Pest] = T8 (%e) [P) @4 (%1)T. + [Si],
5. A média da PDF priori de Xy, 1, é dizer, a predi¢ao de Kalman do novo
estado
Xit1 = Ui(Xy).

A seguir, é resolvido um exemplo com o fim de dar um maior entendi-

mento do filtro de Kalman extendido.
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4.7
Estimacao nao linear com ruido no modelo

Agora, considera-se o exemplo do sistema com 1 grau de liberdade em
que se deseja estimar o parametro nao linear. Com isso assume-se que A, é
conhecido e € serd estimado.

Supondo que os erros no modelo e, e nas medicoes n,, para cada paso
de tempo t;, sao de tipo gaussiano com médias nulas e matrizes de covariancia
[Sk] = R?[I],,, = R* e [Ix] = o02[I],,, = 02 respectivamente, tem-se o

seguinte problema a ser resolvido

Dy = V() + ex,

(4.35)
Z = 2L +n, = Gk(Qbk> + ng.
R=0,01,0,=0,001le N =31
15 : :
A oo TTE] aof |
: {\ £ 1 05 1 VNN NIV 3
< 05 | 0005 IV A b
= J i ¥ 5044~ 3
=0 R T AR *
0005 {t /L F 4} 0.3 1 1
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' -0.01 { W/ 1 Mo 02 1
-1 ] -0.015 0.1 . , 1
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t t Iter.
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Figura 4.10: Curvas do forgamento, de solugao e de convergéncia.

A Figura 4.10 apresenta as curvas se convergéncia para diferentes situ-
agoes. Assim, sendo o chute inicial fixado em €, = 0,1, apresentam-se os
casos limite, para quando o método é estavel na convergéncia, para disferentes

configuracoes de R, 0, e N.
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Essas curvas mostram um comportamento bom na hora de estimar o
parametro quando este é um valor constante no tempo. Mas o método comega
ter instabilidade e pode ter perda de convergéncia ao se aumentar o nimero
de parametros que se quer estimar.

Um forte causativo deste comportamento é o fato de que no processo de
linearizacao ¢ truncada a serie de Taylor na derivada primeira. Pelo que, para

ter uma acuracia melhor, tem-se que incluir mais termos da serie [7].

4.8
Filtro de Kalman extendido com correcao de segunda ordem

O filtro de Kalman linearizado extendido surge da serie de Taylor
truncada de primeira ordem nas expansoes de G(x) e ¥(x). Uma forma de
aumentar a acuracia do modelo é mantendo um maior nimero de termos das
expansoes [7].

No caso de ter a serie de Taylor truncada na segunda ordem para

aproximacao das medigoes tem-se para cada componente

Zi ~ J(G(X) (x — %) + %(x CXTHGE) (x—%) +e  (4.36)
onde J;G(x) e H;G(x) sao linhas das matrizes jacobiana e hessiana respecti-
vamente.

Tomando o valor esperado da Eq.(4.36), e definindo o error de estimagao

como X = X — X, pode-se mostrar que

onde a correcao do erro quadratico é dada por

0i = tr (H;GP(x)), (4.38)
e P(X) = E(xx") é a matriz de covariancia a priori da estimago. Assim, o
error quadratico g; pode ser adicionado ao filtro de Kalman extendido (FKE)

para melhorar a acuracia

Zi=7Z; = Gi(%X) + o (4.39)

4.9
Estimacao nao linear com correcao de segunda ordem

Considere agora como exemplo o problema massa-mola-amortecedor com
dois graus de liberdade apresentado na secao 2.3.

Assim, o problema a ser resolvido é
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sy = Vi(,) +ex

(4.40)
Zy =2 + 1 = G(X) + 0+ 1y,
T T
onde G(%) = (G1(%) G2(®)) ee= (o o) -
Entao, supondo que €2, = X,; é o parametro nao linear que nao se

conhece, procura-se estima-lo a partir de observagoe dos deslocamentos. Para
isso sao geradas N amostras de cada posi¢ao de cada massa, através de uma
rotina de MATLAB que d& os valores dos deslocamentos Z = (Z;, Zy)T de
forma analitica, e é adicionado um ruido de forma aleatéria. O mesmo ruido
¢ considerado gaussiano identicamente distribuido com média nula e matriz
de covariancia [['] = 02 [I],,,. O cdlculo dos erros quadrdticos g;, as matrizes
hessianas, também é feito via MATLAB.

Sendo Zy = Z(tx) a observagao do vetor de deslocamentos Z ao tempo

tx, pode-se escrever cada medicao como

2y, = 7 +ny,

(4.41)
= C(Qb,tk)Ab+nk .
Nesse caso a matriz de evolugao é Wy = W (txy1, Q) /U (tg, Q) = 1.
a)_ 7 = (Zl ZQ)T b)_ 7 = Z1 C)_ 7 = Z9
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Figura 4.11: Curvas do forgamento, de solugao e de convergéncia.

A seguir apresenta-se as curvas para 0 caso em que se quer estimar o
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parametro €2, ao observar os deslocamentos em ambas massas, e em cada uma
por separado, é dizer, quando sao observados os deslocamentos Z; e Z5 juntos
e separados.

A Figura 4.11 apresenta as curvas de convergéncia, do forcamento e dos
deslocamentos, para diferentes situagoes. Sendo €2, = 0,1 o chute inicial para
o parametro, R = 0,015, 0,, = 0,015 e N = 41, apresentam-se as estimacoes
para quando as observacoes sao a)_ Z = (Zy Z,)T, b)_Z = Z, e c)_ Z = z.

Pode-se perceber que o filtro de Kalman extendido com erro quadratico

funciona muito bem para qualquer uma das situagoes tratadas.
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5
Estimacao de parametros de uma bancada experimental

Neste capitulo aborda-se o estudo de caracterizacao de uma bancada
experimental desenhada para um estudo de uma coluna de perfuracao em escala
reduzida. O estudo da mesma serd abordado tanto pelo método de minimos
quadrados quanto pelos métodos filtro de Kalman e filtro de Kalman extendido,

com o fim de estimar os parametros envolvidos na modelagem desta bancada.

5.1
Descricao da bancada experimental

As perfuracoes de pocos sao de grande interesse na industria do petroleo.
Nos ultimos anos, muitas pesquisas sobre vibragoes em colunas de perfuracao
tém sido publicadas, a exemplos [2, 12].

A realizacao de experimentos da dinamica de colunas de perfuracao em
escala reduzida, possibilita um melhor entendimento dos fenomenos envolvidos.
Para tanto, ao levar a cabo estudos experimentais, sao requeridos colegoes de
dados a fim de estimar parametros caracteristicos do comportamento dinamico.

Neste capitulo, usa-se a modelagem de trés graus de liberdade para uma
coluna de perfuracao em escala reduzida. Desta forma, na secao seguinte,
apresenta-se as equacoes de movimento torcional da bancada experimental
com intuito de validar os modelos de estimacao apresentados neste trabalho.

Uma melhor descricao da bancada experimental encontra-se na referéncia

12].

5.2
Modelagem da bancada experimental

A modelagem consiste de um motor de corrente continua acoplado a um
eixo de baixa rigidez (que simula a coluna de perfuracao) responsavel pela
transmisao da dinamica torcional entre os graus de liberdade. A inercia do
motor é concentrada no rotor r, 0 qual é acoplado ao extremo do eixo-coluna,
sendo este o segundo grau de liberdade. O rotor r; é posicionado no outro
extremo da coluna, sendo considerado como o primeiro grau de liberdade. A

representacao de uma broca de perfuracao, com atrito e inercia, é associada ao
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rotor r1. A inercia do eixo-coluna é desprezivel em comparacao com as outras
inércias envolvidas na dinamica torcional do sistema. Ambos rotores giram
em torno a seu centro geométrico e sao desprezados os movimentos laterais.
O amortecimento estrutural do material do eixo-coluna (amortecimento his-
terético) é desprezado. As vibragoes torcionais sdo induzidas por atrito seco
no primeiro grau de liberdade ¢;. Por fim, o eixo do motor é acoplado ao
eixo-coluna por meio de um sistema de redugao (de fator de i,, = 8 : 1). Na
Figura 5.1 ¢ ilustrado um esquema representativo da bancada experimental a

ser modelada.

Motor [
rZ 0,
Jlﬂ
15}
Coluna _— ¢ﬁe
: ke
Il

roj, <o d

1 K e| T ¢8|
1

&, T
Figura 5.1: Esquema da bancada experimental, horizontal, como vista de cima.

Para o bom funcionamento do modelo preditivo, como em toda mode-
lagem, é requerido o conhecimiento dos parametros envolvidos. Porém, em
algumas ocasioes, por diferentes razoes, pode-se nao ter o conhecimento ou
ter informacoes parciais sobre alguns parametros. Neste casos, a Tabela 5.1

apresenta os parametros conhecidos e desconhecidos.
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Constantes da coluna

Parametros Descrigao Valores Unidades
il Momento de inercia 28,3 x 1073 kgm?
ls Comprimento 2,4 m
D, Diametro 3,0x1073 m
My, Massa do rotor 1 6,4 kg
ks Rigidez torcional 2,63 x 107t Nm/rad
Try Raio do rotor 1 18,8x 1072 m
t1 Torque de atrito no rotor 1 - m
Constantes do motor
Parametros Descrigao Valores Unidades
Im Momento de inercia 3,67 x 107%  kgm?
Im Indutancia interna 1,1x1073% H
Tm Resisténcia interna 0,33 Q
kr Constante de torque 0,12 Nm/A
ke Constante de voltagem 601,606 x 1074 V/(rad/s)
ty Torque por atrito interno 0,1 Nm
Cm Amortecimento interno 1,784 x 107*  Nm/(rad/s)
im, Fator reducao engrenagem 1/8 8:1
v Voltagem nominal 42 Vv

Tabela 5.1: Parametros da bancada experimental.

Comecando pelo equacionamento do motor, o que é dado pela equacao

de queda de poténciais,

lmé(t) + Tme) + k?eég =, (51)
e pela equacao de torques, com acoplamento do eixo do motor ao eixo-coluna
por meio do sistema de reducao. Assim, tendo em conta nesta modelagem a

inércia do motor j,, concentrada no rotor ro [2],

03 + O3 — krew + 1 = —tm, (5.2)

onde ey € a corrente do motor e 3 ¢ o angulo do eixo do motor, e ,, é o
torque torque no motor dado pelo acoplamento entre o motor e a reducao.

O angulo do eixo do motor #5 é relacionado com o angulo do eixo-coluna

0y pelo fator de reducao i,, como a seguir
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O eixo-coluna transmite, pela sua dinamica torcional, o torque da saida
da caixa de reducao (6, - segundo grau de liberdade) até o rotor r, de inercia

J1, posicionado no extremo onde é definido o primeiro grau de liberdade 6,

G101 + ky(6 — 0) = —ty (5.4)

—ks(01 — 0y) = 1o, (5.5)
onde ty é o torque aplicado no eixo-coluna, no extremo do segundo grau de
liberdade, dado pelo acoplamento com a reducao do motor.

O torque no motor ¢, e o torque no segundo grau de liberdade ¢y sao

relacionados pelo fator de reducao,

Das Egs.(5.2), (5.3), (5.6) e (5.5) tem-se

]m«92 — Z?n/{?3<¢91 — 92) — ikae(t) + 920m = —imtf . (57)
Pelo fato de que a corrente é a derivada temporal da carga elétrica, é

conveniente usa-la como a seguir

dq

o =5 = - (58)

Desta froma, pelas Eqgs.(5.1), (5.4), (5.7) e (5.8), pode-se escrever a

dinamica da bancada experimental como a seguir

ji 0 0 0, 0 0 0 0,
0 jm O Oy | +0 e —imkr || 62
0 0 In) \§ 0 kelim  Tm g
®) / (®) (59)
ks —ks 0\ [ 6 —t
+ | =il ks i2ks O b2 | = | —imts |
0 0 0 Q(t) v
onde, o sistema ¢é da forma
j]z+[c]z+ [k]|z=Tf. (5.10)

E logo, convenientemente, pode ser escrito no espago de estados, como a

seguir

y=[Aly+F, (5.11)

onde
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01 0
02 0
y=| 1| F= ! , ; (5.12)
01 —t1/j1
0o —imts/Jm
() v/lm
0 0 01 0 0
0 0 0 0 1 0
B T 1 6.13
—ks/jv ks/jr 0 0 0 0
imks/it —ks/im 0 0 —cm/jm  kr/(imjm)
0 0 0 —inke/lm  —Tm/Im
O sistema dado pela Eq.(5.11) é resolvido numericamente usando o

programa de calculos MatLab.

Na secoes seguintes sao estimados os parametros de amortecimento
interno do motor ¢,, e a constante de voltagem k., utilizando o método
dos minimos quadrados, e o torque de atrito no rotor r; usando filtro de
Kalman extendido. Para este ultimo caso, é proposto um modelo de atrito
correspondente com um problema real, achado em uma bancada experimental.

Com o intuito de fornecer estimagoes dos parametros desconhecidos, é
desenvolvida a analise numérica da bancada junto com os métodos de minimos

quadrados (nao recursivo) e com o filtro de Kalman extendido (recursivo).

5.3
Estimacao por minimos quadrados

Primeiramente o método de minimos quadrados é usado para estimar
tanto o amortecimento interno do motor ¢,, como a constante de voltagem k..

Logo, o vetor de parametros é

Xx=x,= <Z’”> . (5.14)

Dado que no laboratorio s6 é possivel medir os valores das posicoes 0 e

0y e suas respetivas velocidades 6 e 05, se tera o vetor das amostras

n = (el 02 O e‘z)TZan, (5.15)
onde 7 é dado pela resolugao numérica da Eq.(5.11), e n é o ruido nas medigoes.
Como sempre, esse ruido é suposto como sendo um processo estocastico
independente identicamente distribuido com densidade de probabilidade de
tipo gaussiana, com média nula e matriz de covariancia [['] = o2 [I].

Assim, a funcao de desfasagem, segundo a Eq.(3.25), é dada por
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e(x;m) = (%) (1 —1x)' (N — M) - (5.16)

O minimo da funcao daga na Eq. 5.16 é procurado com a funcao
FMINSEARCH do MATLAB.

Para verificar a convergéncia do modelo sao usados os valores dos
parametros da Tabela 5.2, juntamente com a solugao do modelo dada pela
Eq.(5.11) a qual é somada um erro de caracter aleatério. Usa-se este resultado
para estimar o valor original de tal forma que possa-se testar a convergeéncia
do processo de estimacao. Assim, uma vez que seja assegurada a estimagcao por
minimos quadrados, serao usados valores experimentais a fim de melhorar o
estado do conhecimento dos parametros da bancada.

O experimento é realizado sem considerar o atrito no rotor r; (t; = 0) e
dando uma entrada de voltagem de v = 8 Volts. O desvio padrao das amostras
¢ variado segundo mostrado na Tabela 5.2.

Assim, a Figura 5.2 apresenta um dos casos expostos na Tabela 5.2, para
as curvas dos valores de 01, 6, q), 91, 92, e g = €()- Denotando as medigoes
pelas cruzes vermelhas, as curvas reconstruidas com cor verde e as originais

com a cor azul. Pode-se observar uma boa convergéncia do método de minimos

quadrados.
1000 1000 70
800 800 60
) =) 50
£600 £600 040
400 <400 =30
20 e
200 200 0l
o -
07 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 % 10 20 30 40 50 60
t [s] t [s] t[s]
35
30§
25:7\,
@ 204t
B 1540
= FE
< LOnk
< 5 T —
0
-5 -2 5
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
t [s] t [s] t[s]

Figura 5.2: Curvas reconstruidas e medigoes para o,, = 0.01

A curva de convergéncia do método ¢é exibida na Figura 5.3.
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o]} (=)} ~1 0
T T T T

W
T

Funcao objetivo
b W

—
T

¥

0 LI PP PP PPN bs
44— 4 # b

5 4 4

0 10 20 30

o

Iteracoes

40

4 &+

50

60

Figura 5.3: Converéncia da fungao objetivo (¢(x;n)) para o, = 0.01

Finalmente é construida a Tabela 5.2, na qual pode-se observar os erros

de estimacao para diferentes valores de desvio padrao. Assim tem-se uma ideia

do bom comportamento para a estimacao de parametros.

Valor ks J1
Analitico 19,099¢e5 | 601, 6064
Estimado com o, = 0,001 | 18,959¢5 | 601, 641e4
Error absoluto percentual 0,77 % 0,0064 %
Estimado para o, = 0,01 | 19,099¢e5 | 601, 647e4
Error absoluto percentual | 0,77 % 0,0068 %
Estimado para o, = 0,1 18,987¢e5 | 601,636e4
Error absoluto percentual | 0,60 % 0,0051 %
Estimado para o, =1 18987ed | 601, 642¢4
Error absoluto percentual | 0,71% | 0,0061 %
Estimado para o, =1 18,943e5 | 601, 883e4
Error absoluto percentual | 0,82 % 0,046 %

Tabela 5.2: Parametros estimados com
k. =0,01

valores iniciais de ¢, =

0,001 e

No seguinte é usado o método de minimos quadrados para estimar o vetor

de parametros dado na Eq.(5.17), como a seguir
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x= (jm n ket b Lo Ky o tf)T. (5.17)

O vetor de amostras é o mesmo que foi dado pela Eq.(5.15), sé que

agora € obtido de forma experimental. Porém, a funcao objetivo é a dada pela
Eq.(5.16) com o vetor de parametros dado pela Eq.(5.17).

Realiza-se o experimento para um valor de voltagem de entrada de

v = 8 [Volts| e com atrito t; = 0. Poderia-se fazer uma estimagao por minimos

quadrados diretamente do vetor dado pela Eq.(5.17), mas existe uma limitagao.

Neste caso, o método simplex usado para minimizar a fungao objetivo converge

rapidamente em minimos locais ou diretamente nao se consegue a convergencia.

Para achar uma convergéncia com um numero elevado de parametros

foi criada, neste trabalho, uma heuristica que minimiza a funcao objetivo

para diferentes combinacoes de parametros, como apresentado no esquema

da Figura 5.4. Desta forma, o método de minimos quadrados é iterado

primeramente para x; = (t; jn)?, de depois, sequencialmente, para x, =
(m em)™s X3 = (cm ke)Ts x4 = (ke k)", x5 = (ke )", X6 = (rm 1m)",
x7 = (L ko), xg = (ks j1)T, xo = (j1 t;)?. Para cada x; (com i = 1,---,9)

faz-se 10 iteracoes e repete-se todo o ciclo até o valor da funcao objetivo nao
mudar. Apesar da natureza heuristica do algoritmo, os resultados a seguir

mostram boa convergéncia.

]mD {Tl}—x_.. Q te {Tl}“-—w Q }
Cm N X1} — ﬂm (e
ke ’ o -12; =10 [ JM{XU} 1ter€ 10 \/’{XZ} L D]—HH_,{X }/f iter= 10

In - MQ [ {Xob—(x xo -
i {Xo} {XS}H t } { } {Xz} ej
S iter=10 —{n} Lter 10

{Xo}=

iy {n}
t
fo {MQ} s {MQ} {n}x, MQ
1::?“‘;)0 —k’{XS} J\"{Xo}‘*—» 1::(1““{1»0 M{X'J} —"‘"{Xo}—‘—- 12(;)‘_;)2;

{Xq}=

]. MQ |«
1“] {rl({\cqaj} —{Xo}+ {Xs}= [ J
tfo iter=10 ]10

Figura 5.4: Heuristica para minimizar a funcao objetivo.

A Figura 5.5 mostra as curvas para os valores medidos (azul) e as curvas

reconstruidas (vermelho).
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Figura 5.5: Valores medidos e curvas reconstruidas.

A curva de convegeéncia é dada na Figura 5.6. A construgao da mesma é
dada pela continuacao de cada curva de converéncia das iteracoes do método
descrito no esquema da Figura 5.4. Pode-se observar que o método converge

para aproximadamente 400 iteracoes.
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0 500 1000 1500 2000 2500
Iteragoes

Figura 5.6: Convergéncia.

Os valores estimados sao apressentados na Tabela 5.3 onde o erro relativo

¢ com respeito aos valores apresentados na Tabela 5.1.
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Parametros Chute inicial Estimagao error relativo (%)
Im 3,67 x 1074 4,698 x 1074 28%
Cm 1,91 x 100 1,78 x 100 6,6 %
ke 601,606 x 107% | 587,723 x 10~ 2,3%
kr 0,12 0,13 5%
oo 0,33 0,53 60 %
L, 1,10 x 10°% 0,84 x 1073 23,3%
ks 0,263233 0,2710 3%
J1 28,28 x 1073 29,8 x 1073 5,4%
ty 0,1 0,1 0,0%

Tabela 5.3: Parametros estimados

5.4
Estimacao por filtro de Kalman extendido

Um valor do torque 7 = 7 (91) simples é dado pelo atrito simulado no

extremos r; e pelo modelo de Coulomb modificado, como a seguir

Test SE 91 < tol

i(61) = (5.18)

Tagin  S€ 91 > tol
onde tol é uma tolerancia que descreve o limite entre os atritos estatico e
dinanmico.

Mas, a bancada experimental apresenta uma descentralizacao na direcao
transversal ao eixo de rotagao, vide Figura 5.7. Assim, é importante caracteriza-
la para melhorar o entendimento do problema geral.

A seguir, sao testadas duas modelagens que descrevem o possivel efeito

produzido no torque 7, pela descentralizacao do sistema de atrito.
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Incremento da forga de
reacdo produz aumento

descentralizacdo > Adese | 4a forca de atrito
Modelo 1

J, T

L

i )
I_{'l‘ ! Modelo 2
Sistema de atrito (t,)

pontos de contato
descentralizados

Figura 5.7: Descentralizagao do sistema de atrito posicionado em 7.

A Figura 5.7 apresenta um esquema de modelagens do atrito 71.Estas
ideias tem origem na observagao da dinamica da bancada. Ao ter uma des-
centralizacao como indicado na Figura 5.7, é de se suspeitar que ao variar o
atrito dado pelo contato entre as superficies, o torque fornecido por esta forca
de atrito também pode mudar. Assim, tanto o modelo 1 como o modelo 2
tem origem na variagao da forca de atrito devido a descentralizcao dita. Esta
mudanga depende em alguma proporgao (n, ) da rotacao ¢, do disco r;.

A Figura 5.8 apresenta a curva de amplitude da descentralizacao medida
sobre a bancada, ao longo de uma volta (360°), mostrando que para um ponto
fixo, a amplitude da descentralizacao cumple um ciclo de a amplitude maxima
0.09 [mm)| aproximadamente. Observa-se que a cada volta dada pelo disco 71,

a amplitude Ay, do disco de atrito completa um ciclo.

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

Amplitude [mm]

-0.04

-0.08

01 i i i i i
0 1 2 4 5 6

3
01 [rad)

5.8(a): Sitema de medigao. 5.8(b): Amplitude para um cliclo do rotor.

Figura 5.8: Medicao da descentralizacao do dispositivo de atrito.
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Para a primeira modelagem (modelo 1 na Figura 5.7), o aumento do
deslocamento do disco entre as pastilhas de freio produz um aumento da forca
de contato entre estes, o que induz um aumento no torque de atrito. A seguir

a descricao matematica proposta para o modelo 1,

Tlmodl(él > tol) = Tain + Aryy modi (1 — cos (nélél t)) , (5.19)
onde 74, é o torque sem o feito da descentralizagao e A, ¢é a amplitude de
oscilagao do torque médio induzida pela descentralizacao.

Para a segunda modelagem (modelo 2 na Figura 5.7), o aumento do
deslocamento do disco entre as pastilhas de freio produz uma diminuicao
da superficie de contato entre estes, o que induz uma diminuicao da forca
normal de contato, tendo assim, uma diminucao do torque de atrito. A seguir

a descricao matematica proposta para o modelo 2,

Tlmon(él > tol) = Tain — Ary,mod2 (1 — cos (n9191 t)) ) (5.20)
Na Figura 5.9 pode ser visto um esquema representativo do comporta-
mento das modelagens. Observa-se que o valor de proporgao de frequéncia é

nél = 2.

0, [rad]

Figura 5.9: Esquemas das modelagens para o torque de atrito 7.

No seguinte, usa-se o problema descrito pela Eq.(5.11) com o atrito
dado pelas Egs.(5.19) e (5.20). A voltagem de entrada é de v = 8 [Volts]
como nos casos anteriores. Logo, quer-se estimar a amplitude de oscilagao da
descentralizacao A, . O torque de atrito dinanamico 74, é medido sobre a

bancada e sera considerados como conhecida.
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Para comprovar o funcionamento da estimacao € resolvido o sistema
de forma numérica por uma rotina feita em cédigo MATLAB usando ambas
modelagens propostas. As amostras sao geradas somando a solu¢ao numérica
um erro do tipo gaussiano independente e identicamente distribuido com média
nula e matriz covariancia [I'] = o2 [I],,, (onde o, é o desvio padrao).

Entao, segundo o visto no capitulo 4, o problema a resolver para ambas

modelagens, segundo o método de filtro de Kalman extendido, é

ATdm k+1 — q)K<ATdmk) + ek,
M= M+ = Cp(Ar,, 1) + 105, (5.21)
~ J (Ck(Aszn k)) ATdin k + ng )

onde ¢ = A,, 1 (dado que o parametro a estimar é constante),  é o dado
pela Eq.(5.15) e J(Ck(A,,, k) é o jacobiano de Cg(A,,, k), que é calculado

numericamente. As seguintes condicoes iniciais sao usadas

A k=0:O7057

Tdin

o2 (5.22)

n

19 (Crmo(Argy i=o))|I*
A seguir serao apresentados graficos que mostram o comportamento

[Pr=o] =

destas modelagens para os desvios padroes o, = 0,05 e R = 0.02 das amostras
e do modelo respetivamente.

A Figura 5.10 se corresponde com o metodo 1. Esta apresenta as curvas da
solugao analitica (cor azul), as soluc¢oes aproximadas (cor vermelho) e os valores
de medicao gerados (cruzes de cor verde) para os deslocamentos angulares e

as velocidades angulares nos dois graus de liberdade.

80

3
¢ [s] t[s]

3
i [s] t [s]

Figura 5.10: Observacoes, solucao analitica e curvas reconstruidas para o
Modelo 1.
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A Figura 5.11 também se corresponde com o metodo 1. Nesta sao apre-
sentadas as curvas do torque analitica e reconstruida e a convergéncia para

esta modelagem.

T T T T T T T T
i 5 . ' . o

0,30t

E

20,25
0,20} ]

0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 5

0,09 : : : : . . . .
0,08} i

=
£0,07f ]
< 0,06 il

0,057 Iteracdes r

0.040—35 10 15 2.0 25 3.0 35 40 45 b5

Figura 5.11: Torque e congergéncia para o Modelo 1.

Nas Figuras 5.10 e 5.11 pode-se observar o bom comportamento. Neste
caso é possivel perceber que a modelagem comeca a perder amplitude na
predicao do torque.

A seguir o problema é resolvido para a segunda modelagem de 7; com as
mesmas configuragoes. Assim, a Figura 5.12 (se corresponde com o metodo 1)
apresenta as curvas da solugao analitica (cor azul), as solugoes aproximadas
(cor vermelho) e os valores de medigao gerados (cruzes de cor verde) para os

deslocamentos angulares e as velocidades angulares nos dois graus de liberdade.

Figura 5.12: Observacoes, solucao analitica e curvas reconstruidas para o
Modelo 2.
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E na Figura 5.13 sao apresentadas as curvas do torque analitica e

reconstruida e a convergéncia para o metodo 2.

015"
£0,10F
[
0,05 .,
0 05 1.0 1.5 2.0 25 30 35 40 45 b5
t[s]
0,08% ]
=
£0,06] 1
<
0,04 Iteragoes }
0 05 1.0 15 2.0 %,[5] 30 35 40 45 5
S

Figura 5.13: Torque e congergéncia para o Modelo 2.

Também, nas Figuras 5.12 e 5.13, observar-se o bom comportamento
desta modelagem. E, igualmente nas Figuras 5.10 e 5.11, é possivel perceber
que a modelagem comega a perder amplitude na predicao do torque.

Na Tabela 5.4 apresenta-se os valores das convergéncias para diferentes
valores de desvio padrao. Assim, como feito para o método de minimos
quadrados, agora tem-se uma ideia do comportamento para a estimacao do
parametro e isto pode ser usado como medida de confiabilidade do método

para caraterizacoes futuras da bancada experimental.

metodo 1 metodo 2
o Ay, desviorelativo % A, desvio relativo %
0,0005 0,075 0,039 % 0,075 0,1%
0,005 0,075 0,2% 0,074 1,1%
0,05 0,078 3,33% 0,072 4,5%
0,1 0,074 1,7% 0,069 7,6%
0,5 0,066 12,1% 0,086 14,0%
1 0,098 30,4% 0,042 44,4%

Tabela 5.4: Estimacoes por FKE para as modelagens metodo 1 e metodo 2.
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6
Conclusoes

Neste capitulo sao apresentadas observacoes gerais do trabalo, sao dadas

sugestoes para possiveis trabalhos futuros e sao apresentadas duas publicacoes.

6.1
Contribuicoes deste trabalho

A partir da inferéncia estatistica bayesiana, foi definida a estimacao pa-
ramétrica pelo método de minimos quadrados. Foram resolvidos experimentos
de um grau de liberdade para o caso em que os parametros foram tanto lineares
quanto nao lineares. A minimizacao da funcao objetivo foi feita pelo método
de procura de minimo conhecido como M-simplex, o qual foi dado pela funcao
fminsearch no codigo de programacao MATLAB. Demostrou-se que o método
MQ é um bom estimador mas que a minimizagao da fungao objetivo além de
ser lenta pode nao converger se as curvas a serem optimizadas nao foram curvas
suaves (ie., pudendo cair em minimos nao globais).

Também usou-se o algoritmo recursivo de filtro de Kalman para estima-
¢ao. Dado que o filtro de Kalman resolve sé problemas lineares foi apresentada
uma variagao do mesmo, conhecida como filtro de Kalman extendido, a que
consta da linearizagao das equacoes de evolucao do FK pelo polinomio de Tay-
lor e truncado este no primeiro grau. Devido a que esta aproximacao apresenta
uma rapida perda de acuracia na estimacgao de parametros, foi proposta uma
forma de melhorar a precisao ao sumor o erro de truncamento da aproximacao
de Taylor & matriz jacobiana [7]. Vérios exemplos foram resolvidos, para um
e dois graus de liberdade e para parametros lineares com o FK e para nao
lineares com o FKE e com FKE com a corre¢cao ao segundo ordem. Também
mostrou-se o comportamento do FK quando o parametro a ser estimado evolue
no tempo, mostrando a importancia das matrices de evolucao.

Em seguida foi abordada a modelagem de uma bancada experimental
desenvolvida para estudos de uma coluna de perfuracao em escala reduzida.
A mesma constou da descricao da dinamica do motor acoplado com a mode-
lagem da coluna. As equagoes do modelo foram resolvidas de forma numérica

usando os integradores numéricos oded5 e ode23t do MATLAB. Estes resul-
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tados foram utilizados para criar as amostras e poder testar os algoritmos de
estimacao. Estudando a dinamica sem atrito no rotor, que simula a broca de
perfuracao, foi apresentada uma metodologia com a que comprovou-se a es-
timacao por método de minimos quadrados para os dados simulados. Logo
foram utilizados dados experimental com o que foram obtidas estimagoes para
9 parametros envolvidos na dinamica do sistema coluna-motor. Por tltimo,
foram construidas duas modelagen que para explicar situacoes observadas no
dispositivo que fornece o torque de atrito na bancada experimental, de forma
tal de aprofundé-los e contribuir na caraterizacao da dinamica bancada experi-
mental que tem-se desenvolvida no Laboratério de Vibragoes Mecénicas (para
maior informagao desta bancada, o leitor pode-se dirigir & referéncia [2]). Para
esta utima caracterizacao foi usado o método de filtro de Kalman extendido e

comprovou-se a sua estimacao, mas por enquanto sé pela simulacao.

6.2
Observacoes deste trabalho

Uma rapida observacao pode ser que ambos métodos conseguem a
extimacao com exatidao, a diferéncia é que minimos quadrados demora mais
para estimar. Uma das causas disto é que a minimizacao da fungao objetivo
nem sempre é uma tarefa simples.

O método de filtro de Kalman é rapido em comparacao com o método de
minimos quadrados, para sistemas lineares. Para este método as complicacoes
sao inversoes de matrizes e a perda de precicao ao linearizar o caso nao linear.

No método de minimos quadrados, para minimizar a fungao objetivo, usa-
se método M-Simplex, dado pela fungao de MATLAB fminsearch [9]. Este
método encontra dificuldades ao calcular minimos globais quando a funcao
objetivo nao é uma curva suave, caso contrario consegue estimacoes aceitaveis,
mesmo quando a disper¢ao das amostras é grande.

O método de filtro de Kalman é uma boa ferramenta na hora de estimar
parametros lineares, mas perde precicao quando a dispercao das amostras
aumenta. Na hora de estimar parametros nao lineares o filtro de Kalman
extendido é usado. Este é baseado em uma linearizagao a que é obtida pelo
truncamento no termo de segundo ordem da representacao em polinomio de
Taylor da fungao a linearizar. Este truncamento produz uma perda de precisao

que afeta a predicao do método.
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6.3
Sugestoes para trabalhos futuros

Uma primeira sugestao ¢ de trabalhar com diferentes técnicas de minimi-
zagao da fungao objetivo para o método de minimos quadrados. Como exemplo
podem ser algoritmos de procura pelo gradiente ou o método de Newton. Ou-
tra sugestao é a de testar algoritmos recursivos para parametros nao lineares
que utilizem truncamentos do polinhomio de Taylor de ordens maiores.

Em todos os casos, o ruido das amostras é do tipo Gaussiano, mas poderia
ser utilizado um outro tipo de ruido, dependendo o problema a ser resolvido,
de forma tal que dar a estimacgao paramétrica a partir da inferéncia estatistica
bayesiana com ruidos de disferentes distribuicoes.

Para a caracterizacao da bancada experimental, na caraterizacao do
sistema de atrito, espera-se poder fazer as medicoes para poder testar as
modelagens aqui propostas. Também sugere-se testar com outros tipos de atrito

de base (aqui proposto o atrito de Coulomb).

6.4
Publicacoes

e Fernando S. Buezas, Marta B Rosales, Rubens Sampaio and Mario
Sandoval UNCERTAINTY QUANTIFICATION IN THE SIMPLIFIED
PROBLEM OF CONTACT BETWEEN TWO ELASTIC BODIES. Pro-
ceedings of the 1st International Symposium on Uncertainty Quantifica-
tion and Stochastic Modeling. February 26th to March 2nd, 2012, Mare-

sias, Sao Sebastiao, SP, Brazil.

e Mario G. Sandoval, Americo Cunha Jr y Rubens Sampaio. ESTIMA-
CION DE PARAMETROS DE UM PROBLEMA INVERSO ESTO-
CASTICO: COMPARACION DE DOS METODOS. XX ENIEF, XX
Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones. ENIEF 2013,18
de Noviembre de 2013, Mendoza, Argentina.
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