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Apêndice 1 – Teste de convergência 

O FRANC3D é um pré- e pós-processador tridimensional desenvolvido para 

determinar parâmetros de mecânica da fratura e para simular o crescimento da 

trinca. Este programa de mecânica da fratura é acoplado a programas de 

simulação numérica, como método dos elementos de contorno ou método dos 

elementos finitos. Nesta tese, o FRANC3D é utilizado com um programa de 

elementos finitos, o ABAQUS. Desta forma, no FRANC3D geram-se malhas de 

sólidos tridimensionais com trincas para análise do problema em elementos finitos 

(Carter et al., 2000).  

Resumidamente, a estratégia de geração da malha usada no programa 

FRANC3D, divide o domínio do problema em regiões, chamadas neste trabalho 

de região da trinca e demais regiões. A vantagem desta abordagem é que a malha 

de elementos finitos é refeita apenas na região da trinca. Nas demais regiões, 

mantêm-se com mesmas definições de tamanho do elemento desde a primeira 

análise. Por esta razão, são feitos dois testes de convergência da malha de 

elementos finitos, onde a malha que é usada nas análises desta tese é a malha com 

menor número de elementos e, mesmo assim, com resultados precisos de 

deslocamentos e FIT.  

Além disso, as dimensões da região da trinca devem ser definidas pelo 

usuário. Desta forma, pela condição de carregamento e concentração de tensões, é 

conhecida que a trinca cresce no plano (trinca de superfície), por isso foi escolhida 

como a região da trinca uma faixa de 10 mm de comprimento em toda a largura 

w  da placa. Essa faixa tem distância de 5 mm de cada lado do entalhe. Na Figura 

A1. 1 (a) são ilustradas as dimensões da placa e na cor verde a região da trinca. 

Complementarmente, na Figura A1. 1 (b) são ilustradas as malhas geradas no 

FRANC3D. 
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Apêndice 1 204 

 

(a) 

(b) 

Figura A1. 1 – Dados para análise: (a) Dimensões da placa trincada [mm] e; (b) Malha na região 

da trinca e demais regiões e condições de contorno. 

 

No teste de convergência nas demais regiões, seis refinamentos de malhas 

diferentes são utilizados, que são chamadas por malha global 001, 002, 003, 004, 

005 e 006. Estas malhas são feitas com diferentes dimensões dos elementos no 

plano xy usando quatro ou dois elementos em z. As dimensões dos elementos no 

plano xy são chamadas de xl  e yl ; e altura do elemento zl  (ver Figura A1. 2). 

Note que a geometria e o refinamento da trinca são iguais nas malhas globais. 

 

 

Figura A1. 2 – Dimensões dos elementos nas regiões de malha sem trinca. 
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Apêndice 1 205 

Complementarmente, os parâmetros de refinamento da malha na região da 

trinca são definidos. Esses parâmetros são o raio da roseta e o número de anéis. 

Neste teste, estes parâmetros são adotados iguais em todas as análises, onde a o 

raio da roseta (TR) e o número de anéis são, respectivamente, 510  metros e 3 

anéis. Esses parâmetros serão alterados no teste de convergência da região da 

trinca. 

As dimensões dos elementos associadas a cada malha global são 

encontradas na Tabela A1. 1. Depois da análise, são obtidos os deslocamentos 

medidos no nó A (-5, 24, 8.7), indicado na Figura A1. 1 (a). Adicionalmente, são 

mostrados o tempo de CPU para executar cada análise e número de elementos. Os 

deslocamentos para cada solução e o FIT na frente da trinca também são 

ilustrados na Figura A1. 3 e na Figura A1. 4, respectivamente. 

 

Tabela A1. 1 – Dimensões da malha na região sem trinca e resultados. 

Malha 

Global 
xl  

[mm] 

yl  

[mm] 

zl  
[mm] 

Nó A (-5, 24, 8.7) Tempo 

CPU 

[min] 

Número 

de 

elementos 
Desl.em z  

[m] 

Tensões 

[MPa] 

001 8 8 4 6.450e-3 179.30 28.2 66474 

002 4 4 4 6.451e-3 187.90 27.7 69853 

003 2 2 4 6.453e-3 190.73 63.7 102177 

004 8 8 2 6.451e-3 191.02 34.0 71917 

005 4 4 2 6.451e-3 199.90 43.9 83790 

006 2 2 2 6.453e-3 203.70 113.5 141177 

 

 

Figura A1. 3 – Deslocamento no nó A para diversas malhas nas regiões sem trinca. 
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Figura A1. 4 – FIT ao longo da frente de trinca normalizada. 

 

Os valores de deslocamento no nó A e o FIT na frente da trinca são 

coincidentes para todos os refinamentos de malha na região sem trinca. Assim, 

conclui-se que todas essas malhas representam eficientemente este problema.  

Definida a malha nas demais regiões, pode-se iniciar o teste de convergência 

na região da trinca. O usuário do FRANC3D pode controlar três parâmetros que 

melhoram o refinamento da malha na frente da trinca. Esses parâmetros são raio 

da roseta, número de anéis na roseta e o tamanho do elemento ao longo da frente 

da trinca. Note que o tamanho do elemento é definido pela razão entre dimensão 

do elemento perpendicular a frente da trinca ( el ) e a altura deste elemento ( al ). 

O raio da roseta (template radius) é o comprimento total entre a frente da 

trinca e a última aresta de elemento da roseta. A disposição da roseta e a dimensão 

el  
são ilustradas na Figura A1. 5. 

 

 

Figura A1. 5 – Roseta na ponta da trinca: (a) três anéis de elementos e (b) cinco anéis de 

elementos. 
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A razão /a el l  é definida pelo usuário antes de gerar a malha na região 

trincada. O programa FRANC3D tem uma razão padrão /a el l  igual a 2.5. 

Entretanto, pode ser alterada sempre que o usuário desejar.  

Os valores adotados para os três parâmetros já citados anteriormente são 

mostrados na Tabela A1. 2.  

 

Tabela A1. 2 – Refinamento da malha na frente da trinca. 

Malha 

Global 

Número 

de anéis 

Raio da 

roseta 

(mm) 

/a el l  

005 3 0. 20 2.5 

005 3 0. 12 2.5 

005 3 0. 10 2.5 

005 3 0. 06 2.5 

005 3 0. 03 2.5 

005 5 0. 60 2.5 

005 5 0. 10 2.5 

005 3 0.10 1.0 

005 3 0.05 1.0 

 

Na Figura A1. 6 é mostrada a distribuição do FIT na frente da trinca. Para 

valores de raio de roseta 0.10 mm, 3 anéis e razão /a el l  2.5, o FIT tem valores 

satisfatórios. Assim, este refinamento de frente da trinca é escolhido para as 

análises desta tese. Entretanto, se a convergência do contato não for encontrada 

com esses parâmetros de refinamento, para obter a solução de elementos finitos 

nessas específicas análises, utiliza-se raio de roseta inferior a 0.10 mm. 
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(a) 

 

(b) 

Figura A1. 6 – Refinamento dos elementos na frente da trinca: (a) FIT na frente da trinca e (b) FIT 

na quina. 
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Apêndice 2 – Ajuste de ensaios da/dN-K 

Dois conjuntos de ensaios a fadiga sob carregamento cíclico de tração foram 

feitos para se obter a curva taxa de propagação da trinca /da dN  do aço ASTM 

A36. Os corpos-de-prova usados são compactos usinados a partir da mesma barra 

chata que deu origem aos corpos-de-prova de flexão. A norma ASTM E647 

fornece dimensões e equações para determinar o fator de intensidade de tensão 

desse corpo-de-prova compacto. A geometria é ilustrada na Figura A2. 1. 

 

 

Figura A2. 1 – Geometria do corpo-de-prova padrão compacto de tração C(T). 

 

Uma máquina servo-hidráulica MTS modelo 810 Material Testing System 

foi usada e a célula de carga com uma capacidade de 10 kN sob condições de 

carregamento dinâmico garantiam a precisão do carregamento aplicado sob um 

controle de carga. A frequência do carregamento e taxa de tensão eram 35 Hz e 

0.1R  , respectivamente.  

A variação do deslocamento da abertura da boca da trinca e dados de 

carregamento foram coletados durante o ensaio de fadiga. Este deslocamento foi 

medido com um clip gage no corpo-de-prova C(T).  

Por causa de uma dispersão nos pontos medidos na região I da curva 

,da dN K  foram realizadas dois grupos de amostras, conforme mostrado a 

seguir.  
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A2.1 Dados da/dN do primeiro conjunto 

Os pontos medidos no primeiro experimento foram ajustados sob K , 

usando a equação de Elber modificado, como 

   
2.23101.5310 1th

da
K K R

dN

    ,  (A2. 1)
 

obtida pelo método dos mínimos quadrados. A magnitude do limiar de 

propagação thK  e razão de tensão R  são 7 MPa m  e 0.1 , respectivamente. Na 

Figura A2. 2 são apresentados os pontos medidos em dois C(T)s. 

 

 

Figura A2. 2 – Primeira amostra de dados coletados, ensaio de taxa de propagação de trinca, 

usando um C(T). 

 

 

A.2.2 Dados da/dN do segundo conjunto 

 

As novas taxas da/dN coletadas são encontradas na Figura A2. 3. O limiar 

de propagação thK  é 8 MPa m , determinado de acordo com a norma ASTM E-

647.  
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Figura A2. 3 – Pontos medidos na segunda amostra de dados coletados, usando CP compacto 

C(T). 

 

Para se ter o melhor ajuste C , m  e p , foi utilizado o método de otimização 

de Levenberg-Marquardt. O procedimento geral foi 

i. Cálculo da média   dos dados  log /da dN  usando 

 1

n

i i

da

dN

n
 

 
 
 




 (A2. 2) 

onde 
i

da

dN

 
 
 

 são pontos experimentais medidos em cada K  e n  é o número de 

pontos total. 

ii. Cálculo do desvio padrão s  de  log /da dN   

 
 

2

,
1 i

y da
s y

n dN

  
   

  


 (A2. 3) 

com a média   determinada em (i) para cada K .  
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iii. Assumindo uma distribuição de Gauss ao longo da curva, com 

confiabilidade de 97.72% associada a 2k  , pode-se obter pontos de 

máximo e mínimo para determinar uma faixa de /da dN como 

 
min max

e
da da

ks ks
dN dN

 
   

      
   

 (A2. 4) 

respectivamente, curva mínima e máxima de /da dN  vs. K . 

Finalmente, o ajuste dos pontos médios   vs. K  é feito com o método 

Levenberg-Marquardt. Adicionalmente, também são determinados os ajustes da 

curva    
min max

e .da dN da dN

 
Na Figura A2. 4 são apresentados os pontos médios calculados para essa 

amostra de dados, pontos inferiores e pontos superiores para uma confiabilidade 

de 97.72%. 

 

 

Figura A2. 4 – Pontos para ajuste de curva. 

 

Quatro modelos /da dN K  foram usados para se estimar o melhor 

ajuste. Estes modelos são Elber, Elber modificado e Hall com 3 e 4 parâmetros 
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(ver Capítulo 3). Os diversos ajustes são encontrados na Figura A2 .5 e o melhor 

ajuste foi com a curva de Hall 4 parâmetros.  

Elber  

  
2.79114.012 10 th

da
K K

dN

     (A2. 5) 

Elber modificado 

   
2.818113.587 10 1th

da
K K R

dN

      (A2. 6) 

Hall 3 parâmetros 

 
 

 

1.006

12 2.596
1

1.201 10
1

thK K Rda
K

dN R


   

      

. (A2. 7)
 

Hall 4 parâmetros 

 
 

 

0.683

13 2.975
1 0.42

9.702 10
1

thK K Rda
K

dN R


   

    
 

 (A2. 8) 

 

 

Figura A2 .5 – Ajuste de curva nos pontos médios. 
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A regra de Paris é largamente usada em previsões de vida e foi utilizada 

neste trabalho para comparar com o ajuste da região I e II das geometrias de frente 

de trinca. Para a regra de Paris ajustando os pontos médios é 

 13 3.9553.029 10
da

K
dN

   .  (A2. 9) 

Considerando os pontos mínimos, os parâmetros experimentais foram 

determinados como 

 
 

 

0.292

13 3.49
1 76.915

2.687 10
1

K Rda
K

dN R


   

      
, (A2. 10) 

onde a taxa de crescimento da trinca /da dN  está em m/ciclos . Na Figura A2. 6 e 

Figura A2. 7, respectivamente, são ilustradas a curva de ajuste dos pontos 

superiores e a curva de ajuste dos pontos inferiores. 

 

 

Figura A2. 6 – Ajuste de curva Hall 4 parâmetros nos pontos superiores. 
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Figura A2. 7 – Ajuste de curva Hall 4 parâmetros nos pontos inferiores. 

 

Algumas comparações dos dados coletados com curvas de ASTM A36 e 

SAE 1020 são feitas e ilustradas na Figura A2. 8, verificando a coerência dos 

pontos médios coletados nos ensaios. Em Barsom & Rolfe (1999), os dados do 

aço A36 são ajustados com a lei de Paris 

 12 36.889 10
da

K
dN

    (A2. 11) 

e em Miranda (2003), são ajustados dados de SAE1020 com a curva  

  
2.210

02.5 10 1 0.55
da

K K R
dN

       , (A2. 12) 

onde 0 12.2 MPa mK   e 0.1R  . 

Assim, os pontos médios coletados nos ensaios são satisfatórios e foram 

usados nos Capítulos 5, 6 e 7 para se obter previsões de vida no corpo-de-prova de 

flexão.  
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Figura A2. 8 – Comparação da curva medida com resultados disponíveis na literatura. 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821352/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0821358/CA



Apêndice 3 – Projeto dos corpos-de-prova para pré-trinca 

A proposta deste trabalho foi estudar o crescimento da trinca partindo de um 

defeito inicial. Este defeito inicial é uma trinca reta-passante. Com esta finalidade, 

foram feitos ensaios de tração cíclica nos corpos-de-prova de flexão para realizar 

o pré-trincamento dos corpos-de-prova de flexão. Estes ensaios iniciam em 

corpos-de-prova com entalhes.  

Foram projetadas três geometrias diferentes de corpos-de-prova, conforme 

apresentado na Seção 4.1. O critério de escolha das geometrias destes corpos-de-

prova foi descrita na Seção 4.1.  

Nesta seção é apresentado o projeto dos corpos-de-prova para esse ensaio de 

pré-trincamento. Complementarmente, são apresentados os números de ciclos e o 

carregamento aplicado durante o ensaio de pré-trincamento. Esse ensaio deve ser 

realizado para se iniciar a trinca e evitar as incertezas oriundas desta transição de 

comportamento entre entalhe e trinca.  

Uma máquina de teste servo-hidráulica universal modelo 8501 Instron foi 

usada na execução dos ensaios de pré-trincamento. O carregamento aplicado foi 

senoidal com razão de tensão 0.1R  . As frequências usadas são entre 22 e 38 Hz 

para um CP com um entalhe de borda e 17 Hz para um CP com entalhe central. O 

carregamento aplicado induziu um FIT de aproximadamente 12 MPa m . A 

temperatura do experimento foi 24 graus Celsius. 

 

 

A.3.1 Projeto dos corpos-de-prova  

Utilizou-se o programa Quebra2D (Miranda, 2003) para se determinar o 

fator de intensidade de tensão para os corpos-de-prova sob tração. Admitiu-se que 

o comprimento total da trinca a ou 2a é igual ao comprimento do entalhe e trinca. 

O carregamento remoto de tração cíclica é distribuído ao longo do perímetro do 

furo, onde é fixado o pino. Complementarmente, as geometrias dos corpos-de-

prova são mostradas na Figura A3. 1. 
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 (a)                                                                    (b) 

 

(c) 

Figura A3. 1 – Geometria do corpo-de-prova em [mm]: (a) entalhe de borda; (b) entalhe central e 

(c) dois entalhes de borda. 

 

O módulo de elasticidade do aço adotado é 205 GPa e o coeficiente de 

Poisson é 0.3. A propagação da trinca foi realizada numericamente utilizando as 

geometrias na Figura A3. 1 e foram conhecidos os valores numéricos do fator de 

intensidade de tensão para cada incremento Δa de trinca no Quebra2D. Com estes 
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valores discretos de fator de intensidade de tensão, foi determinada a função

 /f a w . A expressão utilizada é  

  / IK
f a w

a 





, (A3. 1) 

onde  /f a w  é ilustrada Figura A3. 2, Figura A3. 3 e Figura A3. 4, 

respectivamente, para o corpo-de-prova com um entalhe de borda, com um 

entalhe central e com dois entalhes de borda.  

 

 

Figura A3. 2 – f (a/w) para corpo-de-prova com entalhe de borda. 

 

 

Figura A3. 3 – f (a/w) para corpo-de-prova com entalhe central. 

y = 81.909x4 - 83.08x3 + 42.416x2 - 6.5929x + 3.2488 

0.00 

1.00 

2.00 

3.00 

4.00 
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6.00 

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 

f(
a

/w
) 

a/w 

y = -9.9041x4 + 9.5454x3 + 4.0496x2 - 5.1831x + 2.08 

0.80 
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1.00 

1.10 
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Figura A3. 4 – f (a/w) para corpo-de-prova com dois entalhes de borda. 

 

Os polinômios aproximados  /f a w para descrever os pontos discretos são  

4 3 2

81.91 83.08 42.42 6.59 3.25
a a a a a

f
w w w w w

         
             

         
,  (A3. 2) 

 

para um entalhe de borda.  

4 3 2

9.90 9.55 4.05 5.18 2.08
a a a a a

f
w w w w w

         
              

         
   (A3. 3) 

 

para entalhe de central. 

4 3 2

20.20 41.93 33.88 12.05 2.59
a a a a a

f
w w w w w

         
             

         
,  (A3. 4) 

para dois entalhes de borda. 

Com base nos polinômios, foi possível determinar o FIT para qualquer 

comprimento de trinca. Com essa estimativa, pode-se definir o comprimento do 

entalhe e carregamento aplicado, que ocasione 12 MPa mIK   e sob razão de 

tensão 0.1R  . Os carregamentos estão disponíveis na Tabela A3. 1. 

Complementarmente, os dados dos ensaios dos corpos-de-prova com um entalhe 

y = 20.201x4 - 41.93x3 + 33.878x2 - 12.05x + 2.5872 

0.80 

0.90 

1.00 

1.10 

1.20 

1.30 

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 

f(
a

/w
) 

a/w 
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de borda e com um entalhe central estão, respectivamente, na Tabela A3. 2 e 

Tabela A3. 3.  

 

Tabela A3. 1 – Carregamento aplicado. 

Corpo-de-prova 
Carregamento 

máximo [kN] 

Carregamento 

mínimo [kN] 

Entalhe de borda 24.44 2.44 

Entalhe central 55.56 5.56 

 

Tabela A3. 2 – Dados do experimento para corpo-de-prova com um entalhe de borda. 

Corpo-de-prova 
Frequência 

(Hz) 
N (ciclos) 

CP01 22 e 35 153865 

CP06 38 291865 

CP07 38 372697 

 

Tabela A3. 3 – Dados do experimento para corpo-de-prova com um entalhe central. 

Corpo-de-prova 
Frequência 

(Hz) 
N (ciclos) 

CP02 17 436093 

CP03 17 370303 

CP04 17 348323 

 

Durante o ensaio, uma trinca foi iniciada e propagada em um dos furos do 

CP05 (ver Figura A3. 5), pois houve um erro no projeto deste CP, que ocasionou 

o nascimento da trinca no furo. O corpo-de-prova foi removido da máquina antes 

do fraturamento nessa região. Duas soluções imediatas são possíveis para este 

problema: (i) aumento dos furos de fixação da garra, mas outra garra deveria ser 

utilizada; (ii) aumento do comprimento do entalhe, mas a seção do ligamento 

poderia ter falha por colapso plástico. Desta forma, os corpos-de-prova com dois 

entalhes tornaram-se inviáveis para este estudo.  
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Figura A3. 5 – Trinca no furo do CP05.  

 

Observação: PID: P = 5.08, I = 1.0; D = 2.84. 
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Apêndice 4 – Resumo dos resultados experimentais 

Tabela A4. 1 – As dimensões exatas dos CPs, condições iniciais: (a) entalhe central; e (b) entalhe 

de borda. 

 Corpo-de-prova largura 

(mm) 

entalhe 

(mm) 

t 

(mm) 

*
/a w

 

(a
) 

CP03 
2

w
 

101.6 

2
a
 

35.0 8.8 0.34 

CP02 101.5 34.2 8.8 0.34 

(b
) 

CP01 

w
 

101.4 

a
 

9.95 8.8 0.10 

CP06 101.5 10.65 8.7 0.10 

CP07 101.4 12.64 8.8 0.12 

Note que 
*

a  é o comprimento do entalhe antes do ensaio de pré-trinca. O entalhe era passante e 

reto ao longo de toda a espessura dos CPs. 

 

 

Tabela A4. 2 – Tipo de histórico de carregamento, número de ciclos total totalN  e razão final 

/a w : (a) entalhe central; (b) entalhe de borda.   

 

Corpo-de-prova Histórico 
totalN  (

6
10  

ciclos) 

**
/a w  

(a
) 

CP03 subcarga 1.78 0.66 

CP02 subcarga 1.11 0.57 

(b
) 

CP01 K  constante 1.48 0.37 

CP06 sobrecarga 4.75 0.50 

CP07 subcarga 3.63 0.57 

 

 

Tabela A4. 3 – Resumo das coordenadas de centro (concêntrico) nos CPs com entalhe de borda. 

CPs 
X   

[mm] 

CP01 11.89 

CP06 13.63 

CP07 14.77 
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CP01 

Tabela A4. 4 – Resumo dos dados – CP01. 

Marcas N  P
 

[kN] 

  

[MPa] 

a  

[mm] 

c  

 [mm] 

d  

 

[mm] 

/a c  /a t  / *a c  

Pré-trinca 0 5.97 144 0 0 0 - - - 

Marca 01 690 224 6.89 166 2.68 3.96 15.85 0.68 0.30 1.08 

Marca 02 980 990 7.94 191 3.49 6.39 18.28 0.55 0.42 0.77 

Marca 03 1 487 115 - - 6.20 23.68 35.57 0.26 0.70 0.28 

* Usando o comprimento de trinca c  computado a partir da ponta da pré-trinca.  

 

Tabela A4. 5 –Semi-eixos não concêntricos da Marca03 do CP01. 

Marcas 
c

x   

[mm] 

NC
a  

[mm] 

NC
c  

 [mm] 

d  

 [mm] 

/
NC NC

a c  /
NC

a t  / *a c  

Marca 03 20.79
 

6.23 14.73 35.52 0.26 0.70 0.28 

 

CP06 

Tabela A4. 6– Comprimentos dos semi-eixos das elipses no CP06. 

Marcas 
N  

P
 

[kN] 


 

[MPa] 

a   

[mm] 

c   

[mm] 

d  

[mm] 

/ *a c  /a t  

Marca 01 982 126 7.00 173 4.48 6.39 20.00 0.71 0.54 

Marca 02 1 781 930 7.00 173 5.35 12.33 25.96 0.44 0.65 

Marca 03 2 632 479 7.35 182 6.17 19.98 33.61 0.33 0.78 

Marca 04 4 145 954 4.50 111 6.17 26.95 40.58 0.24 0.78 

Marca 05 4 750 267 - - 7.41 38.00 51.63 0.19 0.87 

* O comprimento de trinca c  computado a partir da ponta da pré-trinca e o centro das elipses são 

coincidentes.  

 

Tabela A4. 7 – Novo centro e semi-eixos de 3 Marcas no CP06. 

Marcas 
c

x   

[mm] 

NC
a  

[mm] 

NC
c  

[mm] 

/
NC NC

a c  /
NC

a t  / *a c  

Marca 03 20.66  6.17 12.94 0.48 0.78 0.33 

Marca 04 20.66  6.17 19.90 0.31 0.78 0.24 

Marca 05 20.66  7.41 31.16 0.24 0.87 0.19 

* Usando o comprimento de trinca c  computado a partir da ponta da pré-trinca.  
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CP07 

Tabela A4. 8 – Comprimentos dos semi-eixos das elipses no CP07. 

Marcas N  P
 

[kN] 

  

[MPa] 

a   

[mm] 

c   

[mm] 

d   

[mm] 

/a c  /a t  / *a c  

Pré-trinca 0 7.0 173 - - 14.77 - - - 

Marca 01a 817 423 5.5 136 2.55 0.91 15.68 2.80 0.29 2.25 

Marca 01b 1 048 657 7.0 173 2.55 1.55 16.32 1.65 0.29 1.44 

Marca 02a 1 583 040 5.5 136 3.96 7.17 21.94 0.55 0.45 0.53 

Marca 02b 1 663 433 7.0 173 3.96 7.86 22.63 0.50 0.45 0.48 

Marca 03a 1 934 783 5.1 126 4.93 11.03 25.80 0.45 0.56 0.43 

Marca 03b 2 303 294 6.5 161 4.93 12.64 27.41 0.39 0.56 0.37 

Marca 04a 2 595 390 4.5 111 5.54 16.86 31.63 0.33 0.63 0.32 

Marca 04b 2 776 832 5.5 136 5.54 18.72 33.49 0.30 0.63 0.27 

Marca 05a 2 954 809 5.0 124 6.07 23.29 38.06 0.26 0.69 0.25 

Marca 05b 2 996 138 6.0 148 6.07 24.21 38.98 0.25 0.69 0.24 

Marca 06a 3 179 856 4.8 119 6.60 27.44 42.21 0.24 0.75 0.23 

Marca 06b 3 256 718 5.5 136 6.60 29.50 44.27 0.22 0.75 0.21 

Marca 07a 3 382 849 4.5 111 6.86 31.62 46.39 0.22 0.78 0.21 

Marca 07b 3 418 670 5.5 136 6.86 32.86 47.63 0.21 0.78 0.20 

Marca 08a 3 509 839 4.3 106 7.04 34.97 49.74 0.20 0.80 0.19 

Marca 08b 3 534 505 5.0 124 7.04 35.61 50.38 0.20 0.80 0.19 

Marca 09a 3 634 569 - - 7.48 42.56 57.33 0.18 0.85 0.17 

* O comprimento de trinca c  computado a partir da ponta da pré-trinca e o centro das elipses são 

coincidentes.  
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Tabela A4. 9 – Novos centros e semi-eixos no CP07. 

Marcas 
c

x   

[mm] 

NC
a  

[mm] 
NC

c  [mm] /
NC NC

a c  /
NC

a t  / *a c  

Marca 03b 16.49  4.67 9.20 0.51 0.56 0.37 

Marca 04a 16.49  5.35 13.37 0.40 0.63 0.32 

Marca 04b 16.49  5.35 16.09 0.33 0.63 0.27 

Marca 05a 16.49  5.81 20.30 0.29 0.69 0.25 

Marca 05b 18.40  5.81 17.55 0.33 0.69 0.24 

Marca 06a 18.40  6.24 20.91 0.30 0.75 0.23 

Marca 06b 18.40  6.27 22.88 0.27 0.75 0.21 

Marca 07a 21.32  6.34 18.51 0.34 0.78 0.21 

Marca 07b 23.10  6.34 16.18 0.39 0.78 0.20 

Marca 08a 24.40  6.48 15.71 0.41 0.80 0.19 

Marca 08b 24.40  6.59 16.36 0.40 0.80 0.19 

Marca 09a 27.54  6.92 17.01 0.41 0.85 0.17 

* O comprimento de trinca c  computado a partir da ponta da pré-trinca e o centro das elipses são 

coincidentes. 
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Apêndice 5 – Tabelas dos carregamentos aplicados 

Neste apêndice são complementados os dados de histórico de carregamento 

apresentado no capítulo 4. Na Tabela A5. 1, Tabela A5. 2 e Tabela A5. 3 são 

apresentados de forma resumida os números de ciclos acumulados antes de se 

aplicar o carregamento inicN , os números de ciclos acumulados ao final do 

evento 
finN , os números de ciclos sob o evento eveN , a força mínima no evento 

minF  e tensão gerada na superfície inferior da placa min  devido ao evento, a 

força máxima no evento maxF  e tensão máxima gerada na superfície inferior da 

placa max . Estes dados na Tabela A5. 1, Tabela A5. 2 e Tabela A5. 3 se referem, 

respectivamente, ao CP01, CP06 e CP07. 

 

Tabela A5. 1 – Condições gerais do carregamento de fadiga aplicado no CP01. 

inic
N  

fin
N  

eve
N  

min
F  [kN] - 

min
 [MPa] 

max
F [kN] - 

max
 [MPa] 

0 690 224 690 224 0.59 – 14 6.56 – 158 

690 224 980 990 290 766 0.68 - 16  7.57 – 182 

980 990 1 487 115 478 587 0.79 – 19 8.73 – 210 
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Tabela A5. 2 – Histórico de carregamento no CP06. 

inic
N  

fin
N  

eve
N  

min
F  [kN] - 

min
 [MPa] 

max
F [kN] - 

max
 [MPa] 

0 110 849 110 849 0.35 - 8 3.89 - 94 

110 849 222 444 111 595 0.70 – 17 7.78 – 188 

222 444 530 352 307 908 0.35 – 8 3.89 – 94 

530 352 767 155 236 803 0.50 – 12 5.56 – 135 

767 155 1 092 476 325 321 0.70 – 17 7.78 – 188 

1 092 476 1 566 350 473 874 0.50 – 12 5.56 – 135 

1 566 350 1 754 191 187 841 0.55 – 13 6.11 – 148 

1 754 191 1 888 366 134 175 0.70 – 17 7.78 - 188 

1 888 366 1 888 433 67 0.50 – 12 5.56 – 135 

1 888 433 2 324 802 436 369 0.35 – 8 3.89 – 94 

2 324 802 2 324 830 28 0.50 – 12 5.55 – 135 

2 324 830 2 632 479 307 649 0.55 – 13 6.11 – 148 

2 632 479 2 849 549 217 070 0.74 – 18 8.17 - 198 

2 849 549 3 312 016 462 467 0.35 – 8 3.89 – 94 

3 312 016 3 798 249 486 233 0.48 – 12 5.33 – 129 

3 798 249 3 798 305 56 0.35 – 8 3.89 – 94 

3 798 305 4 231 875 433 570 0.45 – 11 5.00 – 121 

4 231 875 4 750 267 518 392 0.40 – 10 4.44 – 108 
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Tabela A5. 3 – Histórico de carregamento no CP07. 

inic
N  

fin
N  

eve
N  

min
F  [kN] - 

min
 [MPa] 

max
F [kN] - 

max
 [MPa] 

0 128 620 128 620 0.70 – 17 7.78 - 190 

128 620 639 461 510 841 0.45 – 11 5.00 – 122 

639 461 962 387 322 926 0.55 – 13 6.11 – 149 

962 387 1 355 557 393 170 0.70 – 17 7.78 – 190 

1 355 557 1 583 040 227 483 0.55 – 13 6.11 – 149 

1 583 040 1 716 471 133 431 0.70 – 17 7.78 – 190 

1 716 471 2 261 063 544 592 0.51 – 12 5.67 – 139 

2 261 063 2 437 031 175 968 0.65 – 16 7.22 – 177 

2 437 031 2 639 810 202 779 0.45 – 11 5.00 – 122 

2 639 810 2 750 174 110 364 0.55 – 13 6.11 – 149 

2 750 174 2 860 165 109 991 0.60 – 15 6.67 – 163 

2 860 165 2 954 809 94 644 0.50 – 12 5.56 – 135 

2 954 809 3 040 351 85 542 0.60 – 15 6.67 – 163 

3 040 351 3 225 490 185 139 0.48 – 12 5.33 – 130 

3 225 490 3 272 322 46 832 0.55 – 13 6.11 – 149 

3 272 322 3 382 849 110 527 0.45 – 11 5.00 – 122 

3 382 849 3 418 670 35 821 0.55 – 13 6.11 – 149 

3 418 670 3 509 839 91 169 0.43 – 11 4.78 – 117 

3 509 839 3 634 569 124 730 0.50 - 12 5.56 – 135 
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Apêndice 6 – Considerações do contato 

Nesta seção são apresentadas as definições de contato utilizadas nas faces da 

trinca no programa ABAQUS, usando as hipóteses: (i) contato entre corpos 

igualmente deformáveis; (ii) não existe atrito entre as faces da trinca; (iii) 

pequenas deformações e pequenos deslocamentos; (iv) material linear-elástico.  

Para atender as condições de contato, no arquivo de entrada de dados do 

ABAQUS, são usadas as opções escritas a seguir.  

 

*surface behavior, pressure-overclosure=HARD 

** crack face contact 

*Contact Pair, interaction=nofric, type=NODE TO SURFACE 

crack_surface_mate_nodes_a, crack_main_side_a 

 

Com essas opções, define-se que as faces da trinca são igualmente 

deformáveis, usando contato de pares, que considera uma face como superfície 

escrava e a outra face como superfície mestre. O modelo de contato empregado é 

mecânico, com restrição de compatibilidade. Com esta entrada de dados, o usuário 

define que o método dos multiplicadores de Lagrange é utilizado para se 

determinar a área de contato e pressão, fazendo um controle interativo entre os 

pares. Em outras palavras, cada face da trinca interage com a outra face até 

alcançar um equilíbrio que atenda as restrições de compatibilidade.  

Adicionalmente, o método direto pode ser usado restritamente para impor as 

condições de contato, que devem ser atendidas precisamente em cada nó 

localizado na superfície escrava, já que foram definidas como condições de 

contato hard. Neste caso, a discretização NODE-TO-SURFACE CONTACT 

estabelece condições de contato em cada nó contido na superfície escrava com um 

ponto de projeção na superfície mestre. Assim, cada condição de contato é 

formulada para um único nó da superfície escrava, 
escNó . Por outro lado, um 

grupo de nós na superfície mestre é interpolado definindo a projeção do 
escNó  na 
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superfície mestre. As condições de contato (restrições mecânicas) são 

minimizadas em 
escNó  e não permitem a transferência das tensões de tração ao 

longo da interface. As limitações desta formulação são ilustradas na Figura A6. 1. 

Para evitar que uma superfície penetre outra superfície, deve-se usar uma malha 

refinada nas superfícies potencialmente em contato, que são as faces da trinca. 

 

 

 

Figura A6. 1 – Penetração da superfície mestre na superfície escrava sob contato mestre-escrava 

com uma discretização grosseira da malha, atendendo as condições de compatibilidade nó em 

superfície (Hibbitt, 1996). 

 

Para um sólido tridimensional genérico, a contribuição do contato no 

potencial total usando o método dos multiplicadores de Lagrange (mais detalhes 

em Wriggers, 2006 e Bathe, 2006) e satisfazendo as condições de contato na 

forma forte é adicionada com  

 

   

 

1

2

em ,

f f

f

c

T T
T T B i i

C

iB B

N N

dV dV d

g B

 





     



  



ε Cε U f U f U R

(A6. 1) 

onde C  é a matriz tensão-deformação do material, ε  e U  são, respectivamente, 

as deformações e deslocamentos no sólido tridimensional. V  e S  são o volume e 

a superfície do sólido B , respectivamente. 
B

f  são as forças de volume externas 

aplicadas, fS
f  são as forças aplicadas na superfície f  (forças por unidade de 

superfície de área) e i

CR  são os carregamentos concentrados nas posições 

1, 2, ...i   O multiplicador de Lagrange N  pode ser identificado como a pressão 
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de contato Np  e c  é a superfície de contato, que é discretizada em j  nós. Em 

cada nó são atendidas as seguintes condições de Kuhn-Tucker-Karush para o 

contato,  

 

0

0 em ,

0

N N

N c

N N

g u g

p

g p

  

 



 (A6. 2) 

onde 0Nu g   é a restrição de impenetrabilidade. Note que Nu  u n  é a 

componente normal do campo de deslocamento, com vetor normal n  

perpendicular à superfície de contato e u é a diferença entre os deslocamentos nas 

superfícies de contato quando essas superfícies são igualmente deformáveis. Np  é 

a pressão de contato e g  é a distância entre as faces da trinca.  

Para 0Nu g   não ocorre o contato e 0Np  . Entretanto, o contato ocorre 

se Nu g  e 0Np  . Desta forma, a condição   0N Nu g p   é satisfeita em 

ambas as condições. Na Figura A6. 2 (a) são ilustradas a região c  na superfície 

do contorno sob contato no corpo B  e a distância g . Complementarmente, na 

Figura A6. 2 (b) é indicada a pressão de contato Np  em c .  

 

 

Figura A6. 2 – Contato em um sólido elástico. 

 

A configuração de equilíbrio do corpo para pequenos deslocamentos impõe 

o estado de equilíbrio estacionário de  , isto é, 0   e C  é simétrica no 

material elástico-linear. Assim, 

 

   

   

f f

f

c c

TT Ts ST B i i

C

iV V S

N N N N

dV dV dS R

g g

   

  
 

   

 

  

 

ε C ε U f U f U

.(A6. 3) 
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Neste caso, a relação pressão-fechamento (pressure-overclosure 

relationship) adotada é ilustrada na Figura A6. 3. Com esta relação, na área em 

que as faces da trinca estão abertas, não ocorre pressão Np . Por outro lado, na 

área de contato, a pressão pode atingir qualquer magnitude. 

 

 

 

Figura A6. 3 – Relação pressão-fechamento (Hibbitt, 1996). 
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Apêndice 7 – Comparação das funções de geometria na 
interseção da trinca com a superfície inferior da placa 

Nesta seção são comparadas quatro funções de geometria obtidas na 

interseção da trinca com a superfície inferior da placa, utilizadas na solução de 

,I cK . Essas quatro funções foram obtidas: (i) simplificadamente em uma 

geometria de trinca passante (conforme comentado no Capítulo 4); (ii) em duas 

predições numéricas de crescimento incremental da trinca (conforme apresentado 

no Capítulo 6), e (iii) nas geometrias das trincas extraídas dos corpos-de-prova 

ensaiados neste trabalho, conforme solução do Capítulo 7.  

Nesta seção são comparados os diversos resultados obtidos. A importância 

desta comparação é confrontar a sensibilidade da função de geometria com a 

geometria da frente da trinca, ou seja, se é possível obter boas estimativas com 

geometria de trinca simplificada. 

Durante a fase de projeto dos CPs, foi obtida uma função de geometria 

 /f d w  para trinca reta e passante (ver Figura A7. 1 (b)) sob a flexão pura 

induzindo o fechamento parcial das faces da trinca. A função de geometria é 

 
4 3 2

/ 3.32 5.63 4.48 1.27 0.81
d d d d

f d w
w w w w

       
           

       
 ,(A7. 1). 

 

 

 

(a) 

 

 

(b) 

Figura A7. 1 – Geometria da frente da trinca: (a) trinca do experimento; (b) trinca reta-passante.  

 

As demais aproximações do polinômio  /f d w  são com geometria 

complexa, conforme Figura A7. 1 (a). A primeira expressão obtida com a 
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geometria complexa da trinca foi estimada com a curva /da dN K  do C(T) sob 

tração cíclica. A expressão (6. 4) da função de geometria é  

 
4 3 2

/ 449.3 487.1 196.5 35.01 2.76
d d d d

f d w
w w w w

       
           

       
 (A7. 2). 

Adicionalmente, foi determinada uma função de geometria com a expressão 

(6. 5) usando a curva dd/dN-K. Essa função de geometria é 

 
4 3 2

/ 394 429 174 31.4 2.55
d d d d

f d w
w w w w

       
           

       
 (A7. 3). 

Finalmente, foi obtido um polinômio de ajuste do fator de intensidade de 

tensão para a geometria experimental (expressão 7. 12). A expressão encontrada é 

 
4 3 2

, 137.45 192.27 97.99 21.50 2.18
d d d d

f d w
w w w w

       
           

       
 (A7. 4). 

As funções de geometria previamente apresentadas estão no gráfico 

ilustrado na Figura A7. 2.  

 

Figura A7. 2 – Comparação da função de geometria em C - f(d/w). 

 

Adicionalmente, as duas expressões obtidas pelo crescimento no FRANC3D 

cruzam no mesmo comprimento d  a curva da trinca reta-passante. Isso é 

coerente, pois partem da mesma geometria inicial. Contudo, a geometria da trinca 

obtida experimentalmente é ajustada com três CPs diferentes, em que o 
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comprimento de trinca inicial é maior, por isso essa curva encontra a curva da 

geometria reta-passante em uma coordenada diferente. 

A diferença entre a estimativa feita com a expressão (A7. 4) e as demais 

expressões é calculada com  

 
 

 
 

 
 

A7.4

A7.4

[%]
f d w f d w

Diferença
f d w


 , (A7. 5) 

onde  
 A7.4

f d w  é o polinômio de ajuste apresentado na expressão (A7. 4) e 

 f d w  são as expressões (A7. 1), (A7. 2) e (A7. 3). 

Como todas as geometrias iniciam em uma trinca reta-passante, as equações 

polinomiais intersecionam a expressão da trinca reta-passante. Entretanto, caso 

essa geometria reta-passante seja utilizada para simplificar a geometria, resulta em 

estimativas conservadoras da função de geometria. Com base na Tabela A7. 1, 

observa que essa simplificação pode ser ocasionar diferenças em torno de 50% 

usando a função de geometria obtida com frente de trinca passante e obtida com 

frente de trinca extraída dos corpos-de-prova ensaiados. 

 

Tabela A7. 1 – Diferença na magnitude da função de geometria em diversas razões d/w quando 

comparadas a função de geometria obtida com a geometria dos corpos-de-prova. 

 Diferença [%] 

d/w Expressão (A7. 1) Expressão (A7. 2) Expressão (A7. 3) 

0.18 40 10 12 

0.21 47 7 10 

0.24 51 6 10 

0.27 51 6 12 

0.30 51 8 14 

0.33 51 9 17 

 

As diferenças entre as estimativas da função de geometria com crescimento 

incremental e geometria dos corpos-de-prova diferem no máximo em 17%, 

reproduzindo satisfatoriamente as influências das dimensões finitas dos corpos-

de-prova, condições de carregamento remoto e geometria da trinca no FIT. 
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