
Referências Bibliográficas
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DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112760/CC



Referências Bibliográficas 64
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4A do Setor de Radiocomunicações da UIT, Abril 2011.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112760/CC



A

Geração de pontos uniformemente distribúıdos na região da

superf́ıcie terrestre limitada pelo contorno de 3 dB de uma

antena de satélite com feixe circular

Neste apêndice é desenvolvido um algoritmo que permite a geração de

posições geográficas uniformemente distribúıdas sobre a superf́ıcie da Terra

dentro da área de cobertura de -3dB de uma antena de satélite com feixe cônico

circular. Na Figura A.1 δ é o ângulo que caracteriza a abertura do feixe cônico,

D é a região correspondente à seção reta do cone tomada a uma distancia d

de seu vértice e SC é a região da superf́ıcie da Terra interna à superf́ıcie cônica

considerada. Note que a
′ é a projeção cônica do ponto a sobre a superf́ıcie da

Terra. Conforme mostrado nesta figura o principal problema é determinar a

função densidade de probabilidade do vetor a ∈ D que implica numa função

densidade de probabilidade para o vetor a′ que seja uniforme sobre a superf́ıcie

da região SC

Terra

D

d

a

a´

Região D

Cobertura projeção cónica

d
CS

C

Figura A.1: Projeção cônica do plano D na superf́ıcie da Terra.

No algoritmo proposto neste apêndice a distancia d é escolhida de modo

que o centro da região D coincida com o ponto C que é a interseção do eixo

do cone com a superf́ıcie da Terra, conforme mostrado na Figura A.2. Além

disso, a região SC é aproximada pela projeção ciĺındrica da região D sobre a

superf́ıcie da Terra, (região SS na Figura A.2). Esta aproximação depende do
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tamanho da região D em relação ao raio da Terra, ou seja, dos valores de d e

δ.

Terra

D

a a´

d

Região D

Cobertura projeção cilindrica

Cobertura projeção cónica

SS

CSd

C

Figura A.2: Projeção ciĺındrica do plano D na superf́ıcie da Terra.

Para obter a área AS da região SS é utilizado o teorema da integral [23],

lembrado a seguir.

Seja z = f(x, y) a função diferenciável que descreve a superf́ıcie da Terra

para (x, y) ∈ D′ (ver Figura A.3). De acordo com o teorema da integral, a área

AS da superf́ıcie SS pode ser obtida por

AS =

∫∫

D′

√

1 +

(

∂f

∂x

)2

+

(

∂f

∂y

)2

dxdy (A-1)

No caso de uma superf́ıcie esférica, como a superf́ıcie da Terra a função f(x, y)

Terra

x

y

d

D
D'

z
Rt

v

d

SS

C

Figura A.3: Aproximação de área de cobertura

é dada por

f(x, y) =
√

R2
t − (x− x0)2 − (y − y0)2 + z0 (A-2)
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onde Rt é o raio da Terra, e (x0, y0, z0) são as coordenadas do vetor V que

indica a posição do centro da Terra com relação à origem do sistema de eixos

x, y, z. Substituindo-se (A-2) em (A-1) a área da superf́ıcie SS escreve-se como

AS =

∫∫

D′

√

R2
t

R2
t − (x− x0)2 − (y − y0)2

dxdy (A-3)

ou, em coordenadas polares,

AS =

2π
∫

0

R0
∫

0

Rt r
√

−r2 + 2r0 cos(θ − θ0)r − r20 +R2
t

drdθ (A-4)

onde R0 = d tan δ
2
é o radio da região D′ e

r0 =
√

x2
0 + y20 (A-5)

θ0 = arctan
y0
x0

(A-6)

(A-7)

Neste ponto, considere a função

g(r, θ) =
Rt r

√

−r2 + 2r0 cos(θ − θ0)r − r20 +R2
t

;

{

0 < r < R0

0 < θ < Θ
(A-8)

Neste caso (A-4) pode ser escrita como

AS =

2π
∫

0

R0
∫

0

g(r, θ)drdθ (A-9)

Seja D′
RΘ a região do plano x, y definida por 0 < r < R e 0 < θ < Θ. Seja

SRΘ a região correspondente à projeção ciĺındrica de D′
RΘ sobre a superf́ıcie

da Terra e ARΘ a área desta mesma região dada por (ver (A-3) e (A-4))

ARΘ =

Θ
∫

0

R
∫

0

g(r, θ)drdθ (A-10)

Para obter uma distribuição uniforme sobre a região SS é necessário que

P (a′ ∈ SRΘ) =
ARΘ

AS
(A-11)
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superf́ıcie terrestre limitada pelo contorno de 3 dB de uma antena de satélite

com feixe circular 69

Considerando-se de (A-10) obtém-se

P (a′ ∈ SRΘ) =

2π
∫

0

R0
∫

0

g(r, θ)drdθ

AS
(A-12)

com AS dado por (A-9). Note que

P (a′∈SRΘ) = P (a∈DRΘ) = P (0<r<R, 0<θ<Θ) = Frθ(R,Θ) (A-13)

A função distribuição de probabilidade conjunta de r e θ é então dada por

Frθ(R,Θ) =

2π
∫

0

R0
∫

0

g(r, θ)drdθ

AS

(A-14)

e consequentemente a função densidade de probabilidade conjunta de r e θ é

dada por

prθ(R,Θ) =
1

AS

g(R,Θ) (A-15)

Observe que a função densidade de probabilidade de θ se escreve

pθ(Θ) =

∞
∫

−∞

prθ(R,Θ)drdθ (A-16)

Considerando-se (A-8) e (A-15), e resolvendo-se a integral em (A-16), obtém-se

pθ(Θ) =
Rt

AS

{

√
c−

√

bR0 + c− R2
0

− b

2

[

arcsin

(

b− 2R0√
b2 + 4c

)

− arcsin

(

b√
b2 + 4c

)]

}

(A-17)

onde

b = 2r0 cos(Θ− θ0) (A-18)

c = R2
t − r20 (A-19)

com θ0 e r0 dada por (A-5) e (A-6), respectivamente. A função densidade de

probabilidade condicional de r dado θ = Θ é obtida utilizando-se a relação

pr|θ=Θ(R) =
prθ(R,Θ)

pθ(Θ)
(A-20)

Finalmente a função distribuição de probabilidade de θ e a função distribuição
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de probabilidade condicional de r dado θ = Θ, são obtidas integrando-se (A-17)

e (A-20), obtendo-se

Fθ(Θ) =

∫ Θ

0

pθ(α)dα (A-21)

Fr|θ=Θ(R) =

∫ R

0

pr|θ=Θ(β)dβ (A-22)

Neste ponto, vale lembrar que para gerar amostras de uma variável aleatória y

com função distribuição de probabilidade Fy(Y ), basta gerar amostras de uma

variável aleatória x uniforme em (0, 1] e efetuar a transformação

y = F−1
y (x) (A-23)

Assim, amostras de θ podem ser geradas considerando-se o inverso de (A-21).

Dado o valor gerado de θ, é posśıvel obter amostras da variável r a partir do

inverso de (A-22).
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A t́ıtulo de exemplo, a Figura A.4 ilustra pontos sobre a superf́ıcie da

Terra, e interiores a feixes circulares, gerados com o algoritmo proposto. As

especificações dos feixes são apresentados na Tabela A.1

Tabela A.1: Especificações técnicas dos feixes utilizados
Nome Posição Longitude Latitude Abertura Quantidade de

Orbital Apontamento Apontamento do feixe Pontos Gerados

Feixe 1 -23o -69o -7o 0.7o 2000
Feixe 2 -23o -37.5o -7.2o 0.7o 2000
Feixe 3 -23o -52.3o -28.5o 0.7o 2000

Da Figura A.4 é posśıvel observar que a distribuição dos pontos gerados

têm uma distribuição uniforme sobre a superf́ıcie da Terra.
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Figura A.4: Comparação dos feixes 1,2 e 3 e a geração dos pontos aleatórios.
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