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5.1.
Viga retangular engastada

Uma viga retangular engastada € carregada traagwvenste na extremidade
livre, Figura 5.1. A carga corresponde a um puksongia onda senoidal que tem
o mesmo periodo fundamental da viga,= 3,437110° segundos, e amplitude
Fo = 9,8066 KN.
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Figura 5.1 Discretizacdo da viga e carregamento tresversal.

A viga tem comprimenta = 2,0 metros, altura = 1,0 metro, baske = 0,10
metros e massa por comprimento de viga 4,7072 kg / m. O fator de correcao
de cortantéks = 5/6. O comportamento elastico da viga esta uiefipelo mdédulo
de elasticidad& = 3432,33 MPa e o coeficiente de Poissen0,40.

Utilizam-se dois elementos de viga de Timoshenkmaodelagem numérica
da viga. Os campos de deslocamento e de rotacdoade elemento sao
interpolados por funcdes cubicas de Lagrange, logda elemento tem dois nés
internos além dos nés de extremidade.

Comparam-se as respostas dindmicas da viga com emmuehto
proporcional e viscoelastico. O amortecimento \et&stico é aplicado
inicialmente nas deformacGes desviadoras e post@itde nas deformacbes
cisalhantes.

Desta forma pode-se observar que para estruturaples, respostas
dindmicas similares podem ser obtidas com amorgtmnproporcional e com

amortecimento viscoelastico aplicado as deformagéssgiadores. Porém, quando
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0 amortecimento viscoelastico € aplicado nas defgod®s cisalhantes a energia
dissipada pelo sistema ndo pode ser muito altasivd em vigas com relacdes
L/h baixas.

O amortecimento proporcional adotado nas duas pamérequéncias de
vibracdo é igual a 40% do amortecimento critico.ddas primeiras frequéncias
naturais da viga sédo 1828 e 6832 rad/s, entéo:

{al} 1828 - 6832 [—1/6832 1/1828 {0,4}

a) = %8322 — 18282 6832  —1828110.4

a .10~°
()-P2ar

O parametro de amortecimento viscoelastico queesponde ao modulo de

(5.1)

cisalhamento de longo prazo € igual ao modulo si@lamento elastico da viga
G, = 1225,83 MPa. Os outros parametros viscoelasticos, sadhédas com o
objetivo de encontrar uma resposta similar a réapts viga com amortecimento
proporcional. No caso de amortecimento viscoeldstiglicado as deformacdes
desviadoras, estes parametros estédo indicadogmafi.1.

A Figura 5.2 mostra as respostas da viga com aoime@to proporcional e

viscoelastico aplicado nas deformacgdes desviadoras.

Geo =1225,83 MPa

G; = 122583,12 MPa 1, =0,5913 MPa s

Figura 5.1 Parametros viscoelasticos aplicados agala desviadora das

deformacoes.

Quando o amortecimento viscoelastico é aplicadefarohacéo cisalhante
ndo é possivel conseguir a mesma dissipacdo degi@nebtida com o
amortecimento proporcional. A Figura 5.4 mostrarespostas da viga com
amortecimento proporcional e amortecimento visatield aplicado a deformacao
cisalhante com os parametros dos trés modeloseléstiwos indicados na Figura
5.3.
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Figura 5.2 Resposta da viga com amortecimento visgldstico na

parcela desviadora e com amortecimento proporcional

Modelo Geo G i
[MPa] [MPa] [MPa s]
Viscl 1225,83 122583,12 0,7355
Visc2 1225,83 122583,12 2,9420
Visc3 1225,83 122583,12 0,1844

Figura 5.3 Parametros viscoelasticos aplicados afdemacao cisalhante.
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Figura 5.4 Resposta da viga com amortecimento visgldstico aplicado a

deformagéo cisalhante e com amortecimento proporanal.
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O valor do amortecedor viscoso do caso Viscl pre@doiéxima dissipacdo
de energia quando o amortecimento € aplicado ardaf@o cisalhante. Um valor
guatro vezes maior desta constante (Visc2) digsipaos energia ao passo que
aumenta a frequéncia da viga. Nos materiais vidstiebs existe uma quantidade
méaxima de energia que pode ser dissipada em fum@ pardmetros
viscoelasticos e da frequéncia da solicitacao, $,aX@09.

Na viga analisada, com/h = 2, a energia dissipada pelo amortecimento
aplicado a energia desviadora € muito maior do ajenergia dissipada pelo
amortecimento aplicado a deformacéo cisalhante éistevido a que a energia de
deformacéo da parcela desviadora é a soma da &kergieformacao cisalhante e
de uma parte da energia de deformacédo de flexda. ®Re 0 amortecimento
viscoelastico aplicado a deformacao cisalhantegpdssipar mais energia a viga
precisa ter ainda menores relacbés

5.2.
Viga retangular engastada com carga seguidora

Uma viga retangular engastada é submetida a acémdecarga seguidora
axial na extremidade, Figura 5.5. Estuda-se a stapw tempo e a carga critica
dindmica da viga com amortecimento proporcion&jjidez e com amortecimento

viscoelastico.

Carga

seguiW

Figura 5.5 Carga seguidora na extremidade livre daiga engastada.

No caso de amortecimento proporcional a rigidezaadese duas relacdes
entre comprimento e altura para comparar os rekdtassumindo a teoria de

Euler-Bernoulli e a teoria de vigas de Timoshenko.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812430/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812430/CA

Exemplos 82

No inicio, admite-se somente amortecimento propaogdia rigidez, com o
propésito de reproduzir o paradoxo de Ziegler paedores baixos de
amortecimento. Analisa-se o0 comportamento da vigea @lguns valores de
amortecimento, em termos de deslocamentos quaaesde analises no dominio
do tempo e da carga critica obtida a partir doovalbres da equacao
caracteristica.

Logo apls, a carga critica dindmica da viga com retionento
viscoelastico € calculada para varios valores dert@gimento e tempos de
relaxacdo. Observa-se também uma reducéo da adiiga em vigas com baixo

amortecimento.

5.2.1.
Viga com amortecimento proporcional

Analisam-se duas vigas engastadas com altufa=d8,50 m eh = 1,00 m
respectivamente, ambas as vigas tém dois metrosodgrimento, 0,10 m
de largura, massa especifiga, = 1961,3 Kg/m, modulo de elasticidade
E = 3432,33 MPa, coeficiente de Poisson 0,40 e fator de correcédo de cortante
ks = 5/6.

As vigas sdo modeladas com dois elementos finitb&cos com matrizes de
massa consistentes. As vigas formuladas com aatedei Euler-Bernoulli
interpolam o campo de deslocamentos com as furg@dsermite, enquanto as
vigas formuladas com a teoria de Timoshenko utilizzs funcdes de Lagrange
para interpolar deslocamentos e rotacées.

As cargas criticas sao calculadas através da &) (& Figura 5.6 mostra a
carga critica dindmica versus o coeficiente adiioeasn. As curvas BC1 e BC2
correspondem a teoria de Euler-Bernoulli, enquan® ag curvas TC1 e TC2 a
teoria de vigas de Timoshenko. Nesta figura asasaggiticas dinamicas sao
normalizadas dividindo-as pelas cargas de “fluteain amortecimento.f de
cada caso indicadas na Tabela 5.1.

Em todos os casos, observa-se o0 paradoxo de Zipgler pequenas
guantidades de amortecimento. Porém, este fenbénemais acentuado nas vigas

formuladas com as hipoteses de Euler-Bernoulli. Mgss de Timoshenko
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guanto menor é a razédh, menor € a diferenca entre as cargas criticasnittiag
calculadas sem amortecimento e com pequenos vaerasortecimento.

Para valores de amortecimento moderados e altarga critica dinamica
de vigas de Euler-Bernoulli aumenta quando se inengna quantidade de
amortecimento. Nas vigas de Timoshenko, o incremndatcarga critica com o
amortecimento tem um limite, além deste limite ocogetimento tem pouco
efeito no crescimento da carga de “flutter”. O valo amortecimento que define

esta mudanca de comportamento da carga criticadepi razab/h.

5,0

4,0

W
[=)

Pcd / Pcd
P

&
o

0,0

0,0 0,2 0,4 0,6
n

——BC1(l/h=4) —TC1 (L/h=4) ——BC2 (L/h=2) —TC2 (L/h=2)

Figura 5.6 Carga critica dindmica de vigas com a tegia de Euler-

Bernoulli e Timoshenko.

Tabela 5.1 Carga critica dindmica sem amortecimento.

Cargas Criticas Dinamicas sem Amortecimerkol][

Teoria de viga Lh=4 Lh=2
Euler-Bernoulli BC1 18049,1 BC2 144390,2
Timoshenko TC1 114375 TC2 45707,8

E importante notar que se a taxa de amortecimepitoada ao primeiro
modo de vibrac&o, no caso de menor carga critmatgpmais baixo da curva), é
aplicada aos dois primeiros modos de vibracdo camartecimento proporcional
arigidez e a massa, o paradoxo de Ziegler nddsahaervado, confirmando que
unicamente no caso de amortecimento proporcionaidez se apresenta este

fendmeno.
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As respostas da viga coth = 2 s&do analisadas com o objetivo de
comparar o comportamento da coluna de Beck conodaageale Euler-Bernoulli e
Timoshenko. Para quatro valores de amortecimenfieredites, Figura 5.7 e

Tabela 5.2, calcula-se a resposta no tempo e agéarido nimero complexoa

medida que a for¢a seguidora se incrementa monoema.

5,0
4,0 B3
< 3,0
O
[a
~
B 20
[a
BO
1.0 B2
B1
0,0
0,0 0,2 0,4 0,6
n
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5,0
4,0
o
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1,0 T1
0,0
0,0 0,2 0,4 0,6
n
—BC2 (L/h=2) —TC2 (L/h=2)
(b)

Figura 5.7 Carga critica dindmica, (a) pontos da ga de Euler-

Bernoulli, (b) pontos da viga de Timoshenko.

Nas analises no dominio do tempo duas forcas d&adgs na extremidade

livre da viga, Figura 5.8, a carga seguidora quem@@menta linearmente e uma
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pequena carga transversal harménica com ampliuge4,9010° KN e periodo
To=2,513310%s. Esta Ultima carga é aplicada para induzir uqueeo desvio
que permita observar, uma vez que a carga de rflsg@ ultrapassada, o
incremento rapido de amplitudes dos deslocamerdagsposta no tempo. Para
cada incrementalt da andlise no tempo se obtém a solucdo do probtEma
autovalor da eq. (3.55), desta forma vé-se a \@ida parte real e imaginaria do

namero complexs a medida que a carga seguidora € incrementada.

Tabela 5.2 Cargas criticas dindmicas para valores damortecimento

especificados.
Cargas Criticas DinamicaxkN]
Amortecimento Viga de Euler-Bernoulli Viga de Tinhesko
n a1 Carga de “Flutter” Carga de “Flutter”
0.0 0.0 BO 144390,2 TO 45707,8
9,5510° 1,010* B1 77895,2 T1 36140,4
2,3910" 2,510° B2 180715,0 T2 75772,1
5,7310" 6,010° B3 620608,0 T3 100966,3
Carga seguidora
P
t
Carga Carga transversal
seguidora oy
Fol--

Carga transversal

To t

Figura 5.8 Forcas aplicadas na extremidade livre dgiga engastada.

Para cada valor de amortecimento especificado adtigara 5.9 a Figura
5.24 mostram a carga seguidora, a parte real endrégydo niumero complex®
e os deslocamentos da extremidade livre em fungétechpo. Os modos de

vibragcdo dos modos menos amortecidos também sé&oachos nestas figuras.
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Nas andlises de cargas ndo conservativas com &@moetedo, as
frequéncias dos modos de vibracéo variam em fudga@lor da carga seguidora,
assim um modo com a segunda frequéncia mais bada passar a ter a primeira
frequéncia mais baixa a medida que a carga segualonenta.

Neste trabalho define-se a ordem dos modos em dumigh grau de
amortecimento antes da aplicacdo da carga seguidoraeja, segundo a parte
real do nimero complex®no tempo t = 0 s. Desta forma evita-se o confids
analises com valores altos de amortecimento, omq@geeem varios modos
superamortecidos com frequéncia igual a zero. Cowdoa carga seguidora
aumenta, a frequéncia dos primeiros modos supetacitos pode aumentar
enguanto que o amortecimento diminui.

Assim sendo, em alguns casos 0 segundo modo de&ide um modo que
tém frequéncia zero e deformada caracteristica agposnmais altos em analises
de vibragéo livre.

A raiz quadrada da parte real e imaginaria do narmérusada nas figuras
com o Unico proposito de melhorar a visualizacaonddanca de sinal da parte
real, condicdo que define a carga critica dindmigma linha vertical nestes
graficos indica a ocorréncia do inicio da cargéfidéter”.

Nos gréaficos que mostram o deslocamento da extegteigém funcédo do
tempo, a escala vertical esta reduzida para qu@riaseiras mudancas da
amplitude de vibragdo possam ser observadas. Fawdimdites do grafico os
deslocamentos continuam crescendo exponencialmente.

Para as vigas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko aemrtecimento,
Figura 5.9 e Figura 5.10 respectivamente, obser\@ie a carga critica dinamica,
definida pela mudanca de sinal da parte real doendimomplexos, coincide
exatamente com a unido das duas frequéncias d&&the estd proxima ao inicio
do incremento exponencial da amplitude do deslontome

A Figura 5.11 e a Figura 5.12 mostram os dois proeenodos de vibragao
para trés valores diferentes de carga seguidomgngportamento da viga de
Euler-Bernoulli e de Timoshenko é similar para estso de viga sem
amortecimento. A medida que a carga seguidora aames modos de vibracdo
se aproximam um do outro e, a partir da carga ldét€f”, forma-se modo Unico

de vibracdo que substitui os dois anteriores.
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Figura 5.9 Forca seguidora

0, teoria de Euler-Bernoulli (BO).

extremidade paran
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Figura 5.10 Forga seguidora, numero complexs e deslocamento da

extremidade paran = 0, teoria de Timoshenko (T0).
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Figura 5.11 Modos de vibracdo com maior parte reatle s paran = 0,

teoria de Euler-Bernoulli (BO).
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Figura 5.12 Modos de vibragdo com maior parte reatle s paran = 0,

teoria de Timoshenko (TO).
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Figura 5.13 Forga seguidora, numero complexs e deslocamento da
extremidade paran = 9,55x 102, teoria de Euler-Bernoulli (B1).
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Figura 5.14 Forga seguidora, numero complexs e deslocamento da

extremidade paran = 9,55x 10°, teoria de Timoshenko (T1).
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Figura 5.15 Modos de vibracdo com maior parte realde s para
n = 9,55x 10°, teoria de Euler-Bernoulli (B1).

1°Modo 2°Modo

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812430/CA

o, = 1056,

\

(O 283,:

P = 36140,4

@1 = 339¢ w,=715,¢

49033,2

w = 432,5 Wy = 491,:

P

Figura 5.16 Modos de vibracdo com maior parte realde s para
n = 9,55x 103, teoria de Timoshenko (T1).
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Figura 5.17 Forga seguidora, numero complexs e deslocamento da
extremidade paran =2,39x 10", teoria de Euler-Bernoulli (B2).
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Viga de Timoshenko (T2) n=2,39 x 10™
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Figura 5.18 Forga seguidora, numero complexs e deslocamento da

extremidade paran =2,39x 10%, teoria de Timoshenko (T2).
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Figura 5.19 Modos de vibragdo com maior parte realde s para

n =2,39x 10%, teoria de Euler-Bernoulli (B2).
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Figura 5.20 Modos de vibracdo com maior parte realde s para

n =2,39x 10%, teoria de Timoshenko (T2).
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Figura 5.21 Forga seguidora, numero complexs e deslocamento da
extremidade paran = 5,73x 10", teoria de Euler-Bernoulli (B3).
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Figura 5.22 Forca seguidora, numero complexs e deslocamento da

extremidade paran = 5,73x 10", teoria de Timoshenko (T3).
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Figura 5.23 Modos de vibracdo com maior parte realde s para
n = 5,73x 10", teoria de Euler-Bernoulli (B3).
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Figura 5.24 Modos de vibracdo com maior parte realde s para
n = 5,73x 10", teoria de Timoshenko (T3).
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Nas vigas com amortecimento, Figura 5.13 a Figu?4,5a carga critica
dindmica ndo coincide mais com a unido de duasudreras de vibracao.
Contudo, a medida que a carga seguidora aumentdpissprimeiros modos
tendem a apresentar uma configuracdo da defornradars

O inicio do aumento exponencial da amplitude ddodasnento, na maior
parte destas andlises, aparece um tempo deposgiade “flutter” tedrica. Nota-
se que o incremento do valor positivo da parte deahumero complexo s é
menor do que nas analises sem amortecimento. Estenta poderia explicar em
parte o retardo na amplificacdo dos deslocamentos.

Na Figura 5.13 e na Figura 5.14, a carga criticéirdica é menor que a
carga critica dinamica calculada sem amortecimégste caso as duas primeiras
frequéncias de vibracdo ainda se encontram padaegatle carga seguidora da
mesma ordem de grandeza que as cargas criticagak sem amortecimento,
embora a carga de “flutter” apareca com antecedénci

Em todas as analises de viga com amortecimentcsegieem a teoria de
Euler-Bernoulli, a perda de estabilidade dinamicarmec pelo crescimento
exponencial dos deslocamentos do primeiro modalatagao.

Na viga de Timoshenko, para valores de amorteconemnores que o
amortecimento que limita o crescimento da cargi#cardinamica, Figura 5.7, a
instabilidade dinamica acontece no primeiro modovitgacdo. Para valores
maiores de amortecimento, a viga perde estabiligdaando no segundo modo,
como pode ser visto na Figura 5.22, onde o primaior positivo da parte real
do numeros aparece no segundo modo de vibracdo. Neste c&sguen 5.24
mostra que quando a carga seguidora atinge a dartftutter” o terceiro modo
de vibracdo tem frequéncia e forma modal que eptéd@imas daquelas do
segundo modo.

5.2.2.
Viga com amortecimento viscoelastico

A viga com relacdo comprimento altutzh = 2 do exemplo anterior &
analisada com amortecimento viscoelastico. O modéla@o padrdo SLS da
eq. (4.36) € adotado como material constitutivortgmao o0 amortecimento

viscoelastico € aplicado somente a parte desviatbhzaeformacdes.
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Compara-se a estabilidade da viga com quatro diegsearranjos de

parametros viscoelasticos, Figura 5.25. Em todoscasos o modulo de

cisalhamento de longo prazo e o modulo voluméttmsespondem aos valores

das constantes elasticas utilizadas na secdo 52.,1= 1225,83 MPa e

B = 5720,55 MPa. A carga critica dindmica é calcalawoh funcdo da constante de

amortecimentay;, a Figura 5.26 apresenta os resultados obtidosaceqn (4.44).

Viscl Geo =1225,83 MPa
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Figura 5.25 Parametros viscoelasticos para o modelsolido padrao

SLS.
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Figura 5.26 Carga critica dindmica da viga com amdecimento

viscoelastico.
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No modelo Viscl, a carga de “flutter” ndo depende/alor da constante.
Neste modelo a razédo; GG, = 0,01, logo somente uma quantidade pequena de
energia de deformacao pode ser armazenada nocaerangérie G- ;. Portanto
para qualquer valor da constanjea energia que pode ser dissipada € muito
pequena. Assim sendo, a carga critica dinamica gstea modelo é a carga de
“flutter” para valores pequenos de amortecimentrg@oxo de Ziegler), que é
menor do que a carga calculada sem amortecimento.

Nos modelos Visc3 e Visc4 o comportamento da carfj@a € similar ao
comportamento visto em vigas de Timoshenko com &tianento proporcional a
rigidez. A parcela de energia de deformacdo arnzalgemo arranjo em seérie é
muito alta para estes dois modelos, dado queG& = 100 e 10000 para Visc3 e
Visc4, respectivamente. Portanto a energia disaipade ser maior em funcédo do
parametro viscoelastiap. O modelo Visc2 tem um comportamento intermediario
entre os dois casos discutidos acima.

Em seguida, analisa-se a resposta no tempo dart@gos de parametros
viscoelasticos (V1, V2 e V3) identificados na Fey&.26. A Tabela 5.3 apresenta
os valores dos parametros e as cargas criticadadds segundo a eq. (4.44). Nos
trés casos 0 modulo de longo prazo é igual a 132898a e a constante viscosa
igual a 3,1381 MPa s.

Tabela 5.3 Cargas criticas dindmicas da viga visc@stica.

Parametros Viscoelasticos Carga critica
Ponto Go ] n dindmica
MPa MPa MPa s KN
VO 1225,83 ---- 0,0 45707,8
V1 1225,83 12,26 3,1381 36473,9
V2 1225,83 1225,83 3,1381 63631,4
V3 1225,83 1,22580° 3,1381 76363,4

Como mencionado acima, o arranjo V1 corresponde galon muito baixo
de amortecimento, assim apresenta a menor catigz ainamica (paradoxo de
Ziegler). O arranjo V2 tem maior amortecimento, taoto maior carga de
“flutter”.

Para a andlise da resposta no tempo uma cargalsegunonotonamente

crescente e uma pequena carga transversal oseilagaplicam na extremidade
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livre da viga, a carga transversal tem amplitfde= 4,9010° KN e periodo
To=2,513310%s. A variacdo da carga seguidora e as respost&snpm para 0s
trés casos acima sdao mostradas na Figura 5.2Figura 5.28.

Viga com amortecimento viscoelastico
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Figura 5.27 Resposta no tempo das analises V1, V2V8, escala de
deslocamento [-1.5107, 1.5¢<107] m.
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Ambas as figuras apresentam 0s mesmos resultadosmpadotam-se
diferentes escalas do eixo vertical no graficoatshento em funcéo do tempo.
As linhas segmentadas indicam as cargas de “fligddculadas com a eq. (4.44).

Viga com amortecimento viscoelastico
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Figura 5.28 Resposta no tempo das analises V1, V2V8, escala de
deslocamento [-1.810°, 1.0<10°] m.
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Na Figura 5.27, com menor escala vertical do exaesslocamentos, pode-
se observar o inicio do crescimento exponencia partrés modelos. No modelo
com baixa quantidade de amortecimento V1 e no mod2l os incrementos de
deslocamento aparecem depois da carga criticaieamatiorém no modelo V3 as
amplitudes aumentam antes da carga critica dinaraicalada.

Observado os deslocamentos na Figura 5.28, queuteanescala maior,
pode-se ver como esperado, que nos dois modelosvamor amortecimento a
taxa de crescimento do deslocamento € maior do gquedelo V3 que tem maior
quantidade de amortecimento.

5.3.
Carga critica de vigas de material viscoelastico

Estuda-se a resposta de uma viga de material \éstioe com as seguintes
caracteristicas: viga em balanco de dois metrosodeprimento,h = 0,25 m,
b=0,10 m, massa por comprimento= 49,03 kg/m, médulo de elasticidade
E = 3432,33 MPa, coeficiente de Poisson 0,40, fator de correcdo de cortante
ks=5/6 e com os parametros viscoelasticos da FidguB® aplicados na

deformacéo desviadora.

7 P(t)
] —— 0,25
Z
7 A E Yy
| 2,00 m o —h——
| \ 0,10
Elevacao Secdo transversal

Figura 5.29 Tubo engastado-livre.

Duas combinacfes de carregamento sdo adotadasinNara combinacao
a carga de compressédo aplicada na extremidadedid® origem conservativa,
enquanto que na segunda, a carga € nao consergatarado sempre tangencial
ao eixo da viga. Ambas as cargas atuam conconst@oi® uma pequena carga

transversal de 0,1961 KN. na extremidade livre.
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Geo =1225,83 MPa

AMAAARAA

ATATATATATATAY

G, =12258,31 MPa n; = 12258,31 MPa's

Figura 5.30 Parametros viscoelasticos aplicados a efdrmacédo

desviadora.

Em ambos os casos a carga axial e a carga traaksérs incrementadas
linearmente até chegar ao seu valor explicitadauentempo de dois segundos.
Logo apds elas permanecem constantes.

A Figura 5.31 mostra a resposta da viga quando isien@ecarga transversal
esta sendo aplicada. O deslocamento se estahilimaum valor aproximado de
1,2 milimetros depois dos primeiros 50 segundos.

Para o modelo numérico, a carga critica estatingiderando o médulo de
rigidez instantédneo é igual a 3030,26 KN. Para auim de rigidez de longo

prazo, tem-se:

P, = 272,62 KN (5.2)
Nas combinacdes com carga conservativa, adotamésevalores para a
carga de compressao: 245,17; 272,62 e 294,20 KNrigNaa 5.32 apresentam-se

0s resultados dessas analises.

Carga transversal de 0,1961 KN

1,2E-3 ~

8,0E-4 -+

4,0E-4 -

0,0E+0 ‘ K ; ,
0 50 100 150 200

Desloc da extremidade [m] vs.
tempo [s]

Figura 5.31 Resposta do carregamento transversal.
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Combinag&o com carregamento conservativo
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0 T T T 1
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—P =245,17 KN —P=272,62KN —P =294,20 KN

Desloc da extremidade [m] vs.
tempo [s]

Figura 5.32 Resposta com carregamento conservativo.

Observa-se que os deslocamentos se incrementamtananente, para
uma carga igual ou maior do que a carga criticaieatcalculada com o modulo
de rigidez de longo prazo.

No caso do carregamento ndo conservativo, a carigigacdinamica
calculada com o modulo de rigidez de longo praguaél a 1962,31 KN. Usando
a equacao de autovalor caracteristico obtido ardaétransformada de Laplace,

tem-se:

P,y = 11748,37 tf (5.3)
As respostas para duas cargas seguidoras, de 84516 12748,64 KN,
sdo mostradas na Figura 5.33 e Figura 5.34, réspente.

Combinacdo com carregamento ndo conservativo P= 2451,66 KN.
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Desloc da extremidade [m] vs.
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Figura 5.33 Resposta com carregamento nao conserivat,
P = 2451,66 KN.
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Observa-se que com uma carga critica maior do goalcaulada com o
moédulo de longo prazo, a viga continua estavel. Waaya maior do que a
calculada com a equacao de autovalor caracterwestabiliza a viga, porém os
deslocamentos se incrementam a partir do tempd00 s., embora a carga tenha

sido aplicada em sua totalidade logo apés os dimgepos segundos.

Combinac&o com carregamento ndo conservativo P= 12748,64 KN

1,0E-2 -

5,0E-3 -+

0,0E+0 "
50 100

-5,0E-3 o

-1,0E-2 -

Desloc da extremidade [m] vs.
tempo [s]

Figura 5.34 Resposta com carregamento nao conserivat,
P =12748,64 KN.

Como era esperado nos modelos viscoelasticos exgiaigra carga critica
calculada com o modulo de rigidez de longo praamatse uma carga limite
somente no caso de perda de estabilidade por diveley Uma vez que no caso
de “flutter” a perda de estabilidade acontece a@sale oscilacbes com periodos
de vibracdo que em geral séo de curta duracdomAssviga responde com um

maodulo de rigidez maior do que aquele de longograz

5.4.
Tubo biengastado com carga transversal estética

Este exemplo visa mostrar o desempenho do elemtidionensional
incompativel quando comparado com outros elemenqtesdraticos ou com
discretizacbes com maior nimero de elementos Bse®ermite também avaliar a
implementacdo deste elemento finito nas rotinasMidlab com ajuda das
respostas obtidas com o programa estrutural Sap2000

O tubo biengastado da Figura 5.35 é carregadoveEesamente com uma
carga pontual de 490,33 KN aplicada a um quarteedocomprimento. Assume-

se que o0 material € elastico e linear. As propdedanecanicas sao: modulo de
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elasticidadeE = 196133 MPa e coeficiente de Poisson 0,30. A resposta linear
e nao linear deste sistema é calculada usandoemuiésr elementos finitos,

refinamentos de malha e ordem de integracéao.

l 490,33 KN —

|
050 | 1,50

W\
0,02
0,05

A
Y
A
Y

Elevacdo Secgdo transversal
(20x 16 x 2)

Figura 5.35 Tubo biengastado com carga transversabptual.

Entre os elementos finitos usados nesta avaliagderns o elemento finito
tridimensional incompativel de oito nos, o elemdmtito tridimensional linear de
oito nds, o elemento finito tridimensional quadratde 27 nds e o elemento finito
do tipo “frame” do Sap2000.

A malha utilizada nas analises tridimensionais defénida por um arranjo
de trés numeros que representam, respectivamemtémero de elementos no
sentido longitudinal do tubo, o nimero de elemeatwfongo da circunferéncia e
ao longo do raio. Assim por exemplo, a respostaaadocomo “benchmark” do
problema é obtida de uma andlise no Sap2000 comeates incompativeis e
malha de 160 x 48 x 6 (160 elementos longitudind&,circunferenciais e 6
radias).

A Figura 5.36 mostra a configuracdo deformada 8o nas andlises linear
e nao linear. A Tabela 5.4 e Tabela 5.5 apreseotaador do deslocamento no
ponto de aplicagédo da carga nas analises lineanés &neares respectivamente,
segundo o tipo de elemento finito, malha utilizadardem de integracdo. Os
tempos nestas tabelas se referem ao tempo dea&culum processador Intel
Core Duo, as analises no Sap2000 utilizam o modmtiéird Solver”.

Tanto nas analises lineares quanto nas analise$ingwes observa-se a
rapida convergéncia do elemento finito incompatidetesposta tem maior grau
de aproximacdo do que o elemento compativel quedr&endo que o tempo de

7z

processamento é muito menor devido ao tamanho @&szes envolvidas no
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calculo. Estas mesmas vantagens quanto a prectsfigpe se aplicam quando se

utiliza na modelagem o elemento finito incompatiget lugar de um numero

maior de elementos mais simples como o elemerito fidimensional linear.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
@)
= %
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
(b)

Figura 5.36 Tubo biengastado deformado (a) analisenkar (b) analise

nao linear.

Tabela 5.4 Deslocamento no ponto de aplicacdo da gar analise linear.

Tipo de elemento

Nés por

Ordem de

Deslocamento

finito elemento Malha integracdo Tempo [m]
Tridimensional
Incompativel (Sap2000) 8 160 x 48x 6 2 11mads -0,1490
Tridimensional
Incompativel (Sap2000) 8 20x16x2 2 12s -0.1486
Tridimensional Linear
Compativel (Sap2000) 8 20x 16 x 2 2 11s -0,0547
Tr|d|men§|0nal 8 20 x 16 X 2 2 25s -0,1486
Incompativel
Trldlmens’lonal 8 20 x 16 X 2 3 53s -0,1486
Incompativel
Tridimensional Linear
Compativel 8 20x 16 x 2 2 18s -0,0547
Tridimensional Linear 8 80 x 32 x 4 2 14m34s -0,1344
Compativel
Tridimensional 27 20X 16 X 2 3 12m25s -0,1461
Quadratico Compativel
Unidimensional Tipo 2 20 8s -0,1498

Frame (Sap2000)
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Tabela 5.5 Deslocamento no ponto de aplicacdo da gar analise ndo

linear.
Tipo de_ glemento NGs por Malha _Ordem oNIe Tempo Deslocamento
finito elemento integracao [m]
Tridimensional
Incompativel (Sap2000) 8 160 x48x 6 2 44hllmads 00653
Tridimensional
Incompativel (Sap2000) 8 20x16x2 2 Amo3s 100653
Tridimensional Linear
Compativel (Sap2000) 8 20x16x2 2 2mi6s 00435
Tridimensjonal 8 20 % 16 X 2 2 7m37s -0,0645
Incompativel
Tridimensional 8 20X 16 X 2 3 16m30s -0,0644
Incompativel
Tridimensional Linear 8 20x 16 x 2 2 3mO09s -0.0433
Compativel '
Tridimensional Linear 8 80 x 32 x 4 2 13h14m13s 10,0631
Compativel
Tridimensional ) 27 20x 16 x 2 3 18h40m33s -0,0642
Quadratico Compativel
Unidimensional Tipo > 20 10s -0,0659

Frame (Sap2000)

5.5.
Carga critica estatica com elementos tridimensionai s de oito nés

Calcula-se a carga critica estatica de um tubo tada$ivre discretizado
com elementos finitos tridimensionais de oito Mdgleometria e a discretizacao
transversal sdo mostradas na Figura 5.37. Deterseirgacarga critica em funcao
da discretizacdo longitudinal, comparando-se oslteeos entre os elementos
finitos compativeis e incompativeis. Considera-séer@a elastico com maddulo
de elasticidad& = 196133 MPa e coeficiente de Poissan0,30. A carga critica
analitica de Euler é igual a:
m2EIl _ w2 196133103 2.84-1077
412 4 - 22
A Figura 5.38 mostra os resultados das andlises.oCprmavisto, 0s

= 34,36 KN (5.4)

Perir =

elementos incompativeis convergem com maior rapidezque o elemento
compativel, pois o campo de deslocamentos no elem&mompativel é
quadratico enquanto que no elemento compativelngpoade deslocamentos é

linear. E interessante notar que com 10 elememtogitudinais incompativeis
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consegue-se uma melhor aproximacdo do que com l@Btertos longitudinais

compativeis.

{ I:)crit

N Wy
2,00m i
/
Elevacao Secdo transversal
Figura 5.37 Tubo engastado-livre.
41,0 q
39,60
39,0 A
z EIement,os.
- 37,04 Compativeis
2 370 193711
G Elementos
: ;o 35,64
oo Incompativeis
S 35,0 - 34,43 34,41 34,39
34,95 > . - .
34,62 34,48
33,0 T T 1
0 50 100 150

Numero de elementos ao longo do comprimento

Figura 5.38 Carga critica estatica de tubo engastadivre.

5.6.
Tubo elastico ndo linear em balanco com carga segui  dora

O tubo engastado-livre da Figura 5.39 tem dois @setle comprimento.
Considera-se material elastico com modulo de eldate E = 196133 MPa,
coeficiente de Poissan= 0,30 e massa especifiga= 7698,22 kg/rh Aplicam-
se duas cargas, uma carga seguidora perpendicsiapedficie da extremidade
livre e uma pequena carga transversal concomitasfwnsavel pela perturbacéo

da configuracéo de equilibrio.
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Os elementos finitos tridimensionais utilizadosaparmodelagem do tubo
sdo elementos incompativeis de oito nés que levantanta a ndo linearidade
geométrica na analise. A integracdo de Gauss aqiach este exemplo é de

segunda ordem. No sentido longitudinal o tubo érdizado em cinco elementos.

0,04
0,08

Carga
seguidora

Carga transversal
Secdo transversal

Figura 5.39 Tubo elastico em balanco com carregament na

extremidade livre.

A carga seguidora é monotonamente incrementad88&®6 KN, a uma
taxa de 13075,50 KN/s, e mantida constante a peddsse valor. A carga
transversal tem amplitude maxima de 0,9807 KN éatar oscilatorio com
periodo de 0,0185 segundos.

Os seis primeiros periodos do tubo em balanco s&o{d,0748; 0,0748;
0,0120; 0,0120; 0,0040; 0,0040}.

A Figura 5.40 mostra respectivamente, a variacaoadga seguidora com o
tempo, as duas primeiras frequéncias de vibracdadeslocamento vertical da
extremidade livre. A carga critica dindmica deteadia por esta analise numeérica
€ igual a 909,76 KN.

A carga critica dinamica avaliada segundo a formanlalitica do problema

de Beck é igual a:

5 EI 196133 -10%- 8-1077 cc
Peq = 20.05 77 = 20.05 >3 = 786,49 KN (5.5)

Os deslocamentos néo se incrementam indefinidanpentgie a analise no

tempo leva em conta a nao linearidade geométricssinh com grandes
deslocamentos tem-se uma mudanca consideravelgakezido sistema que

interrompe 0 mecanismo de “flutter” pelo menos terapgamente.
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Tubo elastico engastado-livre
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desloc extremidade [m] vs. tempo [s]
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Figura 5.40 Forca seguidora, frequéncias = Im(s) e deslocamento da

extremidade do tubo elastico engastado-livre.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812430/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812430/CA

Exemplos 114

5.7.
Tubo viscoelastico com carga seguidora

O tubo de dois metros de comprimento da Figura, %4todelado com
uma extremidade fixa e a outra livre. Na extrem@dfdre séo aplicadas duas
forcas, uma forca seguidora que permanece perpgadi superficie, variando
linearmente ao longo do tempo, e uma carga trasavbarmonica de direcéo
constante. A carga transversal tem amplituBg=0,05KN e periodo
To = 2,5133107 segundos, Figura 5.42.

Figura 5.41 Tubo viscoelastico engastado-livre.

O material viscoelastico tem modulo volumétridd= 5720,55 MPa,
parametros viscoelasticos indicados na Figura 5e43massa especifica
Om = 1961,33 kg/m

Carga seguidora

Carga transversal

Fot--

Figura 5.42 Carga seguidora e transversal em funcato tempo.

Elementos incompativeis de oito nos sao utilizatwsanalise no dominio
do tempo. O tubo esta discretizado em 8 elemerdosentido longitudinal, 16
elementos ao longo da circunferencia e dois elevsea longo do raio. Adota-se
integracdo de Gauss de terceira ordem. A respostanmpo € mostrada na Figura
5.44.
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Pode-se observar que para uma carga segui@ora29150 KN os

deslocamentos se incrementam rapidamente, torrasidtema instavel.

Geo = 1225,83 MPa

WWWW,

WWA
G, =122583MPa 1:=3,1381 MPas

Figura 5.43 Parametros do material viscoelastico.

Tubo com amortecimento viscoelastico
&
z 30000 -
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X,
© 2 20000
38
g., e
@ 2 10000 +
(7]
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3 0
& 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
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Figura 5.44 Resposta no tempo do tubo viscoelastico
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A Figura 5.45 mostra a deformacao do tubo parao@sidstantes de tempo
indicados na Figura 5.44. Em ambos 0s casos a cHtiya é ultrapassada. Logo,
pode-se ver uma mudanca qualitativa no comportamdos deslocamentos.
Antes da carga critica, a pequena perturbacdoveesa causa um movimento
harménico com o primeiro modo de vibracdo. Apds aga critica, o0s
deslocamentos mais significativos correspondem aa uwibracdo cuja

configuracdo aproxima-se a modos de vibragéo ntas. a

(a) (b)

Figura 5.45 Configuracdo deformada (a) ent = 0,5961 s (b) ent =
0,6019 s.

Como referéncia apresentam-se a carga critica daaole Euler e a carga
critica dinamica da coluna de Beck, adotando oérpetros de longo prazo do
material viscoelastico como propriedades do maténzar elastico.

m?E [ _ w2 3432,33-103-7.91-1073

Pes = 112 422 = 16747 KN
_ El 3432,33-10%-7.91-1073 (5.6)
Peg = 20.05 - = 20.05 >
= 136088 KN

A Figura 5.46 e a Figura 5.47 mostram, respectivaeeos quatro
primeiros modos de vibragdo e quatro primeiros matflambagem calculados
através de um problema de autovalor linear. A cgrgea as analises de
flambagem é perpendicular a superficie da extreteidiare.

Da Figura 5.47 observa-se que a carga criticaiest@ra o material
elastico corresponde a um modo de flambagem maisliZado, com uma
configuracdo similar a Figura 5.45 (b) e a configdio do segundo modo de

vibracao.
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1°Modo de vibragdo Ti1=0,0234s 2°Modo de vibragdo T, =0,0197 s

3°Modo de vibragdo T3 =0,0103 s 4°Modo de vibracdo T,=0,0103s

Figura 5.46 Modos de vibracdo com material elastico

1°Modo de Flambagem P¢s = 7723 KN 2°Modo de Flambagem P = 12775 KN

3°Modo de Flambagem P¢s = 16207 KN 4°Modo de Flambagem P = 20004 KN

Figura 5.47 Modos de flambagem com material elastic(problema de

autovalor linear).
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Assim, para uma carga perpendicular a superficiexd@emidade livre, o
segundo modo de vibragdo tem menor rigidez do gpeneeiro. Portanto para
uma carga seguidora, aplicada também perpendiadaperficie da extremidade
livre, a acarga critica dindmica para um matefi@teeo ocorre no instante em
gue as frequéncias do segundo e terceiro modob g0 se encontram.

Para o tubo viscoelastico analisado a carga cudiit@mica é maior do que
seria a carga critica do material sem amortecimenmt@a vez que 0s parametros
viscoelasticos deste exemplo introduzem um amontio moderado. Porém,
como foi evidenciado em exemplos anteriores, aacamitica dindmica nao
coincide com o encontro de duas frequéncias, nrasdo de vibracdo na carga
critica tem forte influéncia do modo de vibragaoigraéximo, o que explica a
Figura 5.45.
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