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4
Implementacdo do modelo viscoelastico

O algoritmo de integragéo para o modelo Maxwellegalizado apresentado
por Simo e Hughes (1998) é aplicado nas analisetedeentos finitos de vigas e

tubos. Este algoritmo de segunda ordem é inconwibtimente estavel.

4.1.
Modelo Maxwell generalizado

O modelo Maxwell generalizado ou modelo de relazagé@neralizado da
Figura 4.1 foi apresentado no capitulo 2. As egem@dnstitutivas deste modelo

sao:
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Figura 4.1 Modelo Maxwell generalizado.

E interessante para o desenvolvimento do algoritenmtegracdo usar uma
formulacdo alternativa para as equacdes acima.titildo as deformacoes
nos amortecedores por variaveis intergagjue podem ser vistas como pseudo

esforgos nos amortecedores, tem-se:
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q; = kiq; (4.2)

Definindo, as variaveis adimensionais:

Vi Ky
ke
. = — 4.3
Yo = 1 (4.3)
N
Yoo + Yi =

e a energia de deformacao instantanea como:

1
wo = Su ko u (4.4)

As equacdes constitutivas do material podem seit&soa seguinte forma:

_OWO Z
f_ au qi

i=1

L i &E)WO (4.5)

a4,

T, T; 0u

lim Qi) = 0

t—>—oo
Esta formulagdo simplifica a aplicacdo do algoritera problemas com

deformac®es finitas e pode ser usada com qualgoeéd de energia convexa.

4.2.
Modelos Tridimensionais

Na modelagem de materiais viscoelasticos assumeise,geral, que
somente as deformacdes desviadoras apresentam umportamento
viscoelastico, enquanto as deformacdes volumétrpasnanecem elasticas.

Assim a energia de deformacao instantanea podsegta da seguinte forma:
wo=wpl+w) (4.6)

ondeW,? e W) sdo as componentes volumétrica e desviadora, ataspaente.

Para definir a energia desviadora instantanea @sredros do modelo Maxwell

generalizado para um grau de liberdade podem bstislidos conforme mostra a
Figura 4.2.
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Figura 4.2 Modelo Maxwell generalizado aplicado asleformacfes

desviadoras.
Logo:
1
wo = Pk (0€)B tr (o€) + dev (o€) Go dev ( o€) e

onde ¢ € o tensor de deformacgbes de Green-Lagrahgey mddulo volumétrico

e Gg € 0 modulo de cisalhamento inicial:

Go = 6o+ ) G (4.8)
A parte desviadora do tensor de deformagdes é &ual

1
dev ( g€) = o€ — §( o€+ 1)1 (4.9)
Definindo o tensor:

oW awl W)
S0 = =—2 4+ 2 —Btr(,€)1+2G,dev( e 4.10
F) 9 9
o€ o€ o€

As equacdes constitutivas podem ser escritas emespamdéncia com o

modelo para um grau de liberdade do paragrafoianter

N
oS =5°— z qi
i=1
L G _ v OWg (4.11)
YT T 0 e
A iy =0

onde ,S é o tensor de esforgos de Piola-Kirchhoff Il e
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7, =1i/G;
(4.12)
Yi = Gi/Go
A solucéo de eq. (4.14¢ igual a:
. t aWo
q; = Y exp[—(t —1")/7;] < dr' (4.13)
Ti) 0 (€
Substituindo este resultado na eq.(411)
owe (¢ d (oW}
ts = "+j t—1' —< d)dr’ 4.14
© T . _00.9( )d’[' 7 ¢ (4.14)
ou
= r € -7 T .
0 0 _oog dr'\ g 06
com
N
900 = Voo + ) viexp(=t/ ) (4.16)
i=1
4.3.

Algoritmo de integragao

No desenvolvimento do algoritmo de integracdo, Sanblughes (1998),

definem-se as seguintes variaveis internas:

ﬁ(t)—ft L) 259y ar 417
i(t) = ToeXP P P (4.17)
ondeS) é a parte desviadora do ten§8t
o oWy
Sg = = 2 Gy dev (€) (4.18)
d (€

A seguir é obtida a férmula recorrente para asaveis internas que utiliza
somente os dados da ultima solucdo incremental, remrassidade da historia
completa ao longo do tempo. A variavel interna emopgot+4t pode ser escrita

como.

. t+at t+At—1'\ d _
LA (t) = f exp (— —) — (89 dr’ (4.19)
To Ti T


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812430/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812430/CA

Implementag&o do modelo viscoelastico 73

A integral pode ser decomposta em dois intervadoohpo:

t

“ At t—1t'\ d _
t+At 0 '
B = (—_) _TN)\ 2594
() fToexp Ti eXp< s )dT,(d) T
t+At t+At—1'\ d (4.20)
+Jt exp <_T—1>W(Sd) d’l’
Assim:;
. Aty , .
iRy = exp (= =) a(®
l
N CHA—TN d g (4.21)
J; exp T dT/(d) T

O segundo termo da equacédo acima é integradogugia do ponto médio:

fHM t+At—1"\ d (50 dr’
. O w Jdv v

t+At—1"\ d 59 Ac
=exp| ———— .
p T; dr' ¢ L1 _2t+At
-2
( At ) d [_0 ] At (4.22)
= exp 27,) dv d(Zt-Iz-At)
At _ _
= exp (_ 2_1:1) (t+Ath _ tS((i))
onde a parte desviadora do ten§dmo tempd é igual a:
tco _ t
Sq =2 Gy dev(ze) (4.23)
Logo:
~ Aty At _ _
HHALR(t) = exp (— T—) hi(t) + exp (— ;) (A9 — 1S9) (4.24)
i i

Usando este resultado e as eq. (4.14) a (4.1&mmbeé o tensor de esforgcos
de Piola-Kirchhoff Il no tempotAt:

N
LS = B tr("48€) 1 + 2Go yoodev(TH2%e) + Z viSHAh; (D) (4.25)

=1
A funcédo de energia utilizada na eq. (4.7) corredpoao material de
Saint-Venant (Wriggers, 2010), assim sendo, esiagp constitutiva € adequada
para modelagem de grandes deslocamentos, granteHa®, mas pequenas

deformacgoes.
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4.4.
Matriz constitutiva

A matriz constitutiva incremental consistente coalgoritmo de integracao
de esforcos é obtida através da derivada do tetesesforcod25S com relagéo

ao tensor de deformacdes:

t+At
= 0™"%S (4.26)
at+A(§E
Uma vez que:
d t+At 1
rac [dev(75e)] = (IE -z 1®1> (4.27)
0" 5€ 3

ondeE é o tensor unitario de quarta ordem. A derivada\daiaveis internas é

igual a:
AR, (t) At 1
96 (— )(IE——l 1) 4.28
OHA(SE o €Xp 27, 3 ® ( )

Assim, da eq. (4.25) tem-se:

1
oC =B 1®1 +2G,g" (IE - §1®1)
N (4.29)
9" =Vt Z yiexp(—At/2 1;)
i=1

4.5.
Elemento de viga de Timoshenko

Aplica-se o algoritmo de integracédo de Simo e Hagth®98) aos elementos
de viga de Timoshenko. Duas alternativas paraieaglo da viscoelasticidade na
viga sdo analisadas. A primeira considera o corapwhto viscoelastico nas
deformacdes desviadoras e a segunda nas deforn@asaksntes. Em ambos os
casos considera-se somente o caso do modelo gélittéo, ou seja, o0 modelo de

relaxacao generalizado com um elemento Maxwell.

4.5.1.
Viscoelasticidade aplicada na deformacao desviadora

Na viga que leva em conta a deformacéo cisalhgige,de Timoshenko, o

tensor de deformacdes é igual a:
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|4
[Sx 0 E ]
£ = | 0 —veg, 0 (4.30)
14
3 0 —v st
Este tensor pode ser dividido nos tensores de afgies volumeétricas e
desviadoras:
e=¢"+¢& (4.31)

Assim, tem-se:

(1-2v)e, 100
=—= 1 0
0 0 1

2 0 3 Y

g ——
3 0 —&y 0
3y
2(1+v) Fx

A energia de deformacdo instantdnea que correspargies tensores €

igual a:
B(1—2v)?
(4.33)
4Go(1 +v)? G

Considerando os campos de deformacéo utilizadosomaufacdo do
elemento finito, tem-se:

_ B(1 — 2v)? 2 (%)2

WO
v 2 dx

(4.34)
wp = O e () 5 (G- )

Substituindo as equacdes anteriores na eq. (4afld¢ando o principio dos
trabalhos virtuais e a interpolacdo do campo derdefcées do elemento finito,

encontra-se:

t
, d
tf =K, ¢ ~(t=t)/1 ) : ,
F =K, U+f_w(yoo+y1e ) —— [KdU(T )] dt (4.35)

ou simplificando:
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t d
th — t t -(t-t)/t , ’
F =K, 'U+7y.K, U+ y,Ky, f_we ' [U(T )] dt (4.36)
onde
N B(1—2v)?
K, = B(1 — 2v) If_lBBBﬁ det] df = ———K

4Go(1 +v)?I (T
d=%j B} By det/ d¢
1

(4.37)
1

+ Gy Ak, f (B, —Hg)' (B, — Hy) detJ dé
-1

4Go(1 + v)? Go
=~ 3p Katg

Para obter o algoritmo de integragéo, definem-s@ggveis internas:

K2

tHAt wrat-1’ g

t+Atg _ - ’
hi(t) =Kyg JTO e T T [U(Tr)] dt (4.38)

Apéds seguir o mesmo procedimento utilizado no efgmidimensional no

desenvolvimento do algoritmo, tem-se:

At At
t+Atﬁi(t) —e T1 tﬁi(t) +e 11 Ky (t+AtU _ tU) (4.39)
Logo:
t+AtF — Kv t+AtU + yooKd t+AtU + Vl t+At;\li(t) (4'40)

Portanto, a equacdo de momentum pode ser escsegdante forma

MU + F + KGU — KycU =R (4.41)
A resposta no tempo (“time history”) € obtida usano método de
integracdo de Newmarke o algoritmo de integracéo de esfor¢cos desaritoa

Para o célculo da carga critica considera-se drdegeguacao:

MU + F + KgU — KycU =0 (4.42)

substituindo o vetor de forgas internas F pela éommegral da eq. (4.36) tem-se:

‘ (t=1")/ d
3 -(t-t)/z ’
MU + K, U + y,K4U + 1Ky f_we 1dT' [U(Tf)] dt

+KGU_KNCU =0

(4.43)

Aplicando a transformada de Laplace na equacacaasinmobtém a equacéo

caracteristica:
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<52M+K oy K+ 22 g LK. —K >U=0 4.44
v T Yo Kg st + 1 d G NC (4.44)

sendo:

U= L) (4.45)

ondeL(.) denota a transformada de Laplace.

A equacdo caracteristica também pode ser obtiddilibdo a solucéo:

U=A4,e% (4.46)
na eq. (4.43) em lugar de aplicar a transformadaagéce.
Quando um autovalor complesdem uma parte real positiva, a solucdo da
equacao (4.46) implica oscilacbes com amplitudg®reancialmente crescentes,
portanto na instabilidade dindmica do sistema. liyaaritica dindmica é a menor

carga aplicada que causa este tipo de instabilidade

4.5.2.
Viscoelasticidade aplicada na deformacéao cisalhante

Quando o efeito da viscoelasticidade é aplicadoestena parcela de

deformacéo cisalhante, a energia de deformac@mntastea € igual a:

1 1
WO = EE sz + EGO )/2 (447)
Aplicando os mesmos conceitos da se¢do anteri@nebée as seguintes

equacodes do algoritmo de integracéo de esforgos.

At At

R () = e T Ry(E) + e 7T Ky (AU — tU) (4.48)
e

t+AtF — KU t+AtU + yooKd t+AtU + Vl t+At;\li(t) (4.49)
onde

KV - Ksl

Gy (4.50)
Kq = —=Ks2
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