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Metodologia de analise

O método de elementos finitos é utilizado como sebpara as andlises
realizadas neste trabalho. As equacgfes que resd#éaplicacdo deste método na
conservacdao de momentum devem levar em conta to efai ndo linearidade
geométrica, das for¢cas ndo conservativas e dgdEs de energia, visto que o
escopo € a andlise de sistemas amortecidos submatidargas seguidoras. Trés
tipos de elementos finitos séo utilizados, doisneletos de viga e um elemento
solido tridimensional.

Um dos elementos de viga considera as hipotesdsutig-Bernoulli, e
portanto ndo leva em conta a deformacao cisalh@ntautro elemento de viga é
baseado nas hipéteses de Timoshenko considerangfeito da deformacéo
cisalhante na sua formulacéo.

Nas andlises com os dois elementos finitos mend@nacima, a nao
linearidade geométrica e as for¢cas ndo consergasifia introduzidas atraves de
matrizes geometricas e de carga formuladas nageoafido indeformada da viga.
Portanto, estas analises ndo levam em conta graeséscamentos, visto que a
linearizacdo da equacao de conservacdo de moménteta sempre ao redor da
configuragdo indeformada. Assume-se que esta dioagiio ndo introduz um
erro significativo na determinagdo da carga critiainicio da instabilidade
din&mica.

O elemento soélido tridimensional adotado nas asslisdo lineares que
consideram grandes deslocamentos é um elementdgodeds enriquecido com
modos incompativeis. As matrizes envolvidas s&oinidels seguindo a
formulacdo Lagrangeana total, ou seja, as equal®esjuilibrio sdo obtidas na
configuracdo deformada, embora todas as grandemasviElas tenham como
referéncia a configuragdo indeformada. Assim, o0 emleslvimento da
instabilidade dinamica (que envolve grandes deslec#os e rotacbes) pode ser

avaliado enquanto as deformacdes permanecam peaquena
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Os elementos finitos unidimensionais serdo usanvarglises de vigas de
secdo retangular, submetidas a acao de cargasiseg)i considerando tanto
amortecimento proporcional quanto amorteciment@oéakistico. Nas analises
obtém-se a resposta no tempo (“time history”) eut®valores e autovetores da
equacao caracteristica. O elemento solido tridimeat é usado na andlise
dindmica de tubos considerando carga seguidoragesimento viscoelastico.

Neste capitulo apresentam-se as equacdes e méledssucao utilizados
nas andlises dindmicas e as matrizes dos elemimtos segundo as hipoteses
mencionadas acima. Também se analisa o calcul@arga critica dindmica nos
elementos unidimensionais, especialmente quandoastecimento proporcional
estd sendo considerado, uma vez que este caso teeolier resultados

importantes na determinacéo da carga de “flutter”.

3.1
Formulacao Lagrangeana Total

Considera-se a formulacdo Lagreangeana total nangimiedas equagdes
para as analises dindmicas com grandes deslocanastequacdes diferenciais

discretas sao integradas implicitamente no tempo.

3.1.1.
Equacédo de conservacdo de momentum

A equagdo de conservacdo de momentum para sistehsasetos,
considerando formulagdo Lagrangeana total e ingégranplicita, € igual a:

M tHALy = t+Atp _ t+A(t)EF (3.1)
onde M é a matriz de massa independente do temiptfi é o vetor de
aceleracdes nodais no tempatt, ‘AR é o vetor de carga nodal aplicada no

tempot+ 4t (incluindo a carga ndo conservativd)'&F é o vetor de forcas nodais
gue correspondem aos esfor¢cos no elemento no tepho

3.1.2.
Integracdo no tempo

As equacdes de Newmapk(Belytschko et al., 2000) séo utilizadas para a

integrac&o no tempo das equacgdes diferenciaistiscriogo:
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t+AtU — t+Atﬁ + BN Atz t+AtU

t+AtU — t+AtU + YN At t+AtU
onde
t+ALTY t tr At? t1]
U= U+At 'U+—(1—28y) U
2 (3.3)

CHAL = H) 4 (1 —yy) At £0
Adotam-se os valores dos parametfias= 0.25 eyy = 0.50, assim a
integracdo implicita é incondicionalmente estavelc@&responde a regra
trapezoidal sem amortecimento numeérico.
Resolvendo a primeira das equacdes do método de Arrtem-se:
t+AtU 1 (t+AtU t+Atl’j) (34)
By At?
Portanto a equacéo de conservacdo de momentunseodscrita:

- 1At2 M (t+AtU t+Atﬁ) — t+Atp _ t+A5F (3.5)

Este sistema de equacBes algébrico ndo linear sale resolvido
iterativamente usando o método de Newton.

Como foi mencionada acima, esta integracédo implécitecondicionalmente
estavel, o que permite o uso de intervalos de tamgiores, agora limitados pelas
condicBes do problema dinamico e ndo pelo propétodo de integracdo. Porém
a desvantagem da integracdo implicita esta na sideee de calcular a matriz de
rigidez tangente e de resolver o sistema de egsat@eedida que se avanca no

tempo.

3.1.3.
Método de Newton

O método de Newton é um processo iterativo utibza solucdo de
equacoes nao lineares.

Denomina-se:

1 A
t+At t+At t+At t+At A
r= B A2 ——M ("U - 0) R + t+4IF (3.6)

ao residuo da equacdao algébrica que resulta daagéo do tempo da equacao de

conservacdo de momentum. Este residuo deveriagse B zero caso se
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conhecessa priori a solucdo exata. Expandindo em serie de Tayloedor da

solucdo da ultima iteracdo tem-se:

EHALL(i+1) = tHALL(D) 4 STFJAU +0(AU?) = 0 (3.7)
onde
AU = t+AtU(i+1) . t+AtU(i) (3-8)

€ o incremento dos deslocamentos nodais no proitessiivo. A matriz

or 1 oR OF

A=—=——-M ——+— 3.9
U ByAC " au ' au (3.9)
€ a matriz Jacobiana do sistema. A derivada da detdorcas nodais é chamada

de matriz de rigidez de deformac¢des incrementamatniz de rigidez tangente.

JoF
- oKy + oKni (3.10)

onde (K; e Ky, sdo as matrizes de rigidez linear e ndo lineape@ivamente.

Para os elementos finitos compativeis na formulagipangiana total, as
equacgOes para a matriz de rigidez de deformac@esnientais e para o vetor de
forcas nodais sao (Bathe, 1996):

K, = fo oBI ,C oB, d°V (3.11)
14
K= [ 0Bl oS oBus (3.12)
v
oF = fo oBT S d°V (3.13)
74

Nas equacbes acimgB, € a matriz de deformagéo-deslocamento linear,
oBy, € a matriz de deformacdo-deslocamento nado lingér,é a matriz
incremental constitutiva de esforco-deformacéo datenml, ,S e ,S s&o,
respectivamente, a matriz e o vetor de esfor¢cédala-Kirchhoff Il.

A derivada do vetor de carga nodal € conhecida cowtniz de rigidez de

carga.

dR
ik oKne (3.14)
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Logo, o incremento dos deslocamentos é obtidovesdb a equacgéao:

AAU = — @ (3.15)
ou
1 t.(i)
(B AtzM + OKL + OKNL - OKNC) AU =—T (3.16)
N
3.2.

Formulacao para pequenos deslocamentos

Quando as mudancas de geometria que ocorrem aatemrda critica
podem ser desprezadas, a linearizacdo da equag@msiervacao de momentum
pode ser feita sempre ao redor da configuracadandada. Assim as matrizes de
rigidez tangente e de carga sao constantes e admude conservacdo de

momentum pode ser escrita da seguinte forma:

MU + (K + Kg)U — KycU =R (3.17)
Aplicando-se a integracdo no tempo vista anterioteme
Esta formulacdo serd considerada nas andlises idesrdas vigas que
seguem ambas as hipoteses de Euler-Bernoulli énalesfienko.

3.3.
Elemento de Viga de Euler-Bernoulli

O elemento de viga de Euler-Bernoulli tem dois gideisiberdade em cada
extremidade, um deslocamento e uma rotacdo, Figuia O campo de
deslocamentos neste caso esta completamente dgbiliol deslocamento vertical
do eixo. Dentro do elemento, o campo de deslocarmehtaproximado através

dos quatro graus de liberdade e das funcbes dpatdedo de Hermite:
1 2
hy=7(1-8*@+9)

1
hy = L= 1+

(3.18)
1
hs=7(1L+92 -9

1
hy = —5Lf 1+ 21 -9)
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ondeL® é o comprimento do elementd & a coordenada natural do elemento que
varia entre -1 e 1.

Assim o deslocamento € igual a:
w=1[hy hy hy h]-[wy 61 wy 6,]" (3.19)
A matriz de rigidez pode ser calculada como:
1
K= Elf BT Bdet] dé (3.20)
-1

ondeJ é o Jacobiano da transformacéo entre coordenedisser naturais e

B =H" (3.21)
0 apostrofo indica derivada em relacdx @ H é o vetor com as fungbes de

Hermite.

W1 Le Wo

el(T TDGZ

UT=[W1 0, wp, 06;]

Figura 3.1 Elemento finito de viga segundo as hip&es de Euler-

Bernoulli.
Assim a matriz de rigidez obtida € igual a

12 6L —12 6L°
El leLe 41¢* —6L° 21°¢°
S —— 22
K Le3 |-12 —6L¢ 12 —6L° (322)
6L 2L¢% —6L¢ 4Le?
A matriz geométrica que leva em conta o efeito liv@@ar das deformacdes

é calculada através da integral (Cook et al., 2002):

1
K¢ = Pf H'" H' det] d¢ (3.23)

-1
Esta matriz € o resultado de considerar o termolingar do tensor de
deformacbes de Green-Lagrange que correspondeoen@d&fdo axial devida ao

deslocamento transversal:
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1, (3.24)
Logo

36 3L° -36 3L
__P 3¢ 41¢* -31¢ -L°?
~ 30L° |-36 —3L° 36 —3L°
316 —L°® -3L° 4L°

A matriz de carga no caso de uma carga seguidoextr@midade direita é

K¢

(3.25)

igual a:
0 0 0 O
_ 5,10 0 0 O
Kye =P 00 0 1 (3.26)
0 0 0 O

Existem varias alternativas para o célculo da makei massa. A matriz de

massa consistente é igual a:

1
M = pmAj HT Hdet] dé¢ (3.27)

-1

Resolvendo a integral, tem-se:

156  22L¢ 54  —13L¢
_mL® | 221¢  41¢*  131¢ —3L°¢?
420 | 54 13L¢ 156  —22IL¢
—13L¢ —3L¢* —221¢ 4l°f?

ondem € a massa por comprimento unitario de viga.

(3.28)

A matriz de massa que considera a massa concerdgradeada né do

elemento é igual a:

1
mL® o
2 |0

0

0
0
0 (3.29)

o O OO
(=l e ]

0

A seguir sdo apresentados trés casos de céalcutarda critica dinamica
para o problema de Beck, mostrando que para coms@guresultado que seja
pelo menos razoavel, sdo necessarios no minimcetiientos de viga de Euler-
Bernoulli e a consideracdo da matriz de massa ¢entes

No caso de modelar o problema de Beck com um elenfgio a matriz
de massa deve ser a consistente, jA que sdo mEesgadlo menos duas

frequéncias ou modos de vibracao para obter a caitizn dinamica.
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O comprimento do elemento é igual ao compriméntta viga, portanto as
matrizes utilizadas no problema de autovalor cargtico sdo:

_Elr12 -6l

K=Tlogr 412

K.—_L [36 -3L
¢ 7 30L1-3L 412 (330

KNC:P[g (1)

_mLr1s6 -22L
420 l-221 412

A Figura 3.2 mostra a variagdo das duas frequérdeasibracdo com a

carga seguidora, as duas cargas criticas dinasacas

El
Pea = 72,7596 75

(3.31)
El
Pea = =80,2450 7

Observa-se que além da carga critica estar muaistaaifa da carga critica

tedrica, a menor carga critica dindmica é de tracéo

40

30

10 ~

-125 -1100 -7l5 -5;0 -sz 0 215 SIO 7l5 1Cl)0 125
PL2/EI
Figura 3.2 Frequéncias vs. carga, problema de Beclom um elemento
finito.
Quando a viga é discretizada em dois elementa®dimie comprimentta®

igual aL/2, considerando-se a massa concentrada nos mas, roostra a Figura

3.3, as matrizes utilizadas na equacao caractersdio:
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192 0 96 24L
g=ELl o 161 —24L 417
I3 |-96 —24L 96 —24L
24L 41> -24L 8I?
288 0 —144 6L
P 1o 812 —6L -I?
K¢

T60L |-144 —6L 144 —6L
6L —12 —6L 4I2
(3.32)

~

=

(@)

|

o
cocoo
coc oo
coc oo
oo 9

&
coonN
cococo
or oo
coc oo

21"
Y

! L |

Figura 3.3 Viga com dois elementos finitos e duasassas concentradas.

A carga critica € igual a:

El
Pea = —143477 2 (3.33)

Se a viga é discretizada com dois elementos finkagura 3.4, porém se
utiliza a matriz de massa consistente, as matdpegsaso anterior podem ser

usadas no problema de autovalor, mas com a seguattez de massa:

[ 156 0 27 —13L/4)
VL 12 13L/4 —312/8]| (3:34)
420[ 27 13L/4 78 —22L/4J '

—13L/4 —312/8 —22L/4 12/2

Assim a carga critica obtida é igual a:

El
Pea = 20,1924 7 (3.35)
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Este resultado € uma aproximacao razoavel da caitgan tedrica de Beck.
Valores de carga critica dindmica em funcdo do mande elementos finitos
utilizados e a distribuicdo de massa adotada p@derencontrados no trabalho de
Suanno (1988).

AR
@
RS
™
%

—

Figura 3.4 Viga com dois elementos finitos e matrizde massa

consistente.

Neste trabalho, as andlises de vigas que ndo lemantonta o efeito de
deformagéo cisalhante considerardo dois elememdassf e matriz de massa
consistente, uma vez que 0 objetivo é o estudoitgtad mais do que
quantitativo do comportamento da carga critica mina considerando

amortecimento e deformacdes cisalhantes.

3.4.
Elemento de Viga de Timoshenko

Um elemento finito clbico que leva em conta o efaela deformacéo
cisalhante € mostrado na Figura 3.5. Este elententooito graus de liberdade,
sendo quatro deslocamentos e quatro rota¢cdes. $dodeaviga de Timoshenko a

rotacdo da secao plana que inicialmente era n@meixo € igual a:

dw
B = - (3.36)

ondey € uma distorcdo angular constante equivalente, lenge em conta a

distribuicdo de tenséo cisalhante na secéo trasavairavés de uma constakie

assim:
_ T
V=5
v (3.37)
T =
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ondet é a tensdo cisalhante equivalent& e forca cortante total na secéo
transversal. O fator de correcélq para uma secéo retangular é igual a 5/6.

Ul'=[wy By wy B ws Bz wy Bul
Figura 3.5 Elemento finito de viga segundo as hip&es de Timoshenko.

Escolhe-se 0 elemento cubico para que a aproximdgda@ampo de
deslocamentos seja do mesmo grau que no elemegioleleBernoulli.
Assim as funcdes de interpolacdo cubicas de Lagra@p usadas no

elemento de viga de Timoshenko.
1
hy = E(_l + &+ 982 —9¢3)

1
hy = 72(9 = 27§ — 92 +27¢7)

(3.38)
1
hy = 75 (9 +27¢ — 962 - 276%)

ha = 25 (~1— £ + 9 + 969

Os campos de deslocamento e de rotagcdo séo iraegsolde forma

independente.
w=H, u
f = Hyou (3.39)
onde
Hy=[hy O h, O hy 0 hy 0]
(3.40)

H B - [0 hl O hz 0 h3 0 h4_]

O efeito da deformacgdo cisalhante é introduzidommeriz de rigidez

considerando a seguinte energia de deformacéao (B86):

1 Ldpy? 1 L
_1 ap 2 3.41
w ZEI,[O(dx> dx+ZGkSAf0y dx ( )
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ou
1 dp L dw 2
_Z “r = _ 3.42
w 2E1L(dx)dx+ GkAfO(dx B)dx (3.42)
com
dw _B
e (3.43)
dp . '
dx P u
onde
oh ah oh oh
o G0 G0 5
9 0
(3.44)
B [0 oh, 0 0h2 0 dhs 0 Ohy
o= 5 0 0 e 0
Logo a matriz de rigidez é igual a:
K = K.S‘l + KSZ
1
Ky, = EI | B}Bgdet] d
s1 j_l pBp det] d¢ (3.45)
1 T
K, = GAksf (Bw —Hg) (B, —Hg)det] dé
-1
A matriz geométrica é igual a:
1
K;=P f B, ” B, det] d¢ (3.46)
-1

A matriz de carga no caso de uma carga seguidoextremidade direita é
uma matriz que tem somente um termo diferente g agermo Kcyr,g = P.

A matriz de massa consistente é calculada atravégetral:

M = f_ 11[1;”;]T [T thI [H ]det] dé (3.47)

As matrizes do elemento cubico de viga de Timoshi@skdo no Anexo.
Nos exemplos de vigas que levam em conta a deféonzsalhante, a viga
sera discretizada em dois elementos cubicos comzntd massa consistente

Figura 3.6.
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Figura 3.6 Viga com dois elementos finitos cubicos.

Assim, quando a carga critica dinamica € calcufzta varios valores de
esbeltez, obtém-se o grafico da Figura 3.7 apradento trabalho de Suanno
(1988). No eixo das ordenadas tem-se a relacde ardarga critica dindmica e a
carga critica estatica.

Pea/ Pes

o T T T T 1
0 5 10 15 20 25
L/ h

Figura 3.7 Carga critica dindmica em funcéo da eslitez.

3.5.
Coluna de Beck com amortecimento proporcional

A maioria dos trabalhos que levam em conta o amioregnto na
determinacdo da carga critica dinamica, ver pomgie Kar (1980), consideram
amortecimento interno e externo na viga de Eulen®dh baseados na seguinte
equacao diferencial:

1Y g W p O W AT (3.48)
ox* dx*0t dx?2 ot "™ 0t?

ondeE é o médulo de elasticidade,o momento de inerci€& a constante de

amortecimento interno viscos@; a constante de amortecimento externg,a

massa especifica do material/@ o deslocamento vertical da viga.
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O amortecimento externo tem um efeito estabilizadmquanto que o
amortecimento interno pode ter um efeito desestallitr quando uma pequena
quantidade de amortecimento € introduzida, fenéneenbecido como paradoxo
de Ziegler.

A equacédo discreta equivalente a eq. (3.48) levardoconta somente o

amortecimento interno pode ser escrita como:

MU + CU + KU + KU — KycU = {0} (3.49)

onde M, K, Kg e Kne s@o as matrizes de massa, rigidez, geométrica e de

carregamento, respectivamente, U é o vetor que&oons graus de liberdade do
sistema e
C= f*K =q;,K (3.50)

Observa-se que, tem unidades de tempo.

Consequentemente, o amortecimento proporcional déighy quando é
considerada apenas a matriz de rigidez, é equieakem amortecimento interno
introduzido na eq. (3.48).

A fim de comparar os resultados de vigas com ditese relacbes de
comprimento e altura, adota-se o seguinte valanawaional de amortecimento

interno:

El
pm A L*

n=a (3.51)

A carga critica dindmica da eq. (3.49) € obtidaauio-se a solucéo:

U=A4e% (3.52)
sendoA; um vetor modal complexo £um numero complexo conhecido como
expoente caracteristico. A parte imaginariss@eigual a frequéncia do modo de
vibracéo e a parte real indica o decremento exmoaletha amplitude da resposta.

Substituindo U na eq.(3.49) tem-se:

(s?M+sC+K+Kg—Kye) = {0} (3.53)
Esta equacdo caracteristica pode ser convertidaummproblema de
autovalor simples usando o método de Foss (1958). A3.49) pode ser reescrita

como:.
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[181 l\(;[ {8} * [_(;VI K+ K(?+ KNC] {8} = {0 (3.54)

assim, o seguinte problema de autovalor é obtido:
0 M -M 0 _
<S M c]+[ 0 K+KG+KNCD = {0 (3.55)
gue permite encontrar a carga critica dinamica cameenor carga em que pelo
menos um dos exponentes caracteristicos tem arpattgositiva.

A resposta no tempo € obtida como solugéo da segeduacao:

MU + CU + (K+ Kg)U — KycU =R (3.56)

3.6.
Elemento finito tridimensional incompativel

Um elemento finito incompativel de oito ndés é méllo nas analises
tridimensionais de tubos, Figura 3.8. Estas arslis&seiam-se em equacles
definidas através da formulagdo Lagrangeana tatdim as respostas podem
incluir grandes deslocamentos, embora estejamelitag a pequenas deformacdes

pelas relacbes constitutivas adotadas.

Figura 3.8 Elemento finito tridimensional de oito n&.

Entre as vantagens de uma discretizacado espaciabde com elementos
tridimensionais tém-se: as deformacfes da secasveesal sdo levadas em conta
nas analises, 0s carregamentos como cargas segpimoicarregamento de fluxo
podem ser representados de forma mais convengiggde que as cargas podem
ser modeladas normais a superficie da configurdefaymada, levando em conta
a mudanca de area devida a deformacéo; e existssibfidade de considerar

secdes transversais com camadas de diferentesaisatéigura 3.9.
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Material 1

Material 2

Figura 3.9 Secéo transversal com dois materiais.

O elemento incompativel interpola as coordenadasndeponto material

dentro do elemento da mesma forma que o elementpatdvel, assim:

8

°x; = Z hye “xff
k=1
8

fx; = Z hy ‘xf
k=1

onde %; e 'x; sdo as coordenadas de um ponto material na coaf de

(3.57)

referenciat = 0 e no tempa, respectivamente. Da mesma forg e ‘x* s&o
as coordenadas dos ngsdo elemento, Figura 3.8« sdo as fun¢bes de forma
apresentadas no Anexo.

O gradiente de deformacfes esta dado por:

onde
tYT — [ b fx, tx3]

d ad 0 (3.59)
V=
0 9%, 0%, 0°%;

Entao:

0 fx; 0 'x; 0 xg]
9%, 0%, 0°%;
dtx, 9%, 0,
X = 3.60
0 0%, 0%, 0°%; (3.60)
d'x; 0%x; 0 'xs
0%, 0%, 0 %;)
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O método dos modos incompativeis enriquece o el@nfigito no nivel do
campo de deformacdes. Assim, assume uma decompasliitiva do gradiente de

deslocamentos (Ibrahimbegovic, 2009):

D= ‘U® (,V+D (3.61)

Na equacdo acima o primeiro termo do lado direito @radiente de
deslocamentos compativel obtido da aproximacaoarsopétrica do campo de
deslocamentos e o0 segundo é a parte incompatiggbdeente de deslocamentos.

A decomposicdo aditiva do gradiente de deslocammentmresponde a

seguinte decomposi¢cdo multiplicativa do gradiemteleformacodes:

X=1+D=1+ "U® (v+D=(I1+D{X 1) (3.62)
com:
D? =D X!
) -~ (3.63)
6X? =1+ D?
tem-se:
(X = %2 X (3.64)

Caso um campo de deslocamentos incompativel sefadada priori, a
parte incompativel do gradiente de deslocamentdg ger obtida aplicando ao
campo de deslocamentos incompativéj; o mesmo operador diferencial

aplicado ao campo de deslocamentos compativel.:Logo

D= T® ,V (3.65)
O campo de deslocamentos compativel é interpoladeés das funcdes de

forma utilizadas para interpolar as coordenadas:

8
ty, :Z hy fuk (3.66)
k=1

sendo ‘u; € o campo de deslocamentos compativeis no témpo

O campo de deslocamentos incompativel é igual &(Wi2002):

“o; = br “uf (3.67)
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1:1_f'2
b, =1—§2 (3.68)
¢3 =1—t?

Figura 3.10 Funcgé&o de forma quadratica incompativep;.

A formulacdo do elemento incompativel baseia-s@nrtipio variacional

de Hu-Washizu. Assim, as trés equacdes diferendaisquilibrio, cinemética e
constitutiva séo definidas na sua forma fraca emds integrais, permitindo que
os trés campos de deslocamentos, deformacfes @esesgjam interpolados de
forma independente. Porém, por ser mais apropmdidina-se das equacoes o
campo de tensfes para que estes sejam determseglosdo as leis constitutivas
do material. Ainda definem-se como variaveis inaeleates os deslocamentos
compativeis e as deformacdes incompativeis.

Desta forma obtém-se duas equacdes nao lineares:

M t+AtU — t+AtR _ t+A6F (369)
T -~
oh? = jov oGy SdV=0 (3.70)

onde OGZ’T € a matriz de deformacdo-deslocamento incompatinebr. A
primeira equacao, associada a variagdo do camgdegiecamentos compativel, é
a equacao de conservacdo de momento que se apbcsteana global. A segunda
equacao esta associada com a variagdo do camm@sldeamentos incompativeis,
portanto € o resultado de considerar a energiarga fnterna associada ao campo
de deslocamentos incompativeis, esta equacao sa éptalmente e de forma

independente a cada um dos elementos finitos.
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Apos linearizar estas duas equacdes pelo métobewd®n, tém-se:

1 ~ .
(WM + oKy + oKy — OKNC) AU+ oF¢'AT = — (.71
oF?AU + (H?AU = — jh? (3.72)
onde
A = EHAL{JE+D) _ AL (3.73)

Isolando AU da segunda equacio linearizada e substituindorinzim

encontra-se a equacao que permite calcular o imcrientdle deslocamentos:

1 o7 o1 0
<B AtzM + OKL + OKNL - OKNC - OF OH OF ) AU
N _ - (3.74)
sendo:
oF? = (FP + (F¥ (3.75)
oH? = (HY + (HY, (3.76)
onde:
FY = fo oGP oC B, dV (3.77)
|4
T
OFI(\II)L = fo OGﬁL oS 0By d°V (3.78)
14
HY = fo oGP o€ oGP d oV (3.79)
14
oHy, = fo OGﬁLT oS oGy, d°V (3.80)
14

Por dltimo, a equacdo que permite eliminar o cardpotensdes das
equacdes variacionais é a condicdo de ortogonalidatte tensdo e gradiente de
deslocamento incompativel. Esta relacdo € utilizeta garantir que o elemento
possa modelar um campo de esfor¢os constantes. Logo

f Ddv =0 (3.81)
Oy
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a equacdo acima é atendida quando o gradiente waHek de forma

incompativeis € corrigido pela expressao:

- 1
q>®0vzq>®ov—0—vfocb®ow°v (3.82)
14

onded é o vetor com as fun¢des de forma incompativeis.

Desta forma os elementos incompativeis tém a pdade de enriquecer o
campo de deformacdes quando o campo de tensdésrégémeo, 0 que acontece
quando a malha de discretizacdo é grosseira. Paréontribuicdo dos modos
incompativeis ao campo de deformacdes sera despirezdm uma malha
refinada em que o campo de tensdes em cada elesgatguase constante.

Adicionalmente, o elemento incompativel € menosisehas distor¢cbes do
que elementos soélidos compativeis com maior nurderads, o que favorece o
seu uso em analises com grandes deslocamentos.

Ainda, este elemento pode ser usado com matetasegncompressiveis,
0 que o torna util nas andlises viscoelasticas, waa que 0S materiais
poliméricos apresentam estas duas caracteristicas.

Para elementos regulares, a integracdo de Gausserdeira ordem
corresponde a uma integracdo numeérica completalelmeato incompativel
quadrético. Para uma integracdo reduzida ou em dasdeformacdes finitas,
cuidados devem ser tomados com modos de energigiasspara estados de
tensédo de compressao (Wriggers, 2010).

3.7.
Forca seguidora no elemento tridimensional

Uma carga seguidora em forma de pressao pode seada@pnas faces do

elemento finito tridimensional. Neste caso:

t=—pi (3.83)
ondet € o vetor de tensBes de superfigié, o vetor unitario normal a superficie e
p € a pressao aplicada.

Assim a forca externa devida a pressdo pode seuladh como segue
(Belytschko, 2000):
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ORchf HTEdOFz—f H' pid°T (3.84)
or or

Se a carga esta aplicada na face normal a cooraersdralr, o produto
vetorial @ ’X/ds x 8 'X/dj tem a direcdo da normal & superficie e magnitude

igual ao Jacobiano da transformacéo, logo:

X 9%
pndoF—pa—xa—dsdJ (385)

Portanto:
tx 0 tx

com:

X= %+ U (3.87)

_a tXT_
or

9 X' 8

= =Zi=1(H® V), XK (3.88)
e

5]

A carga seguidora aplicada desta forma, além dmawecer normal a
superficie na configuracdo deformada, leva em centaudanca de area da

superficie.

3.8.
Matriz de carga para carga seguidora

A derivada da forca seguidora em relacdo ao terspm considerar a

variacdo da pressao, é igual a (Belytschko, 2000):

ORNC_ a_tX
dt NC dt
(3.89)
ORNC 92 tx a'X o fx 9% X _
f f —+ ds dj
ds dt dj = ds a dt

com:
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_az tXT_

Jr dt

52 tXT _ 8 9 txk
dsdt | zi:l(H ® %), dt

92 X'
[0j dt |
Explicitando:
- T_
d X 0 x; 0 fx, 0 fxs]
ar ar or or
0 tx” 10 ‘x, 0%, 0 ‘xs
ds ds ds Jds
a tXT a txl 0 txz a tx3
__aj | Loj dj dj |
Tem-se:

com:
0 9 “xs d x,
0j dj
- 0 txs 0 d 'x,
0j 0j
d 'x, B d 'x, 0
0j 0j
0 9 tx3 d 'x,
ds 0s
HE = 9 “x; 0 d 'x,
ds ds
d ‘x, 9 tx, 0
ds ds

68

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)
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