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Amortecimento

Todo mecanismo de dissipacdo de energia introduartaoimento na
vibracdo de uma estrutura. Como mencionado antegzitten em fungéo do
mecanismo relevante na dissipacdo de energia existeersas formas de
considerar o amortecimento em um sistema. Quandméaanismo é muito
complexo, o amortecimento é muitas vezes introdudicktamente na equacgéo de
equilibrio dindmico. Em situagcbes em que 0 mecamigelevante seja a
dissipacdo dentro do préprio material, 0 amortentmgode ser incluido como
parte das equacdes constitutivas do material.

Dois tipos de amortecimento s&o utilizados nestgatho: 0 amortecimento
Viscoso ou proporcional e o amortecimento visctielasO primeiro, por sua
simplicidade e uso rotineiro na area da engenleatraitural, além de servir como
pardmetro de comparagdo para algumas definicbesctedsticas do
amortecimento, sera usado na obtencdo de alguniarkss importantes nos
problemas nao conservativos. O amortecimento Vigsteo introduzido através

de relacBes constitutivas € indicado em analisesndteriais onde a energia

dissipada depende da frequéncia; como polimerzs®meros.

2.1.
Amortecimento viscoso ou proporcional

2.1.1.
Sistemas de um grau de liberdade

Assume-se que a forca de amortecimento € prop@icionelocidade. Em
sistemas com um grau de liberdade a equacao dibeiqudinamico é escrita

como.

mi+ciu+ku=f (2.1)

ondem é a massa do sistema de um grau de liberdade,a constante de

amortecimento proporcional a velocidade,é a rigidez,fo a forca externa
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aplicada eu € o deslocamento. Para simplificar a solucéo te®lié usual
escrever esta equacao da seguinte forma:

mi+2éimwit+ku=fy (2.2)

comé o coeficiente de amortecimento critice @ frequéncia natural igual a:

w= |— (2.3)

A resposta deste sistema a uma solicitagdo harméitipofe'®t, ondef
€ a amplitude da forca € a frequéncia da solicitacao, € assumida conansen
u= pei(mt_g) (24)
ondep é a amplitude da respostabeé o angulo de fase entre a resposta e a

solicitagdo, dados por:

f
p:
k(1-— 2)2 I K
VA =By D2+ (28.8,) 23)
9=arctan<Lﬁw2>
1_Bw

comp, = w/w. A equacgdo de equilibrio dindmico pode ser eseritdermos de
solucéo assumida:
mii+ (k+iwc)u=fe® (2.6)

O termo entre parénteses € conhecido como rigioieplexa. A Figura 2.1
mostra a carga harmonica versus o deslocament®.gesfico recebe o nome de
curva de histerese. O amortecimento estruturalaenortecimento viscoelastico
geram curvas de histerese semelhantes. Observuzesa gariacdo da curvatura
neste caso é continua, enquanto que se 0 amorteoidéndependente do tempo,
como acontece no caso da plasticidade, a curvéstirdse apresenta vértices ou
descontinuidades na curvatura.

A éarea dentro da curva de histerese representargiardissipada em cada

ciclo. Para o amortecimento viscoso tem-se:

Ep=2né.mww p? (2.7)
A energia dissipada neste caso é proporcionabaérecia da carga aplicada

e ao quadrado da amplitude da resposta. Uma ctjtiease faz a este tipo de
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amortecimento € que a evidéncia mostra que a endigsipada em um ciclo

independe da frequéncia da excitacao.
Carga 1,

0,5

Deslocamento

Figura 2.1 Curva de histerese.

Uma forma de obter uma resposta em que a energspdila seja
independente da frequéncia da carga é usar o anmoeteo estrutural, conhecido
como amortecimento histerético (Clough e PenziedQR0A rigidez complexa

neste caso € igual a:

k=k(1+iQ) (2.8)
onde( é o fator de amortecimento histerético. E usualmé { = 2 &, que
corresponde a igualar as respostas do amortecimieimso e do amortecimento
estrutural parg = 1 (em ressonancia). Assim sendo a energia dgipm um

ciclo pelo amortecimento estrutural € igual a:

Ep =2m¢ muw? p? (2.9)
onde p € a amplitude maxima da resposta para o amortatdngsterético.
Apesar de este amortecimento ser independente edméincia da carga, na
atualidade ele é usado somente em algumas anabsdeminio da frequéncia,
sendo o amortecimento viscoso ainda muito utilizegl@a a maioria das analises
no dominio do tempo.

Uma medida de amortecimento muito utilizada no aes@mortecimento
viscoso, além do coeficiente de amortecimento coriti, € o decremento

logaritmico, definido como:

u 2mé
§=In——= s (2.10)

Un+1 1 —E2

comu, € Up+1 Sendo as amplitudes de dois picos sucessivosgasta do sistema

em vibrag&o livre.
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Como visto anteriormente, a amplitude da resposfreraie da energia
dissipada pelo sistema. A medida que a energidgdis aumenta a diferenca
entre dois picos da resposta é maior. Portantogavethento logaritmico e o
coeficiente de amortecimento critico dependem daliarde da resposta que

esteja sendo considerada.

2.1.2.
Sistemas com varios graus de liberdade

No caso de varios graus de liberdade, a eq. (8rbptse um sistema de

equacoes:

MU+CU+KU=R (2.11)
ondeM é a matriz de mass@,a matriz de amortecimentl§, a matriz de rigidez,
R o vetor de forcas externas e U o vetor de deslectns.

De todas as formas possiveis de definir a matriandertecimento, a mais
conhecida e utilizada na pratica estrutural é arimade amortecimento
proporcional a massa e a rigidez, conhecida comoizvde amortecimento de
Rayleigh (Clough e Penzien, 2010).

C == a1 K + ao M (212)
ondea; e ap s@o constantes que podem ser calculadas em fdogamoeficientes

de amortecimento de duas frequéncias naturaistens.

{al} ) W1Wy [—1/0)2 1/0)1]{51} (2.13)

ap) ~ w; —wil —w1 1S,
Esta ndo é a unica matriz que desacopla o sistemeguhcdes, porém, nao
se justifica uma definicdo mais elaborada da malgizamortecimento nos casos
em que 0sS mecanismos reais de dissipacao de ene#&giaestdo sendo

considerados.

2.2.
Amortecimento viscoelastico

Os materiais com relacdes constitutivas definidaavés de modelos

viscoelasticos dissipam energia quando estdo sidoeet um carregamento ou a
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uma deformacdo, portanto, dependendo dos parameiibsados, podem
amortecer a amplitude da resposta dinamica.

Entre os modelos viscoelasticos mais simples eraorse 0s modelos
exponenciais, com relacdes forca-deslocamento darcesdeformacdo que
podem ser obtidas através do equilibrio e compidticie de modelos discretos
formados por arranjos de molas e amortecedoresosasc Segundo a
configuracdo do modelo discreto tem-se o modelovi#ix o modelo Kelvin, o
modelo solido padrao e as cadeias tipo Maxwell elviK.

Em principio apresentam-se os modelos exponermmaisiderando sistemas
de um grau de liberdade. Na sequéncia se analisagnitérios e alternativas da
aplicacdo destes modelos em elementos discretov@&ons graus de liberdade e

a relacdo com o amortecimento de sistemas continuos

2.2.1.
Modelo Maxwell

O modelo Maxwell pode ser representado como umaa nelum

amortecedor viscoso em série, Figura 2.2.

=
B
\

Figura 2.2 Modelo Maxwell.

A relacdo forca deslocamento deste modelo visciata® dada pela

equacao:

Frip=iu (214)

A funcéo de fluéncia ou de deformacéo lenta, FigQud4), definida como
o deslocamento ao longo do tempo causado por unga fmitaria constante

aplicada no tempb= 0, € igual a:

1 t
Jo = % + p (2.15)
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A funcgéo de relaxacéo apresentada na Figura)2:8fresenta a variagcao da
forca ao longo do tempo para um deslocamento imig@ticado no tempb=0 e

mantido constante, no modelo Maxwell esta func@mal a:

By = ke tH/e (2.16)

(a) (b)
Figura 2.3 Modelo Maxwell @) Funcéo de deformacgéo lentab) Fungao

de relaxacéo.

Observa-se que, quando se aplica uma forca coestamtmodelo, o
deslocamento aumenta indefinidamente com o tempgudhto que no caso de se
aplicar um deslocamento constante a forca tender@com o tempo tendendo

para infinito.

2.2.2.
Modelo Kelvin

No modelo Kelvin, Figura 2.4, a equacéo diferenqgia¢ relaciona forca

com deslocamento é igual a:

f=cu+ku (2.17)

—o — f

c
1
.

Figura 2.4 Modelo Kelvin.

A funcéo de fluéncia, Figura 2d)( é a seguinte:
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1
Jo =5 (1 - ™) (2.18)

Esta funcdo mostra que quando se aplica uma forggtante no tempto= 0
o deslocamento instantaneo é zero, o deslocamantierda gradativamente com
o tempo até atingir o valor dado pela flexibilidatdemola.

A funcéo de relaxacdo deste modelo, Figurab?.® a soma da rigidez

mais a constante de amortecimentaultiplicada pela funcéo delta de Dirac:
Dy =k +cdp (2.19)
Assim, no modelo Kelvin, um deslocamento instaraéaq@icado no tempo
t = 0 pode existir somente no caso teérico de umga fimstantanea infinita. Apds

este ponto singular da funcéo de relaxacao a favgaodelo € constante ao longo

do tempo sendo igual a rigidez multiplicada pelslatsamento.

Juy Py

(a) (b)
Figura 2.5 Modelo Kelvin (@) Funcdo de deformacéo lenta,b) Funcéo

de relaxacéo.

2.2.3.
Modelo Sélido Padrao

O modelo sélido padrdo € um arranjo em paralelarda mola com um
modelo Maxwell, Figura 2.6. A equacado diferenciah ¢ermos de forca e
deslocamento é a seguinte:

ookl

1

f+ ?f = (koo + ko)t + u (2.20)

E util, como sera visto no capitulo que trata dplémentacdo do modelo
viscoelastico, definir uma variavel interra que neste caso representa o
deslocamento do amortecedor viscoso, desta foreguacdo anterior pode ser

substituida por duas equacdes diferenciais e uitelim
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f=(koo+k1)u—k1a’

. +_k1 _k
dta=_"u (2.21)

Jm a@ =0

kl C1

Figura 2.6 Modelo solido padrao.

A Figura 2.7¢) mostra a funcdo de fluéncia deste modelo quea &

koo k
P S S (ev (2.22)
® koo koo(koo + kl)

Juy

1/ (k. + k)

=
=

K, + ki

2 t
(b)
Figura 2.7 Modelo Sélido Padrao ) Funcdo de deformacéo lenta,bj

Funcéo de relaxagéo.
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Enquanto a fungéo de relaxacdo da Figura?é&4ta dada por:

By = koo + kye™t/™ (2.23)
onde o tempo de relaxac@p= ¢, / k; pode ser definido como o ponto onde a
tangente inicial da curva de relaxacéo interceptaxo do tempo. O tempo de
retardo pode ser definido como a intersecdo daetdaginicial da curva de
deformacdo lenta e a linha assintética a esta cquamdo o tempo tende a
infinito, Figura 2.7§):

ket Ky

Tr k
[s)

T (2.24)

2.2.4.
Modelo Maxwell Generalizado

Este modelo pode ser visto como uma generalizagamadelo Sélido
Padrao, trata-se de um arranjo em paralelo de uoh@ com mais de um modelo

Maxwell, Figura 2.8.

k o

2 @ kz Co S f

Figura 2.8 Modelo Maxwell Generalizado.

As relacgdes constitutivas deste modelo séo:

N
f=k0u—Zkiai
i=1

a; U 2.25
a+—=— (225)
T, T
lim «; 0

t—>—oco (t) -

ondeN é o numero de elementos tipo Maxwell no modelo e
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ko=l + ) ki (2.26)

Ci
T, = T (2.27)
Nas secdes seguintes serdo analisadas e compargdss caracteristicas
importantes do comportamento dos modelos Kelvialids padréo. O primeiro é
tomado como referéncia porque quando se adiciomrssana este modelo a
equacdo dindmica obtida € a mesma equagdo corkdara caso de
amortecimento proporcional ou viscoso. Por outréep® modelo soélido padrédo
ou uma generalizagdo dele, a cadeia tipo Maxwetf splicado como modelo

constitutivo nas analises de elementos finitos aomrtecimento viscoelastico.

2.3.
Médulo dindmico e angulo de fase

E interessante analisar as caracteristicas dacéibriaarmonica estacionaria
dos modelos viscoedasticos sem levar em conta airefaito de inércia, ou seja,
antes de introduzir massa nos modelos discretosegao anterior. Assim,
considere-se o deslocamento harmonigg = uye'®t, com frequénciaw. A

forca interna no modelo pode ser escrita como (f{i§975; Lakes, 2009):

fior = Pyt = (B1 +103) ue (2.28)
Na equagdo anteriof;z, € uma funcdo complexa da frequéncia. A sua

parte realp;, € conhecida como modulo de armazenamento e ponés a parte
da forca que esta em fase com o deslocamentotaipeginariad;, conhecida
como moédulo de perda, define a parte da forca guaa um angulo de fase de
n/2 com o deslocamento. Portanto, a parte da fargacqrresponde ao médulo de
armazenamento realiza trabalho positivo, enquant ajcomponente da forca
obtida com o modulo de perda produz trabalho negasendo a responsavel pela
energia dissipada.

Deste modo, a forga interna e o deslocamento forerdne eles um angulo
de fasej, a tangente deste angulo pode ser calculadag&ia entre o médulo de

perda e o médulo de armazenamento, assim:
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2
0;

Define-se como médulo dinamico o modulo do numermmexod 5, que

tan 5(0)) = (2.29)

relaciona a forga interna maxima com deslocamedximo p:

Bay| P (2.30)

No modelo Kelvin tem-se:

fmax =

Blwy =k +ico (2.31)
Portanto o modulo dindmico é igual a:

Blwy| = VE? + (c @)? (2.32)

e a tangente d&

Cw
tan 6(&)) = k_ (2.33)

Pode-se observar que no modelo Kelvin o médulordezenamento nao
depende da frequéncia e é igual a constante akezigi enquanto que o médulo
de perda varia proporcionalmente com a frequésaim, a energia que pode
dissipar este modelo ndo tem limite superior, atamelo com a frequéncia da
vibracdo harménica.

Da mesma forma, a tangente do angulo de fase aamssporcionalmente
com a frequéncia. Portanto para valores altoseatpuéncia a forca interna estara
fora de fase com o deslocamento, com angulo dedasguaser/2. O modulo
dindmico também aumenta em funcdo da frequéncgn, la medida que a
frequéncia de vibragdo aumenta, a forca internaoaelo deve aumentar.

No modelo sélido padrdo, os modulos de armazenarente perda séo,

respectivamente:
0; =ko +k Lo
P e T R2 4 2 52
(2.34)
gt = k?c, @
27 k2 + 2 w2

Assim 0 moédulo dindmico € igual a:
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2 =2 2 2 1,2
i ci w? (koo + k1)? + k2 ki
Ol = \/ P (2.35)

e a tangente do angulo de fase

wc k?
kok? + @2c? (ko + k1)
Da Figura 2.9 a Figura 2.11 sdo adotados os vadotesarios d&k = k, =

tan 6((u) = (2.36)

ki = 10 ec = ¢; =1, para mostrar qualitativamente o comportamelgstes
modelos.

A Figura 2.9 apresenta a variacdo do médulo de zen@amento e de perda
para o modelo sdélido padrdo. Pode-se observar quaier variacdo dos dois
mddulos concentra-se ao longo de uma faixa de &rezjas. O modulo de perda
ndo aumenta indefinidamente como no caso do md¢ielin. Ao contrario, a
energia dissipada pelo modelo sélido padrao diménieinde para zero no caso de

vibragdes harmonicas de frequéncia alta.

30

20 A

cI)l*l ¢2*

,————/_\

o T 1
1 10 100

—p1* —p2* w

Figura 2.9 Modulo de armazenamento e perda do modelsolido

padrao.

A Figura 2.10 e Figura 2.11 comparam o modulo dinéne o angulo de
fase dos modelos de Kelvin e sélido padrdo. No toosi@ido padrdo o modulo
dindmico ndo aumenta indefinidamente, assim a fiotgana permanece com um
valor praticamente constante nos casos de vibrhg&monica com frequéncia
alta. Nestes casos o angulo de fase entre a fur@a e o deslocamento diminui
e tende para zero com a frequéncia tendendo daraan

As caracteristicas do comportamento do modelos@iatirdo mencionadas
acima sao observadas em vibragOes de alta fregu@taan e Sluimer, 2001), ou
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seja, em testes de movimento harmdnico de altaiérerja a energia dissipada é

independente da frequéncia e a forca interna esfage com o deslocamento.

| o

0 T 1
1 10 100

—Modelo Kelvin  —Modelo sélido padrao w

Figura 2.10 Modulo dindmico do modelo Kelvin e do mdelo sdlido

padrao.

tan &

0 x i
10 100
w

=

—NModelo Kelvin —Modelo sdélido padrao

Figura 2.11 Tangente do angulo de fasedo modelo Kelvin e do modelo
so6lido padréao.

Note-se que até agora nao foi considerado o efleitmércia nos modelos
viscoelasticos. Quando este efeito € importanteodeh Kelvin e o modelo
sélido padrao tém um comportamento similar no aeswibragdes harmoénicas

estacionarias.

2.4.
Energia dissipada

A energia dissipada no movimento harménico estacionpode ser

calculada integrando o trabalho realizado pelaafarterna ao longo de um ciclo:
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2/ © du
Ep = ffdu =f fadt (2.37)
o)
Assumindo:

f = fmax sin(@t)

(2.38)
u = p sin(wt — 9§)
tem-se:
2/ @
Ep = jf du = ®© fax pf sin(@t) cos(wt — §) dt (2.39)
o
entao:
Ep = fmax p msin(6) (2.40)
Com a eq. (2.30) e a formula para o médulo de perda:
05 = |@(a| sin(8) (2.41)
a energia dissipada por ciclo nos modelos visctetése igual a:
Ep, = m @5 p? (2.42)
Assim, no modelo Kelvin tem-se:
Ep, = mc @ p? (2.43)

A energia dissipada no modelo Kelvin aumenta prdpoalmente com a
frequéncia do movimento.

Se 0 amortecimento viscoso € substituido pelo deete de amortecimento
critico c = 2 ¢, m w, a energia dissipada pelo modelo Kelvin é iguahargia
dissipada pelo amortecimento proporcional, eq.(2T@ leva em conta a massa.

No modelo sélido padrao:

T k? ¢, @ p?
_ 2.44
P=NE 2o (2.44)

A energia dissipada pelo modelo sélido padrdo dipetrambém da

frequéncia do movimento, no entanto ndo aumentfimdamente, como mostra

a funcédo do modulo de perda da Figura 2.9.
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2.5.
Equacgbes de equilibrio dindmico

7

Quando uma massa concentrada € incorporada no engdeloelastico
discreto, 0 movimento do sistema de um grau dedédme pode ser descrito pela

seguinte equacéo:

MU= foxe = f (2.45)
com a forca interna definida pela equacéo constitato modelo viscoelastico.
No caso do modelo Kelvin com massa, Figura 2.12eqaacdo de

movimento resulta ser:

miu+cu+ku=fo (2.46)

Esta € a mesma equacdo de movimento de um sistemsndgrau de

liberdade com amortecimento viscoso ou proporcional

O
O

— c - ——

T
1

Figura 2.12 Modelo Kelvin com massa concentrada.

No caso do modelo solido padrdo com massa, Figdia 2 equacdo de

movimento apds a substituicdo da forca internaual ig:

mc,
kq

ke Cq .
Grmi+ o <1+k—>u+kwu=k—1fext+fext (2.47)
1 1

A equacdo anterior € uma equacao diferencial lideaerceira ordem, que
tem como caso particular a equacdo de moviment@ @anortecimento

proporcional (modelo Kelvin com massa) quando ampatrok; tende a infinito.

koo

f
k | c ] ext

Figura 2.13 Modelo sélido padrdao com massa conceatta.
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No caso de vibragao livre, o termo da direita dzaeg§o de movimento para

0 modelo sdlido padrdo com massa é igual a zero.

mc;
ky

ke
i’i+mu’+c1<1+k—>u+koou=0 (2.48)
1

Haan e Sluimer (2001) apresentam duas solucdesg@@quacao:
u=Ae at + Ae 2t + A0t (2.49)

u = Ae G+t 4 A o=t 4 4, p=Cst (2.50)

A primeira solugdo com trés raizes negativas cporede a uma resposta
com amortecimento exponencial ndo periddica. A séglsolucao € a soma de
um amortecimento exponencial harménico e um amargto exponencial, esta

Gltima pode ser escrita da seguinte forma:

u = e “7[A;cos(C,t) + A,sin(C,t)] + Aze ™G3t (2.51)

ags s s

raizes da equacao caracteristica da equacdao ditdren

243 ms — 4kymr'/3 — 22/3 213
C, =
1 12mc, ri/3

24/3 31/2 ms + 22/3 31/2 T2/3
2 12mcy r1/3

(2.52)

2213 423 — 243 m s — 2kymr1/3
C3 =

6mc, r1/3
sendo
T‘=T1 +T2

r = 9m?cik,(ky — 2ko,) — 2m3k3

r, = 3%2mc, \/4mcf(kw +ky)? + m2c?kZ (82 — 20koky — K2) + 4k kZm? (2:33)
s =3¢? (ke + k1) —mk?

Haan e Sluimer (2001) indicam que Struik em 196¥esu que a solucao
para vibracfes livres fosse uma superposicdo denexgiais negativos (néo
periddica), ou a soma de uma vibracdo harmdnica @mortecimento
exponencial mais um termo exponencial negativo(2§1).

E de interesse notar que a solucéo desta equagéisgpde trés condicdes

iniciais: deslocamento, velocidade e aceleracaoviNeacao livre em que nao
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existe forga externa atuante, a unica forma deadeteracao inicial diferente de
zero € com um impulso infinitesimal no inicio do vitoentot = 0. Na vibracao
forcada, uma condicdo de aceleracdo inicial pogeesentar, de forma mais
adequada, o caso tedrico de carga subita.

Para apresentar qualitativamente a resposta dacéibrlivre do modelo
sélido padrdo com massa, aplicam-se trés condigbesis diferentes a dois
modelos do tipo sélido padrdo com os parametrogadds na Figura 2.14 e
Tabela 2.1. No primeiro modelo a mola em série ocaimortecedor € muito mais
rigida que a mola em paralelo. Assim o comportamédatprimeiro modelo tende

ao que seria o comportamento do modelo Kelvin.

SLS_1 SLS_2

kl =100 ¢, =0.1.

Figura 2.14 Parametros viscoelasticos dos modelosS 1 e SLS 2.

Figura 2.15 a Figura 2.17 apresentam a respostenddslos viscoelasticos
para as trés condic¢des inicias: deslocamex® = 1, velocidadei(0) =1 e

aceleracddi(0) = 1, respectivamente.

Tabela 2.1 Parametros viscoelasticos dos modelos SIS SLS 2.

Modelo Parametros Viscoelasticos

K Ky G T Tr
SLS 1 1 100 0.1 0.001 0.101
SLS 2 1 1 0.1 0.1 0.2

Pode-se observar que nos casos de deslocameritielade inicial igual a
um, a diferenca na resposta € principalmente caugmda quantidade de
amortecimento introduzido por cada modelo. Notgtsea relacak; / k, € maior
no modelo SLS_1, portanto a energia de deformagégqde ser armazenada no
arranjo mola-amortecedor é maior, logo o amortecenn série do primeiro
modelo pode dissipar maior energia, ainda que or\dd constante; nos dois

modelos seja 0 mesmo.
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Figura 2.15 Resposta dos modelos SLS 1 e SLS_2 elmragdo livre.

Condicéo inicial: deslocamento unitario.

0,1 4

o
o
o N
L
Y
~

o_
[N}
o /]
S
N
o-
o
[

-0,06 -

—5SLS_1 —5SLS_2

Figura 2.16 Resposta dos modelos SLS_1 e SLS_2 eimwagéo livre.

Condicao inicial: velocidade unitaria.

4E-3

u(t)

0E+0 /\

0,2 4 0,6 0,8\/1
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Figura 2.17 Resposta dos modelos SLS_1 e SLS_2 elmragéo livre.

Condicao inicial: aceleracéo unitaria.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812430/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812430/CA

Amortecimento 45

A diferenca nas respostas para a condicdo de acateinicial ndo é mais
justificada pela diferenca entre a quantidade der@timento. O deslocamento é
maior na resposta do segundo modelo porque estseaypa maior flexibilidade

para o caso de carga subita.

2.6.
Modelo viscoelastico em sistemas discretos

A discretizagdo do continuo em uma, duas ou tr@demkdes se da em geral
com a utilizacdo de subdivisbes, chamadas elemedtesodelo viscoelastico é
aplicado como relacdo constitutiva do materialtaao, a implementacédo deste
modelo deve ser realizada a partir da propria izigdo do elemento estrutural.

Nos elementos tridimensionais o modelo viscoeldgtmderia ser aplicado
a todas as deformacbes, sejam normais e cisalhaatesvolumétricas e
desviadoras. No entanto € assumido em geral goenpartamento viscoelastico
€ uma caracteristica das deformacdes desviadenasima analogia com a teoria
da plasticidade em que é comum associar o fenépléstico com a mudanca de
forma do material. Assim, as deformacdes volumggripermanecem elasticas
enguanto as deformacdes desviadoras tém compott@amiscoelastico.

Deste modo, os parametros viscoelastikgsk;, ¢c; e a forca internd,
definidos para sistemas de um grau de liberdaderpar substituidos poG2,
2G;, 271 e &, respectivamente, onde representa o médulo de cisalhamento do
material € 0 tensor desviador de tensdes.

No caso de elementos unidimensionais como vigasn ale aplicar o
comportamento viscoelastico nas deformacgdes desasdexiste a alternativa de
aplica-lo na deformacéo cisalhante. Ainda, no prineaso, as deformacdes
desviadoras podem ser calculadas com a formulaga&uier-Bernoulli, sem
considerar a deformagéo cisalhante ou com a hpdesTimoshenko, levando
em conta a deformagédo cisalhante. O segundo cas®m,aplica 0 modelo
viscoelastico na deformacéo cisalhante, deve semulado com a hipotese de

Timoshenko.
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2.7.
Amortecimento viscoelastico em sistemas continuos

Quando o amortecimento é aplicado como relacactingng do material,
entende-se que internamente existem mecanismogligspam a energia do
sistema. Em geral, a energia dissipada dependendada aplicada em cada ciclo,
portanto dentro de um continuo com carregamenitraiib o amortecimento nédo
sera uniforme e dependerd da distribuicdo de tens@ssim, para medir a
capacidade de amortecimento de um material, deBnes amortecimento
especifico como o amortecimento por unidade denvelsubmetido a uma tensao
constante.

Nos materiais viscoelasticos a tangente do angeldade, eq. (2.29),
conhecida como fator de perda do material, podédamser usada como medida
de amortecimento, dado que a energia dissipadaupafade de volume,
eg. (2.44), e a energia maxima de deformacao amadaevariam com o quadrado
da deformacéo. Portanto o fator de perda ndo depdmdieformacéao, eq. (2.36),
e pode ser usado como uma propriedade do materalvgria em funcdo da
frequéncia e da temperatura.

Cuidados devem ser tomados no uso do fator de plerdaaterial, tar),
com outros tipos de amortecimento em que a endigggppada ndo é proporcional
ao quadrado da deformacao.

Da mesma forma, deve-se salientar que outras gades usadas para
medir 0 amortecimento, como o0 decremento logardmica realidade sao
medidas do amortecimento do sistema e n&o medidasandortecimento
especifico do material.

Nos elementos unidimensionais como vigas, em gaeeriéta necessidade
de integracdo numérica, o amortecimento levard entaca distribuicdo de
esforcos ao longo do continuo. No caso de elemdimidss bidimensionais e
tridimensionais as relacdes constitutivas do modeooeléstico séo calculadas
nos pontos de integracdo de Gauss. Assim sendoodemimento introduzido
estara em funcdo da distribuicdo de tensdes, emtberdorma aproximada

dependendo da discretizagao adotada.
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