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Resumo

Lopes, Victor; Anda, Enrique (orientador); Hamad, Ignacio. Um
formalismo de operadores de projecao para resolver o
Hamiltoniano de Anderson. Rio de Janeiro, 2013. 59p. Dis-
sertacao de Mestrado — Departamento de Fisica, Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro.

Nesta dissertagao propomos um formalismo de operadores de projecao para
obter a energia do estado fundamental do Hamiltoniano da Impureza de
Anderson com repulsao Coulombiana U infinita. Este formalismo consiste
em projetar o espaco de Hilbert em um subespaco de uma tunica fungao
correspondente ao estado fundamental do mar de Fermi, onde uma versao
renormalizada do Hamiltoniano opera. A energia do estado fundamental
pode ser obtida através de um processo autoconsistente. Conhecendo a
energia é possivel calcular as propriedades fundamentais do sistema como
a magnetizacao em funcao do campo magnético externo, a susceptibilidade
magnética, a dependéncia da ocupagao eletronica como fungao da energia
local da impureza e a temperatura Kondo, a qual caracteriza o comporta-

mento universal do problema Kondo.

Palavras—chave

Hamiltoniano de Anderson; Efeito Kondo; Formalismo de Operadores de

Projecao; Elétrons Fortemente Correlacionados.
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Abstract

Lopes, Victor; Anda, Enrique (advisor); Hamad, Ignacio. A
Projector Operator Formalism to solve the Anderson
Hamiltonian. Rio de Janeiro, 2013. 59p. MSc. Dissertation —
Departamento de Fisica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio
de Janeiro.

In this dissertation we propose a projector operator formalism to obtain the
ground state energy of the Impurity Anderson Hamiltonian with infinite
Coulomb repulsion U. This formalism consists in projecting the Hilbert
space into a sub-space of one function corresponding to the ground state of
the free Fermi sea where a renormalized version of the Hamiltonian operates.
The ground state energy can be obtained through a self-consistent process.
From the knowledge of the energy, it is possible to calculate the fundamental
properties of the system as it is the magnetization as a function of an
external magnetic field, the magnetic susceptibility, the dependence of the
electronic occupation as a function of the local energy of the impurity and
the Kondo temperature, which characterizes the universal behavior of a

Kondo problem.

Keywords

Anderson Hamiltonian; Kondo Effect; Projector Operator Formalism;

Strongly Correlated Electrons.
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Figura 3.9 Magnetizacdo da impureza como fung¢do do campo
magnético externo. Obtida com derivada numérica para
diferentes valores da energia da impureza.
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suiu um comportamento linear, para os mesmos parametros
da figura 3.9 com ¢, = —3.

Figura 3.11 Evolugdo do logaritimo da razao da temperatura Kondo
dividida pela semi-largura da banda, com a razao da energia
da impureza dividida pela funcio de hibridizacao.

53

54

%)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222291/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1222291/CA

“Protect me from knowing what I don’t need
to know. Protect me from even knowing that
there are things to know that I don’t know.
Protect me from knowing that I decided not
to know about the things that I decided not to
know about. Amen.”

Douglas Adams, Mostly Harmless.
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1
Formulacao do Problema

1.1
Introducao

Em materiais nao magnéticos condutores, a resistividade decresce
monotonicamente com o decrécimo da temperatura 7', pois as fontes do
espalhamento dos elétrons de conducao originam termos que sao indepen-
dentes da temperatura, a chamada resistividade residual em metais (regra de
Mathiessen), figura 1.1. Numa visao heuristica, isto pode ser entendido da
seguinte forma: ao diminuirmos a temperatura, as vibragoes da rede cristalina
diminuem e, por conseguinte, a resistividade atinge um valor residual prove-
niente das imperfeicoes ou impurezas da rede, fontes de espalhamento dos

elétrons.

Em contrapartida, em materiais com impurezas magnéticas os momentos
magnéticos localizados no meio acoplam-se com os elétrons de condugao e
atuam como centros espalhadores em que o spin do elétron espalhado é trocado
juntamente com o spin do momento local. Portanto, nestes materiais temos
duas formas de espalhamento que competem, a interacao elétron-fonon e o
acoplamento magnético dos elétrons de condugao com os momentos magnéticos
do meio. A temperaturas altas, a principal contribuicao para a resistividade é
o espalhamento devido a interacao elétron-fonon. Ja a baixas temperaturas a
principal contribuicao para resistividade elétrica é a interagao magnética en-

tre o spin local e os spins dos elétrons da banda de conducao do metal, (1) e (2).

Em ligas magnéticas diluidas, sabe-se desde 1930 que em vez da resis-
tividade cair monotonicamente com a temperatura, a resistividade apresenta
um minimo a temperaturas da ordem de 10 K que depende fracamente da

concentracao de impurezas magnéticas, conforme a figura 1.2.

Tipicamente, impurezas magnéticas diluidas numa matriz metdlica
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Figura 1.1: Resistividade residual do Na devido a defeitos na rede e a interacao
elétron-fonon, como funcdo da temperatura, (1).
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Figura 1.2: Resisténcia elétrica para uma liga de cobre e ferro em diferentes
concentragoes. As barras indicam a localizagao do minimo na resisténcia, (3).

apresentam esse comportamento. Sao metais de transicao 3d, bem como terras
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raras 4f e tem como exemplos bem conhecidos impurezas de Fe em um meio
de Cu, figura 1.2, e C'e em LaAls e em LaBg. Experimentalmente, é observado
que estas impurezas dao contribuicoes anomalas as propriedades metalicas,
especialmente as propriedades de transporte, como resistividade e o coeficiente

Seebeck, bem como ao comportamento termodinamico, (4).

1.2
Problema Kondo

Em 1964 J. Kondo elaborou uma explicacao para a presenga do minimo
na resistividade que resulta do espalhamento dos elétrons de conducao
préximos ao nivel de Fermi pelos momentos magnéticos presentes no meio (5).
Antes da explicacao proposta por Kondo, o espalhamento era tratado princi-
palmente elevando-se a ordem das teorias de pertubacao, mas sem incluir novas
interagoes. Kondo mostrou, usando teoria de perturbacao de terceira ordem,
que o acoplamento magnético leva a uma singularidade na seccao de choque
dos elétrons de condugao proximos ao nivel de Fermi e a uma dependéncia
logaritimica com a temperatura na resistividade. Tal termo, juntamente com

o espalhamento por fonons, é suficiente para explicar o minimo na resistividade.

Entretanto, a medida que a temperatura tende a zero o termo logaritimo
diverge, tornando evidente que o célculo perturbativo a 7" — 0 passa a nao ser
mais valido. Uma teoria vélida nesse limite e que explica o comportamento do

minimo da resistividade ficou conhecida como o “Problema Kondo”.

Usando técnicas de teorias de muito corpos e realizando o somatorio
sobre termos logaritimicos de diferentes ordens, no caso da interacao antiferro-
magnética, chega-se a uma divergéncia na susceptibilidade magnética da im-
pureza a uma temperatura fixa T, conhecida como temperatura Kondo, que
da conta da correlacao antiferromagnética entre o spin da impureza localizada

e os spin dos elétrons de condugao (4). Ela pode ser escrita como
1
kpTy ~ 2De 2Jpo0 | (1.2.1)

onde J é o termo de troca, py ¢ a densidade de estados de elétrons de conducgao

no nivel de Fermi e D ¢é a semi-largura de banda.
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1.3
Pontos Quanticos

Pontos quanticos (PQ) sdo estruturas capazes de confinar elétrons em
pequenas regioes e, devido a suas dimensoes nanoscopicas, um PQ pode
apresentar tanto caracteristicas de sistemas quanticos como de semicon-
dutores eletronicos. Nas ultimas décadas, com o avango das técnicas de
litografia, tornou-se possivel confinar em um PQ um nimero minimo de
elétrons acoplados por tunelamento quantico a elétrons deslocalizados fora do

PQ. Este dispositivo tem as propriedades de um o transistor de um elétron (6).

Um transistor de um elétron constitue um atomo artificial devido ao
confinamento dos elétrons em uma pequena regiao do espago, apresentando
comportamento de quantizacao da energia e permitindo alto controle do
nimero de elétrons localizados no PQ, similarmente ao que acontece em
atomos reais. Esta caracteristica confere ao PQ um sistema natural para o
estudo do efeito Kondo, uma vez que isto nao é acessivel a sistemas conven-
cionais em que uma impureza magnética estd disposta sobre um meio metalico.
No PQ podemos, por exemplo, alterar o niimero de elétrons e a diferenca de
energia entre os estados localizados e o nivel de Fermi. Também ¢é possivel

estudar um unico elétron localizado ao invés de uma distribuigao estatistica (6).

A figura 1.3 apresenta um PQ de GaAs/AlGaAs com multiplas portas
metalicas, onde o gas bidimensional de elétrons é armadilhado entre duas
camadas com propriedades eletronicas diferentes. O eletrodo da direita e os
eletrodos superior e inferior, ambos da esquerda, controlam a quantidade de
elétrons no PQ. Na parte superior e na parte inferior da figura encontram-se
reservatorios de elétrons. O eletrodo do meio na esquerda é utilizado para
controlar a diferenca de energia entre o estado local e o nivel de Fermi do gés
bidimensional. O potencial que regula esta diferenca é chamado de potencial

de porta.

O tamanho do PQ, figura 1.3, é de fundamental importancia para a
observacgao do efeito Kondo. Na regiao de confinamento, cerca de 50 elétrons
podem ser aprisionados a baixas temperaturas, permitindo que o efeito Kondo

se torne visivel quando a temperatura for menor que a Tk do sistema.

Ao aplicar um campo magnético, pelo efeito Zeeman, as energias dos

elétrons confinados e a densidade de estados do gas de Fermi sao deslocados
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e e PO e

SM=-HWIS 1KV

Figura 1.3: Imagem feita com escaneamento de microscopia eletronica, (6).

por um fator ugB para cima ou para baixo, dependendo do spin eletronico,
onde pup é o magneton de Bohr e B o médulo do campo magnético aplicado.
Esta separacao dos niveis de energia pode ser observada para temperaturas da
ordem de mK e campo magnético suficientemente alto para separar os picos da
condutancia diferencial, figura 1.4, fornecendo uma assinatura caracteristica
do efeito Kondo. Quando a energia correspondente ao campo magnético ugB

é maior que a temperatura Kondo Tk o efeito Kondo é destruido, (6).

1.4
Modelo de Anderson

E interessante desenvolver modelos simples que descrevem a fisica de
uma impureza magnética interagindo com elétrons de conducao. Com este
objetivo modelamos o problema utilizando o modelo de Anderson, o qual pode

ser transformado no Hamiltoniano de Kondo usando uma transformacao de

Schrieffer-Wolft (7).

O modelo de Anderson permite explicar a existéncia de momentos
magnéticos localizados, no meio de uma nuvem de elétrons deslocalizados. Ele

inclui uma interagao Coulombiana intereletronica U de curto alcance entre os
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Figura 1.4: Condutancia diferencial.

elétrons da impureza. Esta energia U entre dois elétrons pertencentes a camada

d ou f de um atomo é dada por

2
e

U:/¢3(r)</5§(1")m%(r)(bd(r’)drdr’ , (1.4.1)

onde ¢4 é a funcao de onda eletronica no orbital d da impureza, r e r’ as

posicoes dos elétrons e e a carga eletronica.

Como os elétrons estao no mesmo orbital atomico, pode existir uma
significativa superposicao das fungoes onda eletronicas, de modo que a in-
teracao Coulombiana pode apresentar energias elevadas, da ordem de 30 eV.
Para elétrons da camada 3d do ion da impureza em um meio hospedeiro
metalico, é esperado uma reducgao nesse valor devido a deslocalizagao parcial
da funcao de onda do elétron pelo meio hospedeiro. Estimativas tanto tedricas
quanto experimentais revelam valores entre 1-7 eV, (4). O mesmo se aplica
para impurezas de terras raras, visto que os niveis 4f sao mais compactos e
proximos ao nucleo atomico. No caso de PQ, o valor de U é muito inferior, da

ordem de décimos de meV, dependendo de seu tamanho.

Na presenca de um campo magnético externo o Hamiltoniano do modelo

de Anderson apresenta a forma
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H = Z €00 Noe + UNgeNos + Z €xoNko + Z Vi (dOUcLU + dggcka> . (1.4.2)
o k,o k,o

O primeiro termo do Hamiltoniano da equagao (1.4.2) corresponde a

energia do elétron localizado na impureza €y,, onde o indice 0 refere-se a

impureza e o indice ¢ ao spin, que incorpora o efeito do campo magnético

€00 = €0 — oupB, (1.4.3)

com g = +—.
2

O segundo termo corresponde a interacao elétron-elétron de magnitude

U, ambos localizados na impureza, e ng, ao operador nimero de particulas,

com spin o.

O terceiro corresponde a energia €y, do elétron de momento k e campo

magnético externo B
€ko — €k — UIUBB, (144)

Nk, € 0 operador nimero de elétrons com vetor de onda k e spin ¢, em uma

representacao diagonal dos elétrons do cristal.

O quarto denota a interacao entre a impureza e os elétrons de conducao,
sendo Vi o elemento de matriz que liga os estados do elétron de momento k no
cristal com o elétron na impureza. O ultimo termo estabelece a conexao entre
a impureza e o cristal, onde dy, é o operador de aniquilacao de elétrons na
impureza, CLU é o operador de criacao do elétron no cristal, d;r)g é o operador
de criagao de um elétron na impureza e ¢y, é o operador de aniquilagao de um

elétron no cristal.

E interessante e de fundamental importancia estudar o comportamento
da energia £ = (H) como funcao da energia da impureza, ja que sua derivada

com respeito a eg corresponde ao estado de carga na impureza do sistema
g > (nos) = (no). (1.4.5)

860 .

O numero de ocupacao de elétrons na impureza ng nos permite identificar se

o sistema encontra-se no regime de flutuagao de carga ou no regime Kondo,

em que o (ng) ~ 1.

O campo magnético externo tem por finalidade produzir uma per-

turbacao no elétron localizado na impureza, originando uma magnetizagao M
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do sistema.

A auto-energia do sistema E possuiu uma dependéncia com o campo

magnético B dada por

E ~ <<n00 —nos) + Y (e — nm,)) upB. (1.4.6)

De modo que ao derivarmos a energia com respeito ao campo magnético

obtemos a magnetizagao do sistema

B,
M=—-2E. (1.4.7)

Por sua vez, a susceptibilidade magnética do sistema y é obtida através da

derivada segunda da auto-energia do sistema

X==-—=F. (1.4.8)

O estado fundamental pode ser estudado por métodos nao perturbativos
como o método variacional. A funcao de onda mais simples de spin meio uti-
lizada no método variacional é a de um singleto, que no caso antiferromagnético
é utilizada como ansatz para o calculo da susceptibilidade magnética do estado

fundamental de uma banda plana, obtendo como resultado (4)

y = loms)” (1.4.9)

 AkpTy’

onde g é o fator de Landé. Assim, podemos obter a dependéncia da temperatura

Kondo do sistema com a susceptibilidade magnética

1
Ty o —, (1.4.10)
X

que pode ser calculada para diferentes valores dos parametros do sistema.

No préximo capitulo discutiremos um formalismo baseado em operado-
res de projecao para o cédlculo da energia do estado fundamental, principal
objetivo do presente trabalho, permitindo o calculo da magnetizacao, da

susceptibilidade magnética e da temperatura Kondo do sistema.
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2
Determinacao da energia do Hamiltoniano de Anderson
utilizando um formalismo de operadores de projecao

2.1
Introducao

O Hamiltoniano da Impureza de Anderson recebeu muita atengao nos
ultimos 50 anos, desde o trabalho pioneiro de Kondo que explicou o com-
portamento da resistividade como fungao da temperatura de metais dopados
com impurezas magnéticas, sendo, este Hamiltoniano, a base da fisica de
férmions pesados. Como um Hamiltoniano de Hubbard de infinitas dimensoes
pode ser transformado no Hamiltoniano da Impureza de Anderson através de
uma renormalizacao autoconsistente, usando Dynamical Mean Field Theory
(DMFT) (8), esse modelo permitiu o estudo de muitos aspectos da fisica de
muitos corpos, como por exemplo a transicao metal isolante. Mais recente-
mente o efeito Kondo recebeu grande atencao associada com as propriedades
de muitos corpos de sistemas eletronicos nanoscopicos fortemente correla-

cionados, como pontos quanticos (PQ) ou estruturas de pontos quanticos.

O Hamiltoniano da Impureza de Anderson foi resolvido por uma vari-
edade de abordagens numéricas diferentes, como Logarithmic Discretization
Embedded Cluster Approzimation (LDECA) (9), Numerical Renormalization
Group (NRG) (10) e Density Matriz Renormalization Group (DMRG)
(11) ou métodos mais algébricos como Slave Bosons (12) e Non-Crossing
Approzimations (NCA) (13), (14), One-Crossing Approzimations (OCA) (15),
Monte Carlo Quantico (16), Equagoes de Movimento (17) e Bethe Ansatz
(18). Apesar dos dois primeiros métodos poderem ser considerados exatos,
enquanto os outros sao aproximacoes com diferentes capacidades de descrever
a fisica envolvida, eles possuem muitas limitagoes em relacao a complexidade
dos sistemas e a temperatura. Além disso, as propriedades dinamicas nao sao

completamente bem caracterizadas por métodos numeéricos.
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Proporemos neste capitulo um formalismo algébrico baseado em ope-
radores de projecao para calcular a enegia total do sistema em funcao dos
parametros que o definem. O formalismo baseia-se em projetar o espaco de
Hilbert em um subespaco onde os elétrons estao preenchendo o mar de Fermi
até o nivel de Fermi. Para operar neste subespaco o Hamiltoniano tem que ser
renormalizado através de um processo sistematico e autoconsistente, o qual
sera apresentado durante este capitulo e permite obter as propriedades do es-
tado fundamental. Conhecendo a energia do sistema E = (H) para diferentes
valores do campo magnético B ¢é possivel determinar a magnetizagao e a sus-
ceptibilidade magnética do mesmo, além de obter a temperatura Kondo como
funcao dos parametros do sistema. Podemos, ainda, determinar a ocupacao
eletronica média na impureza para diferentes valores da energia da impureza
cos © também é possivel obter a condutancia em funcao dos parametros do

sistema aplicando a regra da soma de Friedel (4), (19).

2.2
Decompondo o espaco de Hilbert

Com o objetivo de obter a energia do estado fundamental do sistema
fisico, vamos decompor o espago de Hilbert em dois subespacgos, os quais
denotaremos por |1) e |2), utilizando operadores de projecio P, e P, onde

o operador P; projeta o espago de Hilbert no subespago |1),

P = 1)(1], (2.2.1)
e o operador P, no subespago |2),

Py, =12)(2|. (2.2.2)

Desde que
PP+P =1, (2.2.3)

todo operador definido no espacgo de Hilbert pode ser representado por com-

binagoes lineares de |1) e |2), figura 2.1.

Aplicando o operador P; + P», que é uma identidade, em ambos os lados

de um Hamiltoniano geral H temos,
H:(P1+P2>H(P1+P2):H11+H12+H21+H22, (224)

onde H;; = PHP; = [i)(i|H|j){j].

Por outro lado, um auto-estado da equacao de Schrédinger com energia
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Espaco de Hilbert

Figura 2.1: Decomposigao do espago de Hilbert em dois subespagos, |1) e |2).

E apresenta a forma

H[p) = Ely), (2.2.5)

com [¢) sendo um vertor pertencente ao espago de Hilbert.

Substituindo a equagao (2.2.4) na equagao (2.2.5) temos
(Hll + H12 + H21 + HQQ) (Cl|1> + Cg|2>) =F (Cl|1> + 02|2>) s (226)

onde escrevemos [¢)) como uma combinagao linear de vetores nos subespagos

|1) e |2) e ¢; e ¢y sA0 constantes.

Na equagao (2.2.6), os termos do tipo H;;|i) = |i)(i|H|j)(j|é) sao nulos,
s6 sobrevivendo os termos do tipo H;;|j) = |4)(i|H|j)(j|7), o que nos permite
escrever a equacao (2.2.6) como duas equagoes e estabeler uma relacao entre

os subespagos |1) e |2)

H11|1> + H12|2> - E|1>
Hy 1) + Hy|2) = E[2), (2.2.7)
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obtendo, assim,

1) = (E — Hy) ™ His2)
2) = (E — Hy) ™' Hal1). (2.2.8)

Substituindo a equagao (2.2.8) na equagao (2.2.7) temos
H11’1>+H12 (E—HQQ)_I H21‘1> :E’1> (229)

A equagao (2.2.9) é uma nova equacdo com os mesmos autovalores
da equagao de Schrodinger do Hamiltoniano original atuando somente no
subespago projetado [1), que poderd ser um subespago muito simples, por
exemplo, de uma tnica autofungao como mostraremos mais adiante. A equacao
de Schrédinger do Hamiltoniano de Anderson é mapeada, desta forma, em
uma nova equacao com os autovalores originais preservados. A dificuldade a

ser resolvida estd agora na obtencao do Hamiltoniano renormalizado
H, = Hy + Hi5 (E — Hy) ' Hy (2.2.10)

o qual terd que ser resolvido autoconsistentemente para cada valor da energia

FE do sistema.

2.3
Construcao dos subespacos

Até o presente momento nao estabelecemos nenhuma condigao sobre
os subespagos supracitados, bem como sobre operadores de projecoes P; e
P, de modo que as relagoes obtidas sao absolutamente gerais. Entretanto,
se escolhermos de forma conveniente esses subespagos poderemos facilitar o
calculo da energia E de um auto-estado do Hamiltoniano, o que implica a

solucdo autoconsistente da equagao (2.2.9).

Para a obtencao da energia do estado fundamental do Hamiltoniano de

Anderson (equagao (1.4.2) do capitulo anterior)

H = Z €00 Moo + UnOg”O& + Z €ko ko + Z Vk <dOUCLO— + dggcka> ; (231)

k,o k,o
onde estamos acrescentando os termos da aplicagao de um campo magnético
externo, visto que vamos estar interessados no célculo da susceptibilidade
magnética do sistema, escolheremos como subespaco |1) o estado da impureza

desocupada e o mar de Fermi com todos os estado ocupados até o nivel de
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Fermi, conforme o diagrama da figura 2.2.

( N

Banda de Condugao

Nivel de Fermi

O

Sitio da Impureza

o

Figura 2.2: Escolha do subespaco |1) como sendo o do mar de Fermi cheio e a
impureza e a banda de conducao vazias.

O operador Hyy, serd dado pelo somatodrio do operador niimero de elétrons
Nk, presentes no estado fundamental do mar de Fermi de N elétrons, cada um
com sua energia €, onde o indice k é o vetor nimero de onda e ¢ o spin de
cada elétron; fica implicito que tomamos o mar de Fermi numa representacao

ja diagonalizada,
Hy= ) €xhio, (2.3.2)

€ko<€EFR
onde ep é a energia de Fermi . O operador de projecao P, possui a forma,

P, = H Nk - (2.3.3)

€ko <€EF
Usando o principio da exclusao de Pauli, o valor esperado do operador
H no subespago |1) é calculado pelo somatdério da energia de cada elétron no

mar de Fermi
ha=1HL) =er= > e (2.3.4)

ko <ER

O subespago |2) serd constituido de todo estado nao pertencente ao

subespaco |1). O operador de projegao P, pode ser escrito como,

P=1- ][] mo- (2.3.5)
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As funcoes que compoem este subespaco podem ser obitidas através de su-
cessivas aplicagoes do Hamiltoniano Hs;, que conecta o subespaco |1) ao |2),

como serd mostrado adiante.

Ao observar-se atentamente o Hamiltoniano de Anderson notamos que
o termo responsavel pela conexao entre os subespagos |1) e [2) (|2) e [1)) é o
proprio termo de hibridizagao, que aniquila (cria) um elétron no mar de Fermi

e cria (aniquila) um elétron na impureza

Hy =Y Vi <d80ckg> , (2.3.6)
k,o

H12 = Z Vk (dOUCLa’> . (237)

k,o
Onde di (do,) é 0 operador de criacio (aniquilacio) de um elétron na im-
pureza com spin o e c;rm (ckos) € o operador de criagao (aniquilagao) de um

elétron no mar de Fermi com spin o.

Partiremos do mar de Fermi com N elétrons no seu estado fundamental,
subespago |1). Ao aplicarmos o operador Hy; ao subespago |1) criamos um
elétron localizado na impureza e um buraco no mar de Fermi. A esta funcao
do subespago |2) chamaremos de estado I. A cada aplicagdo dos operadores
H,5 e Hy teremos a possibilidade de gerar um novo estado, originando o

estado I, o estado II e assim por diante, todos pertencentes ao subespago |2).

Consideramos a interagao intereletronica na impureza U muito forte, pois
estamos nos concentrando em impurezas de elementos quimicos pertencentes
tipicamente aos terras raras ou metais de transicao, em que a localizacao das
funcoes de onda que descreve os elétrons nas camadas 3d ou 4f origina uma
forte repulsao Coulombiana. Tomaremos o limite em que U — oo, de modo
que estados de dupla ocupacao na impureza nao estarao no espaco de Hilbert

em que iremos trabalhar.

Como U — oo, partindo do estado I, antes de criar um outro elétron na
impureza devemos levar o elétron ja presente a banda de condugao. Aplicando
o operador His destruimos o elétron na impureza e o criamos no estado da
banda de conducgao, até entao vazia, denotado pelo vetor niimero de onda K

e com energia €k, para todo ex > ep. Este é o estado II.

Contudo, ao aplicarmos o operador Hi;s poderiamos fazer com que o
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elétron localizado na impureza ocupasse o buraco existente no mar de Fermi,
todavia para que este elétron ocupe o buraco, ele deve possuir um vetor
numero de onda k especifico igual ao do buraco, frente a todos os valores
de k possiveis representados pelo somatdrio na equagao (2.3.7). Como ficara
mais evidente adiante, este termo de possuir um k especifico nao envolve um

somatorio e portanto nao contribui ao calculo.

Com a impureza vazia, no estado II, podemos aplicar novamente o
operador His e continuar o processo indefinidamente, como no diagrama
ilustrado na figura 2.3. Este processo nao esvaziard o mar de Fermi pois no

limite termodinamico o mar de Fermi tende a um continuo.

~
O
\_ Subespago |1)
é Subespago |2)
Estados |
@
\_
~
()
Estados Il
O
.
~
° d
Estados I
()
.

Figura 2.3: Construgao do subespago |2), representando esquematicamente trés
familias de estados.

Observando o diagrama da figura 2.3 e pelo discutido acima, nota-se que
o estado I é andlogo ao estado I1I a menos de um buraco no mar de Fermi e um
elétron na banda de conducao acima do nivel de Fermi, pois ambos os estados
consistem em criar um elétron na impureza e aniquilar um elétron no mar de
Fermi. Esta caracteristica corrobora a ideia de que, no limite termodinamico,
quando o numero de estados disponiveis e de particulas tende a infinito o

problema admite uma solucao autoconsistente.
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2.4
Calculo da correcao da energia

Todavia, ainda nao calculamos a energia, apresentamos somente a ideia
do formalismo proposto para encontra-la. Nesta seccao partiremos para o

calculo da energia propriamente dito.

Como o pricipal objetivo é propor um novo método para a solucao do

Hamiltoniano de Anderson, supomos que

Vi=— ¥V k, 92.4.1

ou melhor, que o valor da hibridizagao independa de k e seja uma constante

igual a V, onde devemos escalar com um fator Vi sendo N o niumero de

estados no mar de Fermi, para preservar o valor finito das interagoes.

O célculo terd como base a equagao (2.2.9), onde temos a energia do
subespago |1), equacao (2.3.4), devemos inverter o operador (E — Hayy) repre-
sentado no subespago |2) e encontrar o elemento de matriz imediatamente

contiguo ao subespago |1) dado por Hys(E — Hay) ' Hoy.

Inicialmente calcularemos os elementos de matriz do operador Has
levando-se em consideracao o estado que resulta da aplicagao do Hs; sobre

do estado I, resultando
W _
hyy = €r — €k + €00, (2.4.2)

onde €, ¢ a a energia do elétron destruido com €, < €p € €y, a energia do

elétron criado na impureza.

Como discutido no capitulo anterior, a energia do elétron retirado do mar
de Fermi ¢y, é caracterizada por um vetor nimero de onda k, ao passo que
a energia do elétron na impureza apresenta um subindice ¢ devido ao campo
magnético externo, onde o spin do elétron o pode-se alinhar paralelamente ou

antiparalelamente ao campo, ou seja,

B
€0 — €0 + 5 y (243)

onde ¢y é a energia do elétron na impureza a campo nulo e B o mddulo do

campo magnético externo.

Sendo assim, calculamos a energia com a renormalizacao que surge
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de inverter o operador (E — Ha) considerando unicamente as contribuigoes
que provém do estado I. Devemos somar em k para incorporar todas as
contribuigoes de todos os elétrons destruidos por baixo do nivel de Fermi e o

somatorio em o correspondem aos valores do spin.

1 V2
— =F 244
6T+N Z E—er+ exg — €5 — .- ( )

€ko <€FR
Observe que para calcular a energia do estado I devemos conhecer a
energia do estado II. O elemento de matriz h%) referente ao estado II pode ser

escrito, @
hyy = €r — €xe + €Ko (2.4.5)

onde ek, é a energia do elétron ocupando o estado de momento K acima do

nivel de Fermi.

Seguindo adiante, levaremos em conta a corre¢ao na energia do estado

I devido ao estado II. Invertendo o operador E — Hs, e incluindo o estado II

termos,
1 V2
— =F.
€T+ N Z< . . 1 Z V2
€ko <€EF — € € o — € o — —
Tk 0 N K> F B — ep+ €xp — €Ky — -
(2.4.6)
Continuando o mesmo processo, podemos escrever
(3) _ _ _
hys = €r — €xo + €Ko — €x'o + €00 (2.4.7)

onde €, € a energia do segundo elétron destruido, com vetor niimero de onda
que em principio deve satisfazer k’ # k, pois o elétron k ja foi aniquilado no

estado anterior

Com a correcao do estado III temos:

1 V2
TEN 1 V2 =k

N ZEKJ>€F E—

oer B = e eke — €00 — €r + € € by
T ko — CKo —

1 &
== ) :
N E—€T+€ko—€Kg+€k’g—€OU—...

[SRPANT

(2.4.8)

Note que a renormalizacao da energia devido ao estado III é muito
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semelhante a renormalizacao devido ao estado I, o que ja era esperado. Vemos
também, que comega a surgir uma simetria de recorréncia que podemos iden-
tificar. Considerando renormalizacoes de estados de ordem superior no limite
termodinamico quando N tende a infinito, teremos uma estrutura de fracao

continuada infinita, o que permite um calculo autoconsistente.

E conveniente definir as fungoes

fe©=5 3 =
WS =N F§+€ka — €00 — foo (€ + €xo)

) 1 ko <E V2
forl§) = < KZ Gy W (——

(2.4.9)

e AE = F — ep, de modo que o equivalente da equagao (2.4.8) para renorma-

lizacoes de infinitos estagios escreve-se como

AE =Y fi.(AE), (2.4.10)

para o # &. A determinagao da fungao fi,(£) permite em principio calcular

os autovalores F do sistema.

2.5
Passagem ao continuo

No limite termodinamico em que N — oo podemos eliminar a restri¢ao
k # k’, visto que a diferenca entre eliminar, e nao eliminar o termo de k no
somatorio em €y, tende a zero neste limite. Também neste limite, os somatoérios

em €, podem ser escritos como
1 1
N Z fléxo) = /N Z(S(x — €xo) f(2)dx, (2.5.1)
€ko €ko

onde §(z — ') é a fungao delta de Dirac. Com isso, a equacao (2.4.9) pode ser

escrita como

— 12 . Po()
holl) =V /—oof+x_€00_f20(§+x)dx
f20’(5> = V2 Po(x) d.Z',

er §—x -3, fis(§—2)
(2.5.2)
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com p,(z) sendo a densidade de estados da banda de conducao do sistema,

dada por
po(x) = %Z S — €xo) - (2.5.3)

ko

Nesse limite, as renormalizacoes da energia nos estados I e I1I na equacao
(2.4.8) passam a ser iguais, assim, o problema consiste em resolver as equagoes
(2.5.2) e (2.4.10), as quais implicam numa solugao autoconsistente. Entretanto,
antes de buscarmos a solucao é interessante notar algumas propriedades das

equacgoes a serem resolvidas.

Para conhecer a fungao fi,(§) precisamos realizar uma integracao e, por-
tanto, conhecer a fungao fa, (), ao passo que para conhecer fs, (&), precisamos
conhecer f1,(£), o que define o processo autoconsistente. O fato da expressao
(2.5.2) a ser resolvida implique no calculo de uma integral, transforma a

solugao autoconsistente num problema nao local.

Os podlos das integrais também nao sao bem conhecidos, apesar de ter
um vinculo simples que define a localizacao dos podlos. Basta olhar para o
denominador das fungbes para perceber que nao podemos determinar sua
localiza¢@o pois nao conhecemos as fungoes fi,(§) e for(€), bem como pelo

fato das funcoes estarem deslocadas pela varidvel de integracao.

Nao obstante, as equagoes (2.5.2) s@o similares a uma transformada de
Hilbert, de modo que esperamos que certas propriedades da transformada de
Hilbert sejam encontradas na solugao. Em especial esperamos que um pico em
uma das fungoes introduza uma oscilagao na outra fungao, como nas relacoes
de Kramers-Kronig, tao conhecidas do eletromagnetismo e do formalismo das

fungoes de Green.

Realizando uma mudanca de variaveis

y=&+x para  fi1,(&)
y=&—x  para f(§),
(2.5.4)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222291/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1222291/CA

Um formalismo de operadores de projecdo para resolver o Hamiltoniano de
Anderson 31

podemos escrever f1,(£) e for () como

ey =€)
o 2
o) =V /_OO Py

_ /2 er pa(f_y)
fal&) =V /oo L

(2.5.5)

forma que serd 1til mais adiante.

2.6
Banda plana e o comportamento da derivada

A forma mais simples de representar a banda de conducao é a de uma
banda plana, que se estende de —D a D para o caso em que nao ha campo
magnético externo. Fazendo esta suposi¢ao a equagao (2.5.3) fica

1
PN ET A (2.6.1)
0, para |x| > D
Para a banda plana, as expressoes para f1,(£) e far(€), equacoes (2.5.2),

ficam

1

B V2 €F d
f10<5) - E —D—Ug €+£L'—€Oa_f20(£+x) !

D—o5 1
f%(g)zﬁ/ep g_x_Zafla(g_z)dm,

(2.6.2)
ou usando as transformagoes da equagao (2.5.4), ficam
V2o et 1
f o 5 dy
() = 2D ¢&-D-oB Y — €00 — fao(y)
V2 opeeer 1
- dy
f2 (é) 2D D+J§ Yy — Zo’ flo(y) Y
(2.6.3)

onde a presenca do campo magnético externo, em unidades de energia, é

levada em consideragao nos limites de integragao das equagoes (2.6.2) e (2.6.3).

E interessante calcular as derivadas de fi1o(&) e for(§) para uma banda
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plana, entretanto, nos restringiremos ao caso sem campo magnético externo

sem perda de generalidade. Para tal, teremos de calcular derivadas do tipo

d ([ d 2.6.4
%<h(x)f(t)t), (2.6.4)

a qual pode ser calculada com a regra da cadeia. Primeiramente separaremos

a integral em duas

d 9(@) d 9(@) h(z)
- ( » f(t)dt> - = < a f(t)dt—/a f(t)dt) Ya h(z)<a<g(@),
(2.6.5)

e entao calcularemos a derivada
d 9(z)
e (/ f(t)dt> = f(g9(x) g'(x) — f (h(x)) W (z). (2.6.6)
T\ Jh(x)

Assim, usando a equacao (2.6.6), as derivadas de fi,(£) e for(§) com

respeito a £ sao

Vz 1 1
fla(g) {§+€F_€OO fgg(é‘i‘GF) _f—D—€Og_f2cr(§_D)}

5
V2 1 1
f2cr (f) - .
é 2D £_€F_Zaf10(£_€p) g_D_ZUfIU(g_D)
(2.6.7)
Podemos observar que, assumindo e¢x = 0, a solugao do problema

autoconsistente da equagao (2.4.10) corresponde a um pdlo da derivada da

funcao fo,(€), equacdo (2.6.7), no ponto
€= fi.(6). (2.6.8)

O pdlo da derivada da funcao fi,(&) estd localizado no ponto

§ — €00 = f2s(§), (2.6.9)

que neste momento nao tera muita importancia, entretanto adiante voltaremos

a este ponto.

Logo, concluimos que, o valor de energia AFE pode ser obtido como o
valor da varidvel ¢ da fungao fi,(£) onde a sua derivada tende a infinito ou

no cruzamento de { com a fungao ) _ f1,(£) no espago &.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222291/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1222291/CA

Um formalismo de operadores de projecdo para resolver o Hamiltoniano de
Anderson 33

2.7
Funcao de Green de uma cadeia linear semi-infinita

A partir deste momento, iniciaremos uma abordagem diferente
mostrando que o problema pode ser resolvido calculando formalmente o
que seriam as func¢oes de Green de uma rede de Bethe construida a partir dos
estados que definem o subespaco |2), obtidos como resultado das sucessivas
aplica¢oes do Hamiltoniano Hy; sobre o estado do subespago |1), como descrito
previamente. Contudo, antes de prosseguirmos estudaremos um problema sim-
ples, o qual consiste em uma cadeia linear semi-infinita conforme a figura 2.4,

com a finalidade de nos acostumarmos com o formalismo.

Figura 2.4: Cadeia linear semi-infinita.

A funcao de Green de uma particula no sitio 0, G, é dada por
Goo = go + 9otGo (2.7.1)

onde t é o termo nao diagonal entre sitios contiguos, g; é a funcao de Green
de um corpo, do sitio ¢ e G;; a funcao de Green que descreve a propagacao do
sitio ¢ ao sitio j.

A fungao de Green no sitio 1,

Gio = g1tGoo + g1tGo (2.7.2)
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estd conectada ao sitio 0 através do primeiro termo da equacdo (2.7.2) e ao
sitio 2 pelo segundo termo, que representa a ligacao entre o sitio 2 e o sitio 0

através do sitio 1.

Continuando para os infinitos elementos da cadeia linear semi-infinita,
sempre com o sitio ¢ conectado ao sitio 0 através dos sitios ¢ — 1, ¢ — 2, ... ,

temos
Gao = g2tGho + g2tGso (2.7.3)

Ggo = g3tG20 + ... (274)

e assim sucessivamente.

Resolvendo o sistema de equagoes, (2.7.1), (2.7.2), (2.7.3) e (2.7.4),

obtemos a funcao de Green de uma particula localizada no sitio 0,

g
Gop = — , (2.7.5)
- gOt2 g2
1-— gth 1

correspondente a uma fracao continuada com uma lei de recorréncia dada por

9n
fm%zl—%ﬁﬂn+n' (2.7.6)

Novamente no limite em que N — oo, temos f(n) = f(n+ 1) o que
nos pemite encontrar autoconsistentemente o valor da funcao de Green Gy de
uma semicadeia, dada por

w £ V4?2 — w?

Gon —
00 2t2 )

(2.7.7)

1 . .
onde g; = —. Neste limite, podemos interpretar que ao fazer f(n) = f(n+ 1),
w
estamos dizendo que deslocar a cadeia por um sitio é equivalente a temos no-
vamente um sitio interagindo com uma cadeia linear semi-infinita, justificando

a igualdade.

2.8
Termos diagonais

Utilizando as ideias da secao anterior podemos recuperar o resultado
obtido para o célculo da energia discutido anteriormente. Associamos cada
sitio da cadeia linear semi-infinita, figura 2.4, a cada estado do subespago |1)

e |2), figura 2.3, conforme a figura 2.5.
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Estados Ill = |kl-ijm) @

-
1)
@)
\ @ 1)
-
12)
Estados | = |k;) Qo
@
- Cadeia linear
semi-infinita.
-
@
Estados Il = |k; K,,,) ®
@)
\\
4
@
@
\\

Figura 2.5: Analogia dos subespacos |1) e |2) com a cadeia linear semi-infinita.

Com o formalismo das funcoes de Green é mais interessante utilizar
uma outra notagao para os estados do subespaco |2) que anteriormente eram
discriminados por estado I, estado II, ... Agora esses estados passam a ser
caracterizado pelo vetor niimero de onda, numa notacao mais precisa e concisa.
Assim, os estados I nesta nova nomenclatura ficam |k;), onde o subindice i
diz respeito a todos os N vetores k possiveis que descrevem os N elétrons, no

caso o momento k;.

Os estados II serdo referidos como |k;K,,), pois reservamos as letras
maiusculas para os vetores nimero de onda em que eg, > €p. Note que,
analogamente ao estado |k;), dentre todos os possiveis K, escolhemos o K,,.
No nome deste estado mantivemos o k; propositalmente, ou seja, o estado
Ik;K,,), j& que esta notagao faz referéncia a todos os nimeros quanticos que

caracterizam o estado.

Continuando com o raciocinio, os estado III, que apresentam a retirada
de um segundo elétron, sdo caracterizados nesta nova notacao por |k;k;K,,),
para k; # k;.

A grande vantagem da implementacao desta notagao é que ela evidencia

certas caracteristicas que sao mais dificeis de visualizar na notacao anterior,
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apesar de ser mais simples.

Ao escolhermos um elétron com momento k;, devemos incluir todos
os indices i possiveis do conjunto dos N elétrons no mar de Fermi, assim
como também para os indices m e j. Se em vez de escrevermos os N termos
do somatério, escrevermos, por simplicidade, trés, podemos representd-los

facilmente no diagrama da figura 2.6.

1)
V2v |2)
k;)
4
KiK o)
V2v
kil K )

Figura 2.6: Rede de Bethe.

De modo ao estabelecermos o nivel hierarquico e junto com o diagrama
da figura 2.6, identificamos uma rede de Bethe, ou arvore de Cayley, com
numero de coordenacgao igual a quatro no caso da figura 2.6, ou com niimero

de coordenagao N para todos os elétrons no mar de Fermi.

Sempre que aniquilamos um elétron no mar de Fermi e criamos um na
impureza, aplicando o Hamiltoniano Hs;, formamos um singleto entre o mar
de Fermi e o elétron na impureza pois partimos de um singleto, spin total
nulo, e o Hamiltoniano de Anderson conserva spin total do sistema. Como
consequéncia devemos multiplicar o termo de hibridizacdo por v/2, conforme
apresentado na figura 2.6, a fim de manter a normalizagao da funcao de onda
do singleto. Na segunda aplicagao do His isto nao é necessario porque a

funcao de partida ja esta antissimetrizada. Anteriormente, quando calculamos
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a energia através de renormalizagbes no Hamiltoniano, equagao (2.4.8), nao
precisamos deste artificio pois ja levavamos em consideragao a contribuicao

dos diferentes valores de spin.

Agora a comparacao com a cadeia linear semi-infinita é imediata. Para
aplicar o formalismo das funcgoes de Green discutidas na secao anterior ao

nosso problema ¢é necessario extendé-la para uma rede de Bethe.

A funcao de Green no estado |k;) possui a forma
e = O + G Y a (2.8.1)
kilk; = 9k; T Gk, \/N - kiKm|k; 5 -O.

onde gy, ¢ a fun¢ao de Green de um corpo no estado |k;), o termo de hopping
¢ a magnitude do termo de hibridizagao, V', o somatério em K,, é devido a
todos os estados acessiveis a partir de |k;) e Gyk,, [k, a funcdo de Green que

fornece a propagacao de |k;K,,) a |k;).

Por sua vez,

V2V 1%
Gy, = O, —— Gx.x. 4 ek —— G 2.8.2
kiKmlki = 9k;Km \/N ; kik; Ko ki ngKm\/N ki|k; ( )

e V3V
Gkiijm\ki = gkiijmWGkiKMki . (2,8,3)

Novamente, gx,k,, € gkk;K,, S0 as funcoes de Green de um corpo nos estados
kiK..) e |kik;K,,), respectivamente, e Gyxk,, [k, ¢ @ funcdo de Green que
conecta os estados |k;k;K,,) e |k;) através do estado |k;K,,). Note que esta

presente o fator V2 discutido h4 pouco.

Resolvendo o sistema de equagoes (2.8.1), (2.8.2) e (2.8.3), temos a fungao

de Green no estado imediatamente vizinho ao subespaco |1)

_ Jk;
— L
R e >k, Jkik; Ko

Passando entre os subespagos |1) e |2) devemos somar para todos os

valores de k;, multiplicar pelo termo nao diagonal que conecta sitios contiguos
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e por v/2 devido ao singleto, obtendo

Z K[k~ = \/_V 2V Zsz\k

2V2 9k,
N

i (2.8.5)

k; k; } :K'rn

Observe que multiplicamos duas vezes por % pois saimos do subespago |1)

percorremos todos os estados do subespaco |2) e voltamos ao subespago |1).

A funcdo de Green de um corpo em um vetor de estado |1)) apresenta a

forma .
g=W|(E—H)  [¢). (2.8.6)
Logo gk, YK € YkikK,, Podem ser calculados, resultando nas equagoes

(2.8.7), (2.8.8) ¢ (2.8.9).

1 1
= = 2.8.7
M = F_E. AE+a - (28.7)
1 1
2.8.8
PheiKom = FE — Ek K, AE + €k, — €K,, ( )
1 1
gkiijm = (289)

E— Ekiijm N AFE + €k, -+ Ekj — €K,, — €0

No célculo da equacao (2.8.5) s6 fomos até o estado trés ou |k;k;K,,),
contudo notamos claramente a estrutura recorrente de fracao continuada,
sendo assim, podemos definir uma funcao de Green de um corpo renormalizada
para o estado |kik;K.,), i,k k,,, devido a todos os estados que poderiam ser
percorridos na rede de Bethe da figura 2.6 como

1

AE + e, + ex, — €k, — €0 — foo(AE + €, + €, — €k, — €0)
(2.8.10)

Ik kK, —

com as devidas defini¢oes de f1(€) e fo, (§) dadas por

1
f10(§) = N ;§+ek—€0_f20(§+6k>
2

Vv 1
f2a(€) = W; 5 — €K — fla(é - 6K) .
(2.8.11)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222291/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1222291/CA

Um formalismo de operadores de projecdo para resolver o Hamiltoniano de
Anderson 39

A generalizacdo da equagao (2.8.5) pode ser reescrita como

Z Kilki — = \/_V -2 Zle\k

2V2 9k,

ngm ’
I ngm N Zk gkka

(2.8.12)

note que esta equacao é diferente da equagao (2.8.5), pois nesta levamos em

consideragao toda a rede de Bethe através da equagao (2.8.10).

Substituindo as equagoes (2.8.7), (2.8.8) e (2.8.10) na (2.8.12) e omitindo

os indices 7, j € m, temos

212
N 2 G =
Kk
212 1
N V2 1
AE — € — &
8 _'_ek € NZKAE+Ek—€K—Z
1
)Y ;
N Ek:AE+ek—6K+ek—eo—ng(AE+ek+ek—eK—eo)

(2.8.13)

que é igual a equagao (2.4.8) para o caso sem spin, recuperando o resultado
anterior. Isto mostra que a fungdo de Green diagonal sobre o estado |k;)
calculado na rede de Bethe de coordenacao infinita mostrado na figura 2.6 é
equivalente ao elemento de matriz do operador da equagao (2.2.10), necessario
de calcular para encontrar a energia do sistema. Esta proposta de calculo é
muito mais clara que a anterior como ficard em evidéncia a diante no calculo

de outras contribuicoes a energia total do estado fundamental.

2.9
Termos nao diagonais

Quando calculamos a corre¢ao da energia na equacao (2.4.8) via sucessi-
vas renormalizacoes na energia ou através do formalismo das fungoes de Green
na equacao (2.8.13), sempre mantivemos os somatdrios sobre um mesmo mo-
mentum. Isto pode ser visto mais facilmente através da figura 2.6. Nos saimos
do subespaco |1) e percorremos todos os estados que constituem o subespago

|2}, contudo, ndo mudamos de ramos na rede de Bethe, ou melhor, escolhido


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222291/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1222291/CA

Um formalismo de operadores de projecdo para resolver o Hamiltoniano de
Anderson 40

um k; no inicio do subespaco |2) este mantém-se o mesmo, nao vamos a um k;.

Com a finalidade de incorporar esta contribuigao, elaboramos o diagrama
da figura 2.7. Neste diagrama, no estado em que aniquilarmos o segundo elétron
no mar de Fermi, elétron com momentum k;, em vez de retornar pelo caminho
que nos levou a este estado, caminho do elétron com momentum k;, voltamos
pelo caminho que seria percorrido caso aniquildssemos primeiro o elétron k;,
por isso do nome termo nao diagonal, pois se escreveéssemos as fungoes de
Green em forma matricial estes termos nao estariam na diagonal principal,

contrariamente aos termos diagonais obtidos anteriormente.

|k;) |k;)
%
kK, @ @ kK )
V2v
|kik;K,p,)

Figura 2.7: Termos nao diagonais do subespago |2). Os estados destacados sao
renormalizados devido a contribuicao dos termos diagonais.

Mas antes de calcularmos estes termos, os estados destacados na figura
2.7, a saber |k;K,,), kik;K,,) e |k;K,,), devem ser renormalizados por todos
os caminhos possiveis oriundos do termo diagonal saindo destes estados. Estas
renormalizacoes ocorrem nas funcoes de Green de um corpo dos respectivos
estados, ik, G,k © Jiko, dadas por
1 B 1
E — I,  AE+ e, — € — fao(AE + 6 —€)’

I; = (2.9.1)
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9K, = 1~ = ! (2.9.2)
U B - Byk, AFE+ea, ek, — i(AE+ea, —¢k,,)’
e
- 1 1
Ixik; K, =

(2.9.3)
Analogamente ao discutido na seccao sobre os termos diagonais, escreve-

mos as funcgoes de Green como

Gk,~|k]~ = gki\/% % GkiKm|kj ) (2.9.4)

GrKnlk; = gkiKm\/LNGkﬂkj + §kiKm%Gkiijm|kj ; (2.9.5)

Gk Kk = §kiijm%GkiKm|kj + §kiijm%ijKm|kj (2.9.6)

) G, Kk, = ﬁijm%GkiijMkj + gijm\/_‘/NGkﬂkj : (2.9.7)

Resolvendo o sistema de equagbes (2.9.4), (2.9.5), (2.9.6) e (2.9.7),

obtemos:

T N~ — R Gy, Ik,
0 V2 Z — Ik kK TN 9k Ko,
i N Ko, 1 B 912 gkiijm
- gkiKm N 1 g 2v2§
_ — Ykik; K TN Ik K
Gki‘kj = = (2.9.8)
1 g V2 gkiKm
— i, % _
N Kom ~ 2V2 gkiijm
l — gk, 5

N ~ 2V2 ~
L = Giik; Ko "N Ik Kon
Como os somatorios sao realizados sobre N termos, somente os temos

que envolvem somatérios sobrevivem na equagao (2.9.8), resultando em

2V ~ ~ ~
~2 9k, ZKm Ik K Ik ki Km Ik K, ij |k

- (2.9.9)
I gkivﬁ2 ZKm Ik K

Gleifi; =

Somando para todo k; e k;, multiplicando por %, substituindo as

equagoes (2.9.1), (2.9.2) e (2.9.3) na equagao (2.9.9) e omitindo os indices

E — Ekiijm  AE + €k, + €k, — €K, — €0 — foo(AE + €, + €, — €k, — €0) ’
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t, 7 € m obtemos a contribuica do termo nao diagonal
2V
222 Gae =
ki

46 1
F;ggAE#—Ek—EK—fl(AE+€k—EK)

1
AE + ek + e — ek — €0 — foo(AE + ek + @10 — €k — €0)
1
AFE + € — ex — fl(AE + € — GK)
1 1
AFE + €x — €0 — f20-<AE + €k — 60) AFE + € — €0 — f2o‘(AE + € — 60) ’

(2.9.10)

Passando ao continuo, para uma banda de conducao plana, como no caso

do termo diagonal, a equagao (2.9.10) fica

4 6 () €ER D
Lg/ d:p/ dy/ dz
(2D) —-D —-D €

1

1
E+r—z—-fil+r—2)+y—2— filE+y—2)
1
§+$+y—2—€0—f20(5+$+y—2’—60)
1 1

E+ar—€e—foull+r—€)l+y—co— foo+y—e)’
(2.9.11)

onde vemos que os somatodrios da equagao (2.9.10) tornam-se uma integral

tripla.

Mostraremos no capitulo seguinte que para os parametros usuais esta

contribuicao é desprezivel quando comparada com o termo diagonal, ja que
V< D.

2.10
Resumo do capitulo

Neste capitulo apresentamos o método proposto para a a obtencao da
energia do estado fundamental do Hamiltoniano da impureza magnética de
Anderson, equagao (2.3.1). O método consiste em projetar o espago de Hilbert

em dois subespacos convenientes de forma que possamos obter a solucao
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de uma forma mais simples. Ao projetar o Hamiltoniano no subespaco |1)
obtemos uma nova equacao de Schrodinger, equagao (2.2.9), com os mesmos

autovalores do Hamiltoniano original.

O valor da correcao a energia produzida pela interacao entre a impureza
e o mar de Fermi foi obtida utilizando sucessivas renormalizacoes da mesma.
Para uma banda de condugao plana, definimos duas fungdes fi,(§) e far(€),
equagoes (2.5.2), com as quais obtemos a energia através de um calculo auto-
consisteste e analisamos o comportamento de suas derivadas, equagoes (2.6.7),

e as divergéncias delas, equagdes (2.6.9) e (2.6.8).

Através do formalismo das fungoes de Green, obtemos o mesmo resultado
para a correcao da energia, mostrando a equivaléncia do problema ao de uma
rede de Bethe com nimero de coordenagao infinito. Desta forma é possivel
o célculo dos termos diagonais, equagao (2.8.13), os termos nao diagonais,

equagao (2.9.10), e corregoes de ordem superior em poténcias de V.
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Solucao Numérica

3.1
Algoritmo

Para resolver numericamente as integrais da equacao (2.6.2) distribuire-
mos os pontos em uma regiao entre —2D < x < 2D; note que a banda plana
estende-se de —D < x < D. A distribuicao mais simples entre os pontos se-
ria uma distribuicao equidistante, contudo, para que possamos ter uma boa

resolucao na regiao de interesse utilizaremos uma distribuicao dada por

N, .
u 1—7
x:ZQD(l_Tk) : (3.1.1)

onde r é um parametro que controla a densidade de pontos na regiao de

interesse, k£ é a metade do nimero de pontos N, que desejamos distribuir e x

¢ a localizacao de cada ponto.

A regiao de interesse em que desejamos aumentar a resolucao, ou melhor,
aumentar o nimero de pontos localizados, é aquela em que ocorre a interseccao
de > fi5(§) com f(&) =&, para tal utilizamos o valor de 7 de 1.01. Contudo,
ao aumentarmos 7, noés aumentamos a densidade dos pontos em torno do
ponto x = 0, por isso deve ser somado uma constante a equacao (3.1.1) para
que a regiao de interesse coincida com a regiao de maior densidade dos pontos,

constante essa que deve ser ajustada manualmente para cada célculo.

Com os pontos distribuidos calculamos fi,(§) ¢ far(§) em cada um dos
pontos distribuidos, ;. Inicialmente para calcular fi,(£) tomamos o valor de
fao (&) igual a zero e calculamos a primeira iteragdo do calculo, analogamente
para fo,(£); note que esta primeira iteracao pode ser resolvida analiticamente.
Depois, na préxima iteracao, utilizamos os resultados ja obtidos na iteracao

anterior e assim sucessivamente até a convergéencia do calculo.
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Para assegurar convergéncia, o resultado de cada iteracao é mesclado
ao resultado da iteracao anterior. Esta técnica evita que o resultado de nosso
calculo autoconsistente fuja da regiao de convergéncia da funcao, da bacia de

atracao da solucao.

Como as fungoes fi1,(£) e for(€) apresentam indmeros pélos, nos deslo-
camos as funcoes no plano complexo adicionando in ao denominador, onde
1 = +/—1. Por simplicidade, escolhemos ilustrar o caso sem o campo magnético,

equagao (2.6.2),

fo(e) = 2 [T ! d

1) = 9D _Df+$—€og—fzg(f+$)+inx
2 D

fanl€) = © !

RET7l S Sy W e
(3.1.2)

Assim, saimos do eixo real onde os pélos estao localizados e resolvemos
a integracao no plano complexo. Se tomarmos a parte imaginaria 7 suficiente-
mente pequena no limite em que n — 0 as equagdes (3.1.2) aproximam-se das

equagoes originais que queremos conhecer, (2.6.2).

No célculo numérico escolhemos 71 de forma que possamos ajustar cada
pico ou variagdo das fungoes fi,(€) e far(§) com pelo menos dez pontos, de
modo que tenhamos uma boa resolucao para discenir um comportamento real

da funcgao de possiveis erros numéricos.

3.2
Resultados
Os resultados serao expressos em termos da funcao de hibridizagao A,
onde 2
TV
A=—. 3.2.1
5D (3.2.1)

Isto é conveniente pois sabemos que a temperatura Kondo apresenta uma
dependéncia da fungao de hibridizacao dada por

TEQ
Tk = De 2A (3.2.2)

como pode ser obtido a partir do poor Man’s scaling do modelo de Anderson,
(4) e (20).
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Mostar que nossos resultados estao de acordo com equagao (3.2.2) é
o grande objetivo do presente trabalho, uma vez que a equagao (3.2.2) cor-
responde a expressao para a temperatura Kondo, obtida por varias outras
propostas tedricas hoje bem estabelecidas, no limite de U tendendo a infinito.

A obtencao deste resultado permitira analisar a correcao de nossa teoria.

A fungao ) _ fi1,(&) esta apresentada na figura 3.1. Nesta figura a inter-
seccao entre as fungoes Y fi,(&) e f(§) = & satisfaz a condigao da equacao

(2.4.10) nos fornecendo o resultado autoconsistente da corre¢ao da energia AE.

A=1;D=10;e=-3 — 1 ()
5 1 1 1 1 1 e
| K 4
4 /
4 1
3 /
| / A
2 /
4 1
1 ! \
J / T
0 /
e A M el
o~ 1 /
&2 / !
;b _3 - I//
i /
_4 //
1 7
_5 r
4 1
_6 //
4 1
_7 //
4 1
-8 ; ; ; L ; ; ; ; ;
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
H

Figura 3.1: A linha continua apresenta a parte real da funcdo ) _ fi,(£) e a
linha tracejada a f(£) = £. A intersecgao entre as mesmas fornece a corregao da
energia AFE. Como buscamos a energia do estado fundamental, a intersecgao
que fornece a corregao da energia é aquela de menor valor. O valor de n utilizado
éden=10"".

Ampliando o gréfico de > _ fi,(&), figura 3.2, vemos a presenca de
uma microestrutura que ¢ responsavel pela determinagao do valor correto
da correcao da energia, ligeiramente diferente do valor que poderia ter sido

encontrado ingenuamente a partir da figura 3.1.
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A=1;D=10;e=-3 —zxf
-3,570 . . . . ---- ¢

3,575
35804 Tt rTTTTTTTTTT \_— ___________ A»____ ___________

AN

@O -3,590
5
N
-3,595
-3,600
-3,605
-3,610 . . . ; ;
-3,57885 -3,57884 -3,57883 -3,57882 -3,57881 -3,57880

Figura 3.2: Ampliacao do grafico da figura 3.1 na regiao de corte entre as

funcoes parte real > _ fi,(§) e f(§) =&.

Por sua vez, a fungao fo,(§) encontra-se na figura 3.3, onde também
é apresentado a funcao f(§) = £ — €, cuja interseccao com a fungao fo, (&)
apresenta uma divergéncia da derivada da funcao > _ fi,(§) com respeito a &,

como discutido no capitulo anterior, equacao (2.6.9).

Numericamente, vemos que o valor de ¢ em que é satisfeita a relacao
>0 fie(§) = &, correspondente ao valor da correcao da energia AE que
queremos, ¢ 0 mesmo em que ocorre a intersec¢ao de fo,(€) com & — €, de
forma que a solucao para o problema pode ser obtida pela divergéncia na
derivada de fi,(£), na derivada de fo,(£), na interseccdo de > _ fi,(§) =& ou
na intersecgao de fo, (&) = £ — €, pois correspondem ao mesmo ponto, figura

3.4.

Mostramos que a condicdo Y fi,(§) = & surge de ter assumido o mar
de Fermi no seu estado fundamental e a impureza vazia como base para definir
o subespago |1). Entretanto, caso tivéssemos escolhido como subespaco |1)
o estado com a impureza com um elétron e o mar de Fermi, a condi¢ao que

nos forneceria a corregdo da energia seria justamente fo,(£) = £ — €. Ponto
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A=1;D=10;e,=-3 — 1,8
3 , ---- Eef
1
1
2 /
1
1
1
1
! /
1 ; /
1
1
1 I
0 1
—\\\ II
= RN
N _l II
1
1
1
1
-2
1
1
1
1
-3 ;
1
1
1
4 !
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 3.3: A linha continua apresenta parte real da fungao fy,(§) e a linha
tracejada a funcao f(§) =& — €.

onde a derivada da funcao ) fi,(§) diverge e nao onde a derivada da funcao
fas (&) diverge. Como a corre¢ao da energia nao pode depender da autofungao

que escolhemos para o subespago |1), obter a correcao da energia através da

divergéncia da derivada de ) fi,(£) ou for(€) é equivalente.

Como conhecemos as fungoes Y fi,(§) e for(€), podemos calcular a

contribuicao do termo nao diagonal realizando a integral tripla da equacao

(2.9.11) numericamente. A figura 3.5 apresenta o grafico do termo nao diagonal.

Analisando a figura 3.5, vemos que podemos desprezar o termo nao
diagonal visto que sua contribuicao ao calculo da correcao da energia frente ao
termo diagonal é despezivel. Isto consiste em considerar que o Hamiltoniano

da equagao (2.2.10) pode ser expresso em uma representacao em que ¢ diagonal.

O estado de carga na impureza pode ser obtido via equagao (1.4.5),
derivando AE com respeito a ¢y. Calculando o valor AE em funcao da energia

local da impureza €y, obtemos o grafico da figura 3.6.
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Zaflc(E)
NS
NS
)

:/'
-4 ,/ -
'/

4 ! 4
- i — £, ]
-6 ZNFiN R : -6

/ ---- 1,(8)
| /S L I I A A E'eo T
-8 4— ; —— ; ; — -8
25 20 15 10 5 0 5 10 15 20
3

Figura 3.4: Grafico que apresenta a intersec¢do da parte real )  fi,(§) com
f(§) = € e a interseccao da parte real fo, (&) e f(§) = £ — €. A intersecgao
ocorre no mesmo ponto, £ = AE, correspondente a corregao da energia.

Quando o estado localizado esta bem por baixo do nivel de Fermi a
energia tem um comportamento linear e para valores maiores, na regiao de
flutuacao de carga, a derivada diminui e eventualmente torna-se zero quando

€p estd bem por cima do nivel de Fermi.

Calculando a derivada iAE numericamente, obtemos a carga como
funcao de ¢y como mostrado mo.S Ogréﬁco da figura 3.7, refletindo que na regiao
do bloqueamento de Coulomb, €y < €z, 0 nimero de ocupacao da impureza é
(ng) = 1, contudo, quando €y < ep, na regiao de flutuagao de carga, (ng) < 1,

tendendo para zero quando €y > €p.

Calculamos a correcao da energia para diferentes valores de campo
magnético como apresentado na figura 3.8. Nela realizamos um ajuste po-
linomial e com o coeficiente quadratico podemos obter a susceptibilidade
magnética e consequentemente a temperatura Kondo, como ja exposto no

primeiro capitulo, equagoes (1.4.8) e (1.4.10).
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Termo nao diagonal

Figura 3.6: Correcao da energia como funcao da energia da impureza.

0,0

A=1;D=10; e0=—3

25

D=10; eF=O : B=0

-15

-10

Figura 3.5: Termo nao diagonal.
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D=10; eF:O : B=0 v V=15
. : . . , , ——V=1.0
o V=05
1,0 v AN A S A —

0

1 e— -

[&]
= 05
g4 |
T 1
c \d
] \._.‘ ]
N v
[ NI SN
-\.\.\.\:v
0,0
-10 -8 -6 -4 -2 0 2

Figura 3.7: Numero de ocupacao eletronica na impureza como funcao da
energia da impureza.

Se derivamos numericamente os dados da figura 3.8, equagao (1.4.7),

obtemos a magnetizacao na impureza

0
M=—-2AE, (3.2.3)

conforme mostramos na figura 3.9.

A partir do grafico da magnetizacao como funcao do campo magnético
externo, exposto na figura 3.9, podemos observar que a magnetizacao é uma
funcao anti-simétrica e linear com o campo magnético para pequenos valores

do campo, como explicitado na figura 3.10, onde realizamos um ajuste linear.

A susceptibilidade magnética da impureza

92

X = wAE, (3.2.4)
¢ calculada através do coeficiente quadratico de um ajuste polinomial dos
dados da figura 3.8, no limite em que o campo magnético tende a zero temos
o valor da susceptibilidade magnética da impureza a campo zero, necessaria

para o céalculo da temperatura Kondo.
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AE

-3,7879

-3,7880

-3,7881

-3,7882

-3,7883

-3,7884

-3,7885

-3,7886

A=1;D=20; eO:—S

o2

—a—A=1
— Ajuste polinomial

7

~

-0,010

-0,005

0,000
B

0,005

0,010

Figura 3.8: Calculo da correcao da energia para diferentes valores do campo
magnético externo e o ajuste polinomial.

Por fim, analisamos a dependéncia da temperatura Kondo conforme a

razao da energia da impureza magnética dividida pela fun¢ao de hibridizacao,

€0

K.

€

A figura 3.11 apresenta o logaritimo de % como funcao de =2 onde

A?

comparamos o valor de g ~ 1,57079... com o resultado do coeficiente angular

do ajuste linear na figura 3.11 de 1.518 40, 065, de forma que nossos resultados

estao de acordo com a equagao (3.2.2) conforme exposto na figura 3.11.
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—m—e =2
0,3 T T T T — ---@--- eO:-2_5
4 A - eO:-3
A - ‘
0,2 A
A e ®
A o
0,1 A T __n—"
, A /,. /l
] Ao o 1
0,0
= /-#
- . . //. A -
0,1 _/74' e
N
- /’./ -
o ® -
0,2 A
a
0,3 ; ; ; ; ; ;
-0,075 -0,050 -0,025 0,000 0,025 0,050 0,075
B

Figura 3.9: Magnetizacao da impureza como funcao do campo magnético
externo. Obtida com derivada numérica para diferentes valores da energia da
impureza.
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A=1;D=20; eO:—3 —a— eO:-3.00
T T T Ajuste Linear

0,10 z

0,05

0,00

=
-0,05
-0,10 -

-0,010 -0,005 0,000 0,005 0,010
B

Figura 3.10: Magnetizacao da impureza como funcao do campo magnético
externo, na regiao em que a magnetizagao possuiu um comportamento linear,
para os mesmos parametros da figura 3.9 com ¢y = —3.
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-3,8 . . . . —— Ajuste Linear
-4,0
4,2

o ] l
\zc
e 48 .
(@) 4 4
(@]
4 50
J | 4

5,2

5,4 /

5,6

-3,0 2,8 2,6 2,4 2,2 2,0
e /A

Figura 3.11: Evolucao do logaritimo da razao da temperatura Kondo dividida
pela semi-largura da banda, com a razao da energia da impureza dividida pela
funcao de hibridizacao.
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4
Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacao foi elaborado um formalismo que permite a determi-
nacao da energia do estado fundamental do Hamiltoniano da Impureza de
Anderson utilizando operadores de projecao, os quais reduzem o espaco de
Hilbert a uma tnica funcao e que requer a renormalizacdo do Hamiltoniano,
que, atuando neste subespaco, permite a obtencao da energia do estado fun-

damental de uma maneira autoconsistente.

Os resultados obtidos foram calculados considerando somente a contri-
buigdo dos termos diagonais, equacao (2.4.8). Para valores dos parametros
fisicos tipicos do problema Kondo, um célculo da contribuicao nao diagonal
seria da ordem de 10~* menor que a contribuicio diagonal para a correcao da

energia AFE quando a impureza é conectada ao mar de Fermi.

Conhecendo a energia do estado fundamental é possivel calcular a mag-
netizacao, a susceptibilidade magnética, a variacao da populacao eletronica
em funcao da energia da impureza, a temperatura Kondo e a condutancia
(regra da soma de Friedel) (4) e (19).

E possivel estender este formalismo para o estudo de sistemas mais
complexos tais como estruturas de pontos quanticos, sistemas cuja densidade
de estados depende fortemente da frequéncia na vizinhanca do nivel de Fermi

ou sistemas com forte interacao spin-érbita.

E conhecido o fato de que um sistema fisico de dimensao infinita com
interagoes Coulombianas locais, modelado pelo Hamiltoniano de Hubbard,
pode ser mapeado num Hamiltoniano da impureza de Anderson autoconsis-
tentemente. Embora os sistemas fisicos reais nao tem dimensao infinita, uma
excelente aproximacao para seu estudo é impor este mapeamento. Isto permite
o estudo das propriedades de um sistema com interagoes Coulombianas no

volume resolvendo o problema da impureza de Anderson equivalente. Este
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formalismo é chamado de Teoria de Campo Médio Dinamico (DMFT), (8).
Embora este tratamento requer das funcoes de Green correspondentes ao
Hamiltoniano da Impureza de Anderson, as quais podem ser obtidas adotando
uma filosofia equivalente a apresentada nesta dissertacao, também é possivel
extender as ideias do DMFT no ambiente do calculo da energia do sistema,
assim como foi calculado nos capitulos anteriores. Esta seria sem duvida uma

extensao das ideias elaboradas nesta dissertacao.
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