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3
Modelagem matematica

Nesta secao é apresentada a base matematica que foi utilizada para
modelar o problema de interferéncias entre sistemas via satélite. Aspectos
técnicos envolvendo o calculo da razao portadora - interferéncia e a modelagem
probabilistica dos ganhos das antenas das estacoes terrenas sao apresentados

nas secoes seguintes.

3.1
Calculo da Razao Portadora-Interferéncia

Nesta secao sao desenvolvidas expressoes para as razoes portadora-
interferéncia de entrada unica e agregada. Para o calculo da razao portadora-
interferéencia de entrada tnica, considere a situacao apresentada na Figura
3.1 onde estao ilustrados dois enlaces de comunicacao por satélite um deles
pertencente a rede interferente, que utiliza o satélite Sy, e o outro pertencente
a rede interferida, que utiliza o Satélite S|,. Note que os parametros asso-
ciados ao enlace da rede interferente estao indicados por letras assinaladas
superiormente com o sinal ”””. Ainda nesta figura, 71, Ry, 7T, e R, indicam,
respectivamente, as posigoes geograficas das estagoes terrenas de transmissao

e recepcao das redes interferente e vitima.

Considerando a Figura 3.1, a razao portadora-interferéncia nos terminais
da antena de recepgao no satélite S|, (razao portadora-interferéncia no lance

de subida), em condigoes de propagacao em espago livre, se escreve.

(3-1)

T — Pgi(0)g1(0) g5(p) g
9,00 ghle) gi(B)e

(C) B P,g,(0) ;e
up
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Figura 3.1: Geometria utilizada no célculo de interferéncia numa rede de
comunicagoes via Satélite

onde P, é a poténcia da portadora interferida na saida da antena recep-
tora do satélite S|, (correspondente a situacdo em que R,, estd no centro do
feixe de transmissao da antena desse satélite), P, é a poténcia da emissao
interferente na faixa da portadora interferida, na saida na antena receptora
do satélite S, (na situacao em que R, estd no centro do feixe de transmissao
da antena desse satélite), /1 é a perda de espago livre associada ao percurso
do sinal desejado no lance de subida e ¢; é a perda de espago livre associada

ao percurso da interferéncia no lance de subida.

Os ganhos de antenas que aparecem em (3-1) correspondem a:

9,(0) ganho maximo da antena transmissora do Satélite S,

¢,(0) ganho maximo da antena transmissora do Satélite S

9,(7) ganho da antena transmissora do satélite S, numa direcao forma
um angulo v com a direcao de apontamento do feixe.

g.(8) ganho da antena transmissora do satélite S; numa direcao forma
um angulo  com a direcao de apontamento do feixe.

g/(0) ganho da antena da estacao terrena transmissora numa direcao que
forma um angulo # com a direcao de apontamento da antena

¢/ (0) ganho mdximo da antena da estacao terrena transmissora
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g,(a) ganho da antena receptora do satélite S, numa diregao que forma
um angulo « com a dire¢gao de apontamento do feixe
g,(p) ganho da antena receptora do satélite S|, numa diregao que forma

um angulo p con a direcao de apontamento do feixe

Note que na obtengao de (3-1) a partir do diagrama da Figura 3.1
considerou-se que, independentemente das posicoes das estagoes terrenas
transmissoras, as poténcias nos terminais das antenas receptoras dos satélites
interferente e vitima seriam constantes e respectivamente iguais a Py e Ps.
Isto significa, dependendo das posigoes das estacoes terrenas transmissoras
das redes interferente e vitima, as poténcias de transmissao das antenas das

estacoes terrenas, P| e P;, sdo ajustadas para garantir os valores de P} e Ps.

Observe que no caso de satélites geoestacionario, as perdas de espaco
livre ¢} e ¢ podem ser considerados aproximadamente iguais neste caso, (3-1)

pode ser escrita a seguir:

(3-2)

(9) _ P,9,(0)9.(0)g} ()5 (5)
). Pg0)g(0)g,(p)g,()

De modo analogo, a razao portadora-interferéncia nos terminais da antena da
estagao terrena receptora da rede interferida (razao portadora-interferéncia no

lance de descida), em condigdes de propagacao em espago livre, se escreve

C _ Pg,(7)99,(0)5;
7 N Pla (0)d 1 95(mg, (&) (3'3)
down 293( ) gg(ﬁ)T

onde /5 é a perda de espaco livre associada ao percurso do sinal desejado,
no lance de descida, ¢ é a perda de espago livre associada ao percurso da

interferéncia no lance de descida.
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Os ganhos de antenas que aparecem em (3-3) correspondem a:

g,(n) ganho da antena transmissao do satélite numa direcao que forma um
angulo n com a dire¢ao de apontamento do feixe,
9,(§) ganho da antena da estagao terrena receptora numa dire¢do que forma
um angulo £ com a direcao de apontamento da antena.
9,(0) ganho méximo da antena da estacao terrena receptora.
) ganho do Satélite

Em (3-3) 0 e ¢’ representam os ganhos dos satélites vitima e interferente, que
podem ser determinados utilizando-se o diagrama da Figura 3.2. Observe que
conforme indicado na Figura 3.2 os ganhos de transmissao 7, e 7, podem ser

escritos como

"YV _ 693 (72294 (0) (3_4)
L) 25

onde § e ¢’ correspondem, respectivamente, aos ganho da estacao satélite das

redes vitima e interferente.

Alternativamente, note que 7, e 7, podem ainda ser escritas como

9:(7) )
W = T () (3-6)
9,(8) (3.7)

M =N
*9.(0)

onde 7,, ¢ o ganho de transmissao desde a saida da antena de recepgao do
satélite Sy até a saida da antena de recepcao de uma estacao terrena localiza-
da no centro do feixe de transmissao da antena do mesmo satélite de modo
analogo 7,, € o ganho de transmissao desde a saida da antena de recepgao do
satélite S até a saida da antena de recepgao de uma estacao terrena localizada

no centro do feixe de transmissao da antena do mesmo satélite.
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Figura 3.2: Célculo de fator Gama

Comparando-se (3-4) e (3-6) e (3-5) e (3-7) é possivel obter os ganhos §

e 0" dos satélites das redes vitimas e interferentes, dados por

o 7vo€2 _
= 5:(0),(0) (38)

) Tholh )
"= 7090 (39)

Substituindo se (3-8) e (3-9) em (3-3) obtém-se

12
C P2gs «DWD% (O)é

(7) - Yoth 1 95 ()
down PQQS(O)QQ(OI)OQQ(O) g5 (8) : A

ou ainda, considerando-se ¢, e ¢}, como sendo iguais, (3-10) pode ser escrita

CcOomo

<(]> - _ P,7,09,(0)g;(5) (3-10)

Ply,,95(1)9,(§)

A razao portadora-interferéncia total, é obtida utilizando-se a conhecida

relacao,
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-1 -1 -1
C C
OO e
tot I up I down
Considerando-se (3-11) , (3-2) e (3-10), obtém-se finalmente

L g (mg. () -
P,g,(0)g:(0)g:()gi(B) — Pyyy09.(0)g.(8)

(C) _ [P;g;(O)gg(v)QQ(p)gi(H)

7 (3-12)
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3.2
Ganhos das Antenas das Estacoes Terrenas

Neste trabalho, os ganhos das antenas das estagoes terrenas transmissora
interferente e receptora interferida sao modelados como variaveis aleatodrias.

Para tal, observa-se inicialmente que (3-12) pode ser reescrita como:

(%)3:(é)w;:ku¢w>+kd%@> (3.13)

tot

onde k, e kg sao dados por

 Pgi(0)g,(7)g.(p) ]
b = B (0)4. ()4, ()9, (0 (3-14)

_ Pv,9.(n) ]
= P,7,094(8)g,(0) (3-15)

Em (3-13), k, e k4 sao considerados constantes e os ganhos ¢! () e g, (&) sao mo-
deladas como variaveis aleatorias estatisticamente independentes, com funcoes
densidade de probabilidade que dependem dos angulos 6 e &, respectivamente.
Sejam entao x e y variaveis aleatorias que modelam respectivamente os ganhos

g,(0) e g,(&). Neste caso (3-13) se escreve

‘)
— =k,x+kiy, (3-16)
(C tot

indicando que, neste caso, a razao interferéncia-portadora total resultante
da interferéncia do sistema S; sobre o sistema Sy, é caracterizada por uma
variavel aleatoria que pode ser expressa como uma combinacao linear das

variaveis aleatdrias z e y.

Uma situagao mais geral, envolvendo a interferéncia agregada produzida
por multiplos sistemas interferentes sobre o sistema vitima, pode ser analisada

observando-se na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Geometria utilizada no calculo de interferéncia envolvendo multi-
ples redes interferentes.

Considerando-se (3-11), (3-12) e a geometria da Figura 3.3, observa-se que a
razao portadora-interferéncia total resultante da interferéncia do sistema .S;

sobre o sistema vitima S, pode ser escrito como

(7)..-
[ tot;

Um desenvolvimento andlogo ao que foi feito para obter (3-13), no qual os

/A -1

P} g..(0)9:(1)9:(pj)g,,(0;) P} 710,95, (17)94(&;)
P,9,(0)g; (8)g,(a;)g; (0) ~ Py, (55)g;,(0)

(3-17)

ganhos das antenas das estagoes terrenas (transmissora interferente e receptora
vitima) foram modelados por varidveis aleatérias, pode ser utilizado a partir
de (3-17) para obter.

I
(5) = kyj x; + kg y; (3-18)
tot

J

onde as constantes k,; e kq; sdo obtidas diretamente de (3-14) e (3-15), sendo

dadas por
— Pl g;.(0)g,(7)g.(p;) (3-19)
o Pg,(0)g,, (8))g,, ()9, (0)
e
P ~..9. (n;
by = 25, ) (3-20)
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Em (3-18), z; e y; modelam, respectivamente os ganhos gij(Hj) e g,(&).
Note que (3-18) corresponde a razao interferéncia-portadora quando apenas a

j-ésima rede interferente é considerada.

Counsiderando-se a interferéncia total devida a todas as N redes interferen-

tes, obtém-se a razao interferéncia agregada-portadora , dada por

(10) _ zf; L _ i (Ia) (3:21)

Jj=1

onde I,4, é a poténcia interferente total, na estacao terrena receptora do
sistema vitima, e I; ¢ a poténcia interferente devida apenas a rede j, na

mesma estacao terrena.

A partir de (3-21), e considerando-se (3-18),obtém-se

(%) o (%g) —~ i [Fuj 25 + kg 3] (3-22)

totagg j=1
onde k,; e kg sdo dados por (3-19) e (3-20).

Note que (3-22) indica que a razao interferéncia agregada-portadora, re-
sultante da interferéncia de multiplos sistemas (S;, j = 1,2...N) sobre
o sistema vitima S, é caracterizada por uma varidvel aleatéria que pode

também ser expressa como a combinacao linear das 2/N variaveis aleatorias

L1, T2y Ty Y1, Y2, -, Yy

Note que x; ¢ a varidvel aleatéria que modela o ganho da antena da
estacao terrena interferente considerada na rede j, na direcao do satélite .S, .
De maneira a andloga, y; modela o ganho, da antena da estacao terrena recep-

tora vitima do enlace considerado na rede interferida, na direcao do satélite 5.
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3.3
Funcao Densidade de Probabilidade da Razao Interferéncia-Portadora

Seja 1 a regiao angular correspondente aos lébulos laterais da antena
da estagao terrena transmissora da j-ésima rede interferente. Neste trabalho,
considera-se que, se 0; € Ry, ; ¢ modelado por uma variavel aleatéria com
funcao densidade de probabilidade p,,(X;). Caso #; ¢ Ryj, x; corresponde
a um parametro niao aleatério com valor igual a g;;(6;). Neste caso z; pode
ser considerado como uma varidvel aleatéria que assume o valor gy;(0;) com
probabilidade 1, ou seja, como uma variavel aleatoria com funcao densidade

de probabilidade 0(X; — g1,(0;)).

De maneira analoga, seja R, a regiao angular correspondente aos lobulos
laterais da antena da estacao terrena receptora da rede vitima. Considera-se
que, se §; € Ry, y; ¢ modelado por uma varidvel aleatéria com funcao densidade
de probabilidade p,,(Y;). Caso {; ¢ R4, y; corresponde a um parametro nao
aleatério com valor igual a g4(&;). Neste caso y; pode ser considerado como uma
variavel aleatéria que assume o valor g4(§;) com probabilidade 1, ou seja, como

uma varidvel aleatdria com fungdo densidade de probabilidade 6(Y; — g4(&;)).

Note que (3-22) pode ainda ser escrita como

o\ ! N
(7) = [w;+y] (3-23)
tot j=1
onde
w; = kujxj (3—24)
e
v; = kqjy; (3-25)

com z; e y; modelando respectivamente, os ganhos g;;(6;) e ga(§)-

Neste caso, obtém-se facilmente

T sz(%) ;b€ Ry
Pw;(Wj) = (3-26)
(Wi — kujgi;(65)) 5 05 ¢ Ry
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1 Vi .
el P (7)) ; & € Ry

po; (Vi) = (3-27)
0(Vi — kajga(§5)) 5 & ¢ I

De modo a facilitar o desenvolvimento matematico ao longo desta secao,
¢ conveniente que que (3-23) seja escrita em termos de um unico somatorio.
Assim, a variavel aleatoria z, que caracteriza a o inverso da razao portadora-
interferéncia agregada total, pode ser escrita como a soma de 2N variaveis

aleatodrias zj, 7 = 1,2,...,2N ou seja,

. (é) _ ivjzj (3-28)
onde

z; = (3-29)
Vj—N 3 ]:N+1,N+2,,2N
Note que as funcoes densidade de probabilidade das varidveis aleatérias

zj sao dadas por

pwj<Zj) ) j:1,2,...,N
p:;(Z;) = (3-30)
po_x(Z;) 5 j=N+1,N+2,...,2N

COm Py, € Do, dados por (3-26) e (3-27), respectivamente.
Puw; () ey () D , Tesp

Substituindo-se (3-26) e (3-27) em (3-30), obtém-se

( j .
@p%(%) ; 05 € Ry ;o i=1,...,N
0(Zj — kujg1;(6;)) ; 0;¢ Ry j=1,...,N
pzj(Zj) =
Zj : Ci
\kd(j{N>|pyj(kd<j7N)) ; on€ERy 5 J=NA+1,...,2N
§(Zj — kaj-n9a(§j-n)) 5 &-nE Ry 5 j=N+1,...,2N
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Considerando-se que em (3-28) as varidveis aleatérias z; sao estatisticamente

independentes, a funcao caracteristica da varidvel aleatoria z se escreve

M.(v) = [ M, (v) (3-32)
j=1
onde M, (v),j = 1,2....,2N, representam as fungdes caracteristicas das

parcelas z;.

Levando-se em conta (3-24), (3-25) e o fato da fungao caracteristica de uma
variavel aleatéria x com fungao densidade de probabilidade 6(X — A) ser dada
por

M, (v) = ™4 (3-33)

(com i representando a raiz quadrada de —1), obtém-se, a partir de (3-26)

My, (k) ;0 € Ry
M, (v) = (3-34)
exp (ivky;g1;(0;)) 5 05 & Ry

e a partir de (3-27)

M, (kqjv) ; & € Ry
Mvj(v) — (3—35)
exp (ivkgiga(§5)) ;5 & & Ra

Tem-se entao, de (3-31),

ij(kujv) ; 9]' S le ; j = 17'-’7N
exp (1vkujgy;(0;)) ; 0 ¢ Ry j=1,...,N
M., (v) =
M, (kaij—nyv) ; §-NERy ; J=NA+1,...,2N
L exp (ka-nga(§-n)) 3 §-NnERa 5 j=N+1,...,2N
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Considerando-se (3-36), (3-32), se escreve

M. (v) = [] Me, (hugo) - T] 5055 T My, (hagonyw) . [ eao-mmi&—x)
jeu jeu jED jeD
(3-37)

onde os conjuntos U, U, D e D constituem a particio do conjunto
{1,2,...,2N} dada por

U = {je{l,2,....N}: 6, € Ry;} (3-38)
U = {je{l1,2,...,N}:0; & Ry} (3-39)
D = {je{N+1,N+2,....2N}:&_n € Ry} (3-40)
D = {je{N+1,N+2,....2N}:§_n & Ry} (3-41)

Note que (3-37) pode ainda ser escrita como

M.(v) = (™) | T M, (kujv) [T My, (kag—nyv) (3-42)
jeu jeD
onde
K = kujgi;(0:) + > kag-n9a(&-n) (3-43)
jeu j€D

Finalmente, a funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria z, que
caracteriza o inverso da razao portadora-interferéncia agregada total, pode ser

obtida a partir de (3-42), chegando-se a
p:(Z) = p1yc(2) = F(Z - K) (3-44)

onde

F) =5 [ [.H M, (o) T My,-N<kd<j_N>v>] Iy (349)

jeD

com K dado por (3-43).

Considere agora que * seja a razao interferéncia-portadora, expressa em

i I
- =101 — -4
; 00g<0> (3-46)

dB, ou seja,
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Neste caso, a funcao densidade de probabilidade da razao interferéncia-

portadora em dB se escreve

In10
pise(a) = 0 101 py o (10%719) (3-47)

com prjc(Z) dada por (3-44).

A partir de (3-47) é possivel obter a Distribui¢ao cumulativa de probabilidade

da razao i/c, dada por

Coeta) =P (L= a) = [T piyas (3-48)

e a Funcao distribuicao de probabilidade da razao portadora-interferéncia,

dada por

~

F.i(a) =P (-, < a) —p (- > —a) — Cye(—a)+ P (é — a) (3-49)

Neste trabalho, sao consideradas 3 probabilidades para a modelagem dos

ganhos nos 16bulos laterais das antenas das estacoes terrenas:

(i) Modelagem como varidveis aleatdrias com funcao densidade de probabili-

dade exponencial,

(ii) Modelagem como variaveis aleatérias com fungao densidade de probabili-

dade gamma. e

(iii) Modelagem aproximada dos casos (i) e (ii), considerando-se, o Teorema
do Limite Central.

Cada um destas possibilidades é abordada nas se¢oes seguintes.

3.3.1
Caso exponencial

Nesta secao, considera-se que , no caso dos ganhos nos lébulos laterais,

das antenas das estacoes terrenas, as fungoes densidades de probabilidade das
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variaveis aleatdrias x; e y; sao dadas por

Pa, (Xj) =a; e %% w(X;) 5 j=1,2,...,N (3-50)

Py (Yy) = b eV u(Y;) 3 j=1,2,...,N (3-51)

Consequentemente, as funcgoes caracteristicas destas variaveis, sao dadas

por

M, (v)= =%~ ; j=1,2,...,N (3-52)
My, (v) = g2 5 7=12...,N (3-53)

Neste caso particular, obtém-se de (3-42)

M. (v) = (") | T —2—— . b (3-54)

jeu aj; — kauj jep bj_N - Zde(j—N)

com um valor de K dado por (3-43)

Note que os produtérios que aparecem em (3-54) podem ainda ser escritos

como )
H wk H b] N — wk‘d N) - je(ll:gD) c; —] w (3-55)
onde
% ; Jeu
cj = (3-56)

Finalmente, considerando-se (3-42) e (3-55), obtém-se a partir de (3-44)
e (3-45)
p-(%) = F(Z - K) (3-57)

onde

F(Z) =+ / h [T 2| e av (3-58)

_ Cj
% | jewup)
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com ¢; dado por (3-56) e K dado por (3-43).

A integral em (3-58) pode ser calculada por residuos sendo, em geral dada por
L

r) - (- 3on ) u). 559
=1

onde L é o nimero de singularidades da funcao

= 1I ‘ij eZ (3-60)

) Cj
jeUUUD)

no semi-plano direito e r, é o residuo desta funcao na ¢-ésima singularidade.
Se a funcao tem um polo de ordem m em x4, correspondente a (-ésima

singularidade, tem-se

1 . dm—l
im
(m —1)! 2—zo dam~1

re= (# — x0)™ f () (3-61)

No caso particular em que a func¢ao f(x) tem apenas L polos de primeira ordem
em ¢;,j € (UUD), sendo L a cardinalidade do conjunto YUD, F(Z) se escreve

F(Z)= > Ae” (3-62)
)

Le(UUD

onde .
A= I o IT (¢ =) (3-63)
JjEUUD) jeUuD)
J#L
3.3.2
Caso gama

Neste secao, considera-se que, no caso de ganhos nos lobulos laterais,das

antenas das estacoes terrenas, as fungoes densidade de probabilidade das
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variaveis aleatdrias x; e y; sao dados por

R R :
Do, (Xj) = r@) a?? X;“ e Niu(X;) ; j=1,2,...,N (3-64)
e
L pri vyl by ;
py, (V) = ) by Yyl e iu(Y;) 5 j=1,2,...,N (3-65)

Consequentemente, as funcoes caracteristicas destas variaveis aleatorias, sao

dadas por

M,,(v) = (%85 j=1,2,...,N (3-66)
€

My,(v) = g2 5 j=1,2,...,N (3-67)

Neste caso particular, obtém-se de (3-42)

e aj 45 bj—N Tj—N
v = @) | T gy on (365)

N — Wkgij_ny)Ti N
jeu > jeD N d(j N))

com um valor de K dado por (3-43)

Note que os produtérios que aparecem em (3-68) podem ainda ser escritos

como
(a;)% (bj_n)7o¥ (c;)™
L . P : = I (3-69)
E (a; — iwky;) s g (bj—n — wkag—n))" -~ je(lz;{m (¢; — )
onde
% cjeu
¢ = (3-70)
bj-n .
kag—ny 7 JED
e
q; ; Jeu
5 = (3-71)

Ti—-N jED

Finalmente, considerando-se (3-68) e (3-69), obtém-se a partir de (3-44) e
(3-45)
p-(%) = F(Z - K) (3-72)
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onde

F(Z) ! /_ h 1T ((L e du (3-73)

T )| c
JjEUUD)
com ¢; dado por (3-70) e K dado por (3-43).

Conforme indicado em [1], a integral em (3-73) pode ser calculada utilizando-se

a série . .
= ZPTR=L (e*)pt .
F(Z)=C) § -z Z>0 3-74
B =CY 6 S (374)
onde
=) s (3-75)
jEUUD
¢ = max ¢ (3-76)
e

c- 11 (2) (3-77)

jEUUD

Em (3-74), os coeficientes 0 sao dados por

k+1

1 ,
§k+1 = ]{;——i—l ; a0} 5k+17i ) k= 0, 1, c (3—78)
com 9y = 1 onde
ci\k
s;i(1—=2
Y= Y % : k=1,2,... (3-79)
JEUUD

A convergéncia da série em (3-74) ¢ demostrada em [1].

3.33
Aproximacao gaussiana

Conforme indicado em (3-28), a varidvel aleatéria z, que caracteriza o
inverso da razao portadora interferéncia agregada, pode ser escrita como a
soma de 2N variaveis aleatorias. O Teorema de Limite Central garante que

para valores de N suficientemente grandes, a funcao densidade de probabili-
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dade de variavel aleatoria z tende a uma funcao densidade de probabilidade
gaussiana. Assim, para cada um dos casos analisados (caso exponencial e
caso gama), considerou-se também uma aproximagao gaussiana para a funcao
densidade de probabilidade de z, ou seja, No caso exponencial as parcelas
zi, 7 =1,2,...,2N em (3-28), correspondem a variaveis aleatérias com fungao
densidade de probabilidade exponenciais de parametros c¢;,j = 1,2,...,2N,

respectivamente. Consequentemente a variavel aleatoria z tem média dada por

m.=» — (3-80)

e, no caso de parcelas z; estatisticamente independentes, variancia dada por

2N 1
al=> = (3-81)
j=1

&

Em (3-80) e (3-81), o parametro ¢; é dado por (3-56).

No caso gamma as parcelas z;, j = 1,2,...,2N em (3-28), correspon-
dem a variaveis aleatérias com funcao densidade de probabilidade gamma
de parametros (¢j,s;)j = 1,2,...,2N, respectivamente. Consequentemente a

variavel aleatéria z tem média dada por

2N 5.
m, =3 2 (3-82)
=1

e, no caso de parcelas z; estatisticamente independentes, variancia dada por

2N s
=3 33
j=1 ‘"7

Em (3-82) e (3-83), os parametros ¢; e s; sao dados por (3-70) e (3-71),

respectivamente.
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