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Resumo

Silva, Priscilla Ferreira da; Alencar, Hélio Cortes Vieira Lopes de;
Fernandes, Cristiano Augusto Coelho. Um Modelo GARMA
Bivariado com Distribuicao Condicional de Poisson. Rio de
Janeiro, 2013. 115p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Os modelos lineares generalizados auto regressivos com médias moveis
(do ingles GARMA), possibilitam a modelagem de séries temporais de
dados de contagem com estrutura de correlagao similares aos dos mode-
los ARMA. Neste trabalho é desenvolvida uma extensao multivariada do
modelo GARMA, considerando a especificacao de um modelo Poisson bi-
variado a partir da distribui¢do de Kocherlakota e Kocherlakota (1992), a
qual serd denominada de modelo Poisson BGARMA. O modelo proposto
¢ adequado para séries de contagens estacionarias, sendo possivel, através
de fungoes de ligacao apropriadas, introduzir deterministicamente o efeito
de sazonalidade e de tendéncia. A investigacdo das propriedades usuais dos
estimadores de méxima verossimilhanga (viés, eficiéncia e distribuicao) foi
realizada através de simulagoes de Monte Carlo. Com o objetivo de com-
parar o desempenho e a aderéncia do modelo proposto, este foi aplicado a
dois pares de séries reais bivariadas de dados de contagem. O primeiro par de
séries apresenta as contagens mensais de Obitos neonatais para duas faixas
de dias de vida. O segundo par de séries refere-se a contagens de acidentes
de automoéveis didrios em dois periodos: vespertino e noturno. Os resulta-
dos do modelo proposto, quando comparados com aqueles obtidos através
do ajuste de um modelo Gaussiano bivariado Vector Autoregressive (VAR),
indicam que o modelo Poisson BGARMA é capaz de capturar de forma
adequada as variacoes de pares de séries de dados de contagem e de realizar
previsoes com erros aceitaveis, além de produzir previsoes probabilisticas

para as séries.

Palavras—chave

GARMA; Poisson Bivariado; Dados de contagem,; Modelos

Lineares Generalizados.
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Abstract

Silva, Priscilla Ferreira da; Alencar, Hélio Cortes Vieira Lopes de
(Advisor); Fernandes, Cristiano Augusto Coelho (Co-advisor).
A Bivariate GARMA Model with Conditional Poisson
Distribution. Rio de Janeiro, 2013. 115p. MSc. Dissertation —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

Generalized autoregressive linear models with moving average
(GARMA) allow the modeling of discrete time series with correlation
structure similar to those of ARMA’s models. In this work we developed
an extension of a univariate Poisson GARMA model by considerating
the specification of a bivariate Poisson model through the distribution
presented on Kocherlakota and Kocherlakota (1992), which will be called
Poisson BGARMA model. The proposed model not only is suitable for
stationary discrete series, but also allows us to take into consideration the
effect of seasonality and trend. The investigation of the usual properties
of the maximum likelihood estimators (bias, efficiency and distribution)
was performed using Monte Carlo simulations. Aiming to compare the
performance and compliance of the proposed model, it was applied to two
pairs of series of bivariate count data. The first pair is the monthly counts of
neonatal deaths to two lanes of days. The second pair refers to counts of daily
car accidents in two distinct periods: afternoon and evening. The results of
our model when compared with those obtained by fitting a bivariate Vector
Autoregressive Gaussian model (VAR) indicates that the Poisson BGARMA
model is able to proper capture the variability of bivariate vectors of real
time series of count data, producing forecasts with acceptable errors and

allowing one to obtain probability forecasts.

Keywords

GARMA; Bivariate Poisson;  Count data;  Generalized Linear

Model.
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Jesus Cristo, Joao 15:1-7.
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1
Introducao

Modelos para dados de contagem sao empregados nas mais diversas areas
de estudo para a modelagem de varios fenomenos. Em Controle de Qualidade,
por exemplo, usualmente utiliza-se uma distribuicao discreta na modelagem
do nimero de pegas defeituosas de uma linha de producao (Lambert, 1992).
Fenomenos deste tipo geralmente sao caracterizados por uma evolucao tem-
poral. No contexto de Epidemiologia pode-se, por exemplo, estar interessado
em modelar o nimero de individuos que sofrem de uma determinada doenca
através do tempo (Zeger, 1988) e (Davis et al., 1999). Ainda existem poucos
modelos desenvolvidos na literatura estatistica que tratam de séries temporais
para dados de contagem multivariados, porém em diversas areas pode-se ver
a presenga desse tipo de dados, como medicina (Lambert, 1992), marketing
(Brijs et al., 2004), estudo de resultados esportivos (Karlis e Ntzoufras, 2003)
e em engenharia (Lambert, 1992).

Na literatura estatistica/econométrica, existem varios modelos que tra-
tam do ajuste de séries temporais univariadas para dados de contagem
(Davis et al., 1999). Ja a literatura que aborda modelos de séries temporais
multivariadas para dados de contagem é menos desenvolvida. A partir da dé-
cada de 90, com o desenvolvimento de recursos computacionais, surgiram os
primeiros modelos de regressao Poisson Bivariado com Jung e Winkelmann
(1993), Kocherlakota e Kocherlakota (2001), Ho e Singer (2001), Karlis e Nt-
zoufras (2003,2005) dentre outros. No contexto de modelos estatisticos para
séries temporais com dados de contagem, pode-se citar Davis (1999). J& em
Heinen (2007) é possivel observar uma modelagem autoregressiva de séries tem-
porais com dados de contagem utilizando cépulas, enquanto Quoreshi(2006)
aborda um modelo bivariado de séries temporais para dados financeiros de
contagem. Porém, nenhum desses modelos surgiram no contexto dos Modelos
GARMA.

Nesta dissertacao é proposto um novo modelo, denominado Modelo Gene-
ralizado Bivariado Autoregressivo com Médias Méveis (do inglés BGARMA)
desenvolvido para dados de contagem com distribuicao condicional de Pois-

son. Em particular, serd dado énfase aos seguintes modelos de ordem um:
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BGARMA(1,1), BGARMA(1,0) e BGARMA(0,1). Um exemplo de série tem-
poral bivariada que pode ser ajustada por esse modelo, é o nimero de falhas de
dois equipamentos que possuam associacao ou que sejam correlatados. Neste
estudo serao investigados, a estacionariedade, a sazonalidade e a tendéncia es-
tocastica de séries bivariadas. Para estimacao dos parametros desconhecidos
serd aplicado o método de maxima verossimilhanca. Em contrapartida, para
validagao dos parametros utiliza-se o método de Monte Carlo. Serao feitos
também, o diagnostico, a andlise dos residuos do modelo e a previsao fora da
amostra.

Para uma melhor compreensao do modelo, dado uma anédlise de séries
temporais de acidentes de carro, pode-se assumir que mesmo se o comporta-
mento dos acidentes variar entre o dia e a noite, ambos os tipos de acidentes
devem compartilhar alguns perigos comuns, como por exemplo, condigoes cli-
maticas, a qualidade da estrada e “erro humano”, isto é, a percepcao e atencao
falivel. Todos estes fatores podem ser usados para explicar a correlacao entre
essas séries temporais. Por outro lado, a correlacao serial entre as sucessivas
contagens de acidente por dia, é relatada como um importante desafio para
todos os modelos para acidentes de transito (Brijs et al., 2008).

Outra aplicagao do modelo que pode ser considerada ¢é o registro mensal
de falhas de dois equipamentos elétricos. Seja, por exemplo, um transformador
e um reator, pertencentes a uma mesma instalacao, pode-se supor que a
ocorréncia de falhas nesses equipamentos possuam fatores comuns, como a
politica de manutencao da empresa, condigoes climéticas, tempo de vida dos
equipamentos, dentre outros. Assim, as séries temporais das falhas mensais
desses equipamentos podem ser vistas como um vetor bivariado de dados de
contagem.

Para que se justifique a modelagem multivariada de séries temporais
para dados de contagem, é necessario que exista dependéncia entre as séries
modeladas conjuntamente, pois, se as mesmas nao estiverem associadas entre
si, deve-se utilizar modelos univariados, uma vez que estes, quando bem
aplicados, sao capazes de caracterizar a série adequadamente.

A classe dos Modelos Generalizados Autoregressivos com Médias Moveis
(GARMA), sao aplicados principalmente na modelagem de dados nao-normais
univariados com estrutura temporal. Essa classe foi introduzida por Benjamin
et al. (2003), e trata-se de uma extensao dos trabalhos apresentados por Li
(1994) e Zeger (1988), os quais desenvolveram modelos autoregressivos para
a familia exponencial. Li (1994) incorporou a este modelo termos de médias
moveis. Tal classe de modelos seréa abordada neste trabalho considerando sua

forma bivariada, mais especificamente por meio de uma distribuicao condicio-
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nal de Poisson bivariada (Poisson BGARMA). O modelo proposto é adequado
para séries de contagens estacionarias, sendo possivel, através de funcoes de
ligacao apropriadas, introduzir deterministicamente o efeito de sazonalidade e

de tendéncia.
Organizacao da Dissertacao

No Capitulo 2, sera realizada uma revisao sobre os modelos Poisson
GARMA de Benjamin et al. (2003), onde discute-se as condigoes de estaci-
onariedade desse modelo, em seguida é abordado a distribuicao de Poisson
bivariada e suas principais caracteristicas. Por fim, apresenta-se os modelos
Poisson GARMA bivariados, descreve-se a metodologia para estimacao dos
seus parametros e algumas ferramentas de comparacao, de diagndsticos dos
modelos e de previsao fora da amostra.

Ja no Capitulo 3, serao apresentados os resultados de um estudo de si-
mulagao de Monte Carlo para o modelo proposto, além disso, sera realizada
a investigagao das propriedades usuais dos estimadores de maxima verossimi-
lhanga (viés, eficiéncia e distribuigao).

Em seguida, no Capitulo 4, serd apresentada uma aplicacao do modelo
proposto a dois pares de séries reais bivariadas de dados de contagem. Visando
comparar o desempenho desse modelo, ajusta-se para este mesmo conjunto de
dados reais, um modelo gaussiano bivariado Vector Autoregressive (VAR). Por
fim, no Capitulo 5, apresentam-se as conclusoes e possiveis extensoes deste

estudo.
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2
Modelo GARMA-Poisson Bivariado

2.1
Introducao

Este capitulo estd fundamentado no artigo de Benjamin et al. (2003), o
qual tem como objetivo tratar a extensao dos modelos ARMA (Autoregressive
Mowing Average Models) com distribui¢ao condicional Gaussiana para distri-
buigoes condicionais nao-Gaussianas, pertencentes a familia exponencial. Os
modelos GARMA de Benjamin et al. (2003), sdo extensoes naturais dos mo-
delos nao-Gaussianos desenvolvidos por Zeger (1988) e Li (1994). Conforme
colocado anteriormente, esta dissertagao foca-ra nas especificagoes GARMA
que podem ser utilizadas para modelar séries de dados de contagem que apre-
sentam dependéncia temporal, a saber, os modelos GARMA com distribuicoes
condicionais de Poisson. Fundamenta-se também este capitulo no artigo de
Korchelacota e Korchelacota (1992) e Johnson et al. (1997), onde sao con-
sideradas as varidveis aleatérias independentes zy, k = {1,2,3} que seguem
uma distribuicao marginal de Poisson, com parametro A\, > 0. As varidveis
Y1 = 1 + x3 € Yy = Ty + x3 seguem conjuntamente uma distribuicao de
Poisson bivariada, BP(y, z; A1, A2, A3), com func¢do de probabilidade conjunta,
como sera visto na secao a seguir. O arcabougo necessario para construcao do
modelo GARMA bivariado com distribui¢ao condicional de Poisson é obtido

através dos resultados dos artigos supracitados.

2.2
Modelo Poisson GARMA Univariado

Os modelos GARMA univariados sao definidos nesta dissertacao com a
mesma notagao e arcabougo utilizados nos GLM (Generalized Linear Models)
propostos por Mccullagh e Nelder (1989) para observacoes independentes. A
diferenga fundamental entre as duas abordagens é que enquanto em Mccullagh
e Nelder (1989) a distribuicao definida é a marginal, nos modelos de Benja-
min et al. (2003) a parte aleatéria do modelo é especificada pela distribuigao
condicional, tornando assim possivel o tratamento de dados (amostras) depen-

dentes.
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Nos modelos GARMA a distribui¢ao condicional de y; para cada

t=1,...,T dado o conjunto de informacoes passadas H;,

ﬂt = {£t7 <y Ly, y{t—1}7 - Y1, :u{t—l}a ey :ul}ﬂ (2_1)

é considerada pertencente a mesma familia exponencial abaixo representada:

f(y|H,) = exp {M%W + d(ys, ¢)} ; (2-2)

onde 6; é o parametro canonico da familia exponencial, ¢ > 0 é o parametro de
escala, b(+) e d(-) s@o fungoes especificas que definem uma familia exponencial
especifica e x é o vetor de variaveis explicativas com dimensao k x 1.

Assim como no GLM de Mccullagh e Nelder (1989), a média condicional
do processo p; se relaciona com o preditor 7, pela fungao de ligagao g(+), ou
seja, g(pe) = ng, sendo ¢(-) duplamente diferencidvel e monotonica.

Diferente do caso padrao no GLM, nesta dissertacao, o preditor 7, possui
uma variavel adicional 7; que prové a parte relativa aos termos autoregressivos
e médias méveis, bem como também inclui no preditor, valores passados das

variaveis explicativas presentes no modelo. Portanto, observa-se:

g(pe) =m =z, B+ 7; (2-3)
com
p q
7= b Ay, B) + 0 M(ye g, ) (2-4)
j=1 j=1

onde A e M sao fungoes que representam os termos autoregressivos e médias
moveis, respectivamente, com parametros associados ¢ = (¢1,...,0,)" e § =
t
(01, ...,0,)".
O modelo apresentado acima é muito geral e serd particularizado como
no artigo de Benjamin et al. (2003). Abaixo esta descrita a nova expressao para

o preditor n;, feitas as devidas alteracoes no preditor 7;:

=2+ oilolny) — 2y B+ 0lolya —m)t (29)

Logo, juntando essa equacao a equacao da densidade condicional pode-se
definir o modelo GARMA (p,q) univariado:

Y Uy — b(ﬁt)

F () = exp{ -

+ d(ys, ¢)} (2-6)

9(m) =m =B+ 3 &{g(ys) =2 yBY + 3 0{glyr) = ma}  (27)

j=1
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Da parametrizacao do modelo GARMA acima descrito e aplicando os
resultados abaixo, é possivel chegar nas expressoes Ely, \ H,] e H,, Var(y:|H,).

Utilizando as relacoes:

dlogf(y:|H,) _
E [a—m} —=0 (2-8)
& log | (yi| H,) dlogf(wlH)\*| _
o i (a—m)]_o -
Chega-se a:
Ely:|H,] = b(v,)
(§]

Varly|H,] = ob(v)

Nesta secao sera explorada uma especificagdo do modelo GARMA apre-
sentada no artigo de Benjamin et al. (2003), a saber, o modelo GARMA-
Poisson. Este modelo consiste em um modelo GARMA onde a funcao de dis-
tribui¢ao de probabilidade utilizada para y; dado H, é a distribui¢ao Poisson.
Para este modelo, escolheu-se a funcao de ligacao logaritmica, uma vez que
esta prové valores niao negativos para p; = g~ (1), independente dos valores
atribuidos a n;. Entao, fazendo uso das consideracoes enunciadas é possivel

definir o modelo GARMA-Poisson:

flylH,) = e e yt! (2-10)

Y = O, 1, 2,

zi_ﬂl)} (2-11)

onde é conhecido que E[y;|H,| = Var|y|H,] = p:. Na expressao(2-10), assume-

log(pe) = z¢ B+ Zaﬁ]{log vi) -z B+ 6 {log <
j=1

se que y; ; = maxr(y;—;,c) para 0 < ¢ < 1. O artificio de usar y; ; ao invés de
Y+—;, se fez necessario para substituir os valores em que y;—; = 0 por um valor
arbitrario ¢, a fim de permitir o uso da funcao de ligacao para modelagem
de séries de contagem que possuam algumas observagoes iguais a zero. Sem
perda de generalidade, pode-se desconsiderar as varidveis exdgenas x; e definir

g =X — ZJPZI ¢jX;_; 0 e assim reescreve-se a equagao (2-11) como:

log(1:) —ao+z¢]{l09 (i) }+Ze {wg <m )} (2-12)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021467/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021467/CA

Capitulo 2. Modelo GARMA-Poisson Bivariado 22

com y;f . =maz(y;j,c), 0 <c<1.

Portanto o modelo Poisson GARMA fica definido por 2-10 e 2-12, sendo
os modelos puramente autoregressivos (¢; = 0, para j = 1,2, ..., q) estudados
por Zeger, (1988) e também os modelos puramente médias moveis, (¢; = 0,
para j = 1,2, ..., p) estudados por Li, (1994) particularizacgoes de tal modelo.

Em Davis et al. (1999) foram abordadas mudangas na expressao do predi-
tor utilizando os residuos de Pearson para os termos médias moveis, enquanto
que em Brunback (2000) foi definido um modelo similar ao GARMA-Poisson
denominado TGLM ( Transformed Generalized Linear Models) propondo qua-

tro diferentes formas de se definir o preditor.

2.2.1
Estacionariedade do Modelo

A discussao sobre a questao da estacionariedade do modelo concentrou-
se no artigo de Woodard et al. (2011) e no artigo de Benjamin et al. (2003).
Para isso, primeiramente deve-se saber que a estacionariedade é um conceito
fundamental na modelagem de séries temporais. Muitos modelos de séries
temporais sao criados por efeitos nao estacionarios combinados com tendéncias,
efeitos das covaridveis, sazonalidade e com um processo estocastico que se
conhece ou acredita-se ser estaciondario. Alternativamente, ele pode ser definido
por somas parciais ou de outras transformacoes, para um processo estacionario.
As propriedades dos estimadores estatisticos para modelos especiais sdo, entao,
estabelecidas via a relacao com o processo estacionario; que por sua vez inclui
a consisténcia dos estimadores dos parametros e estimadores do erro padrao
(Brockwell e Davis, 1991).

No entanto, a estacionariedade estrita pode nao ser trivial de se estabe-
lecer. Muitos modelos de séries temporais atualmente em uso, sao baseados
em processos para os quais, tal estacionariedade ainda nao foi comprovada. Na
estacionariedade de um processo estocastico {X,,} com n € Z a distribuigao
do vector aleatério (X, Xpi1, ..., X(n4j)) nao depende de n, para qualquer j
> 0 (Billingsley, 1995). As vezes a estacionariedade fraca (primeiro e segundo
momento do processo {X,,} com n € Z, sdo constantes e finitos) é provada, ou
simulagoes sao usadas para argumentar a favor da estacionariedade.

A abordagem mais comum para o estabelecimento da estacionariedade
estrita e ergodicidade (Billingsley, 1995), é através da aplicagao de métodos da
funcao de Lyapunov (também conhecidos como “condigoes de drift”) para uma
cadeia de Markov que estd relacionada com o modelo de séries temporais.
Entretanto, os métodos da funcao de Lyapunov sao quase sempre usados

assumindo-se uma ¢-irredutibilidade, o que pode ser violado pelos valores
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discretos vindos de modelos observation-driven de séries temporais. Devido
a simplicidade em avaliar a funcao de verossimilhanca, tais modelos sao
tipicamente a melhor opcao para modelagem de séries temporais muito longas
formadas por dados de contagem ou dados bindrios, dai sua importancia.

No artigo de Woodard et al. (2011), demonstrou-se pela primeira vez
a estacionariedade de dois modelos projetados para dados discretos de sé-
ries temporais. Um deles foi o modelo de Poisson e o outro foi a classe
dos Modelos Generalizados Autoregressivos e de Médias Modveis (GARMA)
(Benjamin et al., 2003).

Porém, no que diz respeito a investigacao da regiao paramétrica em que
hé estacionariedade, esta dissertacao se baseara nos resultados obtidos por
Benjamin et al. (2003). Em geral, para as fungoes de ligagao diferentes da
identidade, os dois primeiros momentos da distribui¢ao marginal parecem ser
intrataveis, sendo assim é necessario determinar as restricoes paramétricas que
assegurem a estacionariedade. No trabalho de Benjamim et al. (2003), realizou-
se uma simulacao de Monte Carlo para investigar a regiao do espago paramé-
trico para um processo GARMA. O objetivo era verificar como os momentos
marginais sao afetados por diferentes valores dos parametros na regiao de esta-
cionariedade do espaco paramétrico. Para cada combinacao de parametros, foi
utilizada uma simulacao de Monte Carlo com 1000 realizagoes de comprimento
200 para verificar a estacionariedade, comparando as distribuigoes empiricas
das séries paramétricas de tamanho igual a 150, 175, 200 e usando um teste
qui-quadrado para testar a qualidade do ajuste.

Para combinacoes de parametros que apresentaram nenhuma evidéncia
de nao estacionariedade, realizou-se uma nova simulacao de Monte Carlo com
10 realizacoes de comprimento 20.150. Constatou-se que tal método gerou
estimativas confiaveis para os momentos marginais por ter pequenos erros
padrao.

Além disso calculou-se as estatisticas da amostra ao longo de 150 a 20.150
vezes para cada uma das 10 realizagoes. Estes testes forneceram estimativas e
erros-padrao para os momentos marginais correspondentes a variavel depen-
dente y.

[ustrou-se a abordagem por simulagao para o caso especial Garma(1,1)
Poisson com a fungao de ligagao logaritmica, parametro limiar ¢ = 0,1
e a9 = In(2) para todo t. Considerou-se cada uma das 16 combinagoes
de ¢ e 0 no conjunto (-0,4, 0,4, 0,8). As entradas na tabela para a qual
¢ = —0, correspondem a uma série de Poisson independente com média 2,
e portanto, sdo as mesmas entradas que aquelas para (¢,0) = (0,0). Nao foi

observada nenhuma evidéncia de nao estacionariedade para qualquer uma das
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combinagoes paramétricas consideradas. A Tabela 2.1, apresenta as estimativas
dos momentos marginais estacionarios de y, para cada uma das combinacoes
consideradas, especificamente sao apresentadas a média marginal, variancia,
assimetria e curtose.

A Tabela 2.1 mostra que a média marginal, variancia, assimetria, cur-
tose de y aumentam quando (¢,0) — (1,1) ou (—1,—1). Observa-se na
tabela que uma série de dados independentes gerada de uma distribuicao
de Poisson com média 2, tem variancia 2, assimetria 0,71 e curtose 3,5. Por
isso, a estrutura de séries temporais pode conduzir a uma distribuicao mar-
ginal com caudas extremamente longas. Em contraste, o modelo gaussiano
ARMA(1,1) tem média marginal, assimetria e curtose todos constantes sob
a regiao de estacionariedade dos parametros (0 < ¢ < 1,0 < 6 < 1), en-
quanto isso a variancia marginal aumenta com (¢,0) — (1,1) ou (—1,—1),

porém mais lentamente do que nos modelos Poisson GARMA (ver Tabela 2.1).

Restrigcoes Paramétricas

Modelos Garma com distribui¢gdes condicionais com restrigoes y; > 0
requerem a restricao p > 0, o que resulta em limitacoes no espaco paramétrico,
dependendo da fungao de ligagao particular. Restrigoes paramétricas adicionais
podem também ser necessarias para uma média e variancia finita e estacionaria,
dependendo da distribuicao condicional de ligacao da determinada familia

exponencial.
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Tabela 2.1: Momentos marginal para o modelo Poisson GARMA: Média,
variancia, assimetria e curtose marginal.

¢
g -04 O 04 08
2 2 2.1 3,1
27 41 6,6 17,9°

0.8 1,1 1,7 2,20 2/1°
4,7 8 12,99 9,99

1.8 1,7 19

2.3 3,2 7,3

04 09 1,3 2
3,0 4,7% 7,9

2.6 2 1,6 1,2

0 o4 2 21 3,2¢
15 07 13 2
5,9¢ 35 4 8, 3¢
48 26 1
45.6/ 5 1.6
04 1,9 15 1,7
5,7% 6,2¢ 6,4°

Os erros-padrao das estimativas apresentadas na tabela acima, sdo in-
dicados pelas letras-chaves préximas aos termos e variam como mostrado a
seguir. Termos sem letras, tem erro padrao médio menor que 0,1.

“0,1—0,2

50,2—0,3

0,3 — 0,4

10,4 0,5

€0,5— 0,6

70.6—0,8

92,0—3,0
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A Figura 2.1 ilustra a série y; gerada e os valores de suas médias ji
no decorrer do tempo t, para o modelo GARMA(1,1) com uma amostra de
tamanho igual a 500, ag =1,¢0=0,8,0=0,7 e pug = 2,0.

Valoresde pey

serie
150
I

50
L

Index

Figura 2.1: Série Temporal gerada pelo modelo Poisson GARMA(1,1) univari-
ado

Funcéo de Autocorrelacéo de y

: rrrrrrr “MT ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

= P
T T T T T T
0 5 10 15 20 25

Lag

Funcéo de Autocorrelacédo parcial de y

Partial ACF

-04 0.0 04 08

Lag

Figura 2.2: Funcao de autocorrelagao e de autocorrelagao parcial para a série
gerada pelo modelo GARMA(1,1) univariado


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021467/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021467/CA

Capitulo 2. Modelo GARMA-Poisson Bivariado 27

A Figura 2.3 ilustra a série y; gerada e os valores de suas médias ji
no decorrer do tempo t, para o modelo GARMA(2,0) com uma amostra de
tamanho igual a 500, ap = 0,3,¢; = 0,6, = 0,2 e 3 =6 e pz = 9. A Figura
2.4 demonstra um comportamento tipico de séries geradas por uma estrutura

AR(2), um decaimento exponencial na FAC e um corte brusco no segundo lag

da FACP.

Valoresde pey

— Y
ElE 6 90 —

serie

0 100 200 300 400 500

Index

Figura 2.3: Série Temporal gerada pelo modelo Poisson GARMA(2,0) univari-
ado

Series serie

0.8

Lag

Partial ACF
0.4

Figura 2.4: Funcao de autocorrelagao e de autocorrelacao parcial para série

gerada pelo modelo GARMA(2,0)
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O ajuste da série pode ser realizada utilizando o software R, onde a

otimizacao dos parametros é alcancada através da funcao wvglm do pacote

VGAM (Yee, 2008).

2.3
Distribuicao de Poisson Bivariada

A distribuicao Poisson bivariada utilizada nesta dissertacao trata-se
da mesma definida em Kocherlacota e Korchelacota (1992) e Johson et al.
(1997). Em sua construgao, considera-se inicialmente as varidveis aleatérias
yYr = Wi+ Ws e Yo = Wy 4+ W3, onde W3, Wy e Wy sao variaveis aleatérias
independentes com distribuicao Poisson de médias A3, Ay e A1, respectivamente.
A funcao de probabilidade conjunta para y; e ys positivas é dada por:

min(y1,y2) \ j —j —j
_ o —(ahetg) Ay AT
P(yr,y2) = e ;O N (2-13)

se y1 ou y forem estritamente negativas, entao P(y;,y2) = 0.

Pode-se provar que a marginal de y; e a marginal de ¥y, condicionais a
A1, A2 e Az possuem distribuicao de Poisson, com médias A\ + A3 e Ay + A3
respectivamente.

A principal limitacao do modelo é a exclusao de correlacao negativa,

devido ao fato de que a covariancia entre y; e ys € dada por:

cov(y1, Yo| A1, A2, Ag) = cov(wy +ws, we +ws| A1, Ao, Ag) = var(ws) = A3 (2-14)

Assim a correlagao entre y; e yy sera:

A3

corr(y1, y2| A1, Ag) = : (2-15)

Vs + )/ (s + A2)

Essa correlagao é sempre positiva, e nao pode exceder:
A3{ A3 +min(A, A2)} 7, ou (2-16)

As+A2)2 " (Ns+ )2

No caso em que A\3 = 0 as variaveis y; e yo serao descorrelatadas e inde-
pendentes, de modo que a distribuigao Poisson bivariada se reduz ao produto de
duas variaveis aleatérias univariadas independentes com distribuicao de Pois-
son. Para melhor visualizacao desta distribuicao, gerou-se uma amostra aleato-
ria de uma distribuicao bivariada de Poisson da forma (y1, y2) ~ BP(A1, A2, A3)
com A\ = 2,0, Ay = 1,5, \3 = 3,2 e n = 200, temos na Figura 2.5 o gréfico

destas séries bivariadas, na Figura 2.6 os graficos da autocorrelacao individual
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de cada variavel y; e yo e a funcao de autocorrelacao cruzada pode ser vista

na Figura 2.8.

Séries temporais de y1 e y2

Figura 2.5: Séries temporais geradas pela distribuicao Poisson bivariada
(y1,92) ~ BP(2,1,5,3,2).
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Figura 2.6: Funcao de autocorrelagao das séries temporais geradas pela distri-
buigao Poisson bivariada (yi,y2) ~ BP(2,1,5,3,2).
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Figura 2.7: Histogramas das séries y; e y, geradas pela distribuicao Poisson
bivariada (y1,y2) ~ BP(2,1,5,3,2).
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Figura 2.8: Funcao de autocorrelacao cruzada entre as séries y; e y, geradas
pela distribui¢do Poisson bivariada (y;,y2) ~ BP(2,1,5,3,2).

O ajuste da série pode ser realizada utilizando o software R. Neste
ajuste, a otimizacao dos parametros podera ser implementada através da
fungao simple.pb do pacote bivpois de Karlis e Ntzoufras (2005). Tal fungao
implementa o algoritmo Esperanca-Maximizacao (EM), para ajustar a Poisson
Bivariada da forma (y;,y2) ~ BP(A1, A2, A3), produzindo assim, uma lista de

objetos que mostra varios detalhes sobre o ajuste do modelo.

2.4
Modelo Poisson GARMA Bivariado

Nesta secao apresenta-se uma versao bivariada para o modelo GARMA
com distribuicao de Poisson de acordo com a notacao geral definida na Secao
(2.2), e a fungao de ligacdo dada por uma distribuicao bivariada de Poisson
conforme definido na Se¢ao (2.3).

Sera proposta aqui uma distribuicao bivariada para o modelo
GARMA(p,q), considerando-se séries temporais bivariadas correlacionadas.
Seja o vetor de observagoes bidimensional (yi,,¥2,), suponha que 31, € Yo,
evoluem no tempo de acordo com a equacao (2-13); nesse caso existe um
modelo Poisson GARMA bivariado onde a evolugao temporal de y;, € yo, sera

dada por:

min(y14,92¢) | j —j —j
t)Y2¢ )‘é )\31/:15 J )‘gft J

P<y1t7 y2t|Ht) = 67(A1t+)\2t+>\3) Z ? <y1 — j)' (y2 — j)' (2—18)
! ¢ ! ¢ !

J=0
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com Hy = {yi1_1}, - Y11, Y2gi—1}, - Y21 - Para cada média Ay, Ay a

funcao de ligagdo que segue a equagao (2-12), sera dada por:

p p E [
. . Y1
log(A\yy) = aﬁ-; ¢1j{log(y1tj)+2 le{l0g<y2tj>+zl 01, {log (_)\1t_]1> }
Jj= I= =

P p 1 [
. . Y2¢
log(Agy) = a2+; ¢2j{lOg(y2t_j)+; W2j{l0g<y1t—j>+; 92]‘ {log (}\%31) }

(2-20)

e
log(As,) = as. (2-21)
onde y17 ; = mazx(y1,_y,¢) e 0 < ¢ < 1; isto é, se houver algum

valor de y;, ; igual a zero este serd substituido por c, e também onde
Yo;_1 = maz(yz_q,d) e 0 < d < 1; isto é, se houver algum valor de z;_;
igual a zero este serd substituido por d. Como apresentado em Korcherlacota
e Korcherlacota (1992) e Johnson et al. (1997), a covariancia entre yi; e yo
¢ dada por e*® e esta, para o modelo apresentado, é constante conforme o
resultado em (2-13). Por outro lado, através dos resultados da se¢ao (2.2), as

médias e variancias condicionais de y;, e yo, serao dadas por:

* * yl*_ j
1+ gy 611087+ Ty w1 lor(umi )+ i 01, { o (=2 ) | e

E(yy|H) = e
(2-22)

* * y2*7 j
E(y2t|Ht) _ €a2+2§-’:1 P2 1Og(y2t—j)+2§:1 w2 log(ylt_j)-i-zg-:l 02j{log( tj )} L g0

(2-23)
onde A3 = e*® é constante.

Como a covariancia é dada por cov(z, y|Hy) = €, entdo a correlacao

cruzada entre x|t e y;|t serd dada pela expressao:

cov(Y1y, Y2,)
Vvar(yy|He)y/var (yz | Hy)

corr(Yiy, Yo | Hy) = (2-24)

onde,

* * Y1r_
O‘1+Z§:1 ¢1j 10g(y1t_j)+2§'):1 Wi IOg(yQt_j)"’Z?:l 01 {lOQ(ﬁ) } _'_ea?)

Var(y,|He) = E(y1,|Hi) =€
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Var(yy|Hy) = E(y2|Hy) = e

33

337 dajlog(yzi_j)+30%_ g wajlog(yry_;)+327_ 02, {109(

Yai_j
A2¢_1

Sera gerado a partir deste modelo bivariado duas séries correlatadas, para

uma melhor analise das caracteristicas do modelo. Toma-se portanto a; = 1,
as =1,¢01 =0,7, o = 0,6 e A3 = 0,5. Nas Figuras 2.9 e 2.10 observa-se as

séries geradas, as funcoes de autocorrelacao e autocorrelagao parcial, referente

a cada série e a funcao de autocorrelagao cruzada.
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Figura 2.10: Funcao de autocorrelagao cruzada das séries geradas pelo modelo

BGARMA(1,0), com covariancia constante cov(xy, y:|H;) = 1,6487
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2.4.1
Modelo Poisson BGARMA com tendéncia deterministica

Algumas séries possuem uma tendéncia, que é representada pelo aumento
ou declinio gradual nos valores das observacoes ao longo do tempo. Para cap-
turar esse efeito, adiciona-se a média condicional do modelo proposto uma ten-
déncia linear deterministica. No caso dos modelos ARIMA (p,d,q), inicialmente,
a série temporal é diferenciada para se obter uma série estacionaria; com isso,
o processo ficard reduzido a um modelo ARMA(p,q). Em seguida, a ordem do
processo ARMA ¢ identificada pela andlise dos coeficientes de autocorrelacao
e autocorrelacao parcial. Ainda nesta etapa, sao efetuadas estimativas preli-
minares dos parametros do modelo identificado. No caso do modelo GARMA,
adotado nesta dissertacao, quando a série a ser modelada for nao-estacionaria,
nao é possivel faze-la estaciondria efetuando um nimero adequado de diferen-
ciagoes, pois trata-se de uma distribuicao para dados de contagem, portanto
se for aplicado diferenciacoes como no caso dos modelos ARIMA, a série pas-
saria a representar dados negativos, perdendo as caracteristicas de um modelo
GARMA com distribuicao condicional de Poisson. Portanto nao faz sentido
falar de um modelo “GARIMA”, assim para capturar a tendéncia adiciona-
se uma tendéncia linear deterministica na média condicional com estrutura
ARMA. Com isso, a média condicional do modelo bivariado proposto, com

tendéncia, serd dado pela seguinte expressao geral:

P P q X
* * Y1i—j
log(A,) =1, = o1 + Pt + ; ¢1;log(y1i_;) + ;wlj log(ya;_;) + ]Zl 61, {log <—)‘1t1 > }
(2-25)

p p q X
* * Y245
log(Ag,) =m =g+ Bat + g b2, 1og(y2t7j) + g wa; log(yltfj) + E 02, {log ()\ t—j )}

2t—1

(2-26)

j=1 j=1 j=1

A Figura 2.11 mostra um grafico com 200 observagoes geradas do modelo
BGARMA(1,0) com tendéncia estocastica. Para o tamanho da amostra igual a
200e a1 = 0,4, a0 = 0,4, 51 =0,5, B2 =0,5, 91 = 0,1, po = 0,2 e a3 = 0, 4,
sao geradas as séries e as funcoes de autocorrelagao, vistas a seguir.

Quando aumenta-se a quantidade de observacoes para este modelo, pode-
se notar que ele captura uma tendéncia deterministica e exponencial, o que
faz todo o sentido, pois este possui na média condicional uma componente

de tendéncia log-linear. Portanto, é possivel notar que a média do processo
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Figura 2.12: Série temporal bivariada gerada a partir de um modelo Poisson
BGARMA(1,0) com tendéncia deterministica
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Figura 2.13: Funcao de autocorrelacao cruzada entre as séries geradas pelo
modelo BGARMA(1,0) com tendéncia deterministica
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2.4.2
Modelo Poisson BGARMA com sazonalidade trigonométrica

Esta secao ira detalhar como a componente sazonal pode ser incorporado
ao modelo Poisson BGARMA. A sazonalidade para séries temporais com
dados de contagem ocorre com frequéncia em véarias areas, como por exemplo:
Numero de casos de dengue em uma dada regiao, quantidade mensal de vendas
de um certo produto ou o numero de falhas de um transformador elétrico. A
sazonalidade muitas vezes tem padrao bem estabelecido e estavel (as vendas
sdo maiores em meses com datas comemorativas). Muito da sazonalidade é
devido a rotacao da Terra em torno do Sol e as decorréncias climaticas, o
nimero de falhas de um transformador serd maior nos meses de chuva.

O espaco de tempo para estabelecer um ciclo sazonal completo sera
denominado de S. Se a sazonalidade é anual (mais comum) e os dados sao
trimestrais (S=4), se os dados sdo mensais (S=12) e se os dados sdo semanais
(S=52).

Assume-se aqui que série é modelada apenas pela sazonalidade e o pe-
riodo sazonal serda tomado como S=12. Concentrando no caso mais comum:
dados mensais e sazonalidade anual. A sazonalidade pode ser modelada por
indicadores sazonais ou por fungoes trigonométricas. No modelo proposto Pois-
son BGARMA, serd adicionado termos trigonométricos a média condicional de
forma a capturar a sazonalidade. Com isso, a média condicional desse modelo

serda dado da seguinte maneira:

p P q x
* * Y1e—;
log(A1,) =m, = o1 + E b1, log(y1;—;) + g wijlog(ya;_;) + E 01, {log ()\ t—j ) }2-27)
; 1t—1
Jj=1

5/2
+3" [jcos((2m/S)jt) + b1 ;sin((2m/S)jt)]

j=1

p p q *
* * Y2¢—;
log(Az,) =12, = a2 + ; $2;log(yar_;) + ;w%’ log(y17_;) + ; 02 {109 <—)\2t31 ) }2-28)
5/2

+3" bajeos((2n/S)jt) + 82y sin((27/S)jt)]

j=1

Na Figura 2.14 observa-se uma serie bivariada gerada a partir do
modelo BGARMA(1,0) com sazonalidade trigonométrica onde S=12. Faca-
mos portanto oy = 0,4, ap = 0,4, v1 = (0,4,0,2,0,1,0,02,0,04, -0, 1),
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v = (0,4,0,2,0,1,0,02,0,04,-0,1), 6, =

(0,4,0,2,0,1,0,02,0,04, —0, 1),

9o = (0,4,0,2,0,1,0,02,0,04,—0,1), ¢1 = 0,7, ¢po = 0,7 e A3 = 0.5, com

tamanho da amostra T = 200. Repare que 71, 72, 01 € 03, sao vetores de

dimensao 6 pois S=12.
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Figura 2.14: Série temporal bivariada gerada a partir de um modelo Poisson
BGARMA(1,0) com sazonalidade trigonométrica
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Figura 2.15: Funcao de autocorrelacao cruzada entre as séries geradas pelo

modelo BGARMA(1,0) com sazonalidade trigonométrica
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E possivel encontrar séries de dados de contagem que possuam tanto ten-
déncia quanto sazonalidade. Em tais casos é necessario especificar um processo
Poisson BGARMA que possua em suas médias condicionais componentes de
sazonalidade trigonométrica e de tendéncia deterministica. A média condici-
onal serd dada pela inclusao da componente sazonal presente nas equacoes
(2-26) e (2-27) as equagbes (2-25) e (2-26) com componentes de tendéncia de-
terministica, da maneira como ja haviamos visto. Gerando uma amostra de
tamanho 200 para esse modelo com tendéncia e sazonalidade, com parametros

especificos; obtemos o grafico da Figura 2.16.
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Figura 2.16: Série temporal bivariada gerada a partir de um modelo Poisson
BGARMA(1,0) com sazonalidade trigonométrica tendéncia deterministica
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Figura 2.17: Funcao de autocorrelagao cruzada entre as séries geradas pelo
modelo BGARMA(1,0) com sazonalidade trigonométrica e tendéncia determi-
nistica
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243
Estimacao dos Parametros

A estimacao dos parametros fixos do modelo serd realizada pelo método
de maxima verossimilhanca. Para implementacao deste método é definida a
fungao de verossimilhanga referente ao modelo Poisson BGARMA (p,q) com
tendéncia e sazonalidade. Considere o vetor de parametros desconhecidos do

modelo. Entao segue que:

L(y) = H P(y1y, yo, [ His ¥) (2-29)

t=1

w = (Oéla Qg, (3, 617 627 517 527 (blla sy ¢1p7 ¢217 ceey ¢2p7 9117 ceey 91q7 9217 ceey 92q)

Assim a log-verossimilhanca é dada por:

() = ZIOg<P(yltayzt|Ht; V) (2-30)

min(y14,92¢) | j —j —j
t)Y2¢ )‘é )\31/:15 J )‘gft J

T
ey Z log 67(A1t+>‘2t+>‘3) Z —_ ' (2—31)
t=1

= I (=0 (yary)!

min(ey2e) s(log As, —log Az, —log A1, )
= — (A1, + A2, + A3,) + 1 (log A1, ) + y2, (log Ag,) + log . . .
; ( )+ atad ) JX::O 3Myre = )Nz, — 5)!

Onde, sabe-se que:

p P q x
* * yl —q
log\1, = a1+ Bt + Z(blj log(y17—;) + Zwlj log(ya;_;) + ZHU {log ( ] )}

j=1 j=1 j=1 Attt
S/2
+3" [jeos((2n/S)jt) + b1sin((27/S)jt)
j=1
P P I Y2i_j
log Ao, = az + Bat + ) dojlog(yaf ;) + D wajlog(ysi ;) + ) 0y {509 (AQ - ) }
j=1 j=1 j=1 =t
S/2
+)  [r2jc08((2m/S)jt) + S25sin((2m/S)jt)]
j=1
log A3, = a3

(2-32)
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Note que a funcao log-verossimilhanga, descrita em (2-29) foi desen-
volvida para o modelo geral, com tendéncia, sazonalidade e com termo
independente. Esse termo serd igual a zero quando o modelo a ser ajustado
tiver tendéncia. Para Maximizar a fungao (2-29) minimizamos —L(t) utili-

zando a funcao optim(), do software R.

Intervalo de Confianca

A estimacao intervalar consiste na determinacao de um intervalo onde,
com uma certa confianca (probabilidade), contenha o parametro v; desconhe-
cido. Considerando-se seu estimador, ou seja, em vez de estimar o parametro
por um unico valor, é dado um intervalo de estimativas provaveis. O coeficiente
de confianca determina o quao provaveis sao estas estimativas, e quanto maior
a probabilidade do intervalo conter o parametro, maior sera o intervalo.

Seja, P(Ly < v; < Lg) = 1 — «, a probabilidade do intervalo aleatério
(L1, Ly) conter o valor exato v, o intervalo (Li, Ly) é designado por intervalo
de confianca 1 — a. Estes intervalos sao usados para indicar a confiabilidade
de uma estimativa, considerando uma confiabilidade de 95%, um intervalo de

confianca para os parametros dos modelos GARMA discretos é dado por

P()—1,96 - Var(y) < ¢ <+ 1,96 - Var(y)) = 0,95

com ’(/A) sendo a estimativa do vetor de parametros @ do modelo e
Var(y) = E[(¥ — ¥)(¢) — )], sua variancia que é obtida neste trabalho a
partir da matriz variancia-covariancia, dada pelo inverso da matriz Hessiana
estimada no software R através da funcao optim(), usando o método BFGS.
Para maiores detalhes ver Cordeiro e Andrade (2009).

24.4
Diagnésticos do Modelo

Funcgao desvio

A fungao desvio de um modelo compara o logaritmo da verossimilhanca
deste modelo com o logaritmo da verossimilhanca do modelo completo. Um
modelo completo é aquele que se ajusta completamente aos dados, isto é, para
cada observacao tem-se um parametro.

A funcao desvio D, para o modelo GARMA univariado é dada por:

D=2 Z yt(é? - ét) + (b(ét) - b(éot))

t=r+1
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onde éto = ¢(y;). Assim para o caso bivariado com distribui¢ao condicional

de Poisson podemos escrever:

Di=2 ) wing(ir) = b(a(yir)) — 2 > wia(hi + As) — blg(Ai + As))

t=r+1 t=r+1

Onde i=(1,2). Quanto melhor for o ajuste do modelo aos dados tanto
menor sera o valor do desvio D. Assim, um modelo bem ajustado aos dados,
juntamente com uma verossimilhanca grande, tem um pequeno desvio.

No modelo Poisson BGARMA observa-se que ¢(\; + A3) = log(A; + As)
e b(g(\i + X)) = exp(log(Xi + A3)) = A + As, logo a funcdo desvio ¢ dada por

~ ~

D; = 2 Y A{yillog(yi) — log(hi + he)) + (A + Ag) =i} (2-33)

t=r+1

Se y;; = 0, deve-se tomar o limite de D; quando y;, — 0, donde segue
que D; = 2(X; + A3).

Andlise de Residuos

Para o modelo selecionado, o diagnodstico para a varidvel resposta é
realizado através de uma andlise de residuos. Os residuos de um modelo

bivariado sao definidos como:

Tit = Yip — E(yit‘Ht)

Tit = Yig — Yigp—1

Onde g;, sao os valores da série ajustada paracadatet=r+1,...n.

Os residuos de Pearson por sua vez, sao definidos como:

Foe— =12
vV Var(yi|H)

Fora do ambiente Gaussiano, esses residuos nao necessariamente possuem
distribuicao conhecida sob a correta especificacao do modelo. Nesse contexto,
Dunn e Smyth (1996) apresentam uma defini¢ao de residuos que possuem nor-
malidade sob determinadas especificacoes do modelo. Em primeiro lugar, a
estimativa da funcao de densidade acumulada implicita no modelo é usada

para transformar os residuos em variaveis aleatorias aproximadamente inde-
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pendentes e distribuidas uniformemente. Por tanto, o inverso da funcao de
densidade acumulada da distribuicao normal padrao é usado para obter as
variaveis que sao aproximadamente independentes com distribuicao normal
padrao. Formalmente, o procedimento de obtencao desses residuos é realizado
tomando F'(y1, ya; A1, A2, Az, ©), a fungao acumulada de uma distribuigao biva-
riada discreta de Poisson. De acordo com Dunn e Smyth (1996), para a fungao

de distribuicao discreta, o residuo quantil normalizado é definido por:

ry = ot (ur)

r, = (Tlt 7’2t)

Em que ®~! é a inversa da distribuicao acumulada da normal padrao,
que no caso do modelo proposto neste trabalho sera uma normal bivariada,
e u; ¢ um valor aleatério obtido de uma distribuicao uniforme, que no
modelo Poisson BGARMA serd uma uniforme bivariada no intervalo [F'(y;, —
1yg, — 1, A, A, ):3,1/;), F (14, Y2, A, A, ):3,1/;)], onde F(y1;, Yoy, X1, Ao, Xg,lp) é
a funcao de distribuicao acumulada condicional ajustada. Desta maneira os
residuos seguem exatamente uma distribuicao bivariada normal padrao.

Selecao de Modelos

Para decidir qual é o modelo mais apropriado dentre um conjunto de
modelos candidatos, sao utilizados critérios de selecao. Nestes, a ideia basica
para selecao de modelos consiste em decidir qual o mais adequado quando
comparados diversos modelos com quantidades diferentes de parametros, isto
é, selecionar aquele que seja, parcimonioso, ou em outras palavras, que esteja
bem ajustado com um nimero reduzido ou suficiente de parametros. Dentre
os critérios mais conhecidos e utilizados estdo o AIC (Akaike Information
Criterion) e o BIC (Bayesian Information Criterion). O AIC é dado por:

AIC = —2L(¢) + 2d,

em que L(¢) denota o méximo da funcéo de log-verossimilhanga e d é o
nimero de parametros a serem estimados do modelo. O critério BIC, proposto

por Schwarz (1978), penaliza o modelo a ser escolhido mais fortemente do que

o AIC e é definido por:

BIC = —2L(¢) + dlog(n),

com n sendo o nimero de observagoes da série. O modelo escolhido deve
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ser aquele que apresenta menor valor de AIC ou BIC.
Para verificar se o modelo ajustado é adequado para descrever o compor-
tamento das séries, foi usado o critério MSE (do inglés Mean Squared Error)

dado por:

MSE; = — > (i — N+ ) (2-34)

em que 02” ¢é a variancia amostral de y;;, 1 = 1, 2.

Apos a selecao de modelos e anélise de residuos, o tltimo passo da andlise

do modelo BGARMA abordado nesta dissertacao é a previsao.

2.4.5
Previsao Fora da Amostra

Previsao de futuras observacoes sao possiveis através da distribuicao
preditiva. Suponha que queremos prever y;.;, onde i=1,2 e h é o passo
em que queremos fazer a previsao; a funcao de probabilidade é da forma
P(Y144ns Yorin| Hy). Sabendo-se que P(y1,, Yo,/ Hy) € a distribuicao bivariada de
Poisson ja definida anteriormente advinda do modelo Poisson BGARMA, a
funcao de distribuigao preditiva bivariada de (y1,,5, Y2rn|Hy 1), € obtida da

forma:

P(Y1ien Yoo Hi) = P(Qt+h|ﬂt) (2-35)

onde, Yy = (Y1gans Yigen)

P<y1t+h7 y2t+h‘Ht) = Z P(gt+h7 gt+h71‘Ht)
Y

Zt+h—1

- Z Py, Yy He)-Py,,  [H)

Yiyno1

- Z P<gt+h‘Ht+h*1)'P<gt+h—1|Ht)

gt+h71

(2-36)

= Z Z P(y1oin Y2eenHesn1)- P (Y1opn—1s Y2rn—1 | H)

Y144h—1=0Y241p—1=0

Por definicao de distribuicao marginal:
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[e.e]

P(yryp|He) = Z P(Y1y4n Y2in Hy) (2-37)

Yy2445=0

Aplicando a equacao (2-37) e a equagao (2-36), observa-se:

Pyl He) = Z Z Z Presns Yoran Hevn—1)-P(Y1en_1: Y2rn—1|Ht)

92t+h:0 y1t+h—1:0 y2t+h—1:0

De maneira andloga, para ys,,;, pode-se escrever:

P(yaen|He) = Z Z Z P(Warns Yieen Hevn1)-P(Y2ren—1, Yreen—1|He)

Y1e+n=0 Y244 h—1=0 Y144 p—1=0

Ao calcular essas probabilidades para yi,,, = 0,1,2,3,...,max(y1,) e
Yo = 0,1,2,3,...,max(ys,) os valores de y1,,;, € Yo,y; que geram a maior
probabilidade serd o esperado para o futuro, portanto o resultado da previsao.
Na equagao (2-36) da probabilidade conjunta P(y1,,, Y2:»|H:); a combinagao
de valores yi,,;, € y2,,5, que geram a maior probabilidade, serd a previsao h

passos a frente.

(2-38)

(2-39)
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3
Experimentos de Monte Carlo para Estudo dos Parametros

3.1
Introducao

Neste capitulo sao apresentados os resultados de um estudo de si-
mulagdo Monte Carlo para o modelos BGARMA(1,0), BGARMA(0,1) e
BGARMA(1,1), com distribuigao condicional de Poisson, com o objetivo de
investigar empiricamente as propriedades dos estimadores de maxima verossi-
milhanca. Como se sabe, a propriedade de consisténcia pode ser investigada
pelas suas condicoes suficientes, quais sejam, viés assintético nulo e variancia
assintética nula. Um estimador diz-se nao enviesado assintoticamente quando
a média da distribuicao do estimador converge para o parametro a medida que
a dimensao da amostra aumenta.

Neste experimento foram simuladas 10.000 réplicas do modelo simplifi-
cado, de forma que na equagdo (2-19) tem-se wy; = 0 e na equagdo (2-20)
tem-se wy; = 0, para os processos Poisson BGARMA(1,0), BGARMA(0,1) e
BGARMA(1,1) e tamanho amostral T igual a 50, 100, 300, 500 e 1.000 obser-
vacoes. Para cada uma das 10.000 réplicas, ajustou-se a série o modelo Poisson
BGARMA utilizado para gera-la, obtendo assim 10.000 estimativas de cada um
dos parametros do modelo. Para essas amostras calculou-se o desvio padrao,
o vicio, a média e a mediana. Gerou-se também os histogramas e comparamos

estes graficos com os graficos de uma distribui¢cao normal.

3.2
Modelo Poisson BGARMA(1,0)

A Tabela 3.1 e a Tabela 3.2 apresentam o desvio padrao, o vicio, a média e
a mediana dos parametros estimados, com base no método de méaxima verossi-
milhanga proposto no capitulo 2, subsecao 2.4.3, para o modelo BGARMA(1,0)
estacionario e BGARMA(1,0) com sazonalidade, respectivamente. Com o es-
tudo de simulagao, pode-se dizer que ha evidéncias de que os estimadores
possuem boas propriedades estatisticas. Observa-se que os valores dos parame-
tros estimados tornam-se proximos do valor real a medida que se aumenta o

tamanho da amostra. Ainda, como o vicio e o MSE dos estimadores tendem a
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zero, ha evidéncias de que os EMV para esse modelo sao assintoticamente nao

viesados e consistentes.

3.2.1

Modelo Poisson BGARMA(1,0) estacionario

Tabela 3.1: Resultado de simulagdo do modelo Poisson BGARMA(1,0) estaci-

onario.

n Parametros | Média | Mediana | D.P. Médio | Vicio MSE Minimo | Méximo
a; =0,2 0,2107 | 0,2363 0,4348 0,0107 | 0,1891 | -2,2223 1,5627

as =0,2 0,2156 | 0,2457 0,4402 0,0156 | 0,1940 | -2,6074 1,7267

50 az =0,2 0,0610 | 0,2332 0,8982 -0,1390 | 0,8260 | -8,4840 1,2652
¢ =0,7 0,6671 0,6564 0,2055 -0,0329 | 0,0433 | -0,0274 1,8115

P2 =0,7 0,6637 | 0,6537 0,2070 -0,0363 | 0,0442 | -0,0847 1,9008

a; =0,2 0,2139 | 0,2278 0,2946 0,0139 | 0,0870 | -1,1578 1,2641

as =0,2 0,2091 0,2205 0,2913 0,0091 | 0,0849 | -1,1480 1,1672

100 az =0,2 0,1602 | 0,2171 0,4089 -0,0398 | 0,1687 | -6,9868 0,9800
¢ =0,7 0,6792 | 0,6756 0,1389 -0,0208 | 0,0197 | 0,2034 1,3286

¢ =0,7 0,6820 | 0,6791 0,1376 -0,0180 | 0,0193 | 0,1601 1,2886

a; =0,2 0,2019 | 0,2035 0,1599 0,0019 | 0,0256 | -0,4445 0,7621

as =0,2 0,2042 | 0,2088 0,1611 0,0042 | 0,0260 | -0,4755 0,7893

300 asg=0,2 0,1955 | 0,2095 0,1639 -0,0045 | 0,0269 | -0,8701 0,7165
¢1=0,7 0,6944 | 0,6947 0,0764 -0,0056 | 0,0059 | 0,4112 0,9784

¢ =0,7 0,6930 | 0,6921 0,0772 -0,0070 | 0,0060 | 0,3831 1,0024

a; =0,2 0,2038 | 0,2042 0,1226 0,0038 | 0,0150 | -0,2594 0,6922

as =0,2 0,2032 | 0,2053 0,1208 0,0032 | 0,0146 | -0,2651 0,6439

500 asg =0,2 0,1941 0,2017 0,1226 -0,0059 | 0,0151 | -0,4909 0,5826
o1 =0,7 0,6956 | 0,6952 0,0590 -0,0044 | 0,0035 | 0,4772 0,9182

P2 =0,7 0,6960 | 0,6958 0,0582 -0,0040 | 0,0034 | 0,4781 0,9187

a; =0,2 0,2008 | 0,2019 0,0871 0,0008 | 0,0076 | -0,2474 | 0,5382

as =0,2 0,2007 | 0,2022 0,0871 0,0007 | 0,0076 | -0,1083 0,5288

1000 az =0,2 0,1972 | 0,2007 0,0870 -0,0028 | 0,0076 | -0,1700 0,5209
¢ =0,7 0,6986 | 0,6984 0,0417 -0,0014 | 0,0017 | 0,5343 0,9198

P2 =0,7 0,6986 | 0,6979 0,0416 -0,0014 | 0,0017 | 0,5430 0,8490
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Figura 3.1: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0), de amostras
tamanho 50
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Figura 3.2: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0), de amostras
tamanho 100
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Figura 3.3: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0), de amostras
tamanho 300
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3.2.2

Modelo Poisson BGARMA(1,0) estacionario com sazonalidade

Tabela 3.2: Resultado de simulacdo do modelo Poisson BGARMA(1,0) com

sazonalidade.

n Parametros | Média | Mediana | D.P. Médio | Vicio MSE Minimo | Méximo
ay =0,4 0,3688 0,3733 0,3128 -0,0312 | 0,0987 | -4,5614 1,2124

as =0,4 0,3728 0,3828 0,2917 -0,0272 | 0,0857 | -0,6736 1,3951

asg =0,4 0,4080 0,4598 0,3992 0,0080 0,1593 | -6,0071 1,1618

61 =0,05 0,0956 0,0842 0,2200 0,0456 0,0504 | -0,3169 | 4,9825

50 b9 = 0,05 0,0895 0,0816 0,1622 0,0395 0,0278 | -0,4387 | 0,7899
=2 -2,0404 | -2,0292 0,2232 -0,0404 | 0,0514 | -6,9599 | -1,5941

Yo = —2 -2,0325 | -2,0169 0,1668 -0,0325 | 0,0288 | -2,6513 | -1,5898
¢1=0,7 0,6916 0,6934 0,0945 -0,0083 | 0,0090 0,3698 1,0071

¢ =0,7 0,6937 0,6949 0,1005 -0,0062 | 0,0101 0,3408 1,1110

ay =0,4 0,3844 0,3861 0,1891 -0,0155 | 0,0359 | -0,4013 1,0742

as =0,4 0,3806 0,3787 0,1881 -0,0193 | 0,0357 | -0,3570 | 0,9480

as =0,4 0,4167 0,4365 0,2068 0,0167 | 0,04301 | -0,3789 1,0335

61 =0,05 0,0758 0,0738 0,1040 0,0258 0,0115 | -0,1849 0,4176

100 b9 = 0,05 0,0733 0,0701 0,1031 0,0232 0,0111 | -0,2808 0,5218
=2 -2,0197 | -2,0157 0,1082 -0,0197 | 0,0121 | -2,5059 | -1,6532

Yo = —2 -2,0177 | -2,0083 0,1073 -0,0177 | 0,0118 | -2,4741 | -1,7568

o1 =0,7 0,6957 0,6941 0,0646 -0,0042 | 0,0041 0,4675 0,9300

¢ =0,7 0,6975 0,7003 0,0638 -0,0024 | 0,0040 0,4861 0,9550

ay =0,4 0,3953 0,3994 0,1025 -0,0047 | 0,0105 0,0342 0,6990

as =0,4 0,3979 0,4026 0,1009 -0,0020 | 0,0101 0,0664 0,7291

a3 =0,4 0,4052 0,4101 0,1209 0,0052 0,0146 0,0383 0,8315

61 =0,05 0,0568 0,0565 0,0545 0,0068 0,0030 | -0,0955 0,2342

300 b9 = 0,05 0,0585 0,0557 0,0561 0,0085 0,0032 | -0,1216 0,2356
=2 -2,0041 | -2,0032 0,0580 -0,0042 | 0,0034 | -2,2343 | -1,8354

Yo = —2 -2,0046 | -2,0009 0,0589 -0,0046 | 0,0034 | -2,2328 | -1,8217

o1 =0,7 0,6994 0,6997 0,0348 -0,0006 | 0,0012 0,5938 0,8060

¢ =0,7 0,6975 0,6968 0,0336 -0,00246 | 0,0011 0,5760 0,8073

ay =0,4 0,3949 0,3953 0,0786 -0,0050 | 0,0062 0,1381 0,6390

as =0,45 | 0,3955 0,3987 0,0772 -0,0044 | 0,0059 0,1703 0,6565

as =0,4 0,4015 0,4059 0,0909 0,0015 0,0082 0,1053 0,6679

61 =0,05 0,0510 0,0531 0,0417 0,0011 0,0017 | -0,0836 0,1624

300 b2 = 0,05 0,0525 0,0535 0,0419 0,0025 0,0017 | -0,1194 | 0,1789
=2 -2,0037 | -2,0032 0,0450 -0,0037 | 0,0020 | -2,1589 | -1,8686

Yo = —2 -2,0028 | -2,0033 0,0444 -0,0028 | 0,0019 | -2,1490 | -1,8778

o1 =0,7 0,7006 0,7000 0,0261 0,0006 0,0007 0,6130 0,7758

P2 =0,7 0,7006 0,7009 0,0265 0,0006 0,0007 0,6038 0,7803

ay =0,4 0,3998 0,3993 0,0568 -0,0001 0,0032 0,1904 0,5727

as =0,4 0,3980 0,3975 0,0549 -0,0020 | 0,0030 0,2206 0,6202

asg =0,4 0,4014 0,4032 0,0698 0,0014 0,0049 0,1468 0,594

61 =0,05 0,0513 0,0513 0,0301 0,0013 0,0009 | -0,0488 0,1396

1000 | 92 = 0,05 0,0521 0,0512 0,0306 0,0021 0,0009 | -0,0305 0,1452
=2 -2,0003 | -2,0000 0,0318 -0,0003 | 0,0010 | -2,0957 | -1,8879

Yo = —2 -2,0019 | -2,0027 0,0312 -0,0019 | 0,0009 | -2,1116 | -1,8799
¢1=0,7 0,6995 0,6995 0,0193 -0,0005 | 0,0003 0,6418 0,7640

P2 =0,7 0,6999 0,6997 0,0187 -0,0001 0,0003 0,6390 0,7551
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Figura 3.6: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 50
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Figura 3.7: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 100
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Figura 3.8: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0) com sazo-

nalidade, de amostras tamanho 300
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Figura 3.9: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0) com sazo-

nalidade, de amostras tamanho 500
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Figura 3.10: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,0) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 1000
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3.3

Modelo Poisson BGARMA(0,1)

A Tabela 3.3 e a Tabela 3.4 apresentam o desvio padrao, o vicio, a média e

a mediana dos parametros estimados, com base no método de méaxima verossi-

milhanga proposto no capitulo 2, subsecao 2.4.3, para o modelo BGARMA(0,1)

estacionario e BGARMA(0,1) com sazonalidade, respectivamente. Com o es-

tudo de simulacgao, pode-se dizer que ha evidéncias de que os estimadores pos-

suem boas propriedades estatisticas. Observa-se que os valores dos parametros

estimados tornam-se proximos do valor real a medida que se aumenta o tama-

nho da amostra. Ainda, como o vicio e o MSE dos estimadores tendem a zero

ha, portanto, evidéncias de que os EMV para esse modelo sao assintoticamente

nao viesados e consistentes.

3.3.1

Modelo Poisson BGARMA(0,1) estacionario

Tabela 3.3: Resultado de simula¢do do modelo Poisson BGARMA(0,1) estaci-

onario.

n Parametros | Média | Mediana | D.P. Médio | Vicio MSE Minimo | Méximo
a; =0,3 0,2274 0,2678 0,3271 | -0,0726 | 0,1121 | -2,3193 0,9666

az =0,3 0,2202 0,2586 0,3074 | -0,0798 | 0,1008 | -1,5255 1,0397

50 az =0,3 0,2915 0,3336 0,2677 | -0,0085 | 0,0716 | -2,4705 0,8360
0, =01 0,1100 0,0982 0,1929 0,0100 | 0,0373 | -0,8783 0,7978

0, =0,1 0,1088 0,0969 0,2115 0,0088 | 0,0448 | -0,7796 0,7901

a; =0,3 0,2560 0,2687 0,1963 | -0,0440 | 0,0404 | -0,4613 0,8485

as =0,3 0,2571 0,2755 0,1979 | -0,0429 | 0,0410 | -0,4652 0,7653

100 as =0,3 0,2981 0,3122 0,1716 | -0,0019 | 0,0294 | -0,4494 0,7171
0, =0,1 0,1043 0,0973 0,1310 0,0043 | 0,0172 | -0,3367 0,5802

0, =0,1 0,1111 0,1002 0,1287 0,0111 | 0,0167 | -0,3129 0,5727

a; =0,3 0,2871 0,2914 0,1052 | -0,0129 | 0,0112 | -0,0571 0,6440

as =0,3 0,2862 0,2872 0,1067 | -0,0138 | 0,0116 | -0,0654 0,6319

300 asg =0,3 0,3038 0,3105 0,0931 0,0038 | 0,0087 | -0,0871 0,5631
f,=0,1 0,1002 0,0980 0,0713 0,0002 | 0,0051 | -0,1195 0,3634

0, =0,1 0,1019 0,0987 0,0719 0,0019 | 0,0052 | -0,1419 0,4195

a; =0,3 0,2856 0,2901 0,0822 | -0,0143 | 0,0070 0,0102 0,5486

as =0,3 0,2876 0,2923 0,0847 | -0,0124 | 0,0073 | -0,0813 0,5789

500 az =0,3 0,3054 0,3039 0,0732 | 0,0054 0,0054 0,0608 0,5312
f, =0,1 0,1000 0,0990 0,0550 | -0,00002 | 0,0030 | -0,0984 0,2942

0, =0,1 0,1025 0,0983 0,0543 | 0,0025 0,0029 | -0,0413 0,3461

a; =0,3 0,2976 0,3006 0,0582 | -0,0024 | 0,0034 0,0597 0,4749

as =0,3 0,2960 0,2983 0,0568 | -0,0040 | 0,0032 0,0332 0,4711

1000 as =0,3 0,3028 0,3041 0,0505 0,0028 | 0,0026 0,1100 0,4526
0, =0,1 0,0991 0,0981 0,0374 | -0,0009 | 0,0014 | -0,0101 0,2181

0, =0,1 0,0994 0,0990 0,0375 | -0,0006 | 0,0014 | -0,0034 0,2038
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Figura 3.11: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1), de amos-

tras tamanho 50
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Figura 3.12: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1), de amos-

tras taman

ho 100
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Figura 3.13: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1), de amos-
tras tamanho 300
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Figura 3.14: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1), de amos-
tras tamanho 500
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3.3.2
Modelo Poisson BGARMA(0,1) estacionario com sazonalidade

Tabela 3.4: Resultado de simulacdo do modelo Poisson BGARMA(0,1) com

sazonalidade.

n Parametros | Média Mediana | D.P. Médio | Vicio MSE Minimo | Méximo
a1 =0,4 0,1922 0,2163 0,3404 -0,2077 | 0,1589 | -1,5199 1,2339

az = 0,4 0,1789 0,2114 0,3194 -0,2211 | 0,1507 | -1,0477 1,0838

as =0,4 0,4324 0,4509 0,2083 0,0324 | 0,0444 | -1,2765 0,9231

61 =0,5 0,2844 0,2783 0,3006 -0,2156 | 0,1368 | -1,2580 1,5457

d2 =0,5 0,2681 0,2687 0,3235 -0,2319 | 0,1583 | -1,3494 1,5389

50 v =—2 -2,1320 -2,1125 0,2005 -0,1320 | 0,0576 | -3,0921 -1,5699
Yo = —2 -2,1393 -2,1232 0,2009 -0,1393 | 0,0597 | -3,5550 -1,5345

6 =0,3 0,1759 0,1903 0,1321 -0,1240 | 0,0328 | -0,7877 0,5234

02 =0,3 0,1767 0,1996 0,1447 -0,1233 | 0,0361 | -0,7528 0,5507

$1 =0,2 0,3199 0,3182 0,1476 0,1199 | 0,0361 | -0,2503 0,8269

¢2 =0,2 0,3276 0,3197 0,1508 0,1276 | 0,0390 | -0,1531 0,8674

a; = 0,4 0,2743 0,2743 0,2128 -0,1256 | 0,0610 | -0,4459 0,9191

az =0,4 0,2885 0,2995 0,2228 -0,1114 | 0,0620 | -0,4776 0,8743

as =0,4 0,4247 0,4322 0,1363 0,0247 | 0,0192 | -0,1336 0,7927

61 =0,5 0,3500 0,3369 0,2110 -0,1499 | 0,0669 | -0,3350 0,9912

52 =0,5 0,3591 0,3557 0,2064 -0,1409 | 0,0624 | -0,1895 1,0606

100 1= -2 -2,07989 | -2,07651 0,1207 -0,0798 | 0,0209 | -2,5730 -1,6988
o = —2 -2,0687 -2,0592 0,1258 -0,0687 | 0,0205 | -2,5423 -1,7647

61 =0,3 0,2324 0,2366 0,0819 -0,0675 | 0,0112 | -0,1803 0,4884

02 =0,3 0,2348 0,2421 0,0841 -0,0652 | 0,0113 | -0,1004 0,4484

1 =0,2 0,2739 0,2728 0,1043 0,0739 | 0,0163 | -0,0740 0,6730

¢2 = 0,2 0,2671 0,2661 0,1073 0,0671 | 0,0160 | -0,0544 0,6557

a; =0,4 0,3478 0,3466 0,1255 -0,0522 | 0,0185 | -0,0473 0,7252

az = 0,4 0,3434 0,3411 0,1281 -0,0565 | 0,0196 | -0,0865 0,8088

as =0,4 0,4150 0,4198 0,0818 0,0150 | 0,0069 0,1088 0,6923

61 =0,5 0,4394 0,4366 0,1219 -0,0605 | 0,0185 0,0393 0,8267

d2 =0,5 0,4413 0,4376 0,1237 -0,0586 | 0,0187 | 0,0467 0,8249

300 1 =-2 -2,0310 -2,0315 0,06954 -0,0311 | 0,0057 | -2,2323 -1,8172
Yo = —2 -2,0334 -2,0349 0,0701 -0,0334 | 0,0060 | -2,2673 -1,8418

61 =0,3 0,2737 0,2753 0,04321 -0,0262 | 0,0025 0,1352 0,4126

62 =0,3 0,2743 0,2757 0,0425 -0,0256 | 0,0024 0,0979 0,3966

$1 =0,2 0,2311 0,2330 0,0613 0,0311 | 0,0047 | 0,0304 0,4069

¢2 =0,2 0,2317 0,2321 0,0621 0,0317 | 0,0049 0,0234 0,4415

a; =0,4 0,3761 0,3674 0,0721 -0,0308 | 0,0045 0,0379 0,731

az =0,4 0,3642 0,3679 0,0974 -0,0358 | 0,0108 0,0794 0,7037

az =0,4 0,3657 0,3677 0,09792 -0,0342 | 0,0107 0,0267 0,6547

6 =0,5 0,4141 0,4152 0,0613 0,0141 | 0,0039 0,1838 0,5959

52 =0,5 0,4672 0,4664 0,0965 -0,0328 | 0,0104 0,0796 0,7426

500 1= -2 0,4655 0,4645 0,1013 -0,0344 | 0,0114 0,1595 0,8268
o = —2 -2,0205 -2,0200 0,0544 -0,0205 | 0,0034 | -2,2070 -1,8440

61 =0,3 -2,01981 -2,0184 0,0546 -0,0198 | 0,0034 | -2,2076 -1,8462

62 =0,3 0,2848 0,2859 0,0344 -0,0152 | 0,0014 0,1540 0,3847

1 =0,2 0,2843 0,2849 0,0339 -0,0157 | 0,0014 0,1384 0,4065

¢2 = 0,2 0,2187 0,2184 0,0490 0,0187 | 0,0027 | 0,0471 0,4270

a; =0,4 0,3791 0,3786 0,0710 -0,0209 | 0,0055 0,1469 0,6204

az =0,4 0,3842 0,3864 0,0711 -0,0157 | 0,0053 0,1734 0,5874

az =0,4 0,4114 0,4137 0,0413 0,0114 | 0,0018 0,2721 0,5369

61 =0,5 0,4844 0,4846 0,0683 -0,0156 | 0,0049 0,2583 0,6721

d2 =0,5 0,4827 0,4828 0,0687 -0,0172 | 0,0050 0,2654 0,7228

1000 1 =-2 -2,0119 -2,0107 0,0392 -0,0119 | 0,0017 | -2,1407 -1,8959
Yo = —2 -2,0109 -2,0113 0,03891 -0,0108 | 0,0016 | -2,1373 -1,9094

61 =0,3 0,2919 0,2925 0,0233 -0,0080 | 0,0006 0,2149 0,3747

62 =0,3 0,2917 0,2918 0,0246 -0,0083 | 0,0006 0,2055 0,3664

¢1 =0,2 0,2104 0,2105 0,0353 0,0104 | 0,0013 0,0919 0,3356

¢2 =0,2 0,2084 0,2082 0,0368 0,0084 | 0,0014 0,0753 0,3311
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Figura 3.16: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 50
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Figura 3.18: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 300
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Figura 3.19: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1) com sazo-

nalidade, de amostras tamanho 500
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Figura 3.20: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(0,1) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 1000
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3.4
Modelo Poisson BGARMA(1,1)

A Tabela 3.5 e a Tabela 3.6 apresentam o desvio padrao, o vicio, a média e
a mediana dos parametros estimados, com base no método de méaxima verossi-
milhanga proposto no capitulo 2, subsecao 2.4.3, para o modelo BGARMA(1,1)
estacionario e BGARMA(1,1) com sazonalidade, respectivamente. Com o es-
tudo de simulacgao, pode-se dizer que ha evidéncias de que os estimadores pos-
suem boas propriedades estatisticas. Observa-se que os valores dos parametros
estimados tornam-se préximos do valor real a medida que se aumenta o tama-
nho da amostra. Ainda, como o vicio e o MSE dos estimadores tendem a zero
ha, portanto, evidéncias de que os EMV para esse modelo sao assintoticamente

nao viesados e consistentes.

3.4.1
Modelo Poisson BGARMA(1,1) estacionario

Tabela 3.5: Resultado de simulacdo do modelo Poisson BGARMA(1,1) estaci-

Onari

n Parametros | Média Mediana | D.P. Médio | Vicio MSE Minimo Maéaximo
a; =0,2 0,1403 0,1703 0,4743 -0,0596 0,2283 -2,9583 1,3010

az =0,2 0,1396 0,1538 0,4502 -0,0603 0,2061 -1,6731 1,4524

az =0,2 0,0524 0,2574 1,0078 -0,1475 1,0365 -8,1161 1,3641

50 61 =0,1 0,0156 0,0308 0,1193 -0,0844 0,0214 -1,0305 0,5361
62 =0,1 0,0179 0,0306 0,1202 -0,0821 0,0211 -0,7809 0,5434

¢ =0,7 0,7185 0,7084 0,2155 0,0185 0,0467 0,0034 1,8809
¢$2=0,7 0,7197 0,7167 0,2040 0,0197 0,0419 0,1284 1,4818

a; =0,2 0,1658 0,1713 0,3008 -0,0342 0,0915 -0,7409 1,0082

az =0,2 0,1575 0,1714 0,2948 -0,0425 0,0886 -0,7574 1,0418

az =0,2 0,1577 0,2062 0,3780 -0,0422 0,1446 -4,9353 0,8458

100 61 =0,1 0,0351 0,0411 0,0869 -0,0649 0,0118 -0,5372 0,3506
62 =0,1 0,0357 0,0402 0,0909 -0,0643 0,0124 -0,3462 0,5150

¢ =0,7 0,7197 0,7172 0,1416 0,0197 0,0204 0,2898 1,1290

2 =0,7 0,7239 0,726 0,1397 0,0239 0,0201 0,2193 1,1617

a1 =0,2 0,1757 0,1755 0,1721 -0,0243 0,0302 -0,4806 0,7338

az =0,2 0,1768 0,1871 0,1685 -0,0231 0,0289 -0,4036 0,6945

300 asz =0,2 0,1825 0,1909 0,1634 -0,0175 0,0269 -0,5271 0,5769
61 =0,1 0,0609 0,0622 0,0575 -0,0391 0,0048 -0,1225 0,2544

62 =0,1 0,0600 0,0614 0,0595 -0,0399 0,0051 | -0,19271 0,2737

¢ =0,7 0,7161 0,7153 0,0825 0,0161 0,0071 0,4178 1,0006
¢$2=0,7 0,7171 0,71726 0,0812 0,0171 0,0069 0,4144 0,9618

a1 =0,2 0,1820 0,1852 0,1288 -0,01794 | 0,0169 -0,2182 0,5602

az =0,2 0,1770 0,1783 0,1289 -0,0229 0,0171 | -0,32181 0,5493

500 az =0,2 0,1853 0,1946 0,1230 -0,0147 0,0153 | -0,24821 0,5918
61 =0,1 0,0705 0,0731 0,0463 -0,0294 0,0030 -0,0757 0,2293

62 =0,1 0,0726 0,0756 0,0468 -0,0273 0,0029 -0,0914 0,2222

¢ =0,7 0,7133 0,7154 0,0629 0,0133 0,0041 0,5027 0,9209
¢$2=0,7 0,7150 0,7167 0,0625 0,0151 0,0041 0,5206 0,9425

a; =0,2 0,18824 0,1858 0,0940 -0,0117 0,0089 -0,1432 0,5045

az =0,2 0,1866 0,1862 0,0927 -0,0134 0,0088 | -0,10062 0,4749

1000 az =0,2 0,1884 0,1914 0,0861 -0,0116 0,0075 -0,1707 0,4176
61 =0,1 0,0800 0,0805 0,0361 -0,0199 0,0017 -0,0579 0,2074

62 =0,1 0,0818 0,0819 0,0362 -0,0182 0,0016 -0,0493 0,1749

¢ =0,7 0,7089 0,7101 0,0468 0,0089 0,0023 0,5131 0,8572

2 =0,7 0,7098 0,7102 0,0454 0,0098 0,0021 0,5658 0,8641
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Figura 3.21: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1), de amos-
tras tamanho 50
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Figura 3.22: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1), de amos-
tras tamanho 100
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Figura 3.23: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1), de amos-
tras tamanho 300
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Figura 3.24: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1), de amos-

tras tamanho 500
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Figura 3.25: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1), de amos-
tras tamanho 1000
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3.4.2
Modelo Poisson BGARMA(1,1) estacionario com sazonalidade

Tabela 3.6: Resultado de simulacdo do modelo Poisson BGARMA(1,1) com

sazonalidade

n Parametros | Média Mediana | D.P. Médio | Vicio MSE Minimo Maéaximo
a1 =0,4 0,1922 0,2163 0,3405 -0,2077 0,1589 -1,5199 1,2339

ag =0,4 0,1789 0,2114 0,3194 -0,2211 0,1508 -1,0477 1,0838

a3 =0,4 0,4324 0,4509 0,2083 0,0324 0,0444 -1,2764 0,9231

61 =0,5 0,2844 0,2783 0,3006 -0,2156 0,1368 -1,2580 1,5457

52 =0,5 | 0,2681 | 0,2687 0,3235 20,2319 | 0,1583 | -1,3495 | 1,5389

50 y1 = -2 -2,1320 -2,1125 0,2005 -0,1320 0,0576 -3,0921 -1,5699
Y2 = —2 -2,1393 -2,1234 0,2009 -0,1393 0,0597 -3,5551 -1,5345

61 =0,3 0,1759 0,1903 0,1321 -0,1240 0,0328 -0,7877 0,5234

02 =0,3 | 0,1767 | 0,1996 0,1447 20,1233 | 0,0361 | -0,7528 | 0,5507
61=0,2 | 03199 | 0,3183 0,1476 0,1199 | 0,0361 | -0,2504 | 0,8269

¢2 =0,2 0,3276 0,3198 0,1508 0,1276 0,0390 -0,1531 0,8673

a; =0,4 0,2743 0,2743 0,2127 -0,1256 0,0610 -0,4459 0,9191
as=0,4 | 02885 | 0,2995 0,2228 20,1114 | 0,0620 | -0,4777 | 0,8743

a3 =0,4 0,4247 0,4322 0,1363 0,0246 0,0192 -0,1336 0,7927
51=0,5 | 0,3500 | 0,3369 0,2110 -0,1499 | 0,0669 | -0,3350 | 0,9912

52 =0,5 0,3591 0,3558 0,2064 -0,1409 0,0624 -0,1895 1,0606

100 | ~yi=-2 | -2,0798 | -2,0765 0,1207 20,0799 | 0,0209 | -2,5731 | -1,6988
Y2 = —2 -2,0687 -2,0592 0,1257 -0,06867 0,0205 -2,5423 -1,7647

61 =0,3 0,2324 0,2366 0,0819 -0,06754 0,0112 -0,1803 0,4884

62 =0,3 0,2348 0,2421 0,0841 -0,0652 0,0113 -0,1004 0,4484

1 =0,2 0,2739 0,2727 0,1043 0,0739 0,01635 | -0,07403 0,6730

2 =0,2 | 02671 | 0,2661 0,1073 0,0671 | 0,0160 | -0,0545 | 0,6557

a; =0,4 0,3478 0,3467 0,1256 -0,0522 0,0185 -0,0472 0,7252

ag =0,4 0,3434 0,3411 0,1281 -0,0565 0,0195 -0,0866 0,8088

a3 =0,4 | 04150 | 0,4198 0,0818 0,0150 | 0,0069 | 0,1088 | 0,6923

61 =0,5 0,4394 0,4366 0,1219 -0,0605 0,0185 0,03939 0,8267

d2 = 0,5 0,4413 0,4376 0,1237 -0,0586 0,0187 0,0467 0,8249

300 y1=—2 -2,0310 -2,0315 0,0695 -0,0311 0,0058 -2,2323 -1,8172
Y2 = —2 -2,0334 -2,0348 0,0701 -0,0334 0,0060 -2,2673 -1,8418

61 =0,3 0,2737 0,2754 0,0432 -0,0262 0,0025 0,1353 0,4127

62 =0,3 0,2743 0,2757 0,0425 -0,0256 0,0025 0,0979 0,3966
61=0,2 | 02311 | 0,2330 0,0613 0,0311 | 0,0047 | 0,0304 | 0,4069

¢2 =0,2 0,2317 0,2321 0,0621 0,0317 0,0049 0,0234 0,4414

a1 =0,4 0,3761 0,3675 0,0721 -0,0308 0,0044 0,0379 0,7315
as=0,4 | 03642 | 0,3679 0,0974 20,0358 | 0,0108 | 0,0794 | 0,7037

a3 =0,4 0,3657 0,3677 0,0979 -0,0342 0,0107 0,0267 0,6547
51=0,5 | 04141 | 0,4152 0,0613 0,0141 | 0,0039 | 0,1838 | 0,5959

52 =0,5 0,4672 0,4664 0,0965 -0,0328 0,0104 0,0796 0,7426

500 | q=-2 | 04655 | 0,4644 0,1013 20,0344 | 00114 | 0,1595 | 0,8268
Y2 = —2 -2,0205 -2,0200 0,0544 -0,0205 0,0033 -2,2070 -1,8440

61 =0,3 -2,0198 -2,0184 0,0546 -0,0198 0,0033 -2,2075 -1,8462

62 =0,3 0,2848 0,2859 0,0344 -0,0152 0,0014 0,1540 0,3847

1 =0,2 0,2843 0,2849 0,0339 -0,0156 0,0014 0,1384 0,4065

62 =0,2 | 02187 | 02184 0,0490 0,0187 | 0,0027 | 0,0471 | 0,4270

o1 =0,4 | 03791 | 0,3785 0,0711 20,0208 | 0,0055 | 0,1469 | 0,6204

ag =0,4 0,3842 0,3864 0,0711 -0,0157 0,0053 0,1734 0,5874

a3 =0,4 | 04114 | 0,4137 0,04131 0,0114 | 0,0018 | 0,2721 | 0,5369

61 =0,5 0,4844 0,4846 0,06839 -0,0156 0,0049 0,2583 0,6721

62 =0,5 | 0,4827 | 0,4827 0,0687 20,0172 | 0,0050 | 0,2653 | 0,7227

1000 y1 = -2 -2,0119 -2,0107 0,0392 -0,0119 0,0017 -2,1407 -1,8959
Y2 = —2 -2,0109 -2,0113 0,0389 -0,01087 0,0016 -2,1373 -1,9094

01 =0,3 | 0,2919 | 0,2925 0,0233 -0,0080 | 0,0006 | 0,2149 | 0,3747

62 =0,3 0,2917 0,2918 0,0246 -0,0083 0,0006 0,2055 0,3664

61 =0,2 | 02104 | 02105 0,0353 0,0104 | 0,0013 | 0,0919 | 0,3356

@2 =0,2 0,2084 0,2082 0,0368 0,0084 0,0014 0,0753 0,3311
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Figura 3.26: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 50
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Figura 3.27:
nalidade, de

Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1) com sazo-
amostras tamanho 100
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Figura 3.28: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 300
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Figura 3.29: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 500
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Figura 3.30: Histograma dos parametros do modelo BGARMA(1,1) com sazo-
nalidade, de amostras tamanho 1000
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4
Aplicacao a Dados Reais e Comparacao entre Modelos

4.1
Introducao

No intuito de investigar o desempenho e a aderéncia dos modelos apre-
sentados no Capitulo 2, duas séries bivariadas de dados reais serao estimadas.
O primeiro par de séries é referente ao nimero de 6bitos de criancas com me-
nos de 1 ano na cidade de Niterdi, entre Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995,
perfazendo 96 observagoes. Serd realizada a modelagem conjunta da série de
nimero do 6ébitos de criancas com menos de 27 dias de idade e a série de nu-
mero de ébitos de criancas com idade que varia entre 28 dias a 11 meses e 29
dias de vida. O segundo par de séries refere-se ao niimero de acidentes rodovia-
rios didrios na area de Schiphol na Holanda durante o ano de 2001. No total,
sao 365 observacoes da série de nimeros de acidentes que ocorreram durante
o dia e o nimero de acidentes que ocorreram a noite, entre as 22 horas e as
6 horas da manha. A investigacao e os resultados das modelagens dessas duas
séries bivariadas serao vistas nas segoes a seguir.

Os resultados estatisticos obtidos através do modelo Poisson BGARMA
serao discutidos e comparados com aqueles resultantes do ajuste dessas mesmas

séries ao modelo VAR(1), que serd apresentado na segao a seguir.

4.2
Um Modelo VAR para comparacao

Nesta secao serao abordadas algumas propriedades importantes do mo-
delo VAR. Além disso, as principais utiliza¢oes deste modelo s@o para previsao
e analise estrutural.

Considere um conjunto de séries temporais multivariadas observadas no
tempo y1, Yo, ..., yr com Yy = (Y1¢, Y21, -, Yke)'- Um modelo VAR(p) pode ser

expresso matematicamente pela seguinte formulagao:

Ye=v+ A1+ Ay o+ ... tut=0,1,2, ... (4-1)
Onde, y; = (Y11, Y21, ---, Yre) € um vetor aleatério (K x 1) de varidveis

enddgenas; v = (vq, Vg, ..., V)" € um vetor fixo de interceptos (K x 1), os quais
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permitem a possibilidade de média E(y;) ndo nula; A; sdo matrizas fixas de
coeficientes, os quais sao interpretados como a sensibilidade de uma variavel do
modelo com relagdo a uma defasagem de outra variavel; u; = (w1, U, ..., Upy)’
¢ um vetor K-dimensional de ruido branco, ou seja, E(u;) = 0, E(uuy) = X
e E(usuy) = 0.

Cada equacao do modelo possui um termo especifico, o qual pode ser

u

interpretado como o choque correspondente a K-ésima equacao. Este termo é
o termo de erro u;,.

Qualquer modelo VAR(p) pode ser representado por um modelo Kp-
dimensional VAR(1), dado por:

Yi=v+AY,_ + U, (4-2)
onde,
_ - - Ay Ay o Ay A -
Yt v
I, 0 ... 0 0
Yi—1 0
Y, = ) , V= ] , A= 0 I 0 0 e U=
) 0 : : :
L Yt L 0 0 ... I 0 :

Onde as dimensoes sao Y; ~ (K,)x1, v~ (K,xK,) e U ~ (K,x1).
A matriz Y; é estavel para ||Z|| < 1, det({lg, — Az) # 0. A média do
modelo Var(p) ¢ dada por:

pi=E(Y) = (I, —A) v

E as auto-covariancias sao:
Ty(h) =Y AM'Sy(A)y
i=0

Onde, EU = E(UtUt’)

Usando a matriz J com dimensao (K x k;) dada por:

J=[ i 0 i ... 0

O processo y; é obtido como y; = JY;. Pelo fato de Y; ser um processo bem
definido, isto implica que y; também seja. Entao temos E(y;) = Ju, constante
para todo t e I'y(h) = JI'y(h).J> também invariante no tempo.

Seja o polinémio caracteristico do processo VAR(p), dado por

det(Ix, — A, — ... — A,ZP). Dizemos que o processo é estavel se, para
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|Z| <1, det(Ix, — A, —...—A,ZP) # 0. Esta ¢ a condicao de estabilidade do

Processo.

Estimacao

Na estimagao do modelo VAR, o sistema apresenta uma estrutura fixa,
com as mesmas variaveis em todas as equacoes e com o mesmo nimero de defa-
sagens, sendo conhecido como “VAR puro”. O estimador para a representacao
padrao de um processo VAR(p) é definido por minimos quadrados multivaria-

dos (ou minimos quadrados generalizados) expresso da seguinte forma:

B=(X'X)XY

Este resultado é amplamente conhecido na literatura e bastante utilizado.

Previsao

Um dos principais objetivos da andlise de séries temporais multivaria-
das é gerar previsao. No contexto do modelo VAR, interessa-nos o modelo que
minimiza o Erro Quadréatico Médio (EQM) de previsdo, que também é lar-
gamente utilizado como a funcao-perda na fase de estimacao. Além disso, o
EQM é um estimador nao-viciado da variancia dos erros de previsao, 1til para
a construcao de intervalos e regioes de previsao.

A equacao de previsao num horizonte h com origem em t é dada pelo

valor esperado condicional:

Ei(yern) = E(ein|h) = E(eenllysls <)) (4-3)

Supondo a normalidade dos termos de erro do modelo, isto é, u; sao
normais multivariados com u; e u, independentes para t # s. Sob estas
condicoes, os erros de previsao também sao normalmente distribuidos como
transformacoes lineares de vetores normais:

h—1

Yeen — ye(h) =Y Biuini ~ N0, %y (h)) (4-4)
=0
Este resultado implica que os erros de previsao das componentes indivi-

duais sao também normais, dados por:

Yk,t+h — yk,t(h)
or(h)

onde, yi+(h) é a K-ésima componente de y.(h) e ox(h) é a raiz quadrada do

~ N(0,1),

k-ésimo elemento da diagonal principal da matriz X, (h).

Denotando por Z, o ponto critico da distribui¢ao normal, temos:
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Yk,t+h — ykt<h)
1-— = Pr{—zgmpg <= d < Z(a
o T{ Ze\2) = Uk<h) = 2 \2)}

= Pr {yk,t(h) — 2\2)0k(P) < Yrprn < Yre(h) + Z(a\2)0'k(h)}
(4-5)

Entéao, o intervalo de previsao com (1 — «)%, h periodos a frente, para a

k-ésima componente de 3, é:

Yrt(h) £ 2(a\2) 0% (R)

ou

et (h) — 2\2) 0% (h), Ykt (h) + 2@\2)0k(h)].

Este resultado pode ser estendido para regioes de previsao, para duas ou
mais componentes. Defina a matriz ' = [Iy : 0] com dimensao (N x K)
e note que temos um resultado conhecido de vetores normais multivariados,

dado por:

Wien — ye(W)] F[FS,(B) )" Flysen — ye(h)] ~ X*(N)

Assim, a distribuicio X*(V) pode ser usada para determinar o elipséide
de previsao com (1 — )% para as primeiras N componentes do processo. Para
tal, utiliza-se o método de Bonferroni, considerando que, para um intervalo de
previsao com (1 — %)%, a regiao de previsao resultante tem probabilidade no
minimo (1 — a)% de conter todas as N varidveis conjuntamente.

Nas préoximas secoes serao realizadas aplicagoes do modelo VAR a dados
reais, para comparar com o modelo Poisson BGARMA e verificar a aplicabili-

dade desses dois modelos.
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4.3
Aplicacao 1

Esta secao trata dos principais resultados do estudo da série bivariada
do ntimero de 6bitos de criangas com menos de 1 ano na cidade de Niterdi,
entre Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995. Sao 96 observagoes das seguintes

variaveis:
1. y1,: nimero de ébitos de criangas com menos de 27 dias de idade.

2. y9,: nimero de Obitos de criangas com idade que varia de 28 dias a 11

meses e 29 dias de vida.

Na Figura 4.1 e na Figura 4.2 que seguem, podem ser vistos os gréaficos
das séries yy, € y2,, bem como seus graficos de autocorrelacao e autocorrelacao
parcial. A Figura 4.2 mostra a correlacao cruzada entre ambas as séries, através

desse grafico podemos ver que essas séries sao correlatadas.
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Figura 4.1: Série temporal bivariada dos niimeros de 6bitos neonatais na cidade
de Niterdi, entre Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995, grafico da correlagao e
da correlacao parcial dessa série.

Na tabela 4.1 observa-se as estatisticas descritivas para cada uma das

séries y1; e Yo, definidas nessa segao.
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Figura 4.2: Correlagao cruzada entre a série temporal y, e a série temporal ys,

Tabela 4.1: Tabela descritiva para cada uma das séries y;, e yo, referentes ao
numero de 6bitos neonatais

Variavel Minimo Média  D,P, Mediana Maximo r(1) r(2) r(12)

Y1y 1 11,8971 4,8580 11,0000 32 0,4398 0,3024 0,2680
Y2, 0 11,2745 17,3238 9,0000 38 0,6841 0,5729 0,5007
4.3.1

Resultados

Para este conjunto de dados foram ajustados os modelos BGARMA(1,0),
BGARMA(0,1) e o modelo BGARMA(1,1), estaciondrios, com tendéncia e/ou
sazonalidade, conforme especificado na Tabela 4.2. Na escolha do melhor
modelo foram utilizados os critérios AIC e BIC. Seguem na proxima tabela
os valores AIC e BIC dos modelos estimados.

Conforme a Tabela 4.2, é evidente que a série temporal bivariada do
nimero de Obitos neonatais possui tendéncia e sazonalidade. De acordo com os
critérios utilizados, a estrutura que deve-se escolher para modelar a série é a
estrutura BGARMA(1,1) com tendéncia e sazonalidade. Na Tabela 4.3 seguem
as estimativa da maxima verossimihanga (EMV) e o intervalo de confianca de

95% (IC9s%) para os parametros desse modelo.
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Tabela 4.2: Tabela com valores AIC e BIC dos ajustes dos modelos

MODELO ESPECIFICACAO AIC BIC
- 2437,4366 2452,6213
TENDENCIA 2290,471  2396,650
BGARMA(1 ’ ’
GARMA(L0) SAZONALIDADE 2409,9579  2425,1427
TENDENCIA+SAZONALIDADE 2290471  2396,650
- 2632,1950 2647,3798
TENDENCIA 2287,855  2317,718
BGARMA(0,1 ’ ’
GARMA(0,1) SAZONALIDADE 2599,9556 2615,1404
TENDENCIA+SAZONALIDADE  2296,521  2399,383
- 2437,0262 2452,2110
TENDENCIA 2293,375  2349,783
BGARMA(1,1 ’ ’
GARMA(L1) SAZONALIDADE 2390,9652  2406,1500
TENDENCIA+SAZONALIDADE  2254,717  2363,215
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Tabela 4.3: Tabela dos estimadores de maxima verossimilhanga do modelo BGARMA(1,1) com tendéncia e sazonalidade no ajuste da série

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021467/CA

do ntmero de ébitos neonatais na cidade de Niterdi, entre Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995

Estimadores | Valores estimados D.P. I.C. 95% Defini¢oes dos Parametros

51 -0,0070 | 0,0000 | (-0,0087, -0,0053) Parametros referentes & tendéncia
Ba -0,0031 | 0,0000 | (-0,0043, -0,0018)

ay 2,4793 | 10,1069 | (1,8384, 3,1202) Intercepto

e 2,4368 | 0,0973 | (1,8255, 3,0481)

a3 -2,6915 | 72,0597 | (-19,3295, 13,9465) Log da co-variancia

011 -0,1325 | 0,0013 | (-0,2018, -0,0632) Parametros da parte sazonal referentes ao cosseno
019 0,1139 | 0,0011 | (0,0499, 0,1779)

013 -0,0350 | 0,0009 | (-0,0951, -0,0252)

014 -0,0398 | 10,0009 | (-0,0987,-0,0191)

015 0,0300 | 0,0008 | (0,0163, 0,0363)

016 0,0108 | 10,0001 | (0,0093, 0,020)

021 0,0492 | 0,0010 | (0,0132, 0,1115)

029 0,0493 | 0,0009 | (0,0102, 0,1089)

023 0,0118 | 10,0009 | (-0,0478, 0,0713)

02y -0,0527 | 0,0009 | (-0,1111, -0,0056)

025 0,0217 | 10,0008 | (0,0334, 0,0769)

02 -0,0003 | 0,0001 | (-0,0199, 0,0193)

Y11 0,0969 0,0011 | (0,0306, 0,1631) Parametros da parte sazonal referentes ao seno
Y19 -0,0065 | 0,0010 | (-0,0068, -0,0055)

Vi3 -0,0227 | 0,0010 | (-0,0350,-0,2001)

Y14 0,0690 | 0,0009 | (0,0103, 0,1276)

Vi 0,0523 | 10,0009 | (-0,0064, 0,1110)

Y21 0,0710 | 0,0010 | (0,0087, 0,1333)

Y29 0,0088 | 10,0009 | (-0,0505, 0,0681)

Y23 -0,0548 | 0,0009 | (-0,1126, -0,0030)

Y24 -0,0164 | 0,0008 | (-0,0727, 0,0399)

Y25 -0,0266 | 0,0009 | (-0,0840, -0,0109)

01 0,0576 | 0,0032 | (0,0541, 0,1693) Parte MA

0 0,0383 | 0,0057 | (-0,1093, 0,1860)

P 0,1349 | 0,0063 | (0,0211, 0,2908) Parte AR

b2 0,0879 | 0,0106 | (-0,1136, 0,2894)

w1 0,0894 | 0,0041 | (0,0361, 0,2149) Parametros das relagoes entre y; e yo
wo 0,0457 | 10,0023 | (0,0440, 0,1394)

SO[OpOJAl o13ue ovderedwio)) o sreoy] sope(] e ovdeordy f omyide))
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Para investigar a adequacao do modelo proposto para o ajuste dos dados
ao modelo selecionado, calculou-se os residuos do modelo através do método
descrito na subsecao 2.4.4. O diagnéstico para a varidavel resposta foi realizado
através da analise desses residuos, visto que a suposicao essencial para que os
resultados do ajuste do modelo sejam confidveis é que os residuos possuam
distribuicao normal padrao. Os gréficos a seguir apresentam as caracteristicas
amostrais dos residuos dos dados ajustados. Verifica-se nos resultados da
andlise de residuos, usando o teste de Jarque Bera, evidencias de que os
residuos quantilicos sao aqueles que possuem a distribuicao mais préoxima da
normal. Nos graficos da Figura 4.3 e Figura 4.4 que seguem, observa-se que
os residuos quantilicos possuem distribuicao Normal padrao com média zero e

dados descorrelatados.

— Residuos de Pearson para y;: X-squared = 1.473, df = 2, p-value = 0.4788

— Residuos de Pearson para y,: X-squared = 59.1629, df = 2, p-value =
1.422 x 1019,

— Residuos quantilico para y;: X-squared = 0.1028, df = 2, p-value =
0.9499.

— Residuos quantilico para ys: X-squared = 8.5591, df = 2, p-value =
0.1385.
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Figura 4.3: Séries dos residuos de Pearson e quantilico resultantes do ajuste da
série temporal bivariada do ntimeros de ébitos neonatais na cidade de Niterdi,
entre Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995. Dispersao e correlacao dos residuos
do modelo.
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Residuos do ajuste de y1 Residuos do ajuste y2
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Figura 4.4: Diagndsticos dos residuos quantilicos resultantes do ajuste da série
temporal bivariada do nimeros de 6bitos neonatais na cidade de Niterdi, entre
Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995.
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4.3.2
Previsao 1 passo a frente

Nesta secao sera apresentada a previsao da série ajustada pelo modelo
Poisson BGARMA(1,1) com tendéncia e sazonalidade, visto que este foi o
modelo que melhor se ajustou aos dados. Sera utilizado o método apresentado
na segao (2.4.5), com passos de previsao igual a um e igual a dois.

Os graficos da Figura 4.5 mostram as distribui¢coes um passo a frente
P(y1pp1|Hr) € P(y2riq|Hr), para as séries relativas ao niimero de 6bitos de
criangas com menos de um ano na cidade de Niterdi, entre Janeiro de 1979
e Dezembro de 1995. Os tltimos valores observados (T = 204) sao iguais a
Y17 = Db e Yo = 9. Além disso, para previsao um passo a frente (741 = 205)
é possivel observar que os valores previstos serao Y17, =4 € Yo = 8.

A Figura 4.6 mostra o grafico tri-dimensional da Distribuigao bivariada
preditiva, um passo a frente P(yi7,1, P(y2py1|Hr) para as séries bivariadas

do nuimero de obitos de criancas com menos de um ano na cidade de Niteroi.

A Figura 4.7 mostra a distribuigao dois passos a frente P(yi;,o|Hr) €
P(yap,o|Hr) para as séries do nimero de ébitos de criancas com menos de
um ano na cidade de Niterdi, entre Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995.Além
disso, é possivel observar que para previsao dois passos a frente (7' + 2 = 206)

obtém-se Y170 =8 € Yoy, o, = 9.

Tabela 4.4: Tabelas com as previsoes um e dois passos a frente, e os valores
estimados para esses passos nas séries do numero de ébitos de criancas com

menos de um ano na cidade de Niteroi.
Variaveis Passos a Frente Previsto

vyl 1 4

2 8
y2 1 8
2 9

Para verificar a qualidade da previsao, calcula-se o MSE, dado em (2.4.4),
através desse calculo obtém-se MSE,; = 2,3676 e MSE,, = 4,0686.Na secao
a seguir é possivel observar o ajuste dessa mesma série ao modelo VAR(1),

com a finalidade de comparacao entre os dois modelos.
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Figura 4.5: Distribuicoes univariadas preditivas um passo a frente P(y17.,,|Hr)
e P(yopyq|Hr) para as séries do niimero de ébitos de criangas com menos de
um ano, na cidade de Niterdi, entre Janeiro de 1979 e Dezembro de 1995


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021467/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021467/CA

Capitulo 4. Aplicacao a Dados Reais e Comparacao entre Modelos 96

Distribuicdo bivariada preditiva 1 passo a frente
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Figura 4.6: Distribuicao bivariada preditiva, um passo a frente
P(yip41,Yors1|Hr) da série bivariada do nimero de ébitos de criangas
com menos de um ano na cidade de Niterdi, entre Janeiro de 1979 e Dezembro
de 1995.
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Figura 4.7: Distribuigoes univariadas preditivas dois passos a frente
P(y1p40|Hr) € P(y2ryo|Hr) paras as séries do nimero de 6bitos de criancas
com menos de um ano na cidade de Niterdi, entre Janeiro de 1979 e Dezembro
de 1995.
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4.3.3
Comparacao entre modelos

Nesta secao o modelo Poisson BGARMA serd comparado com o modelo
VAR descrito anteriormente. Para isso, os dados serao ajustados ao modelo
VAR Gaussiano.

Estatisticamente, os modelos Poisson BGARMA e VAR (p) foram compa-
rados pelas medidas de MSE. No ajuste das séries de 6bitos neonatais, aplicou-
se um modelo com tendéncia e sazonalidade onde S = 12. Para estimacao dos
parametros utilizou-se o software Eviews 4.

Na Tabela 4.5 sao apresentados alguns resultados estatisticos referentes
ao ajuste da série de ébitos neonatais ao modelo Var(l) com tendéncia e

sazonalidade.

Tabela 4.5: Tabela de dados do ajuste da série de 6bitos neonatais ao modelo
VAR(1)
R-squared 0,4017
Adjusted R-squared 0,3571
Mean Squared Error 12,8605
Y1 Durbin-Watson stat 1,9542
Mean dependent var 11,798

S,D, dependent var 4,659
Sum squared resid 2623,541
Y2 R-squared 0,6493

Adjusted R-squared 0,6232
Mean Squared Error 18,3925
Durbin-Watson stat 2,0218
Mean dependent var 11,2069
S,D, dependent var 7,2778
Sum squared resid 3752,056

Pode-se constatar estatisticamente que o modelo BGARMA, comparado
ao modelo VAR através da medida de MSE, teve um ajuste muito superior

para as duas séries yq, € y2,. O modelo BGARMA apresentou um melhor valor

de MSE.
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4.4
Aplicacao 2

Os dados usados nesta aplicacao referem-se a modelagem conjunta das
séries diarias de acidentes de transito ocorridos durante o dia e durante noite
em Schiphol, na Holanda, no ano de 2001. Os acidentes ocorridos durante a
noite sao aqueles relatados entre as dez horas da noite e seis horas da manha,
enquanto no restante dos horarios considera-se que os acidentes ocorreram
durante o dia. Nas andlises desses dados as duas séries possuem diferentes
comportamentos. Durante a noite o trafego é de diferente natureza, a noite
algumas pessoas saem para se divertir enquanto durante o dia a maioria
das pessoas saem por obrigacao como trabalho ou escola. Por outro lado
as duas séries possuem alguns fatores comuns, como condigoes climaticas,
caracteristicas da estrada, fazendo com que estas sejam correlatadas. Tratam-

se de observagoes didrias. Sao 365 observacoes das seguintes variaveis:

1. y1,: numero de acidentes de carro ocorridos durante o dia.

2. 19, nimero de acidentes de carro ocorridos durante a noite.

Na tabela 4.6 observa-se as estatisticas descritivas para cada uma das

séries 41, € Yo, definidas definidas nessa secao.

Tabela 4.6: Tabela descritiva para cada uma das séries y;, e yo, referentes ao
numero de acidentes de carro.

Varidveis Média Minimo D.P. Mediana Méximo 1(1) r(2) r(7)
Y1, 7,2767 0 4,5756 6 25 0,1251 0,0705 0,2727
Y2, 1,5041 0 1,37 1 70,1339 0,0384 -0,0417

Na Figura 4.8, sao apresentados os grafico das séries vy, y2, € os grafico
de autocorrelagao e autocorrelagao parcial dessas duas séries. Na Figura 4.9
observa-se a correlacao cruzada das séries. Através desse grafico é possivel

constatar que essas séries sao correlatadas.
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Figura 4.8: Série temporal bivariada didria d nimero de acidentes de transito
ocorridos durante o dia e durante noite em Schiphol, na Holanda, no ano de
2001
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Figura 4.9: Correlacao cruzada entre a série temporal ¥, e a série temporal yo,
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4.4.1
Resultados

Para este

conjunto de dados , foram ajustados
BGARMA(1,0), BGARMA(0,1) e o modelo BGARMA(1,1), estacionarios,

com tendéncia e/ou sazonalidade conforme especificado na tabela 4.7. Na

os modelos

escolha do melhor modelo foram utilizados os critérios AIC e BIC. Seguem na

tabela supracitada os valores AIC e BIC dos modelos adotados.

Tabela 4.7: Tabela com valores AIC e BIC dos ajustes dos modelos

MODELO AIC BIC
- 3477,731  3505,031
TENDENCIA 4088,614  4107,377

ARMA(1 ’ ’
GARMA(L,0) SAZONALIDADE 3343,883  3402,382
TENDENCIA+SAZONALIDADE  4053,355  4072,118
- 3557,132  3584,431
TENDENCIA 4426,8041 444,567

GARMA(0,1 ' ’
(0.1) SAZONALIDADE 3343,783  3398,382
TENDENCIA+SAZONALIDADE 4385,591  4404,354
- 3478,612  3513,711
TENDENCIA 3924,827  3943,590

GARMA(1,1 ' ’
(L.1) SAZONALIDADE 3337,799  3400,197
TENDENCIA+SAZONALIDADE  3902,715  3922,215

Conforme a Tabela 4.7, é evidente que pelos critérios utilizados, a

estrutura que devera ser escolhida para modelar a série ¢ a BGARMA(0,1) com

sazonalidade. Na Tabela 4.8 seguem as estimativa da maxima verossimilhanga

(EMV) e o intervalo de confianga de 95% (ICysy) para os parametros desse

modelo.
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Tabela 4.8: Tabela dos estimadores de méxima verossimilhanca e seu intervalo de confianca

Estimadores | Valores estimados | D.P. I.C. 95% Defini¢oes dos parametros
o -0,1157 0,0425 | (-0,5199, 0,2885) Termo independente
Qo 1,9068 0,0007 | (1,8531, 1,9605,)
Qs -0,9576 0,0794 | (-0,4052, -1,5100) Log da co-variancia
014 -0,0972 0,0008 | (-0,0412, -0,1531) | Parametros da parte sazonal referentes ao cosseno
51 0,2443 0,0000 | (0,1847, 0,3039)
013 0,0402 0,0023 | (0,0343, 0,0462)
014 -0,0222 0,0059 | (-0,0249, -0,0195)
Y11 0,2852 0,0011 | (0,2199, 0,3505) Parametros da parte sazonal referentes ao seno
Y19 0,0387 0,0009 | (-0,0197, 0,0971)
Y13 -0,1028 0,0008 | (-0,1595, -0,0462)
01 0,0628 0,0022 | (-0,0297, 0,1553) Parte MA
0o 0,0261 0,0008 | (-0,0298, 0,0821)
w1 0,1329 0,007 | (-0,0354, 0,3013) Parametros das relagoes entre y; e s
Wo 0,0729 0,0003 | (0,0404, 0,1055)

SO[OpOJAl o13ue ovderedwio)) o sreoy] sope(] e ovdeordy f omyide))
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Para investigar a adequacao do modelo proposto para o ajuste dos
dados ao modelo selecionado, calculou-se os residuos do modelo através do
método descrito na subsecao 2.4.4. O diagnostico para a variavel resposta foi
realizado através da andlise desses residuos, visto que a suposicao essencial
para que os resultados do ajuste do modelo sejam confidveis e que os residuos
possuam distribuicao normal padrao. Os graficos da Figura 4.10 e da Figura
4.11 apresentam as caracteristicas amostrais dos residuos dos dados ajustados.
Verifica-se nos resultados da andlise de residuos usando o teste de Jarque Bera,
evidencias de que os residuos quantilicos sao aqueles que possuem distribuicao
mais proxima da normal. Nos graficos da Figura 4.10 e Figura 4.11 que seguem,
hé evidéncias de que os residuos quantilicos possuam distribuicao Normal

padrao e dados descorrelatados.

— Residuos de Pearson para y;: X-squared = 8,38009, df = 2, p-value =
0,01514

— Residuos de Pearson para y,: X-squared = 10,1431, df = 2, p-value =
0,006273.

— Residuos quantilico para y;: X-squared = 1,4538, df = 2, p-value = 0,4823
— Residuos quantilico para ys:X-squared = 0,9804, df = 2, p-value = 0,6125
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Figura 4.10: Séries dos residuos de Pearson e quantilico resultantes do ajuste da
série temporal bivariada do nimero de acidentes de transito ocorridos durante
o dia e durante noite em Schiphol, na Holanda, no ano de 2001.
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Figura 4.11: Diagnésticos dos residuos quantilicos resultantes do ajuste da série
temporal bivariada do nimero de acidentes de transito ocorridos durante o dia
e durante noite em Schiphol, na Holanda, no ano de 2001.
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4.4.2
Previsao 1 passo a frente

Nesta segao sera apresentada a previsao da série ajustada pelo modelo
Poisson BGARMA(0,1), visto que este foi o modelo que melhor se ajustou aos
dados. Serd utilizando o método apresentados na segao (2.4.5), com passos de
previsao igual a um e igual a dois.

Os graficos da figura 4.12 mostram as distribuicoes um passo a frente
P(y1p1|Hr) € P(yap, | Hr), das séries didrias de acidentes de transito ocorri-
dos durante o dia e durante noite em Schiphol, na Holanda, no ano de 2001. Os
ultimos valores observados (7' = 365) sdo y1p = 4 e y1, = 1. Além disso, para
previsao um passo a frente (7' + 1 = 366) é possivel observar que os valores

previstos serao yip, g =7 € Yoy = 1.
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Figura 4.12: Distribuicoes univariadas preditivas um passo a frente
P(yipq1|Hr) € P(yap,q|Hr) das séries didrias do nimero de acidentes de tran-
sito ocorridos durante o dia e durante noite,respectivamente, em Schiphol, na
Holanda, no ano de 2001.
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A Figura 4.13 mostra o gréafico tri-dimensional da Distribui¢ao bivariada
preditiva, um passo a frente P(yi7,, P(y2ry1|Hr) para as séries bivariada de
acidentes de transito ocorridos durante o dia e durante noite em Schiphol, na
Holanda, no ano de 2001.

Distribuicdo bivariada preditiva 1 passo a frente

)

=

o

o
<0.0
=

<

N
~

Figura 4.13: Distribuicao bivariada preditiva, um passo a frente
P(yipy1s (Y2r1|Hr) das séries didrias do numero de acidentes de tran-
sito ocorridos durante o dia e durante noite,respectivamente, em Schiphol, na
Holanda, no ano de 2001.

A Figura 4.14 mostra a distribui¢ao dois passos a frente P(yipo|Hr)
e P(yor o|Hr) para as séries das séries diarias do nimero de acidentes de
transito ocorridos durante o dia e durante noite,respectivamente, em Schiphol,
na Holanda, no ano de 2001. Através da Figura 4.14 é possivel observar que
para previsao dois passo a frente (742 = 367), obtém-se y1p,9 = 5 € Yap, o = 1.

Para verificar a qualidade da previsao, calcula-se o MSE, dado em (2.4.4),
através desse calculo obtém-se MSE,; = 29,6465 e MSE,, = 3,3534.Na secao
a seguir é possivel observar o ajuste dessa mesma série ao modelo VAR(1),

com a finalidade de comparacao entre os dois modelos.
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Figura 4.14: Distribuicoes univariadas preditivas dois passos a frente
P(yipyo|Hr) € P(yar | Hr) das séries didrias do nimero de acidentes de tran-
sito ocorridos durante o dia e durante noite,respectivamente, em Schiphol, na
Holanda, no ano de 2001.

4.4.3
Comparacao entre modelos

Nesta se¢ao o modelo Poisson BGARMA sera comparado novamente com
o modelo VAR descrito anteriormente, agora porém para séries de contagem de
acidentes de automoveis diarios em dois periodos: vespertino e noturno, para
isso,0s dados utilizados nesta se¢ao serao ajustados ao modelo VAR Gaussiano.

Estatisticamente, os modelos Poisson BGARAMA e VAR(p) foram com-
parados pelas medidas de MSE.No ajuste das séries de acidentes de automo-
veis, aplicou-se um modelo com sazonalidade deterministica onde S = 7. Para
estimacao dos parametros utiliza-se o software Eviews 4.

Na Tabela 4.10 sao apresentados alguns resultados estatisticos referentes

ao ajuste da série de acidentes de transito ao modelo Var(1) com sazonalidade.
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Tabela 4.9: Tabelas com as previsoes um e dois passos a frente, e os valores
estimados para esses passos das séries didrias do numero de acidentes de
transito ocorridos durante o dia e durante noite,respectivamente, em Schiphol,
na Holanda, no ano de 2001.
Variaveis Passos a Frente Previsto
yl 1 7

2 1
y2 1 D
2 1

Tabela 4.10: Tabela de dados do ajuste da série de acidentes de transito ao
modelo VAR(1)
R-squared 0,4017
Adjusted R-squared 0,3571
Mean Squared Error 7,1681
Y1  Durbin-Watson stat 1,9542
Mean dependent var 11,798

S,D, dependent var 4,659
Sum squared resid 2623,541
Y;s R-squared 0,6493

Adjusted R-squared 0,6232
Mean Squared Error 10,2515
Durbin-Watson stat 2,0218
Mean dependent var 11,2069
S,D, dependent var 7,2778
Sum squared resid 3752,056

Pode-se constatar estatisticamente que o modelo BGARMA, comparada
ao modelo VAR através da medida de MSE, em geral, nao teve um ajuste
superior ao Ajuste da modelagem VAR. Entretanto uma das duas séries,
apresentou melhor valor de MSE no ajuste ao BGARMA.
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5
Conclusao e Futuros Trabalhos

Nesta dissertacao foi considerada uma nova formulagao de modelo linear
bivariado para dados de contagem, o qual combina o modelo GARMA (Gene-
ralized Autoregressive Moving Average) com a distribuigdo Poisson bivariada
de Korchelacota e Korchelacota (1992). O modelo resultante é o modelo Pois-
son BGARMA (Bivariated Generalized Autoregressive Moving Average), que
permite a modelagem de séries temporais bivariadas com dados de contagem.

O foco principal dessa dissertacao é a apresentacao do modelo BGARMA
para dados de contagem com distribuicao condicional de Poisson. Nessa abor-
dagem foi dado énfase no estudo dos modelos BGARMA(1,1), BGARMA(1,0)
e BGARMA(0,1). Trabalhou-se com séries temporais bivariadas estaciondrias,
e séries temporais bivariadas que possuem sazonalidade e/ou tendéncia esto-
castica. O método de maxima verossimilhanca para estimagao dos parametros
desconhecidos foi utilizado, tendo em vista que o modelo possui distribuicao
condicional bem definida, o que facilita o processo de avaliacao da funcao de
verossimilhanca. Todavia, se tratando de um modelo nao Gaussiano a avaliagao
da distribuicao preditiva k-passos a frente nao é direta.

O estudo de Monte Carlo foi realizado a fim de investigar as proprie-
dade de consisténcia e normalidade assintética dos estimadores de maxima
verossimilhanca. O modelo foi aplicado a dois conjuntos de séries temporais
bivariadas, ajustou-se estas séries aos modelos BGARMA(1,1), BGARMA(1,0)
e BGARMA(0,1) estaciondrios, com sazonalidade e/ou tendéncia. O primeiro
par de séries apresenta as contagens mensais de obitos neonatais para duas
faixas de dias de vida. Nessa aplicacao, constatou-se estatisticamente que o
modelo Poisson BGARMA(1,1) com tendéncia estocastica e sazonalidade tri-
gonométrica dentre os outros modelos foi o que obteve um melhor ajuste.
Comparando este com o modelo VAR(1) com tendéncia estocdstica e sazo-
nalidade, o modelo Poisson BGARMA em questao obteve um ajuste muito
superior utilizando métrica de MSE.

O segundo par de séries refere-se a contagens de acidentes de automoveis
didrios em dois periodos: vespertino e noturno. Nesse estudo o modelo Poisson

BGARMA(0,1) com sazonalidade trigonométrica dentre os outros modelos foi
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o que obteve um melhor ajuste. Comparando este modelo ao modelo VAR(1)
com sazonalidade por dummies, observou-se que o modelo BGARMA teve um
melhor ajuste. Tal comparacao foi realizada através da métrica de MSE.

Os resultados das duas aplicacoes apresentadas sugerem que o modelo
Poisson BGARMA, pode ser util na analise de séries reais, como nas aplicacoes
supracitadas, no primeiro caso o modelo BGARMA superou o modelo VAR
com uma desempenho significativo. No segundo caso, o modelo BGARMA(0,1)
com sazonalidade superou a modelagem VAR(1) com sazonalidade somente em
uma das duas séries.

Como trabalho futuro fica a recomendacao da extensao do modelo
BGARMA aqui desenvolvido, para modelos com distribuicao condicional de
Poisson com restri¢oes (por exemplo, para dados com excesso de zeros), onde
pode-se aplicar a metodologia do algoritmo EM para estimacao dos parame-
tros. Outra extensao possivel é o desenvolvimento de distribuicoes bivariadas
diferentes da Poisson, como por exemplo, a Binomial negativa bivariada. Ex-
tensoes adicionais podem ser obtidas ao considerar séries bivariadas compostas
por duas séries univariadas com caracteristicas diferentes, por exemplo, uma
variavel continua e a outra variavel discreta. Em tais casos, a distribuicao bi-
variada pode ser obtida a partir do uso de cépulas, as quais permitem uma

estrutura de dependéncia geral entre variaveis aleatérias.
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