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Resumo 

 

 

 

Candela, William Fernando Lopez; Naccache, Mônica Feijó. Modelo 

matemático simplificado para migração de bolhas de gás em fluido 
viscoplastico. Rio de Janeiro, 2013. 147p. Dissertação de Mestrado – 

Departamento de Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade Católica do 

Rio de Janeiro. 

 

Neste trabalho, um estudo do deslocamento ascendente de uma única 

bolha de gás num fluido não newtoniano é realizado , a fim de simular o 

escoamento de bolhas de gás em pasta de cimento durante a cimentação de 

poços de petróleo. O fluido é modelado como um fluido não Newtoniano tipo 

Herschel-Bulkley com reologia variável no tempo. A partícula imersa no fluido 

não necessariamente é gasosa, também pode ser sólida ou liquida, fazendo 

algumas considerações para cada caso. Para desenvolver o modelo matemático 

foi feita uma analise dinâmica da partícula esférica imersa no fluido, e junto com 

as equações de Ansley e Plesley (1967), foi finalizado o modelo. O sistema de 

equações foi solucionado usando um método numerico de Runge Kutta de baixa 

ordem. O modelo numérico foi implementado usando o programa Matlab da 

empresa Mathworks. Os cálculos foram feitos para bolha esférica, numero de 

Reynolds baixo (<3), temperatura constante, efeito de parede desprezível e sem 

efeito de população. O modelo foi validado comparando os resultados numéricos 

com os resultados experimentais de multiples autores. Foram consultados os 

dados experimentais dos autores Raymond (2000), Hervé Tabuteau (2007) e 

Neville Dubash (2003). Foi analisado o efeito da massa da bolha e da tensão 

superficial da interface liquido-gás na cinemática da partícula, a fim de definir em 

que condições é possível desprezar seus efeitos. Finalmente, os efeitos dos 

parâmetros reológicos na cinemática da partícula são analisados. Além disso, 

considerou-se a dependência da reologia com o tempo a fim de analisar o 

processo de deslocamento da bolha durante a cura do cimento.    

 

 

Palavras-chave 

bolha de gás; fluido viscoplastico; modelo matemático simplificado. 
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Abstract 
 
 
 
 
 
 

Candela, William Fernando Lopez; Naccache, Mônica Feijó (Advisor). 

Simplified mathematical model for migration of gas bubbles in 

viscoplastic. Rio de Janeiro, 2013. 147p. MSc. Dissertation – Departamento 

de  Engenharia  Mecânica,  Pontifícia  Universidade  Católica  do  Rio  de 

Janeiro. 
 
 
 

 
In this work, a study of the rising movement of single gas bubble in non- 

Newtonian fluid is performed, in order to simulate the behavior of a gas bubble in 

a cement paste during oil well cementing. The fluid is modeled as a non- 

Newtonian fluid type Hershchel-bulkley with varying rheology in the time. The 

particle immersed in the fluid is not necessarily gaseous, it also could be liquid or 

solid, with some restrictions for each case. To develop the mathematical model, it 

was done a dynamic analysis of the spherical particle immersed in the fluid, and 

also, using the Ansley and Plesley’s equations (1967), was finished the model. 

The equation systems was solved using a low order numerical method of Runge 

Kutta. The numerical model was implemented using Matlab program of the 

Mathworks Company. The calculations were made for spherical bubble, low 

Reynolds number (<3), constant temperature, wall effect neglected and without 

effect population.The model was validated comparing the numerical data with 

experimental results of multiple authors. Experimental data was consulted of 

Raymond & Rosant (2000), Hervé Tabuteau (2007) and Neville Dubash (2003) 

authors. It was analyzed the bubble mass effect and the surface tension of the 

liquid-gas interface in the kinematic particle, to define under what conditions it is 

possible to neglected its effects. Finally,the effects of rheological parameters on 

particle kinematics was analized. furthermore, the dependence of the rheology in 

the time to determine the bubble displacement process in the curing cement was 

analized. 

 
 

Keywords 
 

gas bubble; Viscoplastic Fluid; Simplified mathematical model. 
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5 Validação do Modelo Matemático 45
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C.1 Rotina de Painel de Controle 108
C.2 Sub-Rotina Principal 111
C.3 Sub-Rotina para cálculo da Equação de Dinâmica da part́ıcula consi-
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Viscoplastico. 68
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Viscoplastico. 71

6.13 Profundidade em Função do Tempo para Bolha de Gás em Fluido
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viscoplástico para vários ı́ndices power-law 76

6.19 Profundidade para Bolha de Gás em Fluido viscoplástico com
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de Gás com Reologia Variável no Tempo 85
6.27 Numero de Froude Fr em Função da Relação de Diâmetros d∗
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Lista de Śımbolos e Abreviaturas
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B: Parâmetro de controle da função de ı́ndice de consistência em função

do tempo. [N ]

B∗: Coeficiente adimensional para simplificar equação de aceleração.

BiHB: número de Bingham para Herschel-Bulkley, também conhecido

como número de Bingham Generalizado ou Tensão limite de escoamento

adimensional [−]

c: Sub́ındice que indica que a propriedade em analise pertence à fase
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1

Introdução

Escoamentos multifásicos tem sido alvo de uma ampla variedade de estu-

dos nas ultimas décadas, o interesse no campo da engenharia está na aplicação

em inúmeros processos industriais como no processamento de alimentos, em

metalúrgicas, bebidas, aplicações medicas, na extração de petróleo e até bio-

engenharia e turbomáquinas. Como exemplos cita-se o caso de injeção de gás

durante o processo de fabricação de bebidas, adição de material particulado

na preparação de alimentos, a circulação de fluidos de perfuração em poços de

petróleo, a fabricação de medicamentos, e a migração de gás no interior de um

poço de petróleo durante o processo de cimentação. Dessa forma, observa-se

que o campo de aproveitamento das pesquisas nesta área são muitas e podem

gerar grandes benef́ıcios ao setor industrial trazendo melhorias na qualidade

de vida da população.

No entanto o estudo dos escoamentos multifásicos não é fácil, depende

da vários parâmetros reológicos, cinemáticos e geométricos. Um exemplo é

a reologia da fase continua de um sistema multifasico, pode ser newtoniana

ou não-newtoniana. A fase dispersa pode ser gasosa, sólida ou liquida, e no

caso de ser gasosa, as bolhas têm diâmetro variável. Além disso, pode haver

recirculação de gás no interior da bolha, e seu formato pode variar em função da

velocidade, reologia, etc. Adicionalmente, temos que considerar outros fatores

como a velocidade da part́ıcula, a temperatura do sistema, difusão de gás e

troca de calor entre as fases. Também existem fatores externos como a vazão de

injeção de gás, impurezas presentes nos fluidos e até o formato do injetor de gás,

que podem afetar consideravelmente o fenômeno do deslocamento da bolha.

Em conclusão,estáé uma área ainda em desenvolvimento, que tem muito por

ser pesquisado e descoberto. Este trabalho se insere neste contexto, e pretende

oferecer um pequeno avanço na análise destes sistemas multifasicos.

Nesta pesquisa estamos interessados especialmente por um fenômeno,

a migração de bolhas de gás durante o processo de cimentação de poços

de petróleo, porem é importante ressaltar que o alcance deste trabalho vai

além de bolhas de gás em pastas de cimento, já que o modelo desenvolvido

também pode ser aplicado a part́ıculas sólidas, ĺıquidas ou gasosas, em fluidos
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Caṕıtulo 1. Introdução 18

newtonianos e viscoplasticos.

Nesta pesquisa simulamos fluidos Newtonianos e viscoplasticos. Nos flui-

dos newtonianos a tensão é diretamente proporcional à taxa de deformação e

não possui tensão limite de escoamento que cause uma resistência inicial ao es-

coamento. Os fluidos viscoplasticos como Herschel-Bulkley e Bingham possuem

uma tensão limite de escoamento τo, i. e., só escoam após a aplicação de tensão

superior a este valor critico. Outra comportamento interessante se apresenta

nos fluidos Power-Law (pseudoplasticos ou dilatantes) e Herschel-Bulkley onde

a tensão de cisalhamento experimentada pelo fluidoestárelacionada de forma

não linear com a taxa de cisalhamento, este parâmetro conhecido como ı́ndice

Power-Law n mede o grau de pseudoplasticidade do fluido ou desvio do com-

portamento newtoniano. Mais detalhes dos fluidos comentados são detalhados

na seção (A).

Na figura 1.1 observa-se a relação entre a tensão de cisalhamento e taxa

de deformação dos diferentes fluidos analisados.

Figura 1.1: Tensão de Cisalhamento para Diferentes Tipos de Fluidos Não
Newtonianos em Função da Taxa de Cisalhamento

Agora falando de nosso processo industrial de interesse, as operações

de cimentação têm grande importância na construção de poços de petróleo:

elas permitem isolamento hidráulico entre as zonas permeáveis, promovem

sustentação mecânica ao poço e reduzem a corrosão do revestimento. Uma

operação de revestimento mal sucedida poderá requerer correções, o que em

muitos casos é de dif́ıcil solução e pode resultar na perda de controle do poço,

com seus custos adicionais. Grande parte destes problemas são causados pelo

ineficiente deslocamento do fluido de perfuração antes da cimentação, porém

falhas também podem ocorrer pela migração de gás durante a cimentação ou
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durante o canhoneio do poço. Em ambos casos podem-se intercomunicar várias

zonas com isolamento hidráulico, que pode levar à perda de controle sobre os

fluidos produzidos e injetados, e para o caso das operações de fraturamento

hidráulico e acidificação, pode-se inclusive causar colapso do revestimento.

A motivação neste trabalho está no maior conhecimento dos fenômenos

f́ısicos involucrados para melhorar os processos relacionados à cimentação de

um poço, uma maior compreensão deste fenômeno vai permitir um melhor pla-

nejamento e controle do processo de cimentação, atingindo maiores patamares

de eficiência na produção e reduzindo os custos relacionados a manutenção e

reparação do poço.

Para abordar este problema foi desenvolvido um modelo matemático sim-

plificado, que leva em consideração os fatores mais importantes no fenômeno

de escoamento de fluidos bifásicos. Este modelo foi validado para part́ıculas

gasosas e sólidas, considerando part́ıculas esféricas em todo momento e mi-

gração para baixos números de Reynolds (≤ 0.3). O modelo matemático foi

solucionado numericamente utilizando ferramentas computacionais, o método

utilizado é conhecido como Runge kutta de baixa ordem (Low order method)

de Bogacki & Shampine (1989). Para validar a confiabilidade nos resultados

e a metodologia de solução, foram feitas validações com resultados experi-

mentais da literatura, sendo que os experimentos avaliados possuem condições

experimentais variadas, que asseguram a qualidade das respostas.

A presente dissertação está dividida em 8 caṕıtulos. Neste primeiro

caṕıtulo (1) se apresentam a introdução, a motivação da pesquisa e os objetivos.

No segundo caṕıtulo (2) se apresenta a revisão bibliográfica, indicando as

principais fontes de informação e suas caracteŕısticas. No terceiro caṕıtulo

(3) se desenvolve o modelo matemático para escoamento multifásico, assim

como o modelo simplificado e o adimensional. No quarto (4) se apresenta a

metodologia de solução do modelo, e os detalhes do programa utilizado para

solucionar o modelo numericamente. No quinto (5) se apresenta a validação

dos resultados com a literatura consultada. No sexto (6) se oferecem os

resultados da pesquisa com relação à cinemática da bolha e seu comportamento

frente a diferentes reologias como as suportadas numa pasta de cimento. No

caṕıtulo sete (7) temos as conclusões da pesquisa e as sugestões para trabalhos

futuros. Finalmente referencias bibliográficas utilizadas neste trabalho e varios

anexos como por exemplo um pequeno glossário (A) de termos e definições,

também foram anexadas várias tabelas (B) para o cálculo rápido do diâmetro,

velocidade e coeficiente de arrasto para diferentes sistemas multifásicos e

finalmente a rotina desenvolvida (C) para simular a cinemática e dinâmica

dos sistemas multifásicos de interesse neste trabalho.
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Caṕıtulo 1. Introdução 20

1.1

Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo matemático

simplificado para a migração de bolhas de gás em pastas de cimento. Deseja-se

simular as diferentes condições de migração de uma bolha de gás durante o

processo de cimentação de um poço de petróleo.

Vai-se estudar o efeito causado pela massa da bolha de gás e a tensão

superficial do fluido no comportamento cinemático da bolha.

Deseja-se analisar os efeitos de outros parâmetros reológicos como ı́ndice

de consistência k, ı́ndice Power-Law n e tensão limite de escoamento τo na

cinemática da bolha .

Desenvolver um modelo adimensional para o modelo matemático deste

trabalho.

Finalmente vai ser simulado o efeito causado por condições reológicas

variáveis no tempo como no caso das pastas de cimento que sofrem um processo

de curado no tempo.
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Revisão bibliográfica

Existe uma grande quantidade de pesquisas relacionadas com o trabalho

desenvolvido aqui. Algumas pesquisas analisadas abordaram temas como a

cinemática e dinâmica de bolhas de gás se deslocando em distintos tipos de

fluidos. Outros autores se interessaram por analisar part́ıculas solidas com

diferentes formatos e até part́ıculas ĺıquidas não misćıveis na fase continua.

Também foram analisados trabalhos de autores interessados no crescimento

de bolhas de gás e suas caracteŕısticas, tais como o diâmetro e formato

da bolha. As técnicas de solução também são muito variadas, desde as

tradicionais técnicas experimentais usando câmeras fixas, até o uso de câmeras

deslocáveis de alta velocidade e part́ıculas traçadoras no fluido. Da mesma

forma existem técnicas computacionais baseadas em elementos finitos ou outras

mais complexas com matemática mais robusta. Outro trabalhos revisados,

estão orientados ao analise do processo industrial de interesse neste trabalho,

o deslocamento de bolhas de gás em pastas de cimento, isto com a intenção de

fazer o modelo aplicável às condições existentes durante a cimentação de um

poço de petróleo.

O principal objetivo desta seção é apresentar uma pequena mostra da

variedade de trabalhos revisados e a variedade de soluções posśıveis para o

caso de bolhas de gás em fluidos não newtonianos. Atualmente existem muitas

pesquisas sendo desenvolvidas neste campo da reologia, e não necessariamente

o modelo apresentado aqui é único ou tem uma solução definitiva ao problema

proposto. Ainda falta trabalho para conseguir resultados conclusivos, mas o

avanço nesta pesquisa é um aporte significativo.

Saffman (1969) desenvolveu um trabalho na área de bolhas de gás se

deslocando num reservatório com liquido. As bolhas foram captadas com a

ajuda de câmeras fixadas em determinadas posições. Desta forma conseguiu

fazer um analise do movimento das bolhas de gás.

Grace (1973) confirmou que é posśıvel relacionar as propriedades das

bolhas de gás com parâmetros como o número de Reynolds, a diferença de

densidades das fases, a tensão superficial, a viscosidade do fluido e o formato

da part́ıcula. Os resultados foram comparados satisfatoriamente com dados
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experimentais de vários autores.

Harper (1972) & Clift (1978) apresentaram duas revisões sobre o estado

da arte do escoamento de bolhas de gás em fluidos. Os dois trabalhos se

tornaram referencia para futuras pesquisas.

Braga et al. (1981) fizeram um trabalho experimental usando uma câmera

deslocante de alta velocidade, a velocidade da câmera era muito próxima à

da bolha, permitindo identificar formas geométricas da bolha e movimentos

secundários. Neste trabalho se apresentam resultados relacionados com à

caracteŕısticas da esteira da bolha, coeficientes de arrasto e velocidade da

bolha.

Karamanev (1994) apresentou uma equação semi-anaĺıtica para o movi-

mento de uma única bolha de gás de formato e tamanho quaisquer num fluido

com presença de part́ıculas simulando contaminação. Fez duas considerações;

a recirculação da bolha não interfere nos resultados, e o coeficiente de arrasto

pode ser calculado só com base nas caracteŕısticas geométricas da bolha. O au-

tor conseguiu boa concordância com os resultados experimentais consultados.

Duineveld (1995) fez ensaio com bolhas de gás em água altamente

purificada, neste trabalho o autor calculou o diâmetro das bolhas em base

ao volume de gás injetado nas bolhas. Foram comparados os resultados com os

obtidos por Moore (1965), para raios de bolha acima de 0.6 mm os resultados

não foram conclusivos.

Maganudet (1995), usando a técnica de volumes finitos resolveu as

equações de Navier-Stokes em termos da velocidade e a pressão. Éle analisou

o caso de esferas ŕıgidas e bolhas de gás esféricas não viscosas em fluidos

variados para um Reynolds entre 0.1 e 300. Posteriormente foram comparados

os resultados com os dados experimentais de alguns autores, conseguindo boa

concordância.

Atapattu et al. (1995) desenvolveu um trabalho experimental para es-

coamento de esferas solidas em carbopol. O interessante deste trabalho foram

as equações utilizadas para desenvolver o modelo matemático, que coincidem

em parte com as utilizadas neste trabalho e foi uma fonte importante de in-

formação experimental.

Beaulne et al. (1986) desenvolveu um trabalho experimental similar ao

trabalho de Atapattu et al. (1995). Foi utilizado um fluido Heschel-Bulkley

para escoamento de esferas solidas. Os resultados concordaram ao comparar

com a literatura. As equações utilizadas no modelo matemático são similares

às utilizadas neste trabalho.

Blackery et al. (1997) também desenvolveu um trabalho experimental,

mas aplicado em fluidos tipo Bingham para escoamento de esferas sólidas.
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Os dados foram adquiridos usando uma esfera fixa e gerando um escoamento

de fluido viscoplástico em torno dela. Os resultados concordaram com as

comparações feitas com a literatura.

Silveira (1998) fez uma pesquisa numérica de escoamento turbulento não

disperso utilizando o método de simulação de grandes vórtices. Este trabalho

permitiu a visualização a recirculação interna nas bolhas de gás.

Raymond (2000) fez um trabalho numérico e experimental para bolhas

em fluidos viscosos. O trabalho numérico foi baseado nas equações de Navier-

Stokes. O trabalho experimental concorda com a literatura consultada.

Viais (1999) desenvolveu um trabalho numérico e experimental de bolhas

de gás se deslocando num meio ĺıquido. Na parte experimental foi utilizada uma

câmera fixa para adquirir os dados e na parte numérica solucionou as equações

de Navier-Stokes com a técnica de elementos finitos. Também determinou uma

técnica para visualizar as linhas de corrente ao redor e no interior da bolha.

Os resultados concordaram como uma incerteza razoável.

Chhabra (1999) descreve a teoria e apresenta resultados de problemas

envolvendo o escoamento de bolhas e part́ıculas em fluidos não newtonianos.

Adicionalmente o autor enfoca seu livro ao setor industrial e suas aplicações. O

autor alem de apresentar a teoria relacionada com esta pesquisa, também fez

vários trabalhos de aplicação no setor industrial. Foi posśıvel conferir alguns

resultados das simulações com os exemplos indicados no livro.

Dewsbury (2000) desenvolveu um trabalho muito completo em todos os

aspectos relacionados ao deslocamento de part́ıculas solidas e gasosas em flui-

dos viscoplasticos para uma ampla faixa de aplicação de número de Reynolds.

Fez estudos experimentais para conseguir resultados como: coeficiente de ar-

rasto, trajetória da part́ıcula, velocidade limite, etc. Adicionalmente determi-

nou novas equações para coeficiente de arrasto, e analisou o efeito de parede

nos resultados experimentais.

Dubash (2003) desenvolveu um modelo matemático baseado nas equações

de Navier-Stokes, e desenvolveu algumas simplificações dele. Também deter-

minou as condições necessárias para uma bolha de gás reduzir sua velocidade

até parar num fluido viscoplástico. Adicionalmente, fez testes experimentais

de bolhas de gás em fluido tipo Herschel-Bulkley.

Gonzalo et al. (2005) desenvolveram um trabalho experimental para

determinar as condições sobre as quais acontece a migração de gás no interior

de poços de petróleo durante a cimentação. Artigo muito bom para determinar

as condições reológicas e de operação nas quais um modelo matemático tem

que funcionar.

Funfschilling (2006) trabalhou numa pesquisa experimental para anali-
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sar a influência causada pela injeção periódica de bolhas de gás, fenômeno

que também é conhecido como efeito de população. Fez teste com diferentes

peŕıodos de injeção em glicerol e identificou vários comportamentos interes-

santes na cinemática da part́ıcula.

Chhabra (2006) aborda o tema da reologia de fluidos desde um ponto de

vista mais teórico e detalhado que na referencia do mesmo autor (1999). è uma

importante fonte de consulta teórica neste trabalho de pesquisa.

Tabuteau et al. (2007) fez um trabalho experimental para part́ıculas

esféricas em fluido viscoplástico.

Sikorski et al. (2009) fez um trabalho experimental para deslocamento

de bolhas de gás em fluidos viscoplásticos. A pesquisa dele foi orientada a

determinar a influência do formato da bolha na cinemática da part́ıcula. O

autor trabalhou especificamente no estudo da influência da geometria da bolha.

Rocha (2010) fez um trabalho orientado a caracterizar o fenômeno f́ısico

relacionado com a migração de bolhas de gás. A pesquisa foi feita desde um

ponto de vista mais operacional, por exemplo tipos de cimento, pressões no

poço petroĺıfero, tipos de migração de gás, problemas causados pela migração,

dispersantes e aditivos, etc.

Kelbaliyev (2011) fez uma ótima compilação de equações para o cálculo

do coeficiente de arrasto Cd, detalhou as caracteŕısticas e a forma como foram

calculadas cada uma das equações. Um resumo é adequado para quem deseja

analisar novas e posśıveis equações de coeficiente de arrasto e suas aplicações.

Pinto et al. (2011) desenvolveram um modelo matemático simplificado

e fizeram vários testes no reômetro para adquirir informações relacionadas ao

comportamento de pastas de cimento em função da taxa de cisalhamento e o

tempo.
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Formulação Matemática

Para desenvolver o modelo matemático e predizer o comportamento

de múltiplos fluidos em interação, existem duas metodologias comumente

usadas, uma metodologia anaĺıtica e outra experimental. Existem vantagens

e desvantagens relacionadas com o custo e tempo requerido na pesquisa que

foram analisadas para determinar a formulação mais conveniente para este

trabalho de pesquisa.

A metodologia experimental consiste em realizar vários experimentos e

adquirir os resultados para desenvolver um modelo que forneça resultados para

as condições estudadas, sendo assim, a principal vantagem da metodologia ex-

perimental está nos tempos menores necessários para conseguir respostas, mas

também possui a desvantagem de que as respostas são validas unicamente para

as condições especificas da pesquisa e os custos do estudo são maiores devido

ao investimento em equipamentos. Neste caso, como o modelo desenvolvido é

criado a partir de dados experimentais, os resultados são validos somente para

a faixa dos dados obtidos e são de dif́ıcil extrapolação para outras condições.

A metodologia anaĺıtica consiste em desenvolver um modelo matemático

baseado nos fenômenos f́ısicos que afetam a dinâmica e interação dos flui-

dos,esta metodologia possui a vantagem de que o modelo pode ser aplicado

para uma faixa maior de processos, além os custos do estudo são menores. A

desvantagem desta metodologia está no maior tempo de pesquisa necessária

para conseguir resultados certos, pois é necessário entender a profundidade o

fenômeno. Para esta pesquisa a prioridade é desenvolver um modelo que fun-

cione para uma ampla faixa de condições reológicas, assim, é posśıvel aplicar

aos diferentes tipos de cimentos utilizados nos processos de cimentação. Com

esta metodologia podemos determinar os fatores que afetam significativamente

a migração de bolhas de gás e simplificar o modelo. Por todas estas razões foi

utilizada um técnica anaĺıtica neste trabalho,esta metodologia vai permitir

analisar melhor os diferentes fenômenos existentes no escoamento de fluidos

multifásicos durante a cimentação, e também vai permitir validar o modelo

com uma maior quantidade de dados experimentais presentes na literatura

existente.
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O modelo matemático desenvolvido neste trabalho está baseado numa

análise dinâmica feita numa bolha de gás isolada submersa num meio ĺıquido

conforme mostrado na figura 3.1.

Para começar o analise foi feito um DCL (Diagrama de corpo livre) de

uma part́ıcula com uma densidade menor que a densidade do fluido onde está

submersa, neste caso pode ser bolha de gás submersa é isolada se deslocando

num meio ĺıquido conforme Figura 3.1. Mais na frente vai se desenvolver um

modelo genérico que pode ser usado para qualquer fluido bifásico onde a fase

discreta (bolha de gás ou part́ıcula solida) seja esférica , como por exemplo

uma bolha de gás num meio ĺıquido, ou uma part́ıcula sólida se deslocando

num meio liquido, ou uma part́ıcula liquida num meio gasoso, etc.

Figura 3.1: Balanço de Forças em Bolha de Gás.

O somatório de forças da bolha de gás na Figura 3.1 é dado por.

∑

F = m.a (3-1)

Vai-se considerar a direção vertical ascendente como positiva e a direção

vertical descendente como negativa nas figuras e equações.

Para este modelo matemático vão se levar em conta três forcas principais,

a força de flutuação ou empuxo Fb, o peso da bolha Fw e a força de arrasto Fd

assim.

Fb − Fw − Fd = m.a (3-2)

onde m é a massa e a é a aceleração da bolha.

A força de flutuação é dada por
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Fb = g.∀.ρc (3-3)

Onde g é a gravidade, ∀ é o volume da bolha e ρc é a densidade da fase

continua, ou seja o fluido onde a bolha está submersa.

O volume da bolha de gás esférica é dada por

∀ =
π

6
.d3 (3-4)

Onde d é o diâmetro da bolha.

Substituindo a equação (3-4) em (3-3) conseguimos determinar a equação

final para força de empuxo Fb. Assim

Fb =
g.π.d3.ρc

6
(3-5)

O peso da bolha Fw é dado por

Fw = g.∀.ρd (3-6)

onde ρd é a densidade da bolha esférica, também chamada fase dispersa.

Substituindo a equação (3-4) em (3-6) chega-se a seguinte expressão como

a equação de peso da bolha.

Fw =
g.πd3.ρd

6
(3-7)

somando a força de empuxo (3-5) e o peso da bolha (3-7) se chega a

Fb − Fw =
g.πd3.(ρc − ρd)

6
(3-8)

Para o cálculo da força de arrasto se utiliza a seguinte equação por

definição

Fd =
1

2
.ρc.ν

2.A.Cd (3-9)

Onde ν é a velocidade da bolha no fluido e A é a área transversal da

bolha esférica e Cd é o coeficiente de arrasto.

A área transversal da bolha esférica é dada por

A =
π.d2

4
(3-10)

Substituindo a equação de área transversal (3-10) na força de arrasto

(3-9) se chega à seguinte expressão

Fd =
1

8
.ρ

c
.ν2.π.d2.Cd (3-11)

Ao combinar as equações de força de empuxo (3-5), força de arrasto (3-

11) e peso da bolha (3-7) no DCL (3-2) se chega na seguinte expressão.

m.a =
g.πd3.(ρc − ρd)

6
−

1

8
.ρc.ν

2.π.d2.Cd (3-12)

Onde a massa da bolha é dada por
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m =
ρd.π.d

3

6
(3-13)

Adicionando a equação de massa da bolha (3-13) em (3-12) se chega a

g.πd3.(ρc − ρd)

6
−

1

8
.ρc.ν

2.π.d2.Cd =
ρd.π.d

3

6
.a (3-14)

Fatorizando e simplificando a equação anterior conseguimos calcular a

equação final de aceleração a de uma bolha esférica num fluido.

a =
d2h

dt2
=

(ρc − ρd).g

ρd
−

3

4
.
ρc.ν

2.Cd

ρd.d
(3-15)

A equação (3-15) aplica para uma part́ıcula onde a densidade é menor

que a densidade do fluido, neste caso usamos uma bolha de gás mas pode

ser qualquer part́ıcula solida, liquida ou gasosa. Este modelo também pode

ser usado em part́ıculas onde sua densidade seja maior que a densidade do

fluido, neste caso usamos uma part́ıcula sólida de densidade maior. Para isso

é necessário algumas modificações nas equações. Na figura (3.2) se mostra o

DCL para este caso.

Figura 3.2: Balanço de Forças em Part́ıcula Solida.

Para o DCL da figura (3.2) a equação de aceleração sofre uma mudança de

sinal no termo de coeficiente de arrasto. Como a part́ıcula sólida está descendo,

a força de arrasto tem direção contraria, vertical positiva. O movimento

descendente da part́ıcula é causada pela densidade maior à densidade do fluido.

A equação de aceleração para part́ıcula sólida (3-16) possui uma mudança de

sinal com relação à equação (3-15), o resto da equação continua igual.

a =
d2h

dt2
=

(ρc − ρd).g

ρd
+

3

4
.
ρc.ν

2.Cd

ρd.d
(3-16)
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Finalmente, com o objetivo de generalizar os resultados para part́ıculas

sem importar sua densidade basta usar a seguinte equação (3-17). Nela

é determinada a direção da força de arrasto em função da diferencia de

densidades e por isso pode ser usada para part́ıcula esférica com densidade

maior ou menor que a do fluido.

a =
d2h

dt2
=

(ρc − ρd).g

ρd
+

3

4
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.
ρc.ν

2.Cd

ρd.d
(3-17)

Esta equação ainda tem duas incógnitas, o coeficiente de arrasto Cd e

o diâmetro da bolha d. Nos seguintes caṕıtulos vão ser definidas as equações

para estas incógnitas.

3.1

Calculo do coeficiente de arrasto

O Coeficiente de Arrasto representa a força adimensional usada para

quantificar o arrasto ou resistência de uma part́ıcula ao avanço num meio

fluido, entre maior o coeficiente, maior a força de arrasto que vai sofrer a

part́ıcula.

Para o cálculo do coeficiente de arrasto Cd existe uma grande variedade

de modelos com diferentes caracteŕısticas e calculados por diferentes metodo-

logias. Por essa razão não vamos desenvolver uma nova equação de coeficiente

de arrasto, vamos identificar na literatura consultada o melhor coeficiente de

arrasto para nosso modelo matemático. Para escolher o coeficiente adequado

para este trabalho, foram levados em conta alguns critérios importantes e assim

conseguir um modelo que cumpra nossas exigências. O primeiro critério é que

seja uma equação simples que não utilize muitos parâmetros para o cálculo do

coeficiente de arrasto, o segundo critério é que se aplique a uma ampla faixa de

fluidos newtonianos e não newtonianos, e o terceiro critério é que os resultados

tenham uma baixa incerteza (≤ 10%) e a tendência dos resultados numéricos

coincida com os resultados experimentais.

Uma vez analisados os diferentes modelos existentes na literatura, e

revisadas suas vantagens e desvantagens se decidiu utilizar o modelo de du

Plessis e Ansley (2006). O modelo citado foi selecionado principalmente pela

flexibilidade do modelo, permite ser usado para diferentes tipos de fluidos como

Herschel Bulkley, Bingham, Power-Law e Newtoniano. Adicionalmente pode

ser usado em diferentes sistemas multifásicos sólidos, ĺıquidos ou gasosos. Nesta

pesquisa validamos os resultados para bolha de gás imersa numa fase liquida e

também part́ıcula sólida imersa em fase liquida. Este modelo em teoria pode ser

usado para outras combinações como part́ıcula liquida imersa em fase liquida

ou part́ıcula sólida imersa em fase gasosa, mas não foi validado neste trabalho.
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Na seção (B.1) se apresenta um pequeno compilado de algumas das

equações de arrasto comumente usadas, o resumo foi feito pelos autores Amol

A. Kulkarni e Jyeshtharaj B. Joshi (2005). No compilado existe uma ampla

variedade de equações para cálculo do coeficiente de arrasto, todas elas para

variadas condições reológicas e de operação do sistema, que faz posśıvel mudar

de equação de coeficiente de arrasto caso as condições do sistema de interesse

não correspondam com as apresentadas aqui, nesse caso teria que conferir se

a nova equação fornece resultados certos.

Este modelo está baseado nas equações para esfera sólida em fluido

viscoplástico, mas foi determinado que as equações de du Plessis e Ansley

podem ser aplicadas para bolhas de gás em fluidos viscoplásticos, sendo

necessário adicionar um fator de correção da superf́ıcie da part́ıcula x que

corrige o efeito de recirculação de gás presente nas bolhas, algo já pesquisado

por du Plessis e Ansley (2006). É importante levar em conta que este modelo

pode ser aplicado em vários tipos de fluidos como Herschel-Bulkley, Power-

Law, Bingham e Newtoniano, além de ser simples e atingir resultados na faixa

de incerteza desejada para esta pesquisa (≤ 10%).

Antes de continuar vamos lembrar algumas caracteŕısticas dos diferentes

tipos de fluido em analise neste trabalho. O fluido newtoniano está caracte-

rizado pela viscosidade constante µ, mas como este parâmetro vai ser usado

em fluidos viscoplasticos como power-law,bingham e herschel-bulkley, de forma

geral a viscosidade vai ser chamada como ı́ndice de consistência k. A tensão

limite τo aplica para os fluidos Bingham e Herschel-Bulkley, e representa a

tensão necessária para o fluido começar a escoar. E finalmente temos o ı́ndice

power-law n que mede o grau de pseudoplasticidade do fluido ou afastamento

do comportamento newtoniano. Mais detalhes sobre os fluidos de interesse

pode encontrar na seção (A).

O coeficiente de arrasto no modelo de du Plessis e Ansley é dado por

Cd =
24

Repl
.x. (1 + y.Bihb) (3-18)

Onde Repl é o número de Reynolds power-law, também conhecido como

número de Reynolds Generalizado, Bihb é o número de Bingham para fluido

Herschel-Bulkley, também conhecido como número de Bingham Generalizado,

x é o fator de correção de superf́ıcie e y é o fator de correção reológico. Este

fator de correção reológico corrige os efeitos causados por utilizar o modelo

com diferentes caracteŕısticas reológicas.

O número de Reynolds generalizado é dado por

Repl =
ν2−n.dn.ρc

k
(3-19)
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O número de Bingham generalizado é dado por

Bihb =
τo

k
.

(

d

ν

)n

(3-20)

Onde τo é a tensão limite do fluido, k é o ı́ndice de consistência do fluido

e n é o ı́ndice de comportamento ou power-law.

A equação de coeficiente de arrasto tem dois fatores de correção, o fator

de correção x leva em conta o polimento da superf́ıcie da part́ıcula esférica

e a recirculação de gás no caso de bolha de gás. É importante observar que

este fator não muda exclusivamente pelas caracteŕısticas da superf́ıcie, outros

fatores podem influir, porém em menor medida.

O fator de correção y leva em conta as variações na reologia do fluido

da fase cont́ınua, é importante notar que este fator não muda exclusivamente

pelas caracteŕısticas da reologia, outros fatores podem influir porém em menor

medida.

Da equação de aceleração (3-17) e substituindo a equação de coeficiente

de arrasto de du Plessis e Ansley (3-18) se chega à seguinte expressão

a =
d2h

dt2
=

(ρc − ρd).g

ρd
+

3

4
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.
ρc.ν

2

ρd.d
.
24

Repl
.x. (1 + y.Bihb) (3-21)

Substituindo Repl (3-19), Bihb (3-20) em (3-21).

a =
d2h

dt2
=

(ρc − ρd).g

ρd
+

3

4
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.
ρc.ν

2

ρd.d
.

24.k

ν2−n.dn.ρc
.x.

(

1 +
y.τo

k
.

(

d

ν

)n)

(3-22)
Fatorizando e simplificando a equação se chega na seguinte expressão de

aceleração.

a =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(3-23)

Esta equação ainda tem uma incógnita, o diâmetro da part́ıcula. Quando

a part́ıcula é uma esfera solida, o diâmetro é constante e nesse caso não

existe problema. Mas quando a part́ıcula é uma bolha de gás, o diâmetro

da bolha aumenta com o deslocamento, nesse caso temos que calcular uma

nova expressão para o cálculo do diâmetro da bolha.

3.2

Calculo da equação para o diâmetro da bolha de gás

Quando a part́ıcula no fluido não é sólida e sim uma bolha de gás,

o diâmetro da bolha aumenta com o deslocamento desta, e por essa razão

se faz necessário o cálculo da equação do diâmetro da bolha em função da

profundidade. Embora existam vários modelos para o cálculo do diâmetro
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da bolha, decidiu-se construir uma expressão própria com o objetivo de

desenvolver um modelo mais simplificado. Entretanto, é posśıvel usar outra

equação de diâmetro de bolha se assim o desejar, existe uma ampla variedade de

equações para outras condições reológicas e de operação que podem ser usadas

neste modelo e simular seu caso de interesse, nesse caso teria que conferir que

o modelo forneça resultados certos para seu sistema em analise. Na seção (B.2)

vai encontrar um compilado de equações para cálculo de diâmetro da bolha

dos autores Amol A. Kulkarni e Jyeshtharaj B. Joshi (2005).

Para começar o modelo de cálculo do diâmetro de bolha é necessário

primeiro calcular a pressão no interior da bolha de gás, e vamos começar

aproximando o comportamento do gás da bolha como um gás ideal. Neste

caso podemos usar a equação (3-24) de gás ideal, dada por

Pd.∀ = M.R.T (3-24)

Onde M é a massa molar do gás, para o caso de ar a massa molar seria

M = 0.0289 kg

mol
, e R é a constante universal dos gases R = 8.314472 J

K.mol
.

Para começar o cálculo da equação de diâmetro vamos imaginar a mesma

bolha de gás em diferentes profundidades, conforme a figura (3.3) e a uma

temperatura constante.

Figura 3.3: Bolha de Gás em Duas Posições 1,2.

Analisando a equação de gás ideal (3-24) encontramos que o valor do

lado direito da equação de gás ideal (3-24) é sempre o mesmo para qualquer

profundidade da bolha se consideramos temperatura constante (T1 = T2 =

T3 = Tn = cte) e massa molar também constante (M1 = M2 = M3 = Mn =

cte). Como M , R e T não mudam, é posśıvel igualar as equações de gás ideal

calculadas para profundidades diferentes sem problema, assim

Profundidade 1
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Pd1.∀ = M1.R1.T1 (3-25)

Profundidade 2

Pd2.∀ = M2.R2.T2 (3-26)

Profundidade 3

Pd3.∀ = M3.R3.T3 (3-27)

Para as 3 equações (3-25), (3-26) e (3-27) o lado direito é igual, então se

chega na seguinte expressão.

M1.R1.T1 = M2.R2.T2 = M3.R3.T3 = Mn.Rn.Tn = cte (3-28)

Assim, igualando o lado direito das equações de gás ideal (3-25), (3-26)

e (3-27).

Pd1.∀1 = Pd2.∀2 = Pdn.∀n = cte (3-29)

Onde Pd é a pressão interna da bolha de gás

Agora, para o cálculo da pressão da bolha de gás Pd numa profundidade

determinada, levamos em conta vários fatores que alteram a pressão na bolha.

Assim.

Pd = Po + Ph + Pγ (3-30)

Onde Po é a pressão atmosférica , Ph é a pressão hidrostática e Pγ é o

aumento de pressão causado pela tensão superficial γ da fase cont́ınua ou meio

ĺıquido.

A pressão hidrostática Ph é dada por

Ph = −ρc.g.h (3-31)

Onde h é a profundidade da bolha de gás.

Para o cálculo do aumento da pressão na bolha causado pela tensão

superficial Pγ vamos usar de novo um diagrama de corpo livre-DCL mas

agora vai ser aplicado sobre a metade superior de uma bolha de gás conforme

a seguinte figura (3.4). Sobre esta metade agem 3 forças, uma força radial

causada pela pressão interna do gás da bolha Fd, outra força radial causada

pela pressão externa do fluido Fc externo e uma força que age tangencialmente

à superf́ıcie da bolha causada pela tensão superficial Fγ, assim.

Ao fazer o somatório de forças e considerando a massa da meia bolha

despreźıvel, temos

∑

Fbolha = Fd − Fc − Fγ = m.a ≈ 0 (3-32)
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Figura 3.4: Balanço de Forças em Meia Bolha de Gás

Onde a força na direção vertical positiva Fd causada pela pressão interna

da bolha, é dada por

Fd=Pd.A (3-33)

A força na direção vertical negativa Fd causada pela pressão do meio

liquido, é dada por

Fc=Pc.A (3-34)

A área transversal da part́ıcula esférica A, é dada por

A =
π

4
.d2 (3-35)

além, a força na direção vertical negativa Fγ causada pela tensão super-

ficial na interface, é dada por

Fγ = π.d.γ (3-36)

Substituindo (3-33), (3-34), (3-35) e (3-36) no somatório de forças (3-32),

obtemos a seguinte expressão.

∑

Fbolha = Pd.A− Pc.A− π.d.γ = 0 (3-37)

Agora, levando em conta que a diferença de pressão entre o gás da bolha

e o meio ĺıquido da coluna de fluido é dada por

Pγ = Pd − Pc (3-38)
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Substituindo a equação (3-38) na equação (3-37) e fatorizando se calcula

a diferencia de pressão causada pela tensão superficial P
γ
. Assim.

P
γ
=

π.d.γ

A
=

4.γ

d
(3-39)

Substituindo esta equação (3-39) na equação de pressão da bolha (3-30)

Pd = Po + Ph + Pγ = Po + ρc.g.h+
4.γ

d
(3-40)

E substituindo na equação de gás ideal (3-29).
(

Po + ρc.g.h0 +
4.γ

d0

)

.∀o =

(

Po + ρc.g.h+
4.γ

d

)

.∀n (3-41)

lembrando que

Vbolha =
π

6
.d3 (3-42)

Substituindo (3-42) em (3-41) e fatorizando para deixar na forma de

polinômio de grau 3 em função do diâmetro da bolha d e a profundidade h.

Assim

(Po − ρc.g.h) .d
3 + 4.γ.d2 −

(

Po − ρc.g.h0 +
4.γ

d0

)

.d30 = 0 (3-43)

A equação final para o cálculo do diâmetro da bolha é expressada por

d3 +
4.γ

(Po − ρc.g.h)
.d2 −

(

(Po − ρc.g.h0).d
3
0 + 4.γ.d20

Po − ρc.g.h

)

= 0 (3-44)

Com a equação (3-44) o modelo matemático está finalizado. Agora se

conta com duas equações, uma equação diferencial parcial, não homogênea, de

ordem dois e tipo stiff (3-45), e um polinômio de grau 3 (3-46). Com estas

duas equações vai se basear a pesquisa neste trabalho, é importante ressaltar

que este modelo foi desenvolvido para baixos números de Reynolds (≤ 3) e

bolha de gás ou part́ıcula sólida esférica, fora destes limites o modelo não deve

ser aplicado. Além o modelo só funciona para bolhas ou part́ıculas isoladas,

não foi considerado o fenômeno de população ou aglomeração nas equações e

também não foi considerado o efeito de parede no caso de colunas de fluido. A

seguir as duas equações finais do modelo simplificado são apresentadas.

a =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(3-45)

d3 +
4.γ

(Po − ρc.g.h)
.d2 −

(

(Po − ρc.g.h0).d
3
0 + 4.γ.d20

Po − ρc.g.h

)

= 0 (3-46)
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3.3

Modelo Matemático Simplificado

O modelo matemático desenvolvido anteriormente tem uma desvanta-

gem, as equações devem ser solucionadas com o apoio de ferramentas compu-

tacionais e programas especializados em resolver sistemas de equações diferen-

ciais tipo stiff, como no caso das equações (3-45) e (3-46). Por isso foram feitas

algumas aproximações com o objetivo de fornecer uma alternativa de solução

rápida, fácil e sem precisar o uso de programas especializados. Esta vantagem

pode ser muito útil no setor industrial onde pode ser dif́ıcil contar com aceso

próximo a um computador no lugar de trabalho, ou não existe a facilidade

para utilizar programas especializados para solução de sistemas de equações

diferenciais.

Neste caṕıtulo vai ser simplificado o modelo matemático, para isto vamos

analisar dois parâmetros que oferecem a possibilidade de ser desprezados sem

causar desvios significativos nos resultados: a tensão superficial do meio ĺıquido

e massa da bolha de gás. Neste caṕıtulo só vai ser simplificado o modelo

matemático, mas os resultados numéricos com a analise da influência deste

dois parâmetros serão apresentados posteriormente. A avaliação da influência

da tensão superficial pode ser consultada na seção (6.1), e a avaliação da

influência da massa da bolha pode ser consultada na seção (6.2).

Inicia-se a simplificação com a equação de aceleração (3-45) do caṕıtulo

anterior.

a =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(3-47)

Primeiro vai ser multiplicada a equação de aceleração (3-47) pela densi-

dade da bolha ρd para não ter problemas no denominador no caso de desprezar

a massa da bolha.

a.ρd = (ρc − 1).g +
18.x

d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(3-48)

Agora vai se desprezar a densidade do gás da bolha ρd que é o mesmo

que desprezar massa da bolha m conforme as equações (3-49) e (3-50).

ρd ≈ 0 (3-49)

m ≈ 0 (3-50)

Ao aplicar esta aproximação na equação de aceleração da bolha (3-45)

se consegue simplificar de forma importante o modelo, que é dado por

0 = ρc.g +
18.x

d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(3-51)
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Fatorizando a anterior equação (3-51), se chega na seguinte expressão (3-

52) onde é posśıvel calcular diretamente a velocidade da bolha sem solucionar

equações diferenciais de nenhum tipo.

ν = d.

[

y.τo

k
−

ρc.g.d

18.x.k
.
|ρd − ρc|

(ρd − ρc)

]
1

n

(3-52)

A velocidade calculada na equação (3-52) não corresponde com a veloci-

dade real da bolha de gás, ela tem uma diferença importante. Como foi des-

prezada a massa da bolha conforme a equação (3-50), a bolha não tem inércia

e em consequência ante qualquer perturbação a aceleração dela é infinita até

atingir uma velocidade de equiĺıbrio dinâmico. Neste trabalho chamamos essa

velocidade como velocidade limite transiente, porque se refere à velocidade

máxima que pode ser obtida para o diâmetro da bolha nesse instante, e como

o diâmetro está em cont́ınuo aumento, o comportamento é transiente e não

permanente. Em poucas palavras, a equação (3-52) fornece a velocidade limite

da bolha, uma velocidade onde existe o equiĺıbrio entre a força de arrasto Cd

e a força de flutuação da bolha Fb para o diâmetro da bolha nesse instante,

sem levar em conta o peso da bolha Fd. Se a massa estivesse sendo conside-

rada a bolha se movimentaria a uma velocidade um pouco menor devido à

desaceleração causada pela inércia da bolha. Outra observação importante da

equação (3-52), é que a bolha é acelerada pelo aumento no diâmetro da bolha

e não pela força de flutuação. Isto acontece porque ela está viajando sempre à

velocidade limite em regime transiente, onde sempre existe equiĺıbrio de forças.

Existem várias equações na literatura para o cálculo da velocidade em

bolhas de gás, na seção (B.3) pode consultar uma ampla variedade de equações

compiladas pelos autores Amol A. Kulkarni e Jyeshtharaj B. Joshi (2005)

caso deseje utilizar para condições reológicas e de operação diferentes às deste

trabalho.

Agora vai ser simplificada a equação de diâmetro da bolha (3-46).

d3 +
4.γ

(Po − ρc.g.h)
.d2 −

(

(Po − ρc.g.h0).d
3
0 + 4.γ.d20

Po − ρc.g.h

)

= 0 (3-53)

Assumindo a tensão superficial do fluido despreźıvel γ ≃ 0, e aplicando

na equação de diâmetro da bolha (3-46), chegamos na seguinte expressão

d =

(

Po − ρc.g.ho

Po − ρc.g.h

)
1

3

.do (3-54)

A equação (3-54) fornece o cálculo do diâmetro da bolha de gás sem levar

em conta a variação causada pela tensão superficial.

Agora o modelo matemático composto pelas equações (3-52) e (3-54) está
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simplificado, falta pesquisar em que condições pode ser aplicado este modelo

sem que o erro seja significativo, os resultados podem ser consultados na seção

(6). Tem que ser determinada a faixa onde o modelo matemático pode ser

utilizado, i. e. a reologia do meio liquido, a velocidade máxima que pode atingir

a bolha, o tipo de fluido onde o modelo simplificado funciona, etc. Além o efeito

da tensão superficial e a massa da bolha tem que entrar no analise, assim é

posśıvel fazer um estudo integral e definir quais equações são as adequadas

para este trabalho.

3.4

Modelo Matemático Adimensional

Uma importante etapa do processo de pesquisa é adimensionalizar as

equações e os resultados. Esta etapa permite generalizar o problema em estudo

e assim generalizar a solução do problema. Também faz posśıvel reduzir o

número de parâmetros que governam o problema. Por exemplo, permite definir

novos modelos e experimentos com a mesma relação de parâmetros, permite

fazer experimentos e testes com diferentes proporções geométricas, reológicas

e dinâmicas. A adimensionalização permite um estudo mais profundo do

fenômeno de interesse e até faz posśıvel identificar novas relações e padrões

que sem adimensionalizar não poderiam ter sido encontradas.

Neste caṕıtulo é feita a adimensionalização da equação de aceleração

(3-12) e da equação de diâmetro simplificada (3-54). A equação de aceleração

utilizada será a versão sem simplificação porque segundo os resultados da seção

(6.2), não é recomendado simplificar a massa da part́ıcula esférica sem um

analise prévio. Para o caso do diâmetro vamos utilizar a equação simplificada,

já que segundo os resultados da seção (6.1), a tensão superficial pode ser

desprezada em quase a totalidade dos casos, só em alguns casos excepcionais

e pouco prováveis pode ser necessário considerar.

Nesta seção vão ser adimensionalizadas as equações, mas só na seção

(6.5) vão ser calculados os resultados do modelo adimensional.

vai-se começar com a equação de aceleração (3-12) assim

m.a =
g.πd3.(ρc − ρd)

6
+

1

8
.
(ρd − ρc)

|ρd.ρc
.ν2.π.d2.Cd (3-55)

Agora vão se definir algumas variáveis adimensionais. Primeiro se define

a relação de densidades ρ∗ entre a fase continua ρc e a fase discreta ρd.

ρ∗ =
ρd

ρc
(3-56)

Na equação (3-57) se adimensionaliza a aceleração da part́ıcula esférica,

este termo é conhecido como força G. A força G representa o número de vezes
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que a part́ıcula está sofrendo a aceleração da gravidade.

G =
a

g
(3-57)

Ao substituir as equações (3-56) e (3-57) em (3-55) se chega na seguinte

expressão.

m.G.g =
g.π.d3.ρd

6
.(
1

ρ∗
− 1) +

(1− 1

ρ∗
)

|1− 1

ρ∗
|
.
ρd.ν

2.π.d2.Cd

8.ρ∗
(3-58)

ao dividir por ρd.g

m.G

ρd
=

π.d3

6
.(
1

ρ∗
− 1) +

1

8
.
(1− 1

ρ∗
)

|1− 1

ρ∗
|
.
ν2.π.d2.Cd

g.ρ∗
(3-59)

Onde a massa da part́ıcula é dada por

m =
ρd.π.d

3

6
(3-60)

E onde o autor William Froude define o número de Froude como:

Fr =
ν

√

d
2
.g

(3-61)

O número de Froude é uma expressão que pode mudar em função da área

de aplicação. Na mecânica de fluidos o valor adimensional indica a relação entre

as forças gravitacionais e as inerciais de um objeto submerso num fluido, ou

seja uma relação entre o seu peso e a inerciai do objeto relacionado à velocidade

deste. A influência da inércia do objeto é maior com um número de Froude

maior, e a influência do peso do objeto ou força gravitacional é maior com um

número de Froude menor. Esta expressão também é utilizada para determinar

a resistência ao movimento de objetos de diferentes tamanhos e submersos num

fluido. Alguns autores também utilizam o número de Froude para determinar

a relação entre a força potencial e cinética do sistema.

substituindo as equações (3-60) e (3-61) na equação (3-59) e fatorizando,

conseguimos adimensionalizar a equação de aceleração da part́ıcula.

ρ∗.G = 1− ρ∗ +
3

8
.
(ρ∗ − 1)

|ρ∗ − 1|
.F r2.Cd (3-62)

Agora vai se adimensionalizar a equação de diâmetro da part́ıcula,

lembrando a equação (3-54)

d =

(

Po − ρc.g.ho

Po − ρc.g.h

)
1

3

.do (3-63)

Para adimensionalizar definimos o quociente entre o diâmetro da bolha

d, e o diâmetro inicial da bolha no tempo zero (t=0). Assim.

d∗ =
d

do
(3-64)
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E ao fatorizar chegamos à seguinte expressão

d

do
=

(

Po − ρc.g.ho

Po − ρc.g.h

)
1

3

(3-65)

Finalmente das equações (3-64) e (3-65), podemos calcular a equação de

diâmetro adimensional, assim

d∗ =

(

Po − ρc.g.ho

Po − ρc.g.h

)
1

3

(3-66)
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4

Formulação Numérica

Neste caṕıtulo vai se analisar a metodologia de solução do modelo ma-

temático composto pelas equações (3-45) e (3-46). Ao analisar as caracteŕısticas

do modelo matemático observa-se que o mesmo é composto por dois tipos de

equações: Um polinômio de grau 3 utilizado para calcular o diâmetro da bo-

lha; e uma equação diferencial parcial, de ordem 2, não homogênea e tipo ”stiff

moderada”que é utilizada para calcular a cinemática da part́ıcula.

Após utilizar diferentes técnicas matemáticas anaĺıticas para tentar resol-

ver o modelo, chegou-se à conclusão que o mesmo não possui solução anaĺıtica.

Por esta razão se optou por utilizar uma técnica numérica para resolver o

sistema. Foi desenvolvida uma rotina computacional no programa Matlab da

empresa MathWorks para tal fim. Foi importante levar em conta que a equação

diferencial é tipo ”stiff moderada”, isto significa que possui algum ou alguns

termos que causam uma rápida variação nos resultados num diferencial de

tempo baixo. Este alto gradiente nos resultados causa instabilidades e demoras

no cálculo dos resultados quando é posśıvel solucionar o sistema de equações.

Neste caso, existem duas opções para tentar atingir uma resposta. A primeira

opção é utilizar um passo de tempo extremadamente pequeno, fazer isto não

vai garantir uma resposta e vai causar um aumento importante no tempo de

solução do sistema. Além disso, vai precisar usar variáveis tipo ”long”com até

15 algarismos significativos que vão retardar ainda mais a resposta e consu-

mir grande parte de recursos computacionais. Por isso foi preciso recorrer à

segunda opção e utilizar o método numérico de Runge Kutta de baixa ordem,

que se baseia nas equações de Bogacki e Shampine (1989) e se caracteriza

por conseguir variar o passo de tempo. Nas partes com um alto gradiente o

passo se reduz e nas partes com um gradiente baixo o passo aumenta. Esta

caracteŕıstica reduz o tempo de calculo, faz eficiente a rotina no consumo de

recursos e fornece uma resposta com um desvio máximo de 1∗10−12, este des-

vio máximo foi definido nesta pesquisa como o máximo admisśıvel para todas

as iterações.

A rotina desenvolvida pode ser utilizada nos seguintes casos:

– Fase cont́ınua modelada como Fluido Newtoniano, Fluido Power-Law,
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Fluido Bingham ou Fluido Herschel-Bulkley.

– Fase dispersa modelada como part́ıcula esférica que pode ser gasosa

ou sólida. Em teoria a part́ıcula também pode ser liquida mas não foi

conferido este caso com a literatura. Para o caso de part́ıcula gasosa

(bolha de gás), o diâmetro da part́ıcula é variável. Para o caso de

esfera sólida ou liquida o diâmetro é constante. Neste trabalho não foi

considerada a difusão de massa que pode causar mudança no diâmetro

da part́ıcula.

– Para o caso de part́ıcula gasosa (bolha de gás), a massa da part́ıcula

pode ou não ser levada em conta. A massa da bolha de gás é tao baixa

que em alguns casos é posśıvel desprezar.

– Adicionalmente o rotina foi feita para calcular a cinemática de uma bolha

de gás isolada, sem efeito de população e sempre a uma temperatura

constante.

– Para o caso de part́ıcula solida, a massa não pode ser desprezada porque

o erro seria importante.

As equações de Bogacki e Shampine (1989) são utilizadas como base

da solução numérica no software Matlab, elas estão compiladas na função

ODE23 do programa e por isso não foi necessário programar elas na rotina,

mas é importante saber como trabalha a função no Matlab para assegurar os

resultados. A seguir se descreve a função ODE23 nas equações (4-1) - (4-8).

y➫ = f(t, y) (4-1)

hn = tn+1 − tn (4-2)

k1 = f(tn, yn) (4-3)

k2 = f(tn +
1

2
.hn, yn +

1

2
.h.k1) (4-4)

k3 = f(tn +
3

4
.hn, yn +

3

4
.h.k2) (4-5)

yn+1 = yn +
2

9
.h.k1 +

1

3
.h.k2 +

4

9
.h.k3 (4-6)

k4 = f(tn + hn, yn+1) (4-7)

zn+1 = yn +
7

24
.h.k1 +

1

4
.h.k2 +

1

3
.h.k3 +

1

8
.h.k4 (4-8)

Onde y′ = f (t, y) é a equação diferencial a solucionar, yn denota a solução

numérica no tempo tn, e no passo hn. O passo é definido como hn = tn+1 − tn.

k1, k2, k3 e k4 são constantes do modelo numérico.
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zn+1 é uma aproximação de segunda ordem para a solução exata, assim

como yn+1 é uma aproximação de terceira ordem para a solução exata. A

diferença entre estas duas aproximações zn+1 e yn+1, permite ao método

adaptar o tamanho do passo de tempo ao necessário para reduzir o erro

causado pelas altas variações do modelo. Quando a diferença entre zn+1 e

yn+1 é importante, o passo de tempo se reduz. E quando a diferença entre zn+1

e yn+1 é baixa, o passo de tempo aumenta. Esta importante caracteŕıstica é a

que permite solucionar a equação diferencial rapidamente e com uma incerteza

baixa (≤ 1 ∗ 10−12).

Na Figura (4.1) mostra-se o fluxograma da rotina computacional em

matlab.

Figura 4.1: Diagrama de Funcionamento da Rotina em Matlab para o cálculo
dos Resultados neste Trabalho

Da rotina em matlab, são duas subrotinas as mais importantes. A rotina

diametro.m que calcula um vetor de resultados do diâmetro em função da
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profundidade, que é utilizada para fazer estos cálculos é o polinômio de ordem

três (3-46). Nesta rotina é utilizada a função ROOT para calcular a ráızes reais

para a faixa de deslocamento da bolha de gás. A outra subrotina importante

é a Eq dif acel.m, onde são calculados os resultados da equação diferencial

não linear tipo stiff em função do diâmetro e a velocidade da bolha, para este

trabalho foi utilizada a função ODE23 que foi descrita anteriormente. Como as

equações utilizadas pelas duas sub-rotinas são função de parâmetros diferentes,

foi necessário fazer uma serie de iterações e interpolações até o sistemas de

equações convergir. O erro máximo aceitável foi definido em 1 ∗ 10−12.

Para conhecer a rotina computacional no Software Matlab veja o Anexo

(C).
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Validação do Modelo Matemático

A validação dos resultados é de enorme importância nos projetos de

pesquisa pois permite avaliar a confiabilidade nos resultados e determinar

os seus limites e alcances. Neste caṕıtulo se utilizam os dados experimentais

dispońıveis na literatura para avaliar os resultados do modelo matemático.

Para fazer isto, se simulam computacionalmente no programa Matlab vários

experimentos feitos por diversos autores. Os experimentos selecionados pos-

suem diferentes caracteŕısticas reológicas, geométricas e condições variadas de

operação, para assim definir a qualidade nos resultados e faixa de aplicabilidade

do modelo. Também foram calculados os erros absolutos e desvios relacionados

aos resultados numéricos com respeito aos resultados experimentais, foi assim

como certificamos que o modelo funciona corretamente. Finalmente foram de-

terminados os alcances do modelo desenvolvido neste trabalho para diferentes

reologias e condições dinâmicas da part́ıcula.

Para validar este modelo foram simulados três experimentos feitos pre-

viamente por três diferentes autores. O primeiro caso a validar foram os ex-

perimentos de Raymont e Rosant (2000). Eles fizeram vários experimentos

para calcular a velocidade limite em regime transiente de uma bolha de gás de

diâmetro inicial constante em diferentes fluidos newtonianos. O segundo caso

de validação é feito com os experimentos feitos por Hervé Tabuteau (2007).

Ele calculou o deslocamento de esferas sólidas do mesmo diâmetro mas com

diferentes densidades. Além disso, utilizou fluidos viscoplásticos com diferentes

caracteŕısticas reológicas. O ultimo caso utilizado para comparação foram os

experimentos feitos por Neville Dubash (2003). Neles foi utilizada uma coluna

com fluido viscoplástico para observar o deslocamento de bolhas de gás sub-

mersas nestes tipos de fluido. É posśıvel perceber que todos os experimentos

possuem caracteŕısticas bem diferentes. Isto foi feito para assegurar que os

resultados sejam confiáveis e que o modelo funcione em condições variadas.

Em seguida são apresentadas as caracteŕısticas mais importantes dos

experimentos anteriormente citados e que foram utilizados para avaliar o

comportamento do modelo.
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5.1

Bolha de Gás em Fluido Newtoniano

Como primeiro caso de validação para o modelo desenvolvido neste

trabalho, foram simulados os experimentos feitos por Raymond e Rosant

(2000). Foi utilizada uma coluna de fluido de 50 cm de profundidade e uma

seção transversal quadrada de 30 cm x 20 cm. A coluna foi prenchida de um

fluido newtoniano composto de uma mistura de água e glicerol em diferentes

concentrações a uma temperatura de 292.85 K. Para injetar o gás foi colocado

um injetor a uma profundidade de 30 cm medida desde a superf́ıcie livre do

fluido até a ponta do injetor. O injetor tem uma válvula para controlar o vazão

de gás e assim tentar controlar o diâmetro inicial da bolha ao se separar da

fonte de gás. Para medir o diâmetro e a velocidade da bolha, foi colocada uma

câmera de v́ıdeo numa profundidade de 10 cm, medida desde a superf́ıcie livre

do fluido.

Os detalhes da reologia dos fluidos utilizados por Raymond e Rosant

(2000) são apresentados na tabela (5.1).

Concentração Viscosidade Densidade Tensão

Series água em peso µ = k
[

Pa
s

]

ρc
[

kg

m3

]

superficial Υ
[

N
m

]

S1 traços 0.70 1250 0.063
S2 2% 0.46 1245 0.063
S3 7% 0.24 1230 0.063
S4 12% 0.16 1222 0.063
S5 18% 0.075 1205 0.064
S6 24% 0.042 1190 0.064
S7 31% 0.024 1172 0.064
S8 40% 0.013 1150 0.064

Tabela 5.1: Propriedades dos Fluidos Utilizados de Raymond e Rosant (2000)

Na Figura (5.1) foram comparados os resultados de velocidade limite

em regime transiente para bolha de gás em fluido newtoniano. As medidas

de velocidade e diâmetro foram tomadas quando a bolha passava na frente

da câmera de v́ıdeo. Também foi calculado o erro absoluto, e o número de

Reynolds para determinar o alcance do modelo.

Nas figuras mostradas neste trabalho as linhas pontilhadas correspon-

dem a dados experimentais fornecidos pelos autores da literatura consultada.

As linhas sólidas correspondem aos resultados numéricos calculados neste tra-

balho. Os marcadores que acompanham as linhas de cada figura correspondem

à serie de dados em analise, se duas linhas tem o mesmo marcador significa

que correspondem à mesma serie de dados e estão sendo comparados.
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Figura 5.1: Velocidade para Bolha de Gás em Fluido Newtoniano - Comparação
com os experimentos de Raymond e Rosant (2000).

É posśıvel notar na figura (5.1) que o modelo fornece bons resultados até

uma determinada velocidade, depois a velocidade calculada de nosso modelo

cresce de forma constante e se afasta dos resultados experimentais.

Figura 5.2: Numero de Reynolds para Bolha de Gás em Fluido Newtoniano -
Resultados Numéricos do Modelo Matemático
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Ao analisar os resultados da figura (5.2) de número de Reynolds ge-

neralizado Re em função do diâmetro da bolha d, conclui-se que o modelo

desenvolvido pode ser aplicado para o caso de bolha de gás em fluido newto-

niano para baixo Reynolds (Re ≤ 3) com um erro máximo de 10%, que foi

definido como o erro máximo admisśıvel. Para números de Reynolds maiores,

os resultados experimentais se afastam dos resultados numéricos, a principal

razão é que o formato da bolha não é circular para Reynolds maiores de três,

sendo que é uma condição do modelo desenvolvido neste trabalho que a bolha

seja circular. Algumas causas para que o formato da bolha não seja circular

são o atrito que aumenta com a velocidade do fluido, o regime turbulento da

fase ĺıquida para altas velocidades, a difusão e troca de massa da bolha na fase

ĺıquida, etc.

5.2

Esfera Ŕıgida em Fluido Viscoplastico

Como segunda validação vão-se simular os experimentos feitos por Hervé

Tabuteau (2007). Nesse trabalho foi utilizada uma coluna de fluido de 25 cm de

profundidade e uma seção transversal quadrada de 25 cm x 25 cm. A coluna foi

enchida com um fluido viscoplastico, Carbopol ETD 2050 a uma temperatura

de 295.15 k. Este experimento funciona diferente do caso anterior, pois neste

caso tem se várias esferas sólidas com o mesmo diâmetro de 3.96 cm, e com

densidade variável. O Carbopol por ser viscoplastico, possui uma tensão limite

τo de escoamento que permite o deslocamento da part́ıcula quando o empuxo

vencer o arraste mı́nimo causado por esta tensão. Neste caso o carbopol foi

modelado como fluido tipo Herschel Bulkley. Para vencer esta tensão inicial e

assegurar uma velocidade inicial de deslocamento, as esferas foram liberadas de

uma altura inicial de 5 cm sobre a superf́ıcie livre o fluido. Com isto a esfera

atinge o fluido com uma velocidade maior do que a zero e consegue vencer

a tensão limite. Como a densidade das esferas é maior do que a densidade

do fluido, a esfera vai se deslocar em descida até o fundo da coluna. Para

medir o deslocamento da esfera, o autor posicionou uma câmera de v́ıdeo numa

profundidade de 10 cm medida desde a superf́ıcie livre do fluido.

Na tabela (5.2) é apresentada a reologia de um dos fluidos utilizados por

Hervé Tabuteau (2007). Foi usada a seria S1 com uma concentração de 0.5%.

Na Tabela (5.3) se mostram as densidades das esferas utilizadas.

A validação do modelo matemático para o caso de esfera sólida em

fluido viscoplástico tipo Herschel Bulkley é mostrada na Figura (5.3). Foram

comparadas as séries de dados experimentais com os resultados numéricos, as

séries de densidades de esferas utilizadas foram as S1, S3 e S6 (ver Tabela (5.2)).
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Series Carbopol Índice Índice Tensão Densidade

em peso consistência comportamento limite ρc
[

kg

m3

]

k [Pa.sgn] n [−] τo [Pa]
S1 0.5% 6 0.5 7 1000

Tabela 5.2: Propriedades dos Fluidos de Trabalho de Hervé Tabuteau (2007)

Esfera Densidade esfera
[

kg

m3

]

Serie 1 1411
Serie 2 1476
Serie 3 1541
Serie 4 1606
Serie 5 1670
Serie 6 1736
Serie 7 1801
Serie 8 1866
Serie 9 1931

Tabela 5.3: Densidades das Esferas de Trabalho de Hervé Tabuteau (2007).

O tempo de deslocamento foi medido desde que a esfera entra em contato com

o fluido até atingir o fundo da coluna.

Na Figura (5.3) são mostrados os resultados experimentais e numéricos

do deslocamento de uma part́ıcula sólida em fluido viscoplástico.

Figura 5.3: Deslocamento para Esferas Solidas de Densidade Diferente em
Fluido viscoplástico - Experimentos de Hervé Tabuteau (2007).
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Na figura (5.3) observa-se que nos três casos o erro no deslocamento

não supera o 10%. Considerando que a inclinação da curva é a velocidade, é

posśıvel dizer que as velocidades concordam para os três casos comparados.

Como nesta seção o diâmetro da part́ıcula é constante, uma velocidade limite

é atingida, uma diferencia importante com relação à seção anterior onde foi

analisada uma bolha de gás, nesse caso como diâmetro estava em constante

aumento, a bolha tinha uma aceleração.

Na Figura (5.4) foram calculados os resultados para número de Reynolds

Generalizado e assim conseguir determinar o alcance do modelo. Na equação

(5-1) se define o número de Reynolds Generalizado, que é o mesmo número de

Reynolds para fluido Newtonianos mas aplicado em fluidos Não-Newtonianos.

Repl =
ν2−n.dn.ρc

k
(5-1)

A seguir, na figura (5.4) vão se mostrar os resultados para o cálculo do

número de Reynolds Re em função do tempo t, lembrando que o sistema

simulado é uma esfera ŕıgida num fluido viscoplastico, isto significa que

o diâmetro da part́ıcula é constante. Também foi necessário assegurar o

escoamento da esfera num fluido viscoplástico no tempo zero (t=0), por isso

foi necessário liberar a part́ıcula desde uma altura de 5cm para atingir uma

velocidade inicial antes de entrar em contato com o fluido.

Figura 5.4: Reynolds Generalizado para Esfera Ŕıgida em Fluido viscoplástico
- Experimentos de Hervé Tabuteau (2007).

Ao analisar a Figura (5.4) em escala logaŕıtmica se observa que a esfera

inicialmente entra em contato com o fluido a uma alta velocidade como é

demostrado pelo número de Reynolds alto. Mas nesse momento a força de

arrasto é maior que o peso da esfera e por isso sofre uma desaceleração até
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atingir uma velocidade constante ou velocidade limite como é provado pelo

número de Reynolds constante na figura. Esta velocidade limite e é atingida

porque existe um balanço entre a força de arrasto e a força de flutuação da

esfera. Conclúımos que o modelo pode ser aplicado para o caso de esfera

sólida em fluido viscoplástico tipo Herschel-Bulkley. Neste caso não existe

um limite de um Reynolds máximo como no caso com part́ıcula gasosa em

fluido Newtoniano. Isto acontece porque existe uma velocidade limite máxima

e também porque o formato da part́ıcula sempre é esférico. Porém é importante

ressaltar que o escoamento da part́ıcula sólida se desenvolve em regime laminar,

se a bolha superar este limite, vamos ter um fluxo turbulento onde existem

outros fenômenos f́ısicos relacionados ao comportamento da bolha. O erro

máximo da velocidade atingido na simulação foi de 10%, confirmando nossa

hipótese para este caso.

5.3

Bolha de Gás em Fluido Viscoplastico

Como terceiro caso de simulação foram simulados os experimentos feitos

por Neville Dubash (2003). Nesse trabalho foi utilizada uma coluna de fluido

de 182.9 cm de profundidade e uma seção transversal circular de 3.81 cm

de diâmetro. A coluna foi enchida com dois fluidos viscoplásticos, Carbopol

940 e Carbopol EZ2 a uma temperatura de 292.15 K. Para injetar o gás foi

colocado um injetor no fundo da coluna com um cilindro pneumático. Este

cilindro permite o controle do vazão de gás e assim um controle aproximado

do diâmetro inicial da bolha ao se separar da fonte de gás. Para medir o

diâmetro e a velocidade da bolha, foi colocada uma câmera de v́ıdeo numa

profundidade de 1.3288 m medida desde a superf́ıcie livre do fluido.

Na Tabela (5.4) são apresentados os detalhes da reologia dos fluidos

utilizados por Dubash (2003).

Densidade Índice Índice Tensão

Series ρc
[

kg

m3

]

comportamento consistência limite
[−] [Pa.sgn] [Pa]

S1 1068 0.37 4.3 2.3
S2 1067 0.35 6.8 4.0
S3 1066 0.36 7.5 5.5
S4 1158 0.39 5.8 2.5
S5 1189 0.46 2.5 5.2
S6 1072 0.42 3.2 2.2

Tabela 5.4: Propriedades dos Fluidos de Trabalho de Neville Dubash (2003)
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No grafico (5.5) são mostrados os resultados para o caso de bolha de gás

em fluido viscoplástico tipo Herschel-Bulkley. Foram comparados os resultados

de número do Froude da bolha de gás Fr em função da relação de diâmetros

( d
dc
) entre a bolha de gás e a coluna de fluido.

Na equação (5-2) é definido o número de Froude, lembremos que o número

de Froude relaciona as forças gravitacionais e inerciais q agem sobre a bolha

de gás, para mais detalhes consulte a seção (6.5).

Fr =
ν2

d.g
(5-2)

Os dados foram adquiridos numa profundidade de 1.3288 m, uma região

em que a bolha já atingiu a velocidade limite em regime transiente. Neste

trabalho a velocidade limite em regime transiente é o estado onde a bolha

atingiu sua velocidade máxima para o diâmetro desse instante. Neste estágio

a aceleração da bolha é baixa, causada pelo aumento no diâmetro da bolha,

isto causa um aumento da força de empuxo e por isso a bolha é acelerada

constantemente. A bolha de gás não atinge uma velocidade limite como as

esferas solidas, e sim uma velocidade a baixa aceleração, nesse momento

o comportamento da bolha se torna estável. Também foi calculado o erro

absoluto e o número de Reynolds para determinar o alcance do modelo.

A seguir os resultados são apresentados na Figura (5.5) mostra-se o

número de Froude em função da relação de diâmetros.

Figura 5.5: Numero de Froude para Bolha de Gás em Fluido viscoplástico -
Experimentos de Dubash (2003).
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O autor calculou os resultados em função da relação de diâmetros
d
dc

entre a bolha de gás e a coluna de fluido onde foram feitos os testes

experimentais. Nesta pesquisa não foi levado em conta o diâmetro da coluna,

mas para conseguir comparar os resultados, foi dividido o diâmetro calculado

nas simulações pelo diâmetro da coluna informada por Dubash (2003), o

diâmetro da coluna usada pelo autor é de 3.81 cm.

Analisando a Figura (5.5) se conclui que existe uma boa correlação entre

os resultados numéricos e os experimentais. Para o caso de uma bolha de

gás em fluido viscoplástico o modelo funciona com um erro máximo de 10%.

Neste caso não foi posśıvel utilizar os dados experimentais para uma relação

de diâmetros maior, o autor informa do aparecimento de um efeito de parede

em aproximadamente uma relação de diâmetro de 0.5, este efeito altera os

resultados, por esta razão não foi usada toda a serie de dados do autor.

Na figura (5.6) vai se calcular o número de Reynolds generalizado Re

em função do diâmetro da bolha d para determinar o alcance do modelo ma-

temático em bolhas de gás submersas em fluidos viscoplasticos. É importante

lembrar que em bolhas de gás o diâmetro da bolha não é constante, e ao

contrário aumenta com o deslocamento da bolha no fluido.

Figura 5.6: Reynolds Generalizado para Bolha de Gás em Fluido viscoplástico
- Experimentos de Dubash (2003).

Ao analisar os resultados da Figura (5.6) conclúımos que o modelo pode

ser aplicado para o caso de bolha de gás em fluido viscoplástico para baixo

Reynolds (Re ≤ 3), o erro máximo atingido para a simulação foi de 10%,
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confirmando nossa hipótese para este caso.Para números de Reynolds maiores,

os resultados experimentais se afastam dos resultados numéricos, a principal

razão é que para Reynolds maiores o formato da bolha não é circular, e esta

é uma condição que o modelo apresentado neste trabalho utiliza para calcular

a força de arrasto. Algumas causas para que o formato da bolha mude são o

atrito crescente com a velocidade do fluido, a turbulência da fase liquida, a

difusão e troca de massa da bolha com a fase liquida.
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Resultados

No caṕıtulo anterior foi validado o modelo matemático fazendo três si-

mulações para comparar nossos resultados numéricos com os resultados experi-

mentais. As três simulações tiveram caracteŕısticas diferentes para comprovar o

bom funcionamento do modelo em diferentes condições. A primeira simulação

foi para uma bolha de gás num fluido newtoniano, a segunda simulação foi

para uma esfera ŕıgida em fluido viscoplástico e a terceira para uma bolha de

gás em fluido viscoplastico. Os resultados indicaram que o modelo funciona

para as condições de operação impostas e o erro máximo é aceitável de 10%.

Com a certeza que o modelo funciona adequadamente, agora neste

caṕıtulo vão ser analisados alguns parâmetros que afetam os resultados das

simulações, estes são a tensão superficial da interface gás-liquido e a massa

da bolha de gás. Deseja-se determinar se estes fatores afetam os resultados de

forma considerável, ou ao contrario, podem ser desprezados e eliminados das

simulações. Vamos calcular o desvio atingido ao considerar e ao desprezar estas

variáveis do modelo e assim determinar a importância destes.

Adicionalmente o modelo vai ser submetido a variações nas condições

reológicas para determinar a resposta e a tendência nos resultados das si-

mulações. Deseja-se conhecer a influência dos parâmetros como a tensão limite

τo, o ı́ndice power-law n e o ı́ndice de consistência k na dinâmica da part́ıcula.

O interesse desta seção ao fazer estas simulações está na informação que pode

ser usada por pesquisadores para determinar quais parâmetros alterar no fluido

em análise e predizer a resposta aproximada na cinemática da part́ıcula.

Também deseja-se identificar os parâmetros reologicos mais importantes

e influentes nos resultados, esta informação pode ser útil para determinar quais

são os parâmetros que podem causar um desvio maior no comportamento e

assim não investir recursos em fatores que podem não causar o efeito esperado.

Outro objetivo deste caṕıtulo é definir os limites onde pode ser aplicado

o modelo matemático mantendo um erro aceitável. Também se faz necessário

determinar quais fatores podem ser desprezados no modelo matemático sem

cair no erro de simplificar demais e simular um sistema diferente ao sistema

de interesse com erros importantes nos resultados.
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Finalmente, são realizadas as simulações do modelo adimensional em

busca de novas informações e resultados mais gerais para o caso de bolha de

gás em fluido viscoplástico e bolha de gás em pasta de cimento.

6.1

influência da Tensão Superficial nos Resultados

Um dos objetivos deste trabalho é analisar a influência da tensão super-

ficial na cinemática da bolha de gás. É importante determinar este resultado

porque pode influênciar fortemente o comportamento da bolha de gás, e um

tamanho maior da bolha vai causar um aumento da força de empuxo e em

consequência uma aceleração maior, um tamanho menor vai causar o efeito

contrario. Dessa forma deseja-se definir se a tensão superficial pode causar um

efeito considerável no diâmetro da bolha, ou ao contrário pode ser desprezada.

Foram feitas várias simulações com as mesmas condições reológicas e de

operação do caṕıtulo (5.3), mas com alterações da tensão superficial do liquido.

Foram utilizadas as tensões superficiais de diferentes ĺıquidos existentes na

natureza. As caracteŕısticas do fluido viscoplástico utilizado são as mesmas da

serie S6 da seção (5.3) e que se apresentam na tabela (6.1). A continuação

lembramos essa serie de dados.

Densidade Índice Índice Tensão

Serie ρc
[

kg

m3

]

comportamento consistência limite
n [−] k[Pa.sgn] τo [Pa]

S6 1072 0.42 3.2 2.2

Tabela 6.1: Propriedades do Fluido utilizado no Trabalho de Dubash (2003)

As tensões superficiais utilizadas são as dos fluidos da tabela (6.2),

ressaltando que utilizamos como máxima tensão superficial nas simulações a

do mercúrio, não existe na natureza uma tensão superficial maior que a do

mercúrio. Todas os dados de tensão foram obtidos a 293.15 K.

Fluido Tensão Superficial
[

N
m

]

Acetona 0.0237
Glicerina 0.0594
Aguá 0.0722

Mércurio 0.4650

Tabela 6.2: Tensão Superficial de Diferentes Fluidos a 293.15 K

A Figura (6.1) apresenta a curva de profundidade da bolha de gás em

função do tempo para diferentes tensões superficiais de diferentes fluidos e com
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um diâmetro inicial igual em todas as series.

Figura 6.1: Profundidade de uma Bolha de Gás para várias Tensões Superficiais

Os resultados da figura (6.1) indicam sobreposição das curvas de todas as

simulações feitas, isto acontece porque a tensão superficial por si só não afeta

os resultados. Ao utilizar a equação (6-1) de cálculo do aumento da pressão

na bolha causada pela tensão superficial, é posśıvel observar que a variação no

resultado é pouco devido a que na natureza a tensão superficial dos fluidos não

variam muito. Por isso ao variar a tensão superficial, a cinemática da bolha

não é afetada.

P
γ
=

π.d.γ

A
=

4.γ

d
(6-1)

O outro parâmetro que pode alterar a pressão da bolha e que está

relacionado com a tensão superficial é o diâmetro inicial da bolha. Ao reduzir o

diâmetro inicial, a pressão na bolha aumenta; e aumentando o diâmetro inicial,

a pressão na bolha se reduz. conforme a equação (6-1).

Para determinar o efeito do diâmetro inicial no aumento da pressão na

bolha e na cinemática da bolha, vamos fazer simulações com vários diâmetros

iniciais de bolha. Para garantir que a bolha consiga se deslocar inclusive com

diâmetros muito baixos, vãi ser utilizado um fluido Newtoniano, devido a

que não possúı uma tensão limite τo que impeça o deslocamento inicial da

bolha. As condições reológicas são essencialmente as do mercúrio, debido a que

possui a maior tensão superficial da natureza. As caracteŕısticas geométricas e

operacionais são similares às do caṕıtulo (5.1). Nesta simulação são injetadas

bolhas de gás a uma profundidade de 30cm num fluido a uma temperatura

constante de 292.85K, a reologia do fluido se mostra na tabela (6.3).
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Concentração Índice Densidade Tensão

Serie água consistência ρc
[

kg

m3

]

superficial
em peso k

[

Pa
s

]

γ
[

N
m

]

S1 traços 0.70 1250 0.465

Tabela 6.3: Propriedades do Fluido Utilizado de Raymond e Rosant (2000)

Para calcular os resultados da figura (6.2) foram feitas várias simulações

com diâmetro inicial diferente (0.0005m, 0.001m, 0,005m e 0.01m). Para cada

diâmetro inicial foi feita uma simulação considerando a tensão superficial e

outra sem considerar, e foi calculado o desvio σνi entre elas para os diferentes

diâmetros iniciais conforme a equação (6-2).

σνi(%) =

(

νγi − νsγi
νγi

)

∗ 100 (6-2)

Onde σνi(%) é a porcentagem do desvio da velocidade da bolha ao

desprezar a tensão superficial, νγi é a velocidade da bolha considerando a tensão

superficial e νsγi é a velocidade da bolha desprezando a tensão superficial para

o mesmo diâmetro inicial.

A seguir na figura (6.2), é calculado o desvio nos resultados ao utilizar

diferentes diâmetros iniciais de bolha com a mesma tensão superficial.

Figura 6.2: Porcentagem no desvio da velocidade de uma bolha ao desprezar
a tensão superficial para diferentes diâmetros iniciais da bolha.

Revisando o trabalho de Adamson et al. (1997), o autor indica que o efeito

da tensão superficial é despreźıvel quando o diâmetro da bolha é relativamente

alto e é considerável quando é relativamente baixo. Ao analisar a expressão
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(6-1), a figura (6.2) e a figura (6.3) é posśıvel entender o que acontece com a

pressão no interior da bolha.

Figura 6.3: Aumento de Pressão no Interior da Bolha de Gás desde a formação
até a Separação da Fonte de Gás - Adamson (1997)

Na figura (6.3) se apresenta a curva de pressão da bolha de gás para

diferentes etapas da formação e crescimento da bolha, Conclui-se que o maior

aumento de pressão da bolha de gás está no ponto C, onde o raio de curvatura

da bolha é o menor, que coincide com o diâmetro do capilar. Para os estágios

A, B, D, E é posśıvel observar como a pressão da bolha é menor com o aumento

do diâmetro da bolha.

A equação (6-4) calcula uma aproximação do desvio causado ao desprezar

a tensão superficial σPi. Utiliza a variação na pressão da bolha ao desprezar a

tensão superficial γ. É um cálculo aproximado da alteração da cinemática em

função da pressão da bolha.

σPi(%) =

(

1−
Po + Phi

Po + Phi + Pγi

)

∗ 100 (6-3)

Substituindo

σPi(%) =

(

1−
Po + ρc.g.hi

Po + ρc.g.hi +
4.γ

di

)

∗ 100 (6-4)

Concluindo, a tensão superficial pode ser importante em bolhas de gás de

um diâmetro muito pequeno, em nossas simulações determinamos um desvio

de 7% para um diâmetro inicial de 5 µm com a tensão superficial do mercúrio

de 0.7 N
m
. Na grande maioria das aplicações industriais as bolhas tem um

diâmetro maior, alem, se o fluido onde a bolha está submersa é viscoplastico,
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o diâmetro da bolha precisa ser considerável para vencer a tensão limite e

começar o movimento. Então como conclusão, só para uma aplicação em fluidos

newtonianos com um diâmetro de bolha bem baixo da ordem das micras,

é necessário analisar o efeito da tensão superficial. Para definir o diâmetro

necessário para causar um efeito importante é preciso analisar o sistema

multifásico, não é posśıvel indicar um valor de diâmetro onde os resultados

vão ser alterados de forma importante, porque isso vai depender de outros

parâmetros como a reologia do fluido, a profundidade da bolha, etc. Mas sim

é posśıvel dizer que só em casos excepcionais e pouco comuns é necessário

analisar a tensão superficial. Por isso neste trabalho consideramos adequado

desprezar a tensão superficial se assim se deseja.

6.2

Influência da Massa da bolha de Gás nos Resultados

O seguinte resultado de interesse para este trabalho é determinar a

importância da massa da bolha de gás durante o cálculo da cinemática da

part́ıcula. A densidade de uma bolha de gás é muito baixa comparada com a

densidade do fluido onde está submersa, por essa razão este termo em ocasiões

é desprezado. Deseja-se determinar neste caṕıtulo se é posśıvel desprezar a

massa de bolha ou não, e se for posśıvel, em que condições e quais são os

limites desta aproximação.

A primeira tarefa a fazer foi definir uma expressão para calcular a

diferença entre o a cinemática da bolha considerando a massa e sem considerar

a massa. Para isto foi utilizada a equação de balanço de forças (3-1) e e aplicada

aos dois casos. No caso 1 se considera a massa e no caso 2 a massa é desprezada.

m1.a1 −m2.a2 =
∑

F1 −
∑

F2 (6-5)

Agora, desprezando a massa da bolha no caso 2 e utilizando a equação de

balanço de forças para uma bolha de gás (3-12) se chega na seguinte expressão.

m1.a1 =
g.πd31.(ρc − ρd)

6
−
1

8
.ρc.ν

2

1 .π.d
2

1.Cd1−
g.πd32.ρc

6
−
1

8
.ρc.ν

2

2 .π.d
2

2.Cd2 (6-6)

A equação (6-6) não pode ser simplificada, o diâmetro d, a velocidade ν e

o coeficiente de arrasto Cd são diferentes para o caso 1 e o 2. Adicionalmente só

é conhecido o valor da velocidade ν, aceleração a, diâmetro d e profundidade h

no tempo zero (t=0). Na equação (6-6) para tempo zero, a velocidade da bolha

é zero e a diferença na aceleração entre casos 1 e 2 é a aceleração da gravidade

como se mostra nas equações (6-7) e (6-8). Para um tempo posterior, quase

imediatamente a aceleração da bolha cai fortemente, esta queda é causada pela
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força de arrasto que é funçaõ da velocidade da bolha.

m.at=0 = −
g.πd31.ρd

6
(6-7)

at=0 = −g (6-8)

Por esta razão, vamos calcular os resultados numericamente utilizando

uma rotina em Matlab desenvolvida nesta pesquisa para comparar os resul-

tados de profundidade h e velocidade ν. Nas simulações foram utilizadas as

equações de aceleração (3-17) da seção (3) onde a massa é levada em conta, e

a equação de velocidade (3-52) da seção (3.3) onde a massa é desprezada. A

seguir são lembradas as equações.

a =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(6-9)

ν = d.

[

y.τo

k
−

|ρd − ρc|

(ρd − ρc)
.
ρc.g.d

18.x.k

]
1

n

(6-10)

É importante considerar que como na equação (6-10) foi desprezada a

massa, a bolha não possui inercia, isto faz com que ante qualquer perturbação

a bolha possua uma aceleração infinita e instantaneamente atinja a velocidade

limite. Esta velocidade é a máxima posśıvel para o diâmetro da bolha nesse

instante. após atingir instantaneamente a velocidade limite, a bolha é acelerada

só pelo aumento no diâmetro da bolha. O anterior faz que a bolha com massa

despreźıvel possua uma velocidade sempre maior o igual que a bolha onde foi

considerada a massa.

Para calcular numericamente a diferença entre os dois casos vão ser

feitas várias simulações com as condições aproximadas às quais é submetida

uma bolha de gás durante a cimentação de um poço de petróleo. Para evitar

posśıveis problemas no deslocamento inicial da bolha vamos considerar o

cimento como um fluido newtoniano altamente viscoso conforme a tabela (6.4).

Fluido Densidade Viscosidade

ρc
[

kg

m3

]

[Pa.s]
Fluido Newtoniano 1250 3

Tabela 6.4: Propriedades do Fluido Utilizado na Simulação para Pasta de
Cimento

O gás usado foi Butano com uma massa molar de 0.0578 kg

mol
, a bolha foi

injetada numa profundidade de 1600 m com um diâmetro inicial de 1 cm.

Na figura (6.4) se mostra a velocidade de uma bolha de gás ao se deslocar

1000s considerando a massa e desprezando a massa.
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Figura 6.4: Velocidade de uma Bolha de Gás Considerando e Desprezando a
Massa da Part́ıcula: Massa Molar do Gás 0.0578

[

kg

mol

]

Na figura (6.4) se observa uma importante diferença nos resultados

próxima de 38% ao desprezar a massa da bolha. É interessante ver como para

este caso os resultados podem variar tanto só com desprezar a massa da bolha

de um gás denso de 1 cm de diâmetro a 1600 m de profundidade.

Na figura (6.5) é mostrada a profundidade em função do tempo.

Figura 6.5: Profundidade de uma Bolha de Gás Considerando e Desprezando
a Massa da Part́ıcula: Massa Molar do Gás 0.0578

[

kg

mol

]

Na figura (6.5) se mostra o desvio no comportamento ao desprezar a

massa, o erro atinge 38%, um desvio de 14m num deslocamento total de 36m.
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Um desvio considerado alto em condições próximas às de um poço.

Foram feitas variadas simulações com outros gases e outras profundidades

e o desvio nos resultados sempre variaram em função das condições do sistema.

Na seguinte figura (6.6) foi utilizado um gás com uma massa molar de 0.1 kg

mol

numa profundidade de 100m com um diâmetro inicial de 5 mm.

Figura 6.6: Profundidade de uma Bolha de Gás Considerando e Desprezando
a Massa da Part́ıcula: Massa Molar do Gás 0.1

[

kg

mol

]

Na figura (6.6) a massa molar é bem menor, assim como a profundidade

inicial de deslocamento. O erro acumulado após se deslocar 200s foi de 10%,

ainda continua sendo um erro importante.

Conclui-se que a massa só pode ser desprezada após uma analise pro-

funda. Como foi mostrado, os resultados podem variar de forma importante

segundo as caracteŕısticas do sistema. O desvio nos resultados depende essen-

cialmente da profundidade de injeção da bolha, da massa molar do gás e do

diâmetro inicial da bolha. todos estes parâmetros vão influir no resultado fi-

nal, é por isso que não é posśıvel indicar um valor no qual é aceito desprezar a

massa. A recomendação é não desprezar a massa da bolha se não for preciso,

mas se deseja vai precisar analisar os fatores anteriormente indicados.

6.3

Comportamento do Modelo Matemático para Reologia Constante no

Tempo

Para continuar com o análise do modelo matemático, além de comparar

os resultados numéricos com resultados experimentais, também é importante

determinar e entender o comportamento na tendência das equações do modelo.
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Caṕıtulo 6. Resultados 64

Conhecer esta informação oferece várias vantagens, inicialmente permite con-

ferir se o modelo se comporta segundo o esperado para um sistema multifásico.

Por exemplo, aumentando a viscosidade do fluido se espera uma redução na

velocidade da bolha, este principio pode ser extrapolado a vários parâmetros

do modelo para confirmar se o modelo está funcionando corretamente.

Outra vantagem está em determinar a sensibilidade e estabilidade das

respostas do modelo frente a variações na reologia. Deseja-se determinar quais

são os parâmetros que afetam de forma importante a cinemática da part́ıcula.

Esta informação vai permitir identificar os parâmetros que causam um efeito

significativo nas respostas e assim investir recursos nessa direção. Também são

importantes estas informações porque permitem determinar como vai ser a

variação nos resultados e assim modificar a reologia do fluido em função do

efeito esperado ou a aplicação industrial desejada.

Existe uma ultima razão para esta seção,a necessidade de determinar se

o modelo pode ser utilizado para variadas condições do sistema multifásico

e assim determinar os limites das equações. Um objetivo deste trabalho é

desenvolver um modelo que funcione para uma ampla variedade de condições

reológicas e condições de operação do sistema multifásico.

Foram realizadas duas simulações diferentes, a primeira para uma esfera

ŕıgida e a segunda para uma bolha de gás, a intenção é analisar os resultados

para uma part́ıcula de diâmetro constante e depois para uma part́ıcula de

diâmetro variável e determinar se os resultados concordam com o esperado

para os dois casos.

6.3.1

Tendencias para Esfera Ŕıgida

Neste caso foi simulada uma esfera sólida se deslocando num fluido

viscoplástico. Como o diâmetro da part́ıcula sólida é constante, a força de

flutuação e a força de arrasto são constantes, atingindo um velocidade limite

constante, o que simplifica o analise dos resultados do modelo.

Como os fluidos viscoplásticos possuem uma tensão limite τo, o ińıcio do

deslocamento só ocorre quando o peso da esfera Fb vencer a força de arrasto

Fd somada à tensão limite τo. Assim, existe a possibilidade que uma esfera

com velocidade inicial zero não consiga começar a se deslocar. Por essa razão o

sistema foi simulado de tal forma que a part́ıcula possua uma velocidade inicial

antes de entrar em contato com o fluido viscoplastico. Para conseguir isto, a

esfera foi simulada com uma velocidade inicial produto de uma queda desde

uma altura inicial de 5cm desde a superf́ıcie livre do fluido, isto vai permitir que

a esfera se desloque com uma velocidade inicial. Se a tensão limite τo somada

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112373/CA
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à força de arrasto Fd é maior que o peso part́ıcula Fb, esta vai desacelerar até

parar. Caso contrário a part́ıcula vai se acelerar até atingir uma velocidade

limite.

As caracteŕısticas do fluido viscoplástico e das esferas simuladas são as

mesmas do caṕıtulo (5.2), a reologia do fluido é apresentada de novo na Tabela

(6.5) onde foi analisado o comportamento de uma esfera ŕıgida num fluido

viscoplástico. A serie de esferas utilizadas para estas simulações é a Serie 1 da

Tabela (5.3) com uma densidade de 1411
[

kg

m3

]

e um diâmetro de 3.96 cm. A

temperatura do fluido em todas as simulações é de 295.15 K.

Serie Carbopol Índice Índice Tensão Densidade

em peso consistência comportamento limite ρc
[

kg

m3

]

k [Pa.sgn] [−] τo [Pa]
S1 0.5% 6 0.5 7 1000

Tabela 6.5: Propriedades do Fluido S1 Utilizado no Trabalho de Tabuteau
(2007)

Para começar a análise se apresenta o gráfico de deslocamento da

esfera em função do Tempo na Figura (6.7) para diferentes tensões limite do

fluido. Em todos os casos, o diâmetro da esfera é constante (d=3.96cm), e a

temperatura é mantida constante (T=295.15 K).

Figura 6.7: Influência da Tensão Limite na Tendência no Deslocamento de uma
Esfera Sólida Imersa em Fluido Viscoplástico.
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Na figura (6.7) se observa que a tensão limite causa um efeito importante

nos resultados, o tempo para o deslocamento de uma determinada distância

é maior com o aumento da tensão limite, além disso, observando a inclinação

de cada curva de deslocamento é a velocidade da esfera, podemos identificar

que para todos os casos a velocidade inicial (tempo=0s) é a mesma. Com o

aumento da tensão limite é posśıvel observar dois efeitos, a desaceleração inicial

da esfera (próximo a tempo=0 s) é maior e causa uma velocidade limite menor

da esfera. Esta velocidade limite atingida é constante porque o diâmetro da

esfera é constante, e como resultado a força de flutuação é constante.

Agora, na Figura (6.8) é analisado o comportamento da velocidade limite

para a mesma esfera ŕıgida, com aumento da tensão limite do fluido.

Figura 6.8: Influência da Tensão Limite na tendência no Comportamento da
Velocidade Limite de uma Esfera sólida Imersa em Fluido Viscoplástico

Para analisar a figura (6.8) considere que a velocidade é negativa porque

estamos analisando uma esfera ŕıgida, a tendência da part́ıcula é descer e não

ascender como uma bolha de gás.

Os resultados da simulação da figura (6.8) são bem interessantes.

Observa-se que com o aumento da tensão limite no fluido, a velocidade li-

mite da esfera cai até atingir velocidade zero. Isto significa que com o aumento

da tensão limite τo, a bolha atinge uma velocidade limite cada vez menor

até chegar num ponto que a esfera ao entrar em contato com o fluido vai

parar imediatamente ou vai se deslocar alguns cent́ımetros e se desacelerar

até parar. Este é um resultado esperado para um sistema multifásico, com o

aumento da tensão limite a esfera vai atingir uma velocidade limite menor e

com uma diminuição da tensão limite a bolha atinja uma velocidade limite
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Caṕıtulo 6. Resultados 67

maior. Também é posśıvel perceber que com uma tensão limite maior, a desa-

celeração da part́ıcula é maior até atingir a velocidade limite final. A relação

entre a tensão limite e a velocidade limite não é linear, observe que com o

aumento da tensão a taxa de redução na velocidade é cada vez menor.

Agora, deseja-se calcular um valor de interesse particular para os pes-

quisadores, a tensão limite τo e o diâmetro inicial da bolha que não permite

à part́ıcula começar seu deslocamento. Este resultado também pode ser usado

para calcular a tensão limite que desacelera a part́ıcula em movimento até pa-

rar. A seguinte analise se aplica para qualquer tipo de part́ıcula solida, liquida

ou gasosa.

Para que uma part́ıcula fique na sua posição inicial ou desacelere até

parar, a condição cinemática é que a aceleração da part́ıcula seja igual ou

menor de zero (a ≤ 0). Por isso vamos começar o analise com a equação de

aceleração (3-23).

a =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(6-11)

Agora aplicamos a condição cinemática já comentada (a ≤ 0) na equação

(6-11)

(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

≤ 0 (6-12)

Fatorizando a expressão (6-12) e isolando o termo de interesse, a tensão

limite τo.

τo ≥
g.d.|ρd − ρc|

18.x.y
−

k.νn

y.dn
(6-13)

Com a equação (6-13) é posśıvel calcular a tensão limite τo mı́nima que faz

com que uma part́ıcula em movimento comece a se desacelerar e eventualmente

atinja velocidade nula. Esta equação é função da velocidade da bolha ν, por

essa razão é necessário conhecer a cinemática da part́ıcula para determinar um

valor da tensão limite.

O cálculo da tensão limite τo mı́nima para que a part́ıcula não consiga se

deslocar no momento inicial em repouso é mais fácil, neste caso a velocidade

inicial ν é zero (ν = 0), assim a equação (6-14) para uma bolha de gás na

posição inicial é a seguinte.

τo ≥
g.d.|ρd − ρc|

18.x.y
(6-14)

A tensão τ necessária para não permitir à part́ıcula se movimentar da

sua posição inicial no tempo zero (t=0) é maior que a tensão necessária para

desacelerar a bolha até parar, quando já está em movimento. Neste caso

analisado, a tensão τo mı́nima que não vai permitir o deslocamento da part́ıcula
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é de 14.06 Pa, é uma tensão maior que a tensão limite τo utilizada, de 7 Pa, isso

significa que a bolha consegue começar seu deslocamento sem problema com a

tensão limite τo do fluido. Isto acontece porque inicialmente a part́ıcula tem que

quebrar a microestrutura desalinhada do fluido viscoplastico, e adicionalmente,

tem que vencer a inércia relacionada com a massa da part́ıcula com velocidade

inicial zero.

Quando a part́ıcula já está em movimento, a inércia relacionada à

velocidade da bolha ajuda a quebrar a microestrutura e reduzir o esforço

necessário para o avanço, por isso a tensão limite para assegurar o deslocamento

de uma part́ıcula em movimento é menor.

A seguir vai ser apresentada a curva de deslocamento de uma esfera ŕıgida

em função do tempo mostrada na Figura (6.9) e para cinco diferentes ı́ndices

de consistência.

Figura 6.9: Influência do Índice de Consistência k na tendência no Comporta-
mento do Deslocamento de uma Esfera sólida Imersa em Fluido Viscoplastico.

Observa-se que com o aumento do ı́ndice de consistência o tempo que

a esfera leva para atingir a profundidade final de deslocamento é maior.

Adicionalmente, para ı́ndices de consistência maiores, a desaceleração inicial

da esfera é maior, fazendo com que a bolha atinja uma velocidade limite menor.

O efeito causado pelo ı́ndice de consistência é significativo e tem que ser levado

em conta sempre.
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Na Figura (6.10) é analisado o comportamento da velocidade limite da

esfera ŕıgida com o aumento do ı́ndice de consistência k do fluido.

Figura 6.10: Influência do Índice de Consistencia no Comportamento da
Velocidade Limite de uma Esfera sólida Imersa em Fluido Viscoplastico

Na figura (6.10) se observa que com o aumento do ı́ndice de consistência

a velocidade limite é menor até atingir velocidade zero. Para altos ı́ndices de

consistência a bolha entra em contato com o fluido e é desacelerada até parar.

A Figura (6.11) mostra o efeito do ı́ndice Power-Law no deslocamento

da esfera.

Neste caso o aumento do ı́ndice power-law não significa que a part́ıcula se

desacelere como em casos anteriores. A cinemática da part́ıcula vai depender

do ı́ndice power-law n e da taxa de cisalhamento γ̇ segundo a equação (6-15).

Lembremos que a equação de tensão de cisalhamento de um fluido viscoplástico

é uma potência com a taxa de cisalhamento γ̇ como base e o ı́ndice de power

-law como exponente.

τ = τo +K.γ̇n (6-15)

Na figura (6.11) é posśıvel observar que com o aumento do ı́ndice power-

law o tempo que tarda a part́ıcula em atingir a profundidade final é menor, é

o mesmo que dizer que a velocidade limite atingida pela part́ıcula é maior. É

posśıvel dizer isto ao observar o gradiente da curva de profundidade em função

do tempo, esse gradiente corresponde com a velocidade da part́ıcula.

Nos casos anteriores onde foi analisada a influença da variação do ı́ndice

de consistência k e a tensão limite τo, o comportamento é o contrário ao

da figura (6.11). Para entender melhor o que está acontecendo, vai ser feita
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Figura 6.11: Influência do Índice Power-Law na tendência no Comportamento
do Deslocamento de uma Esfera sólida Imersa em Fluido Viscoplastico

uma nova simulação para calcular a velocidade limite atingida pela esfera em

função do ı́ndice power-law n. Os resultados são mostrados na figura (6.12),

com as condições reológicas e geométricas iguais que no caso anterior. Foi

utilizada uma esfera ŕıgida de 3.96 cm de diâmetro e uma densidade de 1411
[

kg

m3

]

descendo numa coluna de de 25 cm de profundidade com um fluido

viscoplástico com a reologia da Tabela (6.5).

Na Figura (6.12) se calcula a velocidade limite da esfera em função do

ı́ndice power-law.

É posśıvel observar que a velocidade limite da esfera aumenta com o

aumento do ı́ndice power-law n. Agora, para explicar a f́ısica do fenômeno

de forma fácil e com o objetivo que as conclusões nesta seção possam ser

conferidas matemática e experimentalmente, vai ser utilizada a equação (6-

16) de aceleração da part́ıcula desenvolvida neste trabalho. Ela é função do

diâmetro d e a velocidade da part́ıcula ν. A seguir lembramos a equação de

aceleração.

a =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(6-16)

Onde para uma part́ıcula sólida de diâmetro d e densidade constante ρ

num fluido de reologia constante, é posśıvel simplificar a equação (6-16) usando

dois constantes cte1 e cte2, assim.
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Figura 6.12: influência do Índice Power-Law na tendência no Comportamento
da Velocidade Limite de uma Esfera sólida Imersa em Fluido Viscoplastico.

cte1 =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.y.τo (6-17)

cte2 =
18.k.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
(6-18)

Onde cte1 e cte1 são dois constantes que vão depender das caracteŕısticas

reológicas do sistema. Devido à reologia constante do sistema, posso reduzir a

equação de aceleração à seguinte expressão.

a = cte1 + cte2.
(ν

d

)n

(6-19)

Como experimentalmente é dif́ıcil medir a taxa de cisalhamento que age

sobre a part́ıcula para conferir o dito aqui, então são usados dos parâmetros

análogos, a velocidade de deslocamento ν e o diâmetro d da esfera. Estes

dois parâmetros determinam o valor da taxa de cisalhamento que age sobre a

part́ıcula e nesta ocasião vão ser utilizados para calcular o comportamento da

cinemática na part́ıcula.

É importante ressaltar que nos resultados das figuras (6.12) e (6.11)

se está analisando o comportamento da velocidade limite da part́ıcula ao

variar a reologia do fluido, e não o comportamento da part́ıcula em função do

tempo. Nesta seção estamos assumindo tempo infinito e neste ponto a part́ıcula

atinge sua máxima velocidade, nesse ponto tomamos o valor da velocidade e

posteriormente se varia a reologia para um novo cálculo da velocidade limite

com um ı́ndice Power-law n diferente.

Ao analisar a equação (6-19) é posśıvel deduzir que ao aumentar o ı́ndice

power-law n e com um quociente ν
d
entre a velocidade ν e o diâmetro da
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part́ıcula d maior a 1 s−1 (ν
d
> 1), a velocidade limite atingida pela part́ıcula

vai ser menor. No caso contrario, com o aumento do ı́ndice power-law e para um

quociente ν
d
menor a 1 s−1 (ν

d
< 1), a velocidade limite atingida pela part́ıcula

vai ser maior. Neste projeto só foram usados ı́ndices power-law n menores a 1,

que correspondem a fluidos viscoplasticos.

Como conclusão final deste seção, podemos dizer que para o caso do

ı́ndice power-law n, a influência na cinemática não depende só do valor de

n, a part́ıcula pode atingir uma velocidade limite maior ou menor em função

do diâmetro desta. Este fato é importante porque em função do tamanho da

part́ıcula o efeito de variar o ı́ndice power-law na reologia do fluido, pode causar

um resultado diferente ao esperado.

6.3.2

Tendências para Bolha de Gás

Nesta seção é analisado o comportamento de uma bolha de gás num

fluido viscoplástico ao modificar a reologia do fluido. O interesse é confirmar

os resultados da seção anterior mas para uma bolha de gás e analisar o efeito

do aumento no diâmetro na cinemática da bolha. Nas simulações usamos a

serie de dados S6 do caṕıtulo na seção (5.3). A reologia do fluido utilizado é

mostrada na Tabela (6.6), foi utilizado Carbopol EZ2 a uma temperatura de

292.15 K e foi injetado o gás a uma profundidade de 1.3288m.

Densidade Índice Índice Tensão

Serie ρc
[

kg

m3

]

comportamento consistência limite
[−] [Pa.sgn] [Pa]

S6 1072 0.42 3.2 2.2

Tabela 6.6: Propriedades F́ısicas dos Fluidos de Trabalho de Dubash (2003)

Na Figura (6.13) é simulada a profundidade em função do tempo para

uma bolha de gás e para diferentes valores da tensão limite τo.

Com o aumento da tensão limite do fluido o tempo necessário para

a bolha se deslocar é maior. Nas simulações para bolha de gás existe uma

diferença fundamental comparado com o caso de esfera ŕıgida: não é posśıvel

atingir uma velocidade limite constante, só é posśıvel atingir uma velocidade

quase constante com uma baixa aceleração, neste trabalho chamamos este

estágio como velocidade limite de regime transiente. Na figura (6.13) é posśıvel

ver uma leve curvatura ascendente nos resultados, isto é consequência do

aumento na velocidade da bolha.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112373/CA
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Figura 6.13: Profundidade em Função do Tempo para Bolha de Gás em Fluido
viscoplástico para Diferentes Valores de Tensão Limite τo

Em bolhas de gás também é posśıvel aplicar a equação para determinar

a tensão limite τo mı́nima capaz de impedir o deslocamento inicial da bolha de

gás. A seguir lembramos a equação.

τo ≥
g.d.|ρd − ρc|

18.x.y
(6-20)

Como nas séries simuladas para bolha de gás o diâmetro inicial da bolha

foi da ordem dos 5 mm, podemos dizer que em todos os casos a tensão limite

τo necessária para impedir o deslocamento inicial da bolha é menor que para

part́ıcula sólida onde o diâmetro da esfera era de 3.96cm.

Na Figura (6.14)se mostra a velocidade da bolha em função do tempo.

A velocidade aumenta com o tempo porque o diâmetro da bolha aumenta

com a força de flutuação. É importante observar que a aceleração da bolha

mostrada na figura (6.14) é causada pelo aumento no diâmetro da bolha.

Na Figura (6.15) se apresenta a profundidade de uma bolha de gás em

fluido viscoplástico, para vários ı́ndices de consistência.

Na figura (6.15) o tempo de deslocamento aumenta com o aumento

do ı́ndice de consistência. Também é posśıvel perceber uma leve curvatura

ascendente causada pelo aumento no diâmetro da bolha que acelera a part́ıcula.

A figura (6.16) mostra a velocidade da bolha para vários ı́ndices power-

law.

Observa-se que a bolha está sendo acelerada pelo aumento no diâmetro

da bolha que causa um aumento na força de flutuação assim como no caso

anterior.
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Figura 6.14: Velocidade em Função do Tempo para Bolha de Gás em Fluido
viscoplástico para Diferentes Valores de Tensão Limite

Figura 6.15: Profundidade em Função do Tempo para Bolha de Gás em Fluido
viscoplástico para Vários Índices de Consistência

Como resultado final desta seção se apresenta a variação da profundidade

em função do tempo de uma bolha de gás em fluido viscoplástico para vários

ı́ndices de consistência, conforme a figura (6.17).

Observa-se que com o aumento do ı́ndice de consistência n o tempo de

deslocamento é maior e em consequência a velocidade da bolha é menor.

Na figura (6.18) se observam dois importantes fatos, o primeiro é a

influência do diâmetro da bolha na cinemática do sistema. Ao se deslocar a

bolha, esta se acelera e não atinge uma velocidade limite por conta do aumento
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Figura 6.16: Velocidade em função do tempo para bolha de gás em fluido
viscoplástico para vários ı́ndices power-law

Figura 6.17: Profundidade em função do tempo para bolha de gás em fluido
viscoplástico para vários ı́ndices power-law

constante no diâmetro da bolha. No modelo matemático, simular uma bolha

de gás é como simular uma esfera sólida porem com diâmetro variável, e com

recirculação de ar no interior da bolha, o que reduz o atrito. Os resultados são

satisfatórios com um erro inferior ao 10%.

O segundo fato é a influência do ı́ndice power-law na cinematica da bolha

e sua dependência com o diâmetro da bolha. o comportamento neste caso é

contrário ao da part́ıcula solida. Com o aumento do ı́ndice power-law n a ve-

locidade limite atingida pela bolha é menor. Este comportamento foi tratado
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Figura 6.18: Velocidade em função do tempo para bolha de gás em fluido
viscoplástico para vários ı́ndices power-law

na seção (6.3.1) onde foi analisada uma part́ıcula sólida escoando em fluido

viscoplástico com variação do ı́ndice power-law n. Na seção (6.3.1) foi deter-

minado que para variações do ı́ndice power -law, a part́ıcula sólida ou gasosa

pode atingir uma velocidade limite maior ou menor, esse comportamento vai

depender da taxa de cisalhamento, que analogamente é o mesmo que dizer que

depende do diâmetro da bolha d. Em resumo, o quociente (ν
d
) vai determi-

nar se a bolha atinge uma velocidade maior ou menor ao aumentar o indice

power-law n. Se o quociente for maior que 1 s−1 ((ν
d
> 1)) a bolha vai atingir

uma velocidade menor, e se for menor que 1 s−1 ((ν
d
< 1)) a bolha atinge uma

velocidade maior.

Podemos concluir que os parâmetros (́ındice de consistência k, tensão

limite τo e ı́ndice power-law n) afetam de forma importante a cinemática de

uma part́ıcula esférica como uma bolha de gás ou uma esfera ŕıgida, e seus

efeitos não podem ser desprezados. Nesta seção foram analisados os efeitos

dos parâmetros reológicos de forma independente, sendo que na realidade os

parâmetros são dependentes entre si em função da taxa de cisalhamento, tem-

peratura, aditivos, etc. A relação existente entre os parâmetros reológicos do

fluido são diferentes para cada fluido e só pode ser determinada experimental-

mente.

6.4

Comportamento do Modelo Matemático para Reologia Variável no Tempo

O Objetivo principal desta pesquisa é desenvolver um modelo simplifi-

cado para calcular a cinemática de uma bolha de gás em pastas de cimento,
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Caṕıtulo 6. Resultados 77

mas estas pastas tem uma importante caracteŕıstica, um processo de cura que

causa mudanças da reologia em função do tempo. Por esta razão foram mo-

dificadas as equações do modelo para dar a capacidade de alterar a reologia

em função do tempo. Com isto se deseja aproximar mais o comportamento do

modelo ao comportamento de uma pasta de cimento real.

Esta seção tem dois objetivos, determinar a capacidade do modelo

matemático de calcular resultados com uma reologia variável no tempo, e

definir se os resultados se comportam com o esperado qualitativamente para

uma pasta de cimento. Este modelo é só um modelo inicial para fluido com

reologia variável no tempo, para simular pastas de cimento ainda é necessário

desenvolver mais o modelo matemático e começar um trabalho experimental

para melhorar as equações utilizadas neste capitulo. Nesta seção estamos

explorando a possibilidade do modelo de ser aplicado em pastas de cimento.

Para modificar o modelo matemático e se aproximar à reologia de

um cimento, foi utilizada a pesquisada dos autores G. Pinto, J. Rocha, G.

Campos e A. Martins (2011). No trabalho fizeram alguns ensaios no reômetro

para determinar um modelo qualitativo e descrever a reologia de uma pasta

de cimento. Usamos a equação fornecida e adaptamos em nosso modelo,

lembrando que o modelo deste trabalho depende de três parâmetros; o ı́ndice

de consistência k, a tensão limite τo e o ı́ndice power law n. Modificamos só

duas equações, a tensão limite τo e o ı́ndice de consistência n.

Foram definidas as equações de tensão limite τo com a expressão (6-

21) e ı́ndice de consistência k com a expressão (6-22), as duas equações são

exponenciais em função do tempo e com três parâmetros (H, B e C) para

controlar o comportamento.

τo = τoo .e
C.t (6-21)

k = ko +H.eB.t (6-22)

Onde ko e τoo são o ı́ndice de consistência e a tensão limite no tempo

zero.

Estas equações (6-21) e (6-22) foram aplicadas na equação de aceleração

da bolha de gás (3-45) para analisar a influência de uma reologia variável em

função das constantes H, B e C.

a =
(ρc − ρd).g

ρd
+

18.x

ρd.d
.
(ρd − ρc)

|ρd − ρc|
.

(

k.νn

dn
+ y.τo

)

(6-23)

Neste caṕıtulo foram usadas condições reológicas e operacionais similares

às do caṕıtulo (5.3). Na tabela (6.9) se mostram os detalhes da reologia

utilizada, que é próxima à do Carbopol EZ2. A diferença está em que o

ı́ndice de comportamento também conhecido como ı́ndice power-law permanece

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112373/CA
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constante. O ı́ndice de consistência k e a tensão limite τo variam conforme as

equações (6-21) e (6-22) . A temperatura das simulações é 292.15K para uma

profundidade inicial de 182.9cm.

Densidade Índice de Índice de Tensão

Serie ρc
[

kg

m3

]

comportamento consistência limite
n[−] ko[Pa.sgn] τoo [Pa]

S6 1072 0.42 3.2 2.2

Tabela 6.7: Propriedades F́ısicas do Fluido com Reologia Variável no Tempo

A Figura (6.19) mostra a simulação do cálculo da profundidade da bolha

de gás em função do tempo para fluido viscoplastico. Na figura (6-22) foram

calculados os resultados para diferentes valores do ı́ndice H da equação (6-22),

os parâmetros B e C são mantidos constantes (B=10 e C=0).

Figura 6.19: Profundidade para Bolha de Gás em Fluido viscoplástico com
Reologia Variável no Tempo: Índice de Consistência - Índice H

Na figura (6.19) observa-se que com o aumento da constante H a

velocidade da bolha é cada vez menor ao longo do tempo. Algo interessante

deste caso é que a constante H altera principalmente de forma quantitativa os

resultados. Qualitativamente o efeito é baixo, a tendência da curva muda pouco

com o aumento de H. Isto ocorre porque H é um fator que afeta linearmente

o ı́ndice de consistência k. Por essa razão a tendência da curva muda pouco,

mas quantitativamente o resultado varia de forma importante.

A Figura (6.20) mostra a simulação do cálculo da profundidade da bolha

de gás em função do tempo para fluido viscoplastico, os resultados foram
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calculados para diferentes valores do ı́ndice B da equação (6-22) de ı́ndice

de consistência, os parâmetros H e C são mantidos constantes (H=0 e C=0).

Figura 6.20: Profundidade em Função do Tempo para Bolha de Gás em Fluido
viscoplástico com Reologia Variável no Tempo: Índice de Consistência - Índice
B

Como a contante B é uma potência da equação do ı́ndice de consistência

(6-22), causa um efeito importante. Modifica de forma qualitativa e quantita-

tiva os resultados. É fácil ver que com o aumento de B a tendência da curva

muda de forma importante. Inicialmente a curva é linear para B = 0 com velo-

cidade quase constante, mas com o aumento de B a redução da velocidade da

bolha é maior com o avanço do tempo e a tendência da curva muda de forma

importante. Fisicamente o fluido se torna mais viscoso num tempo menor com

o aumento de n, isto acontece porque o aumento da viscosidade é exponencial,

causando um aumento na força de arrasto e desacelerando a bolha até parar.

A terceira simulação se apresenta na figura (6.21) com os resultados para

o cálculo da profundidade da bolha de gás em função do tempo para fluido

viscoplástico. Os resultados foram calculados para diferentes valores do ı́ndice

C da equação de tensão limite τo, os parâmetros B e H são mantidos constantes

(B=0 e H=0).

Da figura (6.21) se observa que a constante C também é uma potência de

caracteŕısticas similares ao caso anterior, os resultados também são similares.

Com o aumento da constante C a tendência da curva se altera de forma

importante, passa de uma bolha com velocidade quase constante a uma bolha

que reduz sua velocidade no tempo até parar. Este fenômeno é causado pelo

aumento da tensão limite τo com o tempo. Como a relação entre o parâmetro
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Figura 6.21: Profundidade em Função do Tempo para Bolha de Gás em Fluido
viscoplástico com Reologia Variável no Tempo: Índice C

C e a tensão limite na equação (6-21) é exponencial, a mudança na tendência

da curva é maior com o passo do tempo, alterando o comportamento da curva.

Fisicamente a redução na velocidade é causada pelo aumento na força de

arrasto devido ao aumento da tensão limite τo, isto aumenta a desaceleração,

até atingir velocidade zero.

Para concluir, é posśıvel dizer neste ponto que o modelo matemático com

reologia variável no tempo funciona bem. É necessário desenvolver as equações

que representem adequadamente o comportamento da reologia do cimento

e aplicar, para conseguir resultados qualitativamente e quantitativamente

corretos.

6.5

Comportamento do Modelo Adimensional para Reologia Constante no

Tempo

Nesta seção vão ser calculados e analisados os resultados do modelo

adimensional da seção (6.5). O objetivo é generalizar os resultados, reduzir o

número de parâmetros involucrados nos resultados e identificar novas relações

na cinemática da bolha de gás.

Foram feitas várias simulações para um sistema de bolha de gás num

fluido viscoplástico de reologia constante e também variável no tempo.

Foram utilizadas várias equações para esta seção, a equação (3-66) de

Força G, a equação (3-62) de diâmetro adimensional d∗, a equação (3-18) de

coeficiente de arrasto Cd, a equação (3-61) de número de Froude Fr, a equação
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(3-19) de número de Reynolds Re, e a equação (3-20) de número de Bingham

Bi para fazer as simulações e calcular os seguintes resultados.

A reologia utilizada é a mesma da serie 6 do caṕıtulo (5.3) para bolha de

gás em fluido Newtoniano.

Densidade Índice Índice Tensão

Serie ρc
[

kg

m3

]

comportamento consistência limite
n [−] k [Pa.sgn] τo [Pa]

S6 1072 0.42 3.2 2.2

Tabela 6.8: Propriedades F́ısicas de um dos Fluidos de Trabalho de Dubash
(2003)

O gás usado é ar com uma massa molar de 0.0289 kg

mol
injetado a

uma profundidade de 1600m com um diâmetro inicial da bolha de 1cm. A

temperatura do fluido é de 292.85 K.

Na figura (6.22) se calcula o coeficiente de arrasto Cd em função do

número de Reynolds Re em escala logaritmica.

Figura 6.22: Coeficiente de Arrasto Cd em Função do número de Reynolds Re

para uma Bolha de Gás num Fluido Viscoplastico

Na primeira figura (6.22) se atingem resultados similares aos encontrados

num fluido Newtoniano, o coeficiente de arrasto Cd diminui linearmente com

o aumento do número de Reynolds. Mas isto não significa que a força de

arrasto diminúıa com o tempo, ao contrario, a força de arrasto aumenta, isto

acontece porque a área da interface gás-liquido cresce ao se deslocar, causando
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um aumento da força de arrasto. Adicionalmente a força de arrasto também

cresce com o aumento da velocidade da bolha. A seguir se apresenta a equação

de Força de arrasto Fd.

Fd =
1

2
.ρc.ν

2.A.Cd (6-24)

Na figura (6.23) se calcula a força G em função da relação de diâmetros

para uma bolha de gás num fluido viscoplastico. Lembremos que a força G

indica o número de vezes que a part́ıcula é acelerada com a aceleração da

gravidade.

Figura 6.23: Força G em Função da Relação de diâmetros d∗ para uma Bolha
de Gás num Fluido Viscoplastico

Na Figura (6.23) obtivemos um resultado particular, é fácil observar como

a Força G não é tão estável como pensaŕıamos. A curva sofre de variações no

valor conforme a relação de diâmetros aumenta, mas existe um valor médio

constante que limita uma faixa onde a bolha permanece, o valor é próximo a 3

10−6. Este resultado com variações na força G mas com valor médio constante

indica o esforço da bolha para manter o balanço de forças do sistema dinâmico.

É posśıvel entender esta instabilidade na força G se consideramos que o balanço

de forças é afetado por parâmetros como o diâmetro da bolha em constante

aumento, a velocidade crescente, a redução da pressão do gás ao se deslocar a

bolha e a força de arrasto em cont́ınuo aumento. A seguir se mostra a equação

de Força G utilizada nos cálculos.

ρ∗.G = 1− ρ∗ +
3

8
.
(ρ∗ − 1)

|ρ∗ − 1|
.F r2.Cd (6-25)
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Outra observação importante é que a força G é muito baixa, aproxima-

damente 3 10−6. Isto indica que a força de arrasto limita de forma importante

a aceleração causada pela força de flutuação da bolha e não permite uma

aceleração descontrolada. Ao contrario, a aceleração da bolha é muito baixa

comparada com a aceleração da gravidade.

Na figura (6.24) se apresenta a curva de número de Froude Fr em função

da relação de diâmetros d∗. A seguir lembramos a equação de número de

Froude.

Fr =
ν

√

d
2
.g

(6-26)

Figura 6.24: Numero de Froude Fr em Função da Relação de Diâmetros d∗

para uma Bolha de Gás num Fluido Viscoplastico

Na figura (6.24) se observa que o número de Froude cresce linearmente

conforme aumenta a relação de diâmetros. Se consideramos que o número

de Froude representa a relação entre as forças inerciais e gravitacionais,

podemos dizer que ao longo do tempo a a cinemática da bolha é influênciada

mais pela inércia da bolha relacionada com a velocidade e menos pela força

gravitacional de empuxo. Como o número de Froude é baixo, significa que

as forças gravitacionais são dominantes na cinemática da bolha, isso quer

dizer que no sistema simulado a força de empuxo é muito maior que a inércia

relacionada com a velocidade da bolha. Por isso é importante o número de

Froude, permite determinar qual é o tipo de força dominante no sistema

(gravitacional ou inercial) que vai influênciar o comportamento cinemático

da part́ıcula.
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Para finalizar este capitulo, vão ser apresentadas algumas simulações para

bolha de gás num fluido viscoplastico que se comporta similar a uma pasta de

cimento. A intenção de conferir o efeito da reologia variável no tempo . A

reologia é a mesma da seção (6.4) na tabela (6.9). A seguir se apresenta de

novo a tabela.

Densidade Índice de Índice de Tensão

Serie ρc
[

kg

m3

]

comportamento n consistência ko limite τoo
[−] [Pa.sgn] [Pa]

S6 1072 0.42 3.2 2.2

Tabela 6.9: Propriedades F́ısicas do Fluido utilizado com Reologia Variável no
Tempo

A temperatura do fluido é de 292.25K e a profundidade de injeção da

bolha é de 1600m, o gás é ar com uma massa molar de 0.0289 kg

mol
.

A seguir se apresentam as figuras de coeficiente de arrasto Cd (6.25),

Força G (6.26) e número de Froude Fr (6.27).

Na figura (6.25) a tendência na curva logaŕıtmica do coeficiente de arrasto

é linear como no caso anterior. Isto acontece porque a variação na reologia afeta

igualmente o coeficiente de arrasto Cd e o número de Reynolds Re.

Figura 6.25: Coeficiente de Arrasto Cd em Função do número de Reynolds Re

para Bolha de Gás com Reologia Variável no Tempo

Na figura (6.26) encontramos um resultado similar ao caso de reologia

constante. A força G se mantém numa faixa constante, a única diferença está

no ponto em que a bolha atinge velocidade zero, isto causa instabilidade nas

simulações, mas não afeta de forma significativa os resultados.
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Caṕıtulo 6. Resultados 85

Figura 6.26: Força G em Função da Relação de Diâmetros d∗ para uma Bolha
de Gás com Reologia Variável no Tempo

Só na figura (6.27) se encontra uma diferença importante entre o compor-

tamento com reologia constante e com reologia variável no tempo. O número

de Froude varia de forma não linear a diferencia das simulações com reologia

constante.

Figura 6.27: Numero de Froude Fr em Função da Relação de Diâmetros d∗
para uma Bolha de Gás com Reologia Variável no Tempo
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Conclusões e Recomendações

7.1

Conclusões

– O modelo matemático foi validado com os resultados experimentais da

vários autores, em todos os casos o modelo funcionou até um Reynolds

Generalizado de três (Rep−l ≤ 3), com um erro máximo de 10 %. Para

um número de Reynolds maior o erro é superior a 10%, considerando

como um erro não admisśıvel.

– O sistema de equações desenvolvido funciona adequadamente para

part́ıculas esféricas, esta condição é importante porque se o formato da

part́ıcula não for esférico as condições de arrasto mudam significativa-

mente e o modelo não vai funcionar dentro do erro admisśıvel.

– O modelo foi validado para diferentes tipos de part́ıcula esférica,

conseguiu-se provar que funciona para part́ıculas solidas e gasosas

esféricas, sendo que também é posśıvel funcionar para part́ıculas liquidas.

Esta hipótese não foi validada porque não é de interesse neste trabalho.

– Os resultados apresentados indicam que este modelo pode ser aplicado

em várias condições reológicas, fluidos Herschel-Bulkley, Power-Law,

Bingham e Newtoniano, onde foram atingidos resultados positivos com

erros aceitáveis.

– Nos testes realizados para determinar a influência da tensão superficial no

diâmetro e na pressão da bolha, verificou-se que o fator que determina a

influença da tensão superficial nos resultados é o diâmetro da bolha. Um

diâmetro baixo da bolha vai aumentar a influência da tensão superficial,

e viceversa. O diâmetro aproximado que pode alterar os resultados é

muito baixo, é necessário um diâmetro menor a 0,1mm para que a

tensão superficial afete os resultados, e ainda neste caso o efeito é quase

despreźıvel. Adicionalmente, para que uma bolha desse diâmetro consiga

se deslocar é necessário que o fluido seja Newtoniano. Se o fluido for

viscoplastico, a tensão limite τo pode não permitir q a bolha comece a
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se deslocar. Como as condições são pouco prováveis, assumimos a tensão

superficial despreźıvel nesta pesquisa.

– Foi analisado o efeito da massa da bolha nos resultados para o caso de

bolha de gás se deslocando. Após várias simulações determinou-se que

não é recomendado desprezar a massa da bolha. Parâmetros como a

profundidade inicial, o diâmetro inicial de injeção da bolha e a massa

molar do gás podem tornar importante a massa da bolha nos resultados

e causar desvios superiores a 30% ou 40%. Recomenda-se analisar estes

fatores antes de tomar uma decisão. Neste trabalho sempre foi levada em

conta a massa da bolha. Também observou-se que os tempos de simulação

e os recursos computacionais usados considerando a massa são quase os

mesmos que desprezando a massa da bolha.

– Ao variar a tensão limite τo e o ı́ndice de consistência k em part́ıculas

solidas e gasosas submersas em fluido viscoplastico, observa-se que com o

aumento destes parâmetros a velocidade atingida pela part́ıcula se reduz.

Isto acontece porque com o aumento no valor dos parâmetros a força de

arrasto aumenta, causando uma desaceleração da bolha. Com a variação

destes parâmetros a alteração nos resultados é importante, por isso se

faz necessário usar estes parâmetros para modelar a reologia do cimento.

– Ao aumentar o ı́ndice power-law n na reologia do fluido e usando

part́ıculas solidas ou gasosas submersas no fluido viscoplastico, observa-

se que os resultados variam de forma interessante. Ao aumentar o ı́ndice

power-law, a velocidade limite atingida pela part́ıcula, pode ser menor ou

maior, isto depende da taxa de cisalhamento que é função da velocidade

da particula ν do diâmetro da part́ıcula d. Se o quociente ν
d
é maior de

1s−1 (ν
d
> 1) a part́ıcula atinge uma velocidade limite menor, e para um

quociente menor de 1s−1 (ν
d
< 1) a part́ıcula atinge uma velocidade limite

maior. É importante considerar que o ı́ndice power law não se comporta

como a tensão limite τo ou o ı́ndice de consistência k, seu efeito depende

além dos parâmetros já indicados.

– Ao variar o ı́ndice power-law n em part́ıculas solidas e gasosas submersas

em fluido viscoplastico, encontrou-se que com um ı́ndice n menor a 1,

a magnitude da aceleração (ou desaceleração) da part́ıcula aumenta,

este é um comportamento que corresponde a um fluido Pseudoplastico.

Caso contrário se o ı́ndice power-law n é maior a 1, a magnitude da

aceleração (ou desaceleração) da part́ıcula diminui, este comportamento

corresponde com uma part́ıcula num fluido dilatante.

– Foi analisado também o efeito causado pelo diâmetro da bolha na

cinemática. Foi mostrado como a velocidade da bolha está em constante
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aumento impulsionada pelo diâmetro crescente da bolha. Neste caso,

a bolha não atinge uma velocidade limite como nas part́ıculas solidas,

por isso foi definida a ”velocidade limite transiente”, que descreve a

velocidade máxima (velocidade limite) que pode atingir a bolha para

seu diâmetro no instante de tempo analisado.

– Foram alteradas as equações de tensão limite τo e o ı́ndice de consistência

k para simular as condições reológicas de uma pasta de cimento. Neste

caso, a reologia varia em função do tempo e simula o processo de

cura de uma pasta de cimento. Os resultados iniciais indicam que a

rotina desenvolvida consegue resolver o sistema de equações gerado e

também os resultados atingidos concordam com o esperado. Com o

passar do tempo durante a cura do cimento, o ı́ndice de consistência

k e a tensão limite τo aumentam. Isto faz com que a força de arrasto

aumente e o deslocamento da bolha se torna mais dif́ıcil, a tendência

de desaceleração da bolha continua até atingir velocidade zero (ν=0). É

importante indicar que os modelos utilizados para simular a reologia do

cimento são iniciais, só para conhecer a resposta do modelo matemático e

definir se qualitativamente está certo. É necessário um extenso trabalho

experimental para determinar os modelos adequados para aplicar na

reologia do fluido e atingir resultados quantitativamente corretos.

– Foram analisados os resultados fornecidos pelo modelo adimensional. Na

curva logaŕıtmica de coeficiente de arrasto Cd e número de Reynolds

Re foi confirmada uma relação linear entre estes dois parâmetros, além

independente do tipo de reologia do fluido como fluidos newtonianos,

viscoplasticos ou pastas de cimento a linearidade continua.

– Ao observar a curva de Força G se identificaram instabilidades signi-

ficativas no balanço das forças que agem sobre a bolha. Os resultados

permitem observar o esforço da part́ıcula para manter o equiĺıbrio de

forças no sistema multifásico. A aceleração da part́ıcula não é tão estável

como se pensava. Analisando a Força G da part́ıcula é posśıvel observar

variações significativas na aceleração. Foi posśıvel entender melhor e com

mais detalhe a cinemática instável da bolha escoando num fluido.

– Finalmente, foi calculado o número de Froude de bolha de gás em

diferentes reologias. O número de Froude é usado para determinar a

relação entre as forças inerciais e gravitacionais que agem na bolha

e determinar a força dominante no sistema. Para uma bolha de gás

submersa num fluido de reologia constante no tempo, foi confirmada

a importância da força de empuxo como força dominante na aceleração
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da bolha. Também foi identificada a força dominante no sistema para

diferentes sistemas bifásicos.

– O modelo matemático tem ainda bastante potencial por ser explorado,

este trabalho pode ser usado para muitas outras aplicações industriais em

diferentes setores como o farmacêutico, qúımico, petroleiro, alimentos,

bebidas, etc. Nesta pesquisa aplicamos o modelo matemático no setor

petroleiro, mas pode ser aproveitado em muitos outros campos do setor

industrial.

7.2

Recomendações para Trabalhos Futuros

– Fazer novos estudos para explorar as possibilidades de aplicar o modelo

em outras condições reológicas e operacionais. Por exemplo part́ıculas

sólidas ou ĺıquidas se deslocando em gás, ou part́ıculas liquidas se

deslocando em outros ĺıquidos não misćıveis.

– Recomenda-se para trabalhos futuros determinar o efeito do formato da

bolha nos resultados. É posśıvel determinar um modelo que permita

corrigir a cinemática para uma part́ıcula não esférica. Alguns autores

formularam algumas expressões para corrigir o comportamento de uma

part́ıcula não esférica que podem ser aplicados em modelos de part́ıculas

esféricas.

– Nesta pesquisa foi iniciado o trabalho de cálculo da cinemática de uma

bolha de gás em pastas de cimento, mas para conseguir validar os resul-

tados é necessário um trabalho experimental extenso. Com os resultados

experimentais é posśıvel definir um modelo adequado para simular a ci-

nemática de uma bolha de gás durante o processo de cimentação de um

poço de petróleo.

– Também é posśıvel analisar o efeito de população em part́ıculas, que

acontece quando várias part́ıculas se deslocam próximas umas das outras.

Este efeito pode causar variações na velocidade atingida pelas part́ıculas.
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A

Glossário.

A.1

Reologia dos Fluidos de Interesse

Nesta seção vai se descrita a reologia dos fluidos utilizados nesta pesquisa.

Na Figura (A.1) se mostra a tensão de cisalhamento em função da taxa de

deformação que sofrem os fluidos em analise.

Figura A.1: Tensão de Cisalhamento para os Fluidos Utilizados neste Trabalho

A.1.1

Fluidos Não Dependentes do Tempo

Fluidos Newtonianos

Um Fluido Newtoniano é um fluido incompresśıvel com viscosidade

constante. A constante de proporcionalidade na equação de tensão cisalhante

é a viscosidade. Nos fluidos newtonianos a tensão é diretamente proporcional

à taxa de deformação como mostra a Figura (A.1). Como exemplo, pode-se

citar a água e ar. Portanto, para um ĺıquido Newtoniano, teremos
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ρ = ρ0 (A-1)

µ = µ0 (A-2)

τ = µ.
.

γ (A-3)

Onde, τ é a tensão cisalhante que sofre o fluido. µ é a viscosidade do

fluido. No modelo generalizado utilizado neste trabalho, também pode ser

representada a viscosidade com a variável k de ı́ndice de consistência.
.

γ é

a taxa de deformação ou taxa de cisalhamento do fluido.

Fluidos Viscosos

Pseudoplasticos São substâncias que, em repouso, apresentam suas

moléculas em um estado desordenado, e quando são submetidas a uma

tensão de cisalhamento, suas moléculas tendem a se orientar na direção da

força aplicada. E quanto maior esta força, maior será a ordenação e, conse-

quentemente, menor será a viscosidade aparente. Este fluido pode ser descrito

pelo Modelo de Ostwald-de-Waele ou Modelo Power Law (1923, 1925) como

mostra a Figura (A.1), representado pela equação (A-4):

τ = K.
.

γ
n

(A-4)

Na qual: K é o ı́ndice de consistência do fluido, τ é a tensão cisalhante

que sofre o fluido,
.

γ é a taxa de deformação ou taxa de cisalhamento do fluido.

n é o ı́ndice de comportamento ou Power-law, define o grau de afastamento de

um fluido newtoniano, neste caso, menor que 1. Se o ı́ndice tem valor de um,

corresponde com a equação de fluido newtoniano.

Exemplo de fluido Pseudoplastico: polpa de frutas, caldos de fermentação,

melaço de cana.

Dilatantes São substâncias que apresentam um aumento de viscosidade

aparente com a tensão de cisalhamento. No caso de suspensões, à medida

que se aumenta a tensão de cisalhamento, o ĺıquido intersticial que lubrifica

a fricção entre as part́ıculas é incapaz de preencher os espaços devido a um

aumento de volume que frequentemente acompanha o fenômeno. Ocorre, então,

o contato direto entre as part́ıculas sólidas e, consequentemente, um aumento

da viscosidade aparente como mostra a Figura (A.1). Também podem ser

representados pelo Modelo de Orswado-de-Waele ou Modelo Power Law (Eq.

3.1). No entanto, para este caso, n é maior que a unidade. A equação que

representa um fluido dilatante é a mesma do caso anterior.
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τ = K.
.

γ
n

(A-5)

Na qual: K é o ı́ndice de consistência do fluido, τ é a tensão cisalhante

que sofre o fluido,
.

γ é a taxa de deformação ou taxa de cisalhamento do fluido.

n é o ı́ndice de comportamento ou Power-law, define o grau de afastamento de

um fluido newtoniano, neste caso, menor que 1. Se o ı́ndice tem valor de um,

corresponde com a equação de fluido newtoniano

Exemplo de fluido dilatante: suspensões de amid.

Fluidos Viscoplasticos

Bingham Este tipo de fluido apresenta uma relação linear entre a tensão

de cisalhamento e a taxa de deformação, a partir do momento em que se

atinge uma tensão de cisalhamento inicial como mostra a Figura (A.1). Este

comportamento é descrito pelas equações (A-6) - (A-7):

se τ é maior que τo
τ = τo +K.

.

γ (A-6)

se τ é menor que τo
τ = ∞ (A-7)

Na qual: τ é a tensão cisalhante que sofre o fluido, τo é a tensão de

cisalhamento inicial, K é o ı́ndice de consistência. K uma constante análoga

à viscosidade de fluidos newtonianos.
.

γ é a taxa de deformação ou taxa de

cisalhamento do fluido.

Exemplo de fluidos tipo Bingham: fluidos de perfuração de poços de

petróleo, algumas suspensões de sólidos granulares.

Herschel-Bulkley Também chamado de Bingham generalizado. Este tipo

de fluido também necessita de uma tensão inicial para começar a escoar.

Entretanto, a relação entre a tensão de cisalhamento e a taxa de deformação

não é linear como mostra a Figura (A.1). Esta relação depende do expoente

adimensional n, caracteŕıstico para cada fluido. A seguir se apresentam as

equações do modelo.

se τ é maior que τo
τ = τo +K.

.

γ
n

(A-8)

se τ é menor que τo
τ = ∞ (A-9)

Na qual: τ é a tensão cisalhante que sofre o fluido, τo é a tensão de

cisalhamento inicial, K é o ı́ndice de consistência. K uma constante análoga

à viscosidade de fluidos newtonianos.
.

γ é a taxa de deformação ou taxa de

cisalhamento do fluido. n é o ı́ndice de comportamento ou Power-law, define o
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grau de afastamento de um fluido newtoniano, neste caso, menor que 1. Se o

ı́ndice tem valor de um, corresponde com a equação de fluido newtoniano

A.1.2

Fluidos Dependentes do Tempo

Os fluidos que possuem este tipo de comportamento apresentam proprie-

dades que variam, além da tensão de cisalhamento, com o tempo de aplicação

desta tensão, para uma velocidade de cisalhamento constante.

Tixotrópicos

Esta classe de fluidos tem sua viscosidade diminúıda com o tempo de

aplicação da tensão de cisalhamento, voltando a ficar mais viscosos com quando

esta cessa. Ex.: suspensões concentradas, emulsões, soluções proteicas, petróleo

cru, tintas, ketchup.

Reopéticos

Já este tipo de fluido apresenta um comportamento inverso ao dos

tixotrópicos. Desta forma, a viscosidade destes fluidos aumenta com o tempo de

aplicação da tensão, retornando à viscosidade inicial quando esta força cessa.

Ex.: argila bentonita.

A.2

Força de Arrasto

A Equação do arrasto permite determinar a força a que é sujeito um

objeto ao se deslocar num fluido. Esta equação, atribúıda a Lord Rayleigh,

tem a seguinte expressão:

Fd =
Cd.ρ.ν

2.A

2
(A-10)

onde Fd é a força do arrasto. Cd é o coeficiente de arrasto (uma unidade

sem dimensões determinada experimentalmente) ρ é a densidade do fluido onde

de desloca a part́ıcula, ν é a velocidade do objecto em relação ao fluido, A é a

área transversal da part́ıcula.

A.2.1

Coeficiente de Arrasto

Em dinâmica dos fluidos, o coeficiente de arrasto Cd, é um número

adimensional que é usado para quantificar o arrasto ou resistência de um

objeto em um meio fluido tal como o ar ou a água, ou, em outras palavras,

permite quantificar a força de resistência ao fluido por parte de uma dada
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superf́ıcie. É usado na equação do arrasto, onde um coeficiente de arrasto mais

baixo indica que o objeto terá menos arraste aerodinâmico ou hidrodinâmico.

O coeficiente de arrasto de qualquer objeto compreende os efeitos de dois

contribuidores básicos do arrasto fluidodinâmico: fricção de superf́ıcie e arrasto

de forma. Equações para calcular o coeficiente de arrasto existem muitas, o

uso de cada uma delas depende das caracteŕısticas reológicas e de operação

do sistema. Geralmente os parâmetros determinantes na seleção da equação

são o número de Reynolds Re, o formato da part́ıcula e a reologia do fluido,

mas podem existir muitos mais parâmetros determinantes. No Anexo (B.1),

são apresentadas as tabelas dos autores Amol A. Kulkarni e Jyeshtharaj B.

Joshi (2005) com um compilado muito detalhado de algumas das equações

frequentemente usadas para o cálculo do coeficiente de arrasto.
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Equações Consultadas de Outros Autores.

Neste anexo são apresentadas três seções com tabelas que contem as

equações de alguns autores consultados durante a pesquisa. Estas equações

foram compiladas pelos autores Amol A. Kulkarni e Jyeshtharaj B. Joshi

(2005) para o cálculo do coeficiente de arrasto Cd, diâmetro de bolhas de gás

d e velocidade de ascenso ν para diferentes tipos de part́ıculas. Nas tabelas,

alem de conhecer os autores e data de publicação, também pode consultar as

faixas de aplicação para cada equação, a metodologia usada para a dedução da

equação, as caracteŕısticas do experimento usado para calcular as expressões e

alguns comentários e recomendações sobre as equações.

Existem vários outros livros com tabelas de equações mas poucas tao

detalhadas e bem organizadas como as fornecidas por Amol A. Kulkarni e

Jyeshtharaj B. Joshi (2005), por essa razão se decidiu anexar neste trabalho.

O importante das tabelas apresentadas aqui, é que oferece ao lector várias

opções de equações para utilizar no modelo matemático. As expressões das

tabelas em alguns casos podem ser utilizadas no modelo matemático desta

pesquisa, isto com o objetivo de atingir outras condições de operação, ou para

simular casos especiais de deslocamento de part́ıculas, ou para usar expressões

experimentais para conseguir simulações com um erro menor. Neste anexo se

deseja que o lector tenha a possibilidade de usar outras equações junto com

nosso modelo para usar em outros processos industriais ou testes de laboratório

onde as condições do sistema são diferentes as indicadas aqui.

Nas seguintes seções se apresentam as equações propostas por vários

autores para diferentes condições. Na primeira seção (B.1) temos as expressões

para cálculo do coeficiente de arrasto Cd, na segunda seção (B.2) estão as

equação para cálculo de diâmetro d e na terceira seção (B.3) estão as equações

para cálculo da velocidade de bolha de gás ν em ascenso.
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B.1

Equações para Coeficientes de Arrasto Fornecidas na Literatura Consul-

tada
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B.2

Equações para Diametro de Bolha Fornecidas na Literatura Consultada
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B.3

Equações para Velocidade de Ascenso Fornecidas na Literatura Consul-

tada
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Código Computacional para Solução Numérica do Modelo

Matemático

Neste Anexo é apresentada a rotina feita utilizando o software Matlab, foi

desenvolvida para solucionar o sistema de equações e calcular outros resultados

apresentados neste trabalho.

As principais funções da rutina são:

– Solução do sistema de equações. O sistema está conformado por uma

equação diferencial tipo Stiff moderado e um polinômio ordem 3.

– Comparação entre os resultados numéricos e resultados experimentais.

– cálculo de erros e desvios da comparação de resultados.

– cálculo automático dos melhores fatores de correção x e y do modelo

matemático.

– cálculo dos gráficos de velocidade, aceleração, número de Reynolds,

deslocamento, erro absoluto, desvio padrão, número de Froude, etc.

– Organização e filtro de dados e matrizes de resultados.

– Validação de resultados indicando quando o erro é muito alto ou a

interteça nos cálculos supera a admisśıvel.

– armazenar informação das simulações.

– cálculo de curve fitt se for solicitadas no painel de controle.

A rotina está conformada por várias sub-rotinas como se indica na

seguinte imagem.
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Figura C.1: Diagrama de Funcionamento da Rotina em Matlab para o cálculo
dos Resultados neste Trabalho
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C.1

Rotina de Painel de Controle
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C.2

Sub-Rotina Principal
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Apêndice C. Código Computacional para Solução Numérica do Modelo
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