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3

Modelos de Simulacao

31

Simulagao de Monte Carlo

O método de Monte Carlo foi concebido com este nome nos anos 40 por
John Von Neumann, Stanislaw Ulam e Nicholas Metropolis durante o projeto de
pesquisa em armas nucleares no Laboratério Nacional de Los Alamos, que
resultou na constru¢ao da primeira bomba atémica.

Seu nome remete as roletas do famoso cassino de Modnaco, fundado em
1982 e sua proposta é apresentar solugdes numeéricas em problemas de solugao
analitica complexa ou inexistente.

Primeiramente, o método foi aplicado a solugao de integrais multiplas para
o estudo da difusdo de néutrons, mas, apds a constatagdo de que seu uso era
aplicével a qualquer modelo probabilistico que pudesse ser tratado como um
problema deterministico por meio de amostras aleatérias, seu uso se tornou
amplamente difundido, com aplicagdo em diversas areas de conhecimento. Em
finangas, ele € muito utilizado na apregamento de ativos financeiros e opgdes.

A base do método de Monte Carlo esta na amostragem de numeros
aleatorios e sua precisdo esta, em geral, associada ao tamanho da amostra. O
trade-off entre precisao e tempo de computagdo € uma caracteristica relevante
deste método.

O desvio-padrdo de um processo de Monte Carlo é diretamente

proporcional a n_1/2, ou seja, a reducado pela metade do desvio-padrdao exige
quadruplicagdo do numero de amostras.

A execugao do método de Monte Carlo exige etapas semelhantes para a
maioria dos problemas no qual é utilizado. No caso da apregamento de um ativo

financeiro os seguintes passos sao trilhados:
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1. Simulagdo de caminhos aleatérios para os fatores de risco do
problema, cujo padrao de comportamento deve ter sido
previamente identificado;

2. Avaliacdo do resultado de cada caminho simulado no contrato

financeiro em analise;

3.2

Movimento Geométrico Browniano

O Movimento Geométrico Browniano € um processo estocastico muito
utilizado na area de finangas para explicar o comportamento de pregos de
commodities no curto prazo e, por esta razdo possui elevada importancia nos
calculos de apregcamento e mensuragao do risco de carteira de opgdes, como
sera detalhado em capitulos posteriores.

Segundo Fonseca (2005), qualquer variavel cujas mudangas em seus
valores ao longo do tempo ocorram de maneira incerta segue um processo
estocastico. Os processos estocasticos podem ser divididos em discretos e
continuos. Apesar dos ativos financeiros seguirem processos discretos, os
modelos continuos geram aproximag¢des muito boas e, na pratica, s&o os mais
utilizados em financas.

Um dos exemplos mais simples de um processo estocastico € o passeio
aleatdrio definido em tempo discreto. Neste processo x; € uma variavel aleatoria
cujo valor inicial x, € conhecido e que a cada instante t = 1,2,3, ... da um salto de
valor 1 para cima ou para baixo com probabilidade de 50% para cada caso.
Como os saltos sdo independentes o passeio aleatério pode ser descrito como

apresentado na equagao 17.
Xt = Xe—1 t € (17)

Onde €; € uma variavel aleatéria com distribuigdo de probabilidade tal que
prob(e; = 1) = prob(e; = —1) = 1/2.

Como as probabilidades de saltos para cima e para baixo sdo iguais o
valor esperado de x; para T >t é x;. Este processo pode ser generalizado de
forma a refletir mais adequadamente a variavel em estudo. Por exemplo, se as
probabilidades forem diferentes, o processo se tornara um passeio aleatério com

drift (ou tendéncia).
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O passeio aleatorio é importante porque satisfaz a propriedade de Markov
e é, por esta razdo, denominado processo de Markov'®. De acordo com esta
propriedade, a distribuicao de probabilidade x;,; depende exclusivamente de x;,
nao sofrendo influéncias de valores passados ou de qualquer outra informagao.

O movimento browniano, ou processo de Wiener, representa no tempo
continuo o que o passeio aleatério define em tempo discreto. Ele é o bulding
block de diversos modelos estocasticos e possui trés propriedades importantes,
sendo elas:

1. E um processo de Markov e, por esta razao; o valor presente é tudo
que é preciso para fazer a melhor estimativa possivel de seu valor
futuro;

2. Possui incrementos independentes, ou seja, a distribuicdo de
probabilidade da variagdo no processo em cada intervalo de tempo
€ independente de qualquer outro intervalo que nao sobreponha o
primeiro;

3. Variagbes no processo em intervalos de tempo finitos seguem uma
distribuicdo normal cuja varidancia aumenta linearmente com o

tempo.

A propriedade de Markov é especialmente importante para os ativos
financeiros, para os quais se considera que o preco de mercado do ativo
incorpora todas as informagdes relevantes disponiveis, de forma que o ultimo

valor é aquele que realmente retune dados relevantes para previsées.

Se z(t) € um processo de Wiener, Az é a variagdo de z em um intervalo At

e pode sSer expressa como

Az = e, VAt (18)

Onde €; € uma variavel aleatéria com distribuicdo normal com média 0 e
desvio-padrdao 1. E também ¢, é serialmente descorrelacionada, ou seja,
E(ereg) =0 parat # s.

Ao tornar At infinitesimal, pode-se representar o processo de Wiener em

tempo continuo como

10, . s L . .
O passeio aleatorio ndo € o tinico processo estocastico que satisfaz as propriedades de Markov.
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dz = e, Vdt (19)

Assim como o passeio aleatério, o processo de Wiener pode ser
generalizado de forma a representar o comportamento de uma dada variavel. O
movimento browniano com tendéncia, também conhecido como Movimento
Aritmético Browniano (MAB), € uma extensdo do movimento apresentado,

expresso pela equagao 20.
dx = adt + odz (20)

onde a é o parametro de tendéncia, o o da variancia, e x um processo
estocastico. E importante observar que, em qualquer intervalo dt, o variacdo em
x, a qual denominamos dx, € normalmente distribuida com valor esperado
E(dx) = adt e variancia dt.

O MAB permite que a variavel assuma valores negativos, 0 que pode ser
um problema para a modelagem de precos. Uma alternativa, entdo, é supor que,

ao invés do ativo, o seu retorno segue um MAB, como expresso na equagao 21.

dx/x = adt + odz
ou (21)
dx = axdt + oxdz

Este é o processo denominado Movimento Geométrico Browniano (MGB).

O MGB pressupbe que os retornos do ativo (dx/x) sao normalmente distribuidos

e, consequentemente, o prego do x apresenta uma distribuicdo lognormal.

3.21
O Lema de Ito

O Movimento Browniano pode ser generalizado para uma ampla gama de
processos estocasticos em tempo continuo, chamados processos de It6.

As derivadas em relacdo ao tempo dos processos de Itd ndo seguem as
regras convencionais e, como resultado disto, ndo podem ser tratadas pelas
regras ordinarias do calculo. Para trabalhar com estes processos, devemos fazer
uso do Lema de 1t6, também conhecido como o teorema fundamental do calculo

estocastico, que permite derivar e integrar fungdes de processos estocasticos.
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Um processo de Itd € um processo estocastico continuo representado pela

equacao 22.
dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz (22)

Onde a(x,t) é a fungdo nao aleatéria da tendéncia, b(x,t) é a fungdo nao-
aleatdria da variancia, z(t) € um processo de Wiener e t é o tempo.

Percebe-se facilmente que o Movimento Geométrico Browniano € um caso
particular do processo de I1t6, no qual a(x,t) = ax e b(x,t) = ox.

O Lema de It6 é mais facilmente compreendido como uma expanséo de
Taylor. Dada uma fungdo F(x,t) diferenciavel em relagdo a x no minimo duas

vezes € uma vez em relagéo a t. Pela expansao de Taylor teriamos

0= e e 20 e 10 e @9)
T T M T 292\ e

No caso do calculo ordinario, os termos de ordens superiores tenderiam a
zero no limite. No entanto, pelo Lema de Itd, temos que (dx)? = b?(x,t)dt.

Assim, podemos escrever dF como

oF oF = 10%F
=— — -— 2 24
dF = ——dx + o-dt + 2 - (dx) (24)

Ou, substituindo, (dx)? por b?(x, t)dt e dx por a(x,t)dt + b(x,t)dz

2

dF = aF+ ( t)aF+1b2( t)
B ax at 2 o

—| dt
ot O0x?

oF
+b(x,t)—dz
0x

No caso do Movimento Geométrico Browniano, através do Lema de It0,

podemos dizer que F(x) = log x € o seguinte movimento Browniano com drift
1
dF = (a - 50'2) dt + odz (26)

A equagao 26 pode ser escrita na forma discreta (utilizada na pratica nos

modelos de simulagéo) como apresentado na equagéao 27.
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In (ﬁ) = (a — %02) At + oVAt &, (27)

Ou, montando a expressédo em relagao ao prego
X, = xgel(a-292)ar+ovat ] (28)

3.3

Simulagao de Monte Carlo de um Movimento Geométrico Browniano

Considerando que o pregco X de uma commodity de energia segue um

movimento geomeétrico browniano, seu comportamento pode ser expresso por
X, = Xoe[(a—%az)AHm/A_t s¢] (29)

Sabe-se que a ¢é a tendéncia do prego da commodity observada
historicamente, ¢ € a volatilidade do preco da commodity e & uma variavel
aleatdria que segue uma distribuigdo normal padrao.

A simulacdo de Monte Carlo sera realizada nesta dissertacao através dos
seguintes passos:

1. Sorteio ao acaso de valores para &, respeitando as probabilidades
da distribuigao N (0,1);
Substituigdo do valor sorteado na equagéo do prego;
Repeticdo dos dois primeiros passos n vezes;

Calculo da distribuigdo de probabilidade dos pregos.

No caso de uma carteira composta por mais de uma commodity, as
variaveis aleatérias devem ser geradas de forma correlacionada, fazendo para
tal o uso da fatoragao de Cholesky.

Segundo Fonseca (2005), uma caracteristica importante da equacéao
discreta do movimento geométrico browniano apresentada anteriormente é que
sua discretizagdo é exata e precisa. Ou seja, ndo é preciso trabalhar com

incrementos muito pequenos de tempo para se obter uma boa aproximacgao.
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