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Interl0dio: de Distintas Formas de Conceber Provas
Matematicas

O que eu invento sdo novas comparagoes.
Ludwig Wittgenstein
Cultura e Valor

3.1
Introducéo

As controveérsias filosoficas acerca da prova do T4C, que serdo abordadas
a partir do capitulo seguinte, podem ser consideradas como apenas mais um
capitulo na historia das antigas e prolificas relacdes entre filosofia e matematica.
Apesar de terem enfocado em uma determinada concepcdo de prova matematica,
a essas discussdes parece faltar alguns cuidados, digamos, metodolégicos. Por
cuidado metodolégico entendemos a busca por algumas distingdes conceituais
capazes de orientar a tarefa de esclarecimento daquele conceito central, o de prova
matemaética, de tal modo a evitar algumas das confusdes engendradas no seio das
disputas, em razdo das quais nem o conceito fica bem esclarecido nem os
problemas genuinos tém a chance de se formular.

Acreditamos, nesse sentido, que o apela a uma das contribuicdes de O.
Chateaubriand para a filosofia da I6gica e da matematica — sua analise do conceito
de prova — nos pode auxiliar a encaminhar algumas das referidas distingdes. Ela
foi apresentada nos capitulos finais do segundo volume de Logical Forms e
discutida em pelo menos cinco dos artigos constantes no volume especial da
Revista Manuscrito dedicado ao livro.*’

A andlise de Chateaubriand mostra-se primeiramente sob um aspecto de
critica negativa & concepcdo puramente formalista ou sintatica de prova, tal como
ilustrada nas abordagens de H. Enderton e A. Church (para quem os principais
critérios de identificacdo de provas sdo, além da geragdo de convicgdo final, a

finitude e a verificabilidade algoritmica)®. N&o obstante, essa dimensdo negativa

37 As analises podem ser encontradas nos artigos de O. Bueno, J. J. Da Silva, A. Lassalle Casanave
e J. Seoane. Indiretamente, porém, questdes sobre sua concepgdo de prova podem ser encontradas
em diversos outros artigos do volume.

% Boa parte de sua critica dirige-se as concepcdes de prova encontradas em A Mathematical
Introduction to Logic, de Enderton e Introduction to Mathematical Logic de Church, fortemente
apoiadas na nogdo sintatica de consequéncia. Pode-se acrescentar a sua lista os Outlines of a
Formalist Philosophy of Mathematics, de A. Curry (1951), especialmente os capitulos X e XI.
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é interpolada com a construcéo de uma concepgao pragmatica de prova®, que sera
esbogada na secdo 2.2. A partir de nossa apresentacdo panoramica do exame de
Chateaubriand esbocaremos duas distingdo fundamentais para a sequéncia do
trabalho: a primeira, entre provas simpliciter, provas formais e provas assistidas
por computador, sera tratada na se¢do 2.3, enquanto a segunda, entre provas
compreendidas como atos, como objetos e como tracos, é assunto da se¢édo 2.4.

Na medida em que tais distingdes servirdo como uma espécie de
expediente de organizagdo dos topicos apresentados no capitulo anterior, bem
como da sequéncia de nosso trabalho, o presente capitulo pretende servir como
intermediacdo, digamos, metodoldgica entre a descrigdo historico-conceitual
realizada no primeiro capitulo e a introducdo do debate propriamente filosofico

acerca do resultado matematico alcangado pela equipe de Appel e Haken.

3.2
Breves notas sobre a concepgdo de prova de Oswaldo
Chateaubriand

De modo injustamente simplificado, pode-se afirmar que dois dos
principais tragos do tratamento filosofico que Chateaubriand confere as provas

consistem:

(m) a distingdo entre:

(m1) proofs — as representacGes formais idealizadas das provas tais
como trabalhadas em teoria da prova;

(m2) provings — os fendmenos efetivos de prova, tal como
observados nas préaticas matemaéticas correntes: uma parte importante
daquilo que os mateméticos fazem quando fazem seu trabalho, publicam

suas obras e ensinam a seus estudantes.

() a quadruplice caracterizacdo dos quesitos fundamentais de (7):
(1) possuir uma certa estrutura dedutiva de concatenagao de ideias
(condigdo logica);

(¢2) capacidade de gerar conviccao (condicao psicologica);

¥ A qualificacdo é do proprio autor (Cf. Chateaubriand, 2008a, p. 21). Utilizaremos eventualmente
a expressao pragmatico como equivalente para “retérico-dialético”, embora progressivamente
acrescentem-se outros aspectos a essa designacao.
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(¢s3) ser relativa a um grupo (condicdo social);
(ps4) ser preservadora de verdade (condicdo ontoldgica, que

subordina todas as demais).

E claro que uma analise mais detida de (r) e () ultrapassaria demasiado
as pretensdes dessas notas. Destacamos, entretanto, que para Chateaubriand a
apresentacdo algoritmicamente verificavel de sequéncias finitas de passos
inferenciais ndo pode ser um “ideal regulativo”* de identificagdo das provas, pois
“provas algoritmicamente verificAveis s8o procedimentos mecanicos que
substituem compreenséo por verificabilidade.” (Chateaubriand, 2005, p. 291) O
reducionismo desse procedimento ndo daria conta de explicar os objetivos capitais
das provas de acordo com Chateaubriand, a saber, “compreenséo e explicagéo por
referéncia ao que ja é compreendido.” (loc. cit.) Para Chateaubriand, provas néo
s80 meros jogos psicoldgicos, sociais ou formais. Elas sdo produzidas ndo apenas
para alcancar a verdade, “mas alcancd-la com compreensdo. Oraculos e
revelagdes podem nos dar a verdade, mas ndo compreensdo. Todas as exigéncias
das provas sdo subordinadas a esses fins.” (Chateaubriand, 2005, p. 340)** Ora,
essa determinacdo dos fins das provas implica no reconhecimento de que em uma
prova matematica se manipula diversas informagdes, para além daquelas
envolvidas na enunciagdo do teorema provado. Como nota Chateaubriand, ocorre
frequentemente que as provas envolvem resultados adicionais e acabam servindo
de modelo para outras provas, além do fato de que elas explicitam certas
informacdes sinteticamente enunciadas no teorema.

Em conexdao com o Gltimo ponto, Chateaubriand destaca, em contexto

distinto,** que as provas possuem outros aspectos lgica e epistemologicamente

“ 0 emprego da expressdo kantiana no contexto dessa discussdo encontra-se no referido texto de
Da Silva, (2008, p. 190).

“l Lassalle Casanave argumenta, num texto sobre uma disussdo sobre nogdo de prova de
Chateaubriand anterior a Logical Forms, que a nogdo de compreensao em jogo em sua critica ndo
era de todo explicitada — o0 que permitiria que se interpretasse a mesma como em alguma medida
compativel com a nogdo hilbertiana de prova (afinal a fonte da concepgdo sintatica ou linguistica
de prova criticada por Chateaubriand, como veremos adiante). Para a proposta interpretativa em
questdo cf. (Lassalle Casanave, 1999).

“2 Na resposta ao artigo de Da Silva (Cf. Chateaubriand, 2008b, p. 199), mas também no capitulo
final de Logical Forms, “LOgica e conhecimento”, publicado na revista Analytica (cf.
Chateaubriand, 2007).
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relevantes, como a potencialidade para clarificagdes conceituais, a construcéo de
conexdes e 0 encaminhamento de novas descobertas mateméticas. *®
Independentemente de uma defesa irrestrita da relacdo essencial que
Chateaubriand estabelece entre provas, compreensdo e explicacdes — 0 que nos
conduziria a tratar da longa incurséo acerca das provas em processos judiciais
norte-americanos, bem como de sua nocdo de conhecimento — é preciso
reconhecer que sua concepcdo de provas efetivas é a fonte do que denominamos,
na secdo seguinte, de provas simpliciter, em contraposicéo as provas formais. 1sso
porque a nogdo de prova simpliciter pretende ser ampla o suficiente como para dar
conta da capacidade de adequacdo a diferentes contextos de
enunciacdo/realizagdo, ou aos diferentes auditérios diante dos quais/com os quais
as provas sdo realizadas nas praticas matemaéticas — capacidade que confere a
abordagem de Chateaubriand seu aspecto pragmaético (e talvez pudéssemos dizer
de um certo perspectivismo?). Acreditamos que esse desenvolvimento da nocéo
de prova efetiva de Chateaubriand pode ser justificado como uma espécie de

costura de ideias contidas em passagens como as seguintes:

O caminho mais acertado € ser rigoroso e detalhado tanto quanto a
ocasido ou 0 propdsito exigem. (Chateaubriand, 2005, p. 230)

O que é uma prova para um matematico profissional pode ndo ser uma
prova para um aluno de graduacéo, e o que € uma prova para um aluno
de graduacdo pode ndo ser uma prova para alguém que apenas pode
comparar cadeias de simbolos. N&do se segue, entretanto, que apenas
provas que satisfacam em principio o Ultimo [alguém que apenas pode
comparar cadeias de simbolos] sejam provas. De fato, do ponto de vista
do aluno de graduacdo, ou do profissional, tais coisas podem ser apenas
bla bla bla [gibberish] ininteligivel, que somente pode ser reconhecido
como tendo algo a ver com prova [proving] relacionando-as de modo
inteligivel com provas “reais”. (Idem, ibidem, p. 312)

Quanto a (), trata-se de reconhecer que as representa¢des formais de provas
que encontramos em logica matemética ou na teoria da prova ndo sdo meras

descricBes das praticas matematicas efetivas, mas “extrapolacdes idealizadas de

“® Sobre “provas exploratérias”, afirma, por exemplo que “ndo sdo compostas de passos simples
elementares verificaveis, mas sim de passos complexos ja reconhecidos como corretos, de
analogias, de insights, de figuras etc. Uma vez que ndo se pode estar certo de ndo se ter bobeado
em algum lugar, o que se faz é elaborar os detalhes de tal modo a satisfazer a si e aos seus pares. E
claro que alguém pode ser influenciado pelas concepgbes correntes sobre como uma prova deve
ser, ou por preconceitos filoséficos, mas verificabilidade algoritmica raramente entra na
elaboracdo.” (Chateaubriand, 2005, p. 434)
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provas comuns.” (Chateaubriand, 2005, p. 304) N&o se pode ignorar, é verdade, uma
certa retroatividade entre a concepgao idealizada de prova e algumas provas efetivas,
e Chateaubriand evidentemente ndo o faz (cf. Chateaubriand, 2005, p. 307). Essa
auséncia denotaria desconhecimento, por exemplo, das prolificas conexdes entre
alguns desenvolvimentos em teoria da prova, teoria da calculabilidade, da
construtividade e a ciéncia da computagao em diversas de suas ramificagoes.*!

A partir dessas conexdes foram desenvolvidas no interior da matematica
nogdes para as quais determinados processos de formalizagdo coincidem com sua
precisa determinagdo, de modo que a formalizacdo pode mesmo servir para a
clarificagdo dessas nocdes™, além de possibilitar a inclusdo significativa de
computadores na solugéo de alguns problemas matematicos.

Ainda assim, também ¢é verdade que em suas vidas cotidianas a
matemética — suas manifestacbes em livros (especializados, didaticos, de
divulgacéo), artigos, cursos, palestras, conversagdes — ndo respeitaram de modo
relevante as restri¢des (de verificabilidade algoritmica, por exemplo) impostas por
aquelas concepgOes idealizadas de provas, nem parecem ter estado de fato
concernidas com as questdes fundacionais historicamente relacionadas com a
formulacdo daquelas restricdes. Apesar das analises dos matemaéticos-filosofos
interessados em questfes fundacionais, e de sua influéncia nos manuais de légica
matematica referidos por Chateaubriand, a matematica da virada do século
passado, temporalmente mais proxima da forja daquelas concepcdes idealizadas
de prova, ndo parece ter acatado em suas demonstracdes cotidianas todos 0s
requisitos estipulados pelas diferentes “escolas” nas quais geralmente dividimos
as posicoes fundacionalistas, sobretudo aquelas determinadas na e pela influente
escola de Hilbert. Alids, sobre as consequéncias da famosa crise dos fundamentos
da matematica, nos parece que se pode identificar uma forte afinidade entre a
posicdo de Chateaubriand e a do matemaético francés Jean Dieudonnée, quando o

altimo afirma, em “Les Grandes lignes de I’évolution des mathématiques”:

“ Exemplos da retroavitidade a que nos referimos aqui podem ser encontrados nos procedimentos
de transformacéo (unwiding) de provas sugeridos por Kreisel, dos quais falamos na nota 34 acima.
“ Estamos pensando especificamente nos exemplos constantes no frutifero artigo de Wang “On
formalization”: as nogBes de completude, decidibilidade e computabilidade efetiva, dentre outras.
(Cf. Wang, 1955, p. 229).
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O que se deve finalmente pensar daquilo que se tem denominado
“crise” na historia da matematica? Se queremos dizer com isso uma
refundagdo completa dos modos de pensar, como aquela produzida
por exemplo na Fisica com a Relatividade ou a Mecanica quantica,
podemos afirmar que jamais houve algo similar na matematica, salvo
talvez a virada que se seguiu da descoberta dos irracionais na
matematica grega e sobre a qual, infelizmente, somos muito mal
ensinados. Desde entdo, o que ocorreu duas ou trés vezes foi uma
organizacao de teorias ou métodos insuficientemente precisos como o
Calculo infinitesimal ou a Geometria algébrica dos quais falei acima.
Mas a “crise” da qual alguns adoram falar é aquela que se tem
nomeado de “crise dos fundamentos”, que foi desencadeada mais ou
menos a partir de 1895 a propdsito das antinomias na teoria ingénua
de conjuntos desenvolvida por Cantor. (Dieudonnée, 1980, p. 11)

Talvez seja interessante trazer a baila o contexto dessas observagdes de
Dieudonnée, pois a intervencdo da qual elas formam parte pretende suplantar a
impresséo, causada por “aqueles que adoram falar da crise”, de que os debates
fundacionais ilustram uma necessidade de fundamentacdo empirica para a
matematica,*® ao invés de um direcionamento para 0 que de fato ocorre em suas

praticas. N&o analisaremos em detalhe as disputas em torno do que se

“ Com a expressdo destacada entre aspas Dieudonnée refere-se precisamente a Imre Lakatos.
Dieudonnée afirma que o sucesso de seus textos quase-empiristas (ou falibilistas) € um fenémeno
“curioso” para um matematico como ele. Pode-se determinar as origens da tentativa lakatosiana de
aplicar o falibilismo de Popper as matematicas num congresso realizado em 1965 em Londres. Mais
precisamente, Lakatos inicia sua empreitada durante o debate que se seguiu a palestra de Lasld
Kalmar, na qual este afirmara: “que a pesquisa em Fundamentos da Matematica se deu a partir da
suposicdo de que a matematica é uma ciéncia puramente dedutiva e da esperanca de que podemos
mostrar que ela é uma ciéncia dedutiva pura firmemente fundada. Em segundo lugar, uma tal
esperanca nunca foi, de fato, realizada e, como assinalei acima, os axiomas de qualquer ramo
interessante da matematica foram originalmente abstraidos mais ou menos diretamente de fatos
empiricos, e as regras de inferéncia utilizadas neles manifestaram originalmente sua validade
universal nas nossas praticas efetivas de pensamento. Em terceiro lugar, a consisténcia da maioria de
nossos sistemas formais € um fato empirico; mesmo quando ela é provada, a aceitabilidade dos
métodos metamatematicos utilizados na prova (e.g. inducdo transfinita até algum ordinal construtivo)
¢ ainda um fato empirico. Mesmo se continuarmos tentando reduzir a matematica a evidéncia
intuitivamente légica ou outros principios, ndo admitindo que o que consideramos como
intuitivamente evidente é em Gltima instancia um produto de testes praticos na experiéncia, devemos
admitir que é um fato empirico o de podermos confiar em principios evidentes.” (Kalmar, 1967, p.
192) No trecho final de seu discurso, feito em tom de clamor por direitos civis a alguns problemas,
Kalmar observa que “Considerar a matematica como uma ciéncia que necessita de fundamentagdo
empirica dard origem a novos problemas em Fundamentos Empiricos da Matematica. [...] Por
exemplo, 0 que sdo ‘observaveis’ na matematica empirica, i.e. que tipo de proposi¢do matematica
pode ser testada diretamente na pratica? Obviamente, proposi¢des puramente numéricas sdo desse
tipo; [...] Outro problema é: como podemos testar indiretamente proposices que ndo podem ser
diretamente testadas? Ou como podemos classificar proposi¢des matematicas segundo o grau até o
qual foram testadas? Ou em que medida [to what use] podemos inserir computadores em matematica
empirica (ou experimental) para além da acumulagdo de vastas quantidades de evidéncia empirica
fundamentando algumas proposices matematicas?” (op. cit. p. 194) O debate que dai se seguiu,
registrado nas atas do encontro (editadas por Lakatos e publicadas em 1967) foi bastante acalorado,
tendo Lakatos assumido a posicdo de ferrenho defensor das teses de seu conterraneo hingaro.
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convencionou chamar de quase-empirismo em filosofia da matematica, nas quais
0 texto de Dieudonnée participa de um modo peculiar, pois isso nos afastaria do
objetivo por assim dizer metodolégico do presente capitulo. Deve-se notar,
entretanto, que em grande medida € com relacéo a questes em causa nas referidas
disputas que gravitam as principais teses defendidas por Tymoczko no artigo
inaugural do debate sobre a prova do T4C, que analisaremos no capitulo seguinte.

O ponto pode ser formulado com maior justica afirmando que é no clima
do “renascimento do empirismo em filosofia da matematica” — suscitado (durante
0 periodo de mais ou menos uma década a contar desde 1965 até meados da
década de 1970) de maneira relativamente distinta em autores como Lakatos,
criticado por Dieudonnée, e Hilary Putham — que encontraremos o “estado de
espirito tedrico” (anti-fundacionalista) no qual a abordagem de Tymoczko se
desenvolve. Nesse sentido, parece que o tipo de critica compartilhada por
Chateaubriand e Dieudonnée com relacdo as alegadas consequéncias da crise dos
fundamentos da matemaética para a compreensdo filoséfica das provas em suas
vidas comuns auxiliaria no esclarecimento de algumas deficiéncias do género
anti-fundacionalista de abordagem em filosofia da matematica.

Abaixo uma representacdo grafica de nossa apresentagdo esquematica da
concepcdo de prova de Chateaubriand:

As exigéncias para
provas formais: finitude,
verificabilidade
algoritmica e geracao de
convicgao final

As condigbes para provas
“efetivas” de acordo com
Chateaubriand

Figura 12: Uma representacdo grafica de nossa apresentacéo esquematica da concepgao
de prova de Chateaubriand
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3.3
Provas simpliciter, provas formais e provas assistidas por
computador

Introduzimos ainda no capitulo anterior a ideia de que ao responder as
primeiras criticas recebidas pela prova do T4C Appel, Haken e Swart elaboraram
argumentos de ordem retdrico-dialética, compreendidos os dois termos em sua
acepcao aristotélica ao defender a prova das acusacdes de falta de relevancia ou
mesmo confiabilidade. Isso quer dizer que ao reconhecer que apenas um pequeno
grupo de experts é capaz de verificar a prova — embora em principio qualquer
pessoa que possuisse familiaridade com os conceitos e métodos acionados nela e
dispusesse de equipamentos similares aos que foram utilizados nos célculos em
questdo (além de conhecimentos minimos em programacdo) pudesse reproduzi-la
— aqueles argumentos assumem um pressuposto dialético. Tal pressuposto
consiste na existéncia de um auditorio especializado, diante do qual ndo haveria
necessidade de formulagédo de qualquer prosa com objetivo de familiarizagdo da
audiéncia com o0s conceitos, métodos e instrumentos envolvidos na prova, uma
vez que nesse contexto tais elementos funcionariam como entimemas — no sentido
“das coisas que sdo sabidas por todos”.*’ Por outro lado, uma vez que distintas
apresentacdes da prova dependem do grau de familiaridade da audiéncia diante
da qual se realiza com os métodos de prova em teoria dos grafos e, além disso,
com métodos computacionais, estaria preservado também o carater retdrico
implicado na transmissdo do conhecimento do T4C, pois a adaptabilidade da
argumentacdo a distintos auditorios constitui num dos pilares do discurso retorico.

Ora, adaptabilidade da apresentacdo das provas a distintos auditorios so é
possivel na medida em que o sentido estrito de prova como prova formal ndo seja
o ideal regulativo das provings de Chateaubriand, das provas em suas vidas
comuns — que denominaremos de provas simpliciter. Se “formal” for pensado néo
como a preservagdo de uma certa estrutura ou ordem logica, mas no estrito sentido
da explicitacdo de todos os passos dedutivos e regras de inferéncia que 0s

produzem, ndo haveria porque conceder que se trata de um trago essencial das

4 para uma abordagem relativamente sucinta das provas (em um sentido que ndo corresponde de
todo ao “nosso” conceito contemporaneo de prova) como nucleo racional da retorica aristotélica e
suas relagdes com a dialética cf. o primeiro capitulo de RelagBes de forca: histéria, retorica,
prova, de C. Ginzburg (2002). Sobre a nocdo de entimema cf. “Enthymeme: Aristotle on the
Rationality of Rhetoric” (Burnyeat, 1996).
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provas simpliciter, uma vez que diante de auditérios ndo-familiarizados com esses
tais procedimentos de explicitacdo, a formalizacdo poderia ndo apenas ser
irrelevante, mas mesmo atrapalhar a compreensdo geral (conceitual) das provas.
Como € de amplo conhecimento, a nocdo de prova formal — como
sequéncia finita de inferéncias dedutivas explicitas (e mecanizaveis) entre
formulas entendidas como cadeias de signos desde pontos de partida fixados —
surge em direta conexdo com algumas exigéncias tipicas do ambiente
fundacionalista caracteristico da virada do século XIX para o XX. Essa nocéo de
prova acabou fazendo escola, influenciando a nocéo de prova tal como podemos
encontrar nos célebres manuais de légica matematica a partir dos quais
Chateaubriand tece sua andlise critica®®. Esses, por sua vez, exerceram grande
ingeréncia no modo como se ensina l6gica, bem como nos modos de conceber as
provas em filosofia da logica, da matemaética e, por que ndo dizer, também na
filosofia da ciéncia. A mesma nogdo de prova formal, por outro lado, esta
intimamente relacionada com a ideia de mecaniza¢do do raciocinio, do calculo, e
da verificacdo de provas, tal como podemos encontrar nos famosos resultados
acerca da impossibilidade de se encontrar um procedimento Unico de decisdo para
todo e qualquer problema matematico (o conhecido Entscheidungsproblem,
problema da decisdo), bem como no desenvolvimento da ciéncia da computacéo.
A aposta hilbertiana no potencial resolutivo do aperfeicoamento das
investigacdes axiométicas formais (no sentido fin du XIX*™) fundava-se na
convicgdo de sua importancia para a revelacdo dos nexos logicos entre o0s
conceitos e principios fundamentais da teoria que se pretende axiomatizar
formalmente*®. Essa convicgao, como se sabe, sofreu um abalo significativo com
a publicagdo do artigo no qual Kurt Gédel® apresentou seus Teoremas de
Incompletude — pois dentre aqueles almejados nexos légicos a serem explicitados

pela teoria da prova, além da consisténcia e da independéncia dos axiomas, estava

“8 Embora seja importante (mas talvez repetitivo) destacar que “O conceito de prova sempre foi
formal, no sentido de que a meta de uma prova ndo é s alcancar a verdade, mas alcanca-la através
de uma estrutura cujo valor seja independente de se alcancar aquela verdade particular.”
(Chateaubriand, 2007, p. 39)

“ Especificamente a geometria euclidiana, axiomatizada por Hilbert (Cf. Vaz, 2010, p. 136: “é por
meio de uma investigacdo em termos axiomaticos que se pode determinar os limites dos métodos,
e revelar as conexdes ldgicas entre os conceitos de uma teoria.”). Para uma excelente visdo de
conjunto do Programa de Hilbert cf. Sieg, 1999.

%0 «“Uper formal unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica und verwandter Systeme 1”
(1931).
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o da prova da completude do sistema formal subjecente & aritmética de Peano.
Uma vez que os Teoremas de Godel provam, respectivamente, que em qualquer
sistema axiomatico suficientemente amplo para expressar tal aritmética ha
proposicoes indecidiveis (exprimiveis mas ndo demonstraveis no sistema), e que a
consisténcia desse sistema ndo pode ser demonstrada no interior do mesmo (uma
vez que a proposicdo indecidivel a que se refere o primeiro resultado é justamente
a que exprime a consisténcia do sistema)®', estava arremetido o grande objetivo
do projeto de Hilbert.

Por outro lado, como dissemos, as remodelagcbes daquele projeto
ocasionaram 0 desenvolvimento de pesquisas cujas consequéncias estdo
diretamente relacionadas a elaboracéo da teoria da calculabilidade e da ciéncia da
computacdo. Esses desdobramentos sdo tema de capital interesse para nés na
medida em que o famigerado instrumento introduzido na matemética com a prova
do T4C, o computador eletrdnico, é fruto desse género de investigacdo. Como

Sieg aponta:

[A] expansdo da teoria da prova é apenas um dos efeitos da ampla
visdo de Hilbert acerca de problemas fundacionais e das suas questdes
tdo finamente articuladas. Outro efeito é claramente visivel nas ricas e
variadas contribuicfes dadas por Hilbert, Bernays, e outros membros
da Escola de Hilbert (Ackermann, von Neumann, Gentzen, Schiitte);
finalmente, precisamos considerar também os estimulos de sua
abordagem e as questdes colocadas aos contemporaneos de fora da
escola (Herbrand, Gddel, Church, Turing e, muito antes ainda,
Zermelo). De fato, ndo ha empreitada fundacional com mais profundo
efeito na emergéncia e desenvolvimento da moderna ldgica
matematica; ela poderia ainda, se nos importassemos em estar abertos,
ter um efeito similar nas reflexdes filosdficas concernidas com a
experiéncia matematica, auxiliando-nos a ter uma perspectiva que
inclua preocupagdes filosoficas tradicionais, mas que, de modo ainda
mais importante, nos permita formular questfes que transcendem 0s
limites tradicionais. (Sieg, 1999, p. 34)

O que nos importa destacar desse prolifico contexto de temas e discussdes
é a exigéncia hilbertiana de que os procedimentos de prova pelos quais se
demonstraria a consisténcia e a completude da aritmética fossem “completamente

inspeciondveis” (Hilbert, citado em Sieg, 1999, p. 23), bem como a de que as

51 Embora seja preciso observar que esse segundo resultado n&o estava explicitado no artigo de
Godel. Para uma viséo geral e mais detalhada acerca do desenvolvimento da teoria da prova pds-
hilbertiana (via trabalhos de Gentzen, Dag Prawitz e outros) cf. o verbete “The Development of
Proof Theory” da Stanford Encyclopedia of Philosphy, (Jan von Plato, 2008).
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construcdes mateméticas fossem conectadas “ao que pode ser concretamente
exibido”, e que se interpretasse “os métodos matematicos inferenciais de modo tal
que estejam sempre no dominio do que pode ser verificado.” (idem, ibidem, p. 24)
Vale lembrar que se trata do que é importante para uma prova do ponto de vista
da metamatematica, e ndo de algum tipo de condi¢do imposta por Hilbert as
praticas matematicas “cotidianas” de prova, nas quais as restricbes de ordem
finitista e formalista de sua teoria da prova ndo deveriam em nada interferir.

Lembremos que a ideia fundamental da teoria da prova é a de que:

Tudo o que previamente constituiu a matematica é rigorosamente
formalizado, de modo que a matematica ela mesma ou a matematica
no sentido estrito se torna um estoque de formulas. Tais formulas sdo
distintas das férmulas comuns da matematica apenas pelo fato de que
elas contém signos l6gicos — em particular os signos logicos para
‘implica’ (—) e para ‘ndo’ (—). Algumas férmulas que servem com
base para o edificio formal da matematica sdo denominadas axiomas.
Uma prova é uma figura que deve aparecer para nés intuitivamente
[anschaulich] como tal; ela consiste em inferéncias utilizando o
esquema inferencial

®
I @
Q

Q

no qual em toda ocorréncia das premissas — isso é, as formulas @ e ®
— Q- ou elas sdo axiomas ou resultam diretamente dos axiomas por
substituicdo, ou concordam com a férmula final €2 de uma inferéncia
que apareceu antes na prova, ou resulta de uma tal formula final por
substituicdo. Uma férmula deve ser dita provavel se é ou um axioma
ou resulta de um axioma por susbstituicdo, ou se é a formula final de
uma prova”. (Hilbert 1923a, pp. 1137, grifos nossos)

Eis a caracterizacdo de prova que se tornou padréo entre 0s representantes
do formalismo em filosofia da matemaética. Dela sublinhamos a ideia de que uma
prova é uma figura que precisa ser vista como tal. Além disso, importa-nos a
conexdo das exigéncias em jogo aqui com o problema geral acerca da
possibilidade de decidir questdes matematicas de modo mecanico, o ja referido
Entscheindungsproblem. Trata-se da questdo relativa a existéncia de um
procedimento efetivo de decisdo acerca da verdade de uma sentenca matematica
qualquer, ou seja, & busca de um algoritmo cujo dado de entrada fosse qualquer
expressao matematica e a saida seria uma “decisdo” sobre se ela é ou nao

verdadeira. Em outras palavras, um resultado acerca da demonstrabilidade ou
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provabilidade da expressdo no sistema do qual ela é integrante. Assim como com
0 problema da completude, as tentativas de solucdo para o problema da deciséo
também foram fortemente impactadas por resultados negativos, obtidos
independentemente por Alonzo Church e Alan Turing — que acabaram provando
que ndo existe um tal algoritmo para a logica de primeira ordem, fundamental a
aritmética e, portanto, para a fundamentacgéo de toda a matematica.

Para obter a prova de que ndo existe um algoritmo capaz de calcular a
provabilidade de uma sentenga matematica dentro da linguagem mesma na qual a
sentenca é formulada eram necessérias defini¢es precisas de algoritmo e de
funcdo calculavel. E sabido que ao longo dos anos trinta diversas definicoes
desses termos, mais tarde provadas equivalentes entre si, foram oferecidas por
diferentes matematicos: trata-se, aléem dos mesmos Turing e Church — que os
definiram, respectivamente, com base em suas ideias de maquinas de Turing e do
calculo-lamba - de Jacques Herbrand, Godel e Stephen Kleene. Ora as provas da
impossibilidade da existéncia de um procedimento de decisdo unico para toda a
matematica estdo diretamente relacionadas com a origem da moderna ciéncia da
computacdo naquilo que ela deve a ideia de formalizacdo ou mecanizacdo do
célculo, uma vez que computadores digitais operam apenas com dados formais —
quer dizer, informacdes discretas sobre todos os passos de uma operagdo de
manipulagdo simbdlica. Ou, dito de outro modo, um conjunto explicito de
instrucdes sobre informagdes codificadas.

Como nota Wang, pode-se falar em diferentes graus de formalizagdo na
“evolucdo” sofrida pelos sistemas axiomaticos desde o modelo euclidiano até a
emergéncia de um “critério preciso de formalizacdo relativo a [in terms of] de
aspectos notacionais de termos e formulas, e ndo do significado dos conceitos.”
(Wang, 1963, p. 4) Embora um pouco longa, a passagem seguinte merece nossa
atencdo como uma espécie de sumula do topico sobre o vinculo entre

formalizagdo e mecanizagdo de procedimentos de célculo:

Em uma dada disciplina matematica ha um corpo de proposicoes
asseridas e ndo asseridas. Dentre as proposicdes asseridas, escolhemos
alguns axiomas dos quais outros podem ser reduzidos. Para que 0s
axiomas sejam adequados eles devem expressar todas as propriedades
relevantes dos termos técnicos ndo definidos de modo que seja
possivel realizar as dedugGes mesmo se tratarmos os termos técnicos
como palavras ou signos sem significado. Damos atengdo entdo as
particulas l6gicas ou palavras ndo técnicas e explicitamos o0s
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principios que determinam seus significados ou, em outras palavras,
governam seu uso. Como resultado, deveriamos poder reconhecer,
simplesmente olhando para o padréo notacional, axiomas e provas.
De agora em diante falaremos de sistemas formais ou axiomaticos
apenas quando satisfizerem o seguinte critério: ha um procedimento
mecanico para determinar se um dado padrdo notacional € um
simbolo que ocorre no sistema, se uma combinacéo desses simbolos é
uma férmula bem formada (sentenga com sentido) ou um axioma ou
uma prova no sistema. Assim, as regras de formacéo, i. e., regras para
a especificacdo de formulas bem formadas sao inteiramente explicitas
no sentido de que uma maquina pode ser teoricamente construidas
para escolher todas as formulas bem formadas do sistema se
utilizarmos representacdes simbdlicas adequadas dos simbolos
basicos. Os axiomas e regras de inferéncia também sdo inteiramente
explicitos. Toda prova em cada um desses sistemas, quando
completamente escrita, consiste numa sequéncia finita de linhas tal
que cada linha é ou um axioma ou resulta de linhas prévias da
sequéncia por uma regra de inferéncia definida. Entdo, dada qualquer
pretensa prova, apresentada em conformidade com as exigéncias
formais para provas nesses sistemas, podemos verificar
mecanicamente sua corregdo. (loc.cit)

O final da passagem anterior nos apresenta uma versdo daquela concepcéo
padrdo de prova a que nos estamos referindo, testemunhada na passagem de
Hilbert acima citada.

Antes de completar o quadro sobre o qual desenharemos nossa triplice
distincdo do dominio das provas matematicas ndo se pode deixar de observar,
ainda que rapidamente, que a concepcéo de prova da qual estamos localizando as
origens na obra de Hilbert vincula-se por estreitos lagos & linhagem do projeto de
fundamentacio da matematica na logica de Gottlob Frege. E de suma importancia
para Frege a ideia de que a linguagem ldgica forjada para levar a cabo a desejada
fundamentacdo ndo deveria ser apenas uma mera “linguagem de formulas” —
como julgava ser o sistema légico de Boole, incapaz de expressar sendo a parte
formal de nosso pensamento, como um mero calculo raciocinador — mas deveria
ser capaz de “expressar contetidos através de signos escritos de modo mais preciso

e de maneira mais perspicua [iibersichtlicherer].”™? (Frege, 1971, p. 71) Isso

%2 Na traducdo francesa de Claude Imbert, que utilizamos, a frase toda vai assim: “J’ai n’a pas
voulu donner en formules une logique abstraite, mais donner I’expression d’un contenu au moyen
des signes écrits, et d’une maniére plus précise et plus claire au regard que cela n’est possible au
moyen de mots.” (grifos nossos) Nossa tradugdo: “Nao quis fornecer em formulas uma légica
abstrata mas a expressao de um conteddo por meio de signos escritos, e de uma maneira mais
precisa e mais clara/perspicua ao olhar do que € possivel através de palavras.”
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considerado, de acordo com Frege a abordagem booleana seria “incompleta”.>®
Como ndo podemos nos estender nas consideracdes acerca do papel do
conhecimento simbdlico na origem da I6gica matemaética, encarnadas tipicamente

nas criticas de Frege aos booleanos,>

observaremos apenas que a concepgao
padrdo de prova instanciada a partir das investigagoes de Hilbert preserva aspectos
herdados desse ambiente de discusséo. Isso é o caso na medida em que as provas
da metamatematica de Hilbert sdo sequéncias discretas de passos inspecionaveis,
ergo mecaniziveis (pois sem lacunas calculatorias), ao mesmo tempo em que
devem ser uma imagem (intuitiva) dos nexos l6gicos entre 0s conceitos que as
compunham.

Como dissemos, dentre as consequéncias positivas dos desenvolvimentos
da metamatematica hilbertiana inclui-se a criagdo das modernas méaquinas de
computar que, por sua vez, acabaram sendo utilizadas ndo apenas na formalizagéo
para fins de verificacdo de provas j4 existentes em diferentes dominios da
matematica (como, por exemplo, um dos trés programas escritos por Wang em
fins da década de 1960, que gerava um procedimento de decisdo para o célculo
proposicional)®®, mas também na descoberta de provas de novos teoremas. Assim,
chegamos ao tdpico “provas por computador”.

Lembremos que no acima referido artigo de Kreisel®® encontramos nio
uma biparti¢cdo (como em Wang) mas uma triparticdo dos usos que computadores
podem ter na lida com provas mateméticas. Encontra-se também ali uma
descricdo de experiéncias passadas (lembremos que se trata de 1977) com
computadores nas quais seu uso massivo, seja em matematica pura ou aplicada,

diz respeito a “meras computagdes”. Quer dizer: trata-se da implementagdo de

%3 No sexto capitulo de The semantic tradition from Kant do Carnap, J. Alberto Coffa mostra que
Russell expressa 0 mesmo tipo de concernimento de Frege sobre a relagdo entre sentengas da
lingua perfeita e seu sentido, que ndo pode ser incompleta: “Uma sentenga é transparente ou
perspicua quando sua estrutura gramatical representa acuradamente a estrutura da proposi¢édo que
expressa, de modo que a cada unidade gramatical na sentenga corresponde uma entidade (seu
‘sentido’) na proposicdo. Assim, se € claro que um simbolo é incompleto, a sentenca na qual
ocorre ndo € perspicua, e portanto semanticamente enganosa. Se 0 que buscamos é uma linguagem
que reflita perspicuamente o que queremos dizer, uma linguagem perfeita, devemos detectar e
eliminar toda expressdo incompleta.” (Coffa, 1991, p. 111-12)

% Para uma boa visao de conjunto detalhada dessas disputas cf. “Between Calculus and semantic
Analysys: Symbolic Knowledge in the origins of Mathematical Logic” (Legris, 2012).

% “Estabeleceu-se que a lista total dos quase 200 teoremas dos primeiros cinco capitulos de
Principia Mathematica sdo provados em cerca de 37 minutos, sendo que 12/13 do tempo é
utilizado para leitura e impressdo, de modo que o tempo efetivo de prova para quase 200 teoremas
foi de menos de 3 minutos. (...) Em particular *2.45 foi provado em cerca de 3 segundos e *2.31
em cerca de 6 segundos.” (Wang, 1960, p. 196)

% Kreisel, 1977 (referido ao final do capitulo I).
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procedimentos de decisdo ja conhecidos — o que corresponderia a verificacdo de
provas que ja existem, uma vez que “dado o resultado, o computador realiza um
novo comego.” (Kreisel, 1977, p. 65)

O mesmo ndo se pode dizer com relacdo “a matematica ilustrada [highbrow
mathematics]”, onde dificilmente a verificagdo ou a descoberta de provas €
realizada atraves de regras mecénicas — sobretudo se elas relacionam diferentes
ramos da matemdtica. Nesses casos “a mais eficiente verificacdo é feita por
comparagdo ou confrontacdo de passos intermediérios com o que j& € sabido.” (loc.
cit) Assim, segue Kreisel, “a questdo da formalizacdo parece bastante improvével
no que diz respeito aos raciocinios matematicos mencionados” (loc. cit ) — ou seja,
raciocinios da “matemaética ilustrada” para 0s quais ndo existem regras mecanicas
de decisfo. E nesse sentido que Kreisel pode falar que a prova do T4C era, entfo, de
uma excegao ocasional ao uso de computadores em provas matematicas.

Vale notar ainda que tanto Kreisel quanto Wang defendem a relevancia da
formalizagdo em termos de mecanizagdo de provas para a matematica, apontando
para o fato de que existem casos de fronteira diante dos quais ndo se pode
delimitar precisamente a diferenga entre formalizar e descobrir uma prova
matematica. Isso talvez reforcasse a tese kreiseliana da excecdo ocasional que a

prova auxiliada por computador do T4C representa, uma vez que:

Ha muitos casos nos quais rascunhos essencialmente incompletos, as
vezes mesmo contendo erros, sdo expandidos e transformados em
provas mais exatas. As vezes, ndo é sendo quando temos uma prova
trabalhada do comeco ao fim que comegcamos a perceber uma
conexdo entre ela e outro rascunho ou palpite. As vezes é dificil
decidir se consideramos como descobridor da prova aquele que
desenhou o rascunho ou aquele que a formalizou. (Wang, 1955, p.
230, grifos nossos)

Seja como for, é bastante claro que as “reducBes” envolvem
transformacgdes de provas: m — m.. E mesmo se ndo ha davidas sobre (a
validade de) = ou menos duvidas sobre  que sobre . (por exemplo,
porque 1, € mais complicada que =, e portanto tem mais chance de
conter erros de copia), permanece a possibilidade de que m, nos diga
algo que queremos saber mas 7 néo diz. (Kreisel, 1977, p. 64)

Lembremos, entdo, que a exposicao que realizamos no capitulo precedente
mencionou provas formais ao tratar das criticas formuladas contra a prova

apresentada por Appel e Haken, de que os programas computacionais utilizados

nela ndo foram formalmente verificados. O tdpico da verificacdo formal de
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programas, quer dizer, o uso de provas matematicas para mostrar a confiabilidade
dos mesmos (uma vez que uma prova formal mostraria a impossibilidade de erros
na execucdo dos programas), serd abordado em maior detalhe nos proximos
capitulos. Por ora, basta deixar claro que uma coisa é a verificacdo da corre¢do de
programas computacionais (ou mesmo de design de hardware, com todas as
diferencas entre eles) através de provas dedutivas e outra é o uso de computadores
como instrumento, seja de descoberta ou de justificagdo, em provas de teoremas
matematicos — 0 caso que nos interessa mais imediatamente por ser similar ao
caso da prova do T4C, descoberta com o auxilio de instrumentos computacionais.

Parte da nossa distingdo, entre as nogdes de prova simpliciter e prova
formal, pode ser eshogada, entdo, como segue: a nocdo de prova simpliciter € de
algum modo extraida das praticas efetivas dos matematicos, que aos fildsofos da
pratica matematica cabe descrever. Essas praticas podem ser consideradas como
procedimentos dedutivos utilizados para mostrar que uma proposi¢cdo matematica
se segue de outras — e podem ser levadas a cabo, com diversos objetivos
(didaticos, epistemoldgicos, estéticos), das mais variadas formas (por escrito, com
0 auxilio de diagramas e figuras, combinando discurso verbal com notacdo
simbélica),”” pelos mais variados métodos (diretas, por indugdo matematica, por
reducdo ao absurdo, por construgéo, por exaustdo, por transposicao).

Consideradas como argumentos dedutivos validos as provas simpliciter
possuem a caracteristica de preservar a verdade das proposicdes ao longo do
processo de inferéncia. Isso, insistimos, ndo é o mesmo que dizer que qualquer
ocorréncia de prova matematica tenha que necessariamente ser formal no sentido
da explicitacdo de todos os passos l6gicos implicitos na deducdo — tal como era
importante do ponto de vista da metamatemética hilbertiana. N&o consta que a
préatica de provar teoremas, seja entre matematicos em geral seja em classes

escolares de matemética, desde suas origens até o momento atual, dependa

% 0 caso de combinago de elementos discursivos e significativamente diagramaticos numa prova
(onde “significativamente” estd para a funcdo de veiculagdo de informagBes ndo-proposicionais
através dos diagramas, de modo que eles sejam indispensaveis a prova) configura aquilo que se
tem denominado de prova heterogénea — e para a qual exemplos precipuos sdo as provas da
geometria de Euclides. Para uma abordagem das provas heterogéneas cf. “Demonstraciones
catholicas y echteticas” (Lassalle Casanave, 2012b)
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essencialmente desse tipo de rigorizagdo — muito embora seja verdade que em
alguns casos formalizar seja sindnimo de rigorizar™.

O que se poderia objetar quanto a esse ponto, € que ndo se trata de exigir
que toda ocorréncia de prova seja formal, mas sim formalizavel. Nos termos da
perspectiva retorico-dialética acima introduzida, entretanto, poder-se-ia responder
que a exigéncia de que as provas sejam algoritmicamente verificAveis (ou
localmente inspeciondveis) pressupde, contrariamente ao que sugere nossa leitura
da concepcdo de Chateaubriand, um auditorio universal.>® Pareceria que
exigéncia desconsidera o fato de que € o grau de detalhe na apresentacdo de uma
prova varia de auditorio para auditorio — embora sua verificacdo dependa, ela sim,
da existéncia de um auditério especifico, a saber, um auditério de experts.®® Pode-
se pensar que a prova do T4C ilustra a necessidade de uma tal distingdo (entre
apresentaces e verificagdo de provas), uma vez que sua parte formal, que
consiste justamente nos calculos executados pelos programas computacionais, ndo

é localmente verificavel ou inspecionavel®

e, portanto, ndo seria compreensivel
nem sequer pelo auditorio de experts.
Essa alegagcdo parece-nos, entretanto, contra-intuitiva. Como sugere

Chateaubriand, a afirmagdo de que a inspecionabildiade algoritmica implica, em

%8 Cf. Wang 1960, 230, onde se I&: “Em um sentido, formalizar é rigorizar. Houve o ataque de Berkeley
aos matematicos de seu tempo, intitulado: ‘Onde se examina se 0s objetos, os principios e as inferéncias
da andlise moderna sdo mais distintamente concebidos ou mais evidentemente deduzidos do que os
mistérios e assuntos de fé’. Ha a longa historia de Lagrange, Cauchy, Weierstrass e outros que se
empenharam em formalizar exatamente as nocdes basicas de limite, continuidade, derivadas, etc,
fornecendo desse modo fundamentos rigorosos (embora ndo necessariamente confiaveis) para a analise
matematica”. Para uma abordagem formalista ao problema do rigor cf. “Some aspects of the problem of
mathematical rigour”, de Haskell B. Curry (1941).

% Para a nocao de auditério universal cf. os paragrafos iniciais da primeira parte do Tratado da
argumentacdo: a nova retorica de C. Perelman e E. Olbrechts-Tyteca (2005).

% Sobre a diferenca entre o auditério universal e os auditorios de experts, os autores referidos na
nota aicma afirmam: “Certos auditorios especializados constumam ser assimilados ao auditério
universal, tal como o auditorio do cientista dirigindo-se aos seus pares. O cientista dirige-se a
certos homens particularmente competentes, que admitiem os dados de um sistema bem definido,
constituido pela ciéncia em que sdo especialistas. Contudo, esse auditorio tdo limitado é
geralmente considerado pelo cientista ndo como um auditorio particular, mas como sendo
realmente o auditério universal: ele supde que todos os homens, com o mesmo treinamento, a
mesma competéncia e a mesma informacédo, adotariam as mesmas conclusdes [...] sdo auditérios
concretos particulares que podem impor uma concepgao do auditério universal que lhes é propria;
mas, em contrapartida, € o auditério universal ndo definido que é invocado para julgar da
concepcdo do auditério uinversal prépria de determinado auditorio concreto, para examinar, a um
sO tempo, 0 modo como é composto, quais os individuos que, conforme o critério adotado, o
integram e qual a legitimidade desse critério. Pode-se dizer que os auditorios julgam-se uns aos
outros.” (Perelman & Olbrechts-Tyteca, 2005, pp. 38-9)

81 A distincdo entre inspecionabilidade local e global aqui utilizada estd sugerida em “The
Surveyability of Mathematical Proof: A Historical Perspective” (Bassler, 2006), e sera trabalhada
em maior detalhe no quarto capitulo.
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algum sentido relevante, na compreensdo (ou compreensibilidade por um
auditorio universal) da prova é problematica, uma vez que tal exigéncia constitui
mais propriamente o dominio das provas idealizadas, formais, do que o das provas
simpliciter. Afinal, como poderiamos exemplificar com a prova do T4C, nem 0s
diversos textos de divulgagdo da prova, nem o texto que apresenta a prova ela
mesma contém na integra todos os outputs dos célculos realizados mecanicamente
— e mesmo assim ndo parece legitimo afirmar que essa auséncia implica que ndo
se compreenda a prova como um todo, ou seja, 0S principais conceitos que aciona,
seu modo de se relacionar (0os exemplos mais 6bvios: 0 método das cadeias de
Kempe e sua versdo algoritmica — o algoritmo de descarga desenvolvido por
Heesch para a construcdo do conjunto inevitdvel de configuragbes redutiveis).
Mesmo ndo sendo possivel para um so6 individuo no tempo de uma vida humana
inspecionar todas as execucBes e resultados dos célculos mecanicamente
realizados, podemos ler e compreender o programa (entendido grosso modo como
conjunto de instrugdes, o algoritmo para a realizacdo dos célculos) executado para
alcancar os resultados desejados — e o podem, com ainda mais propriedade, os
especialistas que verificaram a prova. J& vimos ao final do capitulo precedente
como os autores respondem as criticas de deselegancia de seus procedimentos,
bem como o modo através do qual consideram que sua prova é “facilmente
replicdvel”, desde que se disponha ndo apenas da maquinaria mas também da
paciéncia e do tempo requeridos para sua reproducao.

Pareceria razodvel sustentar que os diferentes graus de detalhamento na
apresentacdo da prova dependem estritamente do grau de familiaridade do publico
com o0s conceitos e métodos matematicos em questdo, variando também, de acordo
com o mesmo indice, o grau de compreensdo da mesma. Teriamos, assim,
destacado o aspecto retérico da contexto-dependéncia das praticas matematicas de
prova, conservado mesmo em uma prova como a do T4C — na medida em que
detalhes acerca da assisténcia computacional podem ndo ser relevantes dependendo
da ocasido de sua apresentacdo. O aspecto dialético, por sua vez, permanece na
existéncia de um auditério de especialistas familiarizados com todos o0s
procedimentos em questdo, 0 que justamente 0s capacita a inspecionar 0 processo
do modo mais detalhado possivel — verificando a execugdo dos programas em

maquinas distintas das utilizadas pela equipe de Appel e Haken.
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H4, alids, um ponto que merece destaque como reforgo de nossa leitura da
prova do T4C a partir de consideracdes de ordem retdrico-dialética. Em entrevista a

MacKenzie, por exemplo, Haken afirmam acerca do processo de verificagéo da prova:

Queriamos que [o artigo] fosse revisado pelos melhores especialistas

possiveis. Entdo conseguimos com o editor [que] o referee da

inevitabilidade, fosse Jean Mayer, que era o melhor homem do mundo

para isso naquela época, e Ken[neth Appel] estava passando seu ano

sabatico 14%... e estava presente para responder qualquer questdo... Do

mesmo modo com o outro [referee], 0 melhor homem para programas

computacionais era Frank Allaire. Ele tinha, a época, programas

melhores do que os de Heesch, e muito melhor ainda do que os

nossos. Ele foi o referee da reducibilidade. (MacKenzie, 2001, p. 135)

A existéncia de poucos especialistas capazes de verificar algumas secoes de

uma prova matemaética, deve-se observar, ndo pode ser considerada exclusividade

do nosso estudo de caso. MacKenzie lembra, logo na sequéncia da citagdo da

entrevista com Haken, que o mesmo tipo de situagdo — o contato constante com 0s

referees da prova — ocorreu com Andrew Wiles durante os dois anos que se

seguiram ao seu andncio da prova do Ultimo Teorema de Fermat e a publicacio

definitiva da mesma, em 1995. Outro exemplo que poderia ser invocado aqui é o do
acima referido Teorema da classificagdo dos grupos finitos simples.®

Uma possivel objecdo é a seguinte: ainda que a apresentacdo das provas

seja contexto-dependente e sua verificacdo exija aquele auditorio universalizavel,

deve ainda assim haver pelo menos um traco compartilhado por todas as provas,

que lhe sirva como critério de identificacdo. A isso, entretanto, por ora somente

podemos contrapor a observacdo de que a quadrdplice caracterizagdo de

Chateaubriand (os quesitos logico, psicolégico, social e ontolégico para provas) nos

parece sugerir um caminho para a construcéo do critério de “unicidade” exigido na

objecdo. Isso porque, a0 mesmo tempo em que possibilita a compreenséo dos

fendmenos de prova como eventos cuja realizagdo (apresentacdo) depende em boa

medida do contexto nos quais ocorrem, ela também permite contemplar o inegavel

82 O déitico refere-se & Franca: Jean Mayer foi citado acima (cf. nota 11) por ser o autor do artigo
sobre as anotagdes do poeta francés Paul Valéry acerca do T4C. Apesar de ser um outsider, professor
de literatura na Université Paul Valéry (Montpellier), Mayer chegou a colaborar com Appel e Haken
no desenvolvimento de procedimentos de descarga (cf. Fritsch & Fritsch, 1998, p. 32).

% para a verificacdo das duzentas paginas da prova de Wiles o editor de Inventiones Mathematicae
escolheu seis (os invés dos tradicionais trés) referees. O contato entre Wiles e o examinadores
durou cerca de dois anos por causa de um erro na prova da conjectura de Taniyama e Shimura,
absolutamente essencial a prova. Para detalhes sobre esse processo de verificagdo e corregdo cf. os
sexto e sétimo capitulos do livro de Simon Singh, O Ultimo teorema de Fermat, traduzido para o
portugués em 2008. Sobre o teorema da classificacdo de grupos cf. secdo 1.2.7 acima.
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fato de que, em outra medida, provas sdo dotadas de uma objetividade que
independe dos diferentes contextos nos quais s&o realizadas.®*

Gostariamos de observar que nosso apoio na concepg¢do de Chateaubriand
ndo implica necessariamente a defesa de alguma forma de platonismo, no sentido
de postulacdo de um dominio de entidades ou formas abstratas as quais as
verdades matematicas se refeririam. Em termos wittgensteineanos poderiamos
dizer que a objetividade das provas, bem como o sentido que conferem aos
teoremas, € independente de qualquer realidade extra sistemética (onde sistema
deve ser compreendido como a &rea ou a correlagdo de areas da matematica no
interior da qual a prova é realizada). Seriam, nesse sentido, as relacdes internas
entre conceitos e métodos em questdo em uma prova o que confere a seus
resultados, os teoremas, 0 estatuto objetivo de normas ou critérios de atividades
matematicas (e extra-matematicas) — e ndo a referéncia & alguma realidade
exterior ao sistema simbdlico dentro do qual fazem sentido/s&o verdadeiras.

Para completar o esbogo de nossa primeira distingdo deve-se notar que
num certo sentido o dominio das provas assistidas por computador é, ainda hoje,
menos extenso do que o das provas formais, embora venha crescendo de modo
significativo. Além disso, as assisténcias computacionais podem assumir
diferentes niveis, como observavam Kreisel e Wang ainda na época do artigo de
Tymoczko. Lembremos: Wang distingue entre a verificacdo de provas ja
existentes e a descoberta de provas com o auxilio de programas, enquanto Kreisel
realiza uma triparticdo, incluindo na lista de Wang o que ele denomina
transformacdo de provas. Uma atualizagdo dessa tipologia de usos de
computadores em provas pode ser encontrada no recente artigo “Experimental
mathematics, computers and the a priori” (McEvoy, 2011), no qual sdo listados

trés tipos de apelo a computadores em provas matematicas:

% Como Lassalle Casanave & Panza sugerem (manuscrito em preparacéo), entretanto, mesmo a
inexisténcia de auditério universal (diante do qual todos os detalhes da prova seriam apresentados)
ndo elimina a ideia de um audit6rio universalizavel, tampouco a possibilidade de sucessivas
reinterpretacdes das provas auditorio para auditério, adaptando-se assim o grau de especificidade
da apresentacdo das provas conforme seu contexto (seus objetivos, formas, conceitos, métodos e
auditorio) de enunciacdo/realizagdo. Teremos a oportunidade de analisar e explorar essa ideia nos
capitulos seguintes, sobretudo no que se refere a sua associacdo com o emprego da nogdo de
surveyability de provas (no quarto capitulo).
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(@) “number crunching” — seus exemplos: a busca pelo maior primo de Mersenne
e a prova de que a conjectura de Goldbach vale para todos os ndmeros pares

menores do que 2 x 10*°;

(b) “verificagBes” de hipbteses que, em realidade oferecem um forte suporte para a
verdade das conjecturas, mesmo na auséncia de uma prova — um de seus exemplos
é 0 “Teste de Montecarlo” para a primalidade de um ndmero, mas poderia, a n0sso
ver, incluir também os procedimentos heuristicos de Appel e Haken na descoberta

do algoritmo preciso para a prova do lema chave de redutibilidade;

(c) provas que envolvem uma enorme quantidade de célculos, humanamente
irrealizaveis — uso em questdo na constru¢do do conjunto inevitavel de

configuraces redutiveis da prova do T4C (Cf. McEvoy, 2011, pp. 2-3)

Em resumo, o dominio das provas matematicas simpliciter é enormemente
maior e mais diverso do que o das provas formais. Exemplos das primeiras sdo a
prova da irracionalidade da raiz quadrada de dois, as diversas variagdes da prova
do Teorema de Pitdgoras, ou os exemplos discutidos por Chateaubriand.®®
Exemplos do segundo tipo encontram-se em Wiedijk, (2008, p. 1408): as trés
versoes da prova do primeiro Teorema da Incompletude de Godel (de N. Shankar,
R. O’Connor e J. Harrison) e a verséo de G. Gonthier para a prova do T4C.

As provas assistidas por computador, por sua vez — cujo exemplo mais
famoso é sem ddvida o da prova do T4C - constituem um dominio ainda menor
do que o das provas formais, mas ndo menos interessante enquanto matéria de
investigacao filosdfica, sobretudo se estamos lidando com um exemplo concreto
de como elas engendraram disputas cujos pontos centrais ainda hoje merecem
esclarecimentos — seja pela reativacdo de temas e problemas tradicionais da
filosofia da matemética e do conhecimento, mas também por possibilitar a
compreensdo e a elaboracéo de problemas de filosofia da informatica, tdo recentes
quanto a invengdo mesma da disciplina. Seria preciso acrescentar, ainda com
relagdo aos exemplos de provas assistidas por computador apresentados por

McEvoy, a diferenca entre provas, como a do T4C, nas quais 0S programas

% Trata-se da prova, usual em classes de l6gica elementar, de que um dominio R é infinito a partir
de algumas hip6teses e a prova, por inducdo matematica, de que 1+2+..+n = n®> + n/2. (Cf.
Chateaubriand, 2005, p. 285 e ssq, bem como Lassalle Casanave, 2008)
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utilizados sdo construidos tendo-se em vista apenas a prova em questdo (um
programa ad hoc), e os assim chamados assistentes de prova [proofs assistants],
como HOL, HOL Light, Isabelle e Coq — sistemas formais capazes de construir
provas® de teoremas dos mais diversos ramos da matematica.

Parece propicio apresentar uma possivel organizagdo diagramatica das
relagdes que estamos estabelecendo entre distintos “dominios” do universo das
provas matematicas no interior do universo das praticas matematicas, bem como o
“lugar” no qual podemos, ainda que provisoriamente, alocar a prova do T4C.

A titulo de complementagdo classificatdria seria preciso ainda alocar em
nosso desenho da distingdo o uso de provas na verificagdo de propriedades
matematicas de sistemas computacionais, ou seja: considerar também provas (néo
necessariamente provas formais, mas no sentido mesmo de raciocinio rigoroso
que acompanha as provas simpliciter) sobre computadores, o que aqui faremos

com a segunda das figuras abaixo.®’

Universo das praticas matematicas

Provas
formais

Figura 13: Uma possivel diagramagcdo das relagdes entre distintos tipos ou dominios de
provas, e o lugar da prova do T4C.

% pode-se com proveito obter informagdes sobre um desses “sistema de gerenciamento de provas
formais” na pagina do INRIA, o instituto francés de pesquisas em informatica e sciences du
numérique, onde se apresenta Coq, o sistema no qual Gonthier formalizou a prova do T4C referida
no primeiro capitulo, nota 29: http://coq.inria.fr/fag?som=5#htoc31

¢ Uma abordagem sobre as diferentes “culturas de prova” pode ser encontrada em “Computing
and the cultures of proving” (MacKenzie, 2005). Apresentaremos um diagrama incluindo esse tipo
de prova sobre computadores no inicio no capitulo 1V.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0912803/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0912803/CA

78

3.4
Uma distingdo distinta: provas como atos, como objetos e como
tracos

Qualquer investigacdo filosdfica acerca das praticas mateméticas de prova
que aceite a distingdo acima fornecida ndo pode deixar de levar em conta que a
diversidade das provas simpliciter com relagdo a objetivos, contextos e métodos
implica em numa espécie de sobredeterminagdo da nocdo de prova, mais ou
menos nos moldes do que sugere G. Sundholm em “Questions of proofs”
(Sundholm, 1993).%® Para Sundholm as provas podem ser consideradas sob 0s

seguinte diferentes aspectos:

(6) como atos (num sentido relativamente proximo as provings de
Chateaubriand);

(o) como objetos (mais préximo ao sentido das proofs, as provas formais,
embora também se refira com a expressdo ao resultado do ato ou processo: o
teorema ele mesmo);

(1) como tracos (podendo, nesse caso, ser interpretadas como vestigios do

ato de prova e, a0 mesmo tempo, como instrucdes para a realizacdo do mesma).

Uma das vantagens dessa distingdo consiste em escapar & tradicional
distincdo processo-produto & qual se poderia recorrer para dispor os diferentes
aspectos das provas matematicas. 1sso ocorre justamente atraves da introducédo de
elementos que explicitam a passagem de um (o ato ou processo de provar) ao
outro (a prova como objeto resultante do ato), ou seja, 0s tragos ou instrucoes que,
seguidas ou executadas, regulam processos de prova. Além do mais ela parece
permitir uma visdo suficientemente mais clara daquela sobredeterminacdo do
conceito de prova que, de algum modo, j4 estava contemplada na concepcéo de

Chateaubriand.

% E verdade que os objetivos da analise de Sundholm estdo mais diretamente relacionados ao
contexto de discussdes em torno da semantica de teoria da prova. O modo como sua distingéo sera
acionada aqui, e as possiveis incongruéncias desse acionamento com a abordagem original de
Sundholm, sdo de nossa exclusiva responsabilidade.
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Nossa estratégia de apresentacdo da distincdo consiste basicamente em
colocé-la em operacdo através de uma comparagdo acaso extravagante entre
praticas matematicas de prova e préaticas culinarias. Antes de fazé-lo, vale
observar que a comparacao é explorada, ainda que de modo relativamente distinto
do nosso, pelo proprio Sundholm — a partir da sugestdo de Per Martin-L6f de que
a distin¢do entre ato, objeto e trago poderia ser ilustrada considerando o caso de
uma corrida de esqui realizada por um esportista. O ato consistiria em perfazer a
corrida, enquanto o objeto seria a chegada ao final do trajeto. Sundholm explica

do seguinte modo a ideia de Martin-Lo6f:

O trago, ou rastro, deixado pelo ato de esquiar é, nesse caso particular e
devido a natureza da atividade, nada além de um par de rastros, talvez
complementado com bandeiras e sinais. Esse traco do ato de esquiar
possui a propriedade de habilitar outros esportistas a levar a cabo o ato
que produzira o mesmo resultado, ou seja, a chegada, simplesmente
seguindo o par de rastros e e prestando atencdo as bandeiras e outros
sinais. O ato de esquiar pode deixar ainda outro traco na forma de um
registro escrito ou descri¢cdo do caminho tomado. Essa forma de trago,
igualmente, pode servir para habilitar alguém a levar a cabo o ato de
esquiar que vai completar o mesmo trajeto que o original. De fato esse
parece ser 0 exato caso dos guias de viagem (contanto que eles ndo
tenham sido escritos com base em “viagens de cadeira”, quer dizer, na
copia de outros guias. (Sundholm, 1993, p. 62)

A partir da imagem sugerida por Martin-L6f Sundholm prop&e outros dois
exemplos de atividades guiadas por “tracos” — jogar xadrez e cozinhar.
Exploraremos a comparacdo entre provar e cozinhar esperando que com ela seja
possivel destacar os aspectos mais elementares da distingdo entre provas como
atos, objetos e tragos.

Consideremos, entdo, o caso da preparagdo de um macarrdo ao molho
pesto. Primeiramente, devemos dispor de todos os ingredientes — agua, macarrao e
azeite (para a base do prato), manjericdo fresco, alho, pinoli, 6leo de oliva, sal e
queijo parmesdo (para o0 molho) — ndo esquecendo da disposicdo dos
instrumentos: faca, panela, escorredor, pildo e fogdo. Pode-se ir aquecendo
lentamente a 4gua para 0 macarrdo enquanto se prepara 0 molho — o que se faz
assim: apos descascado, tritura-se o alho (de preferéncia com um pildo manual) e,
aos poucos, maceram-se as folhas de manjericdo. Acrescentam-se em seguida o
pinoli, o queijo e o azeite, adequando-se por fim a quantidade de sal (e talvez de

pimenta), a gosto. A agua para 0 macarrdo ja deve, a essa altura, estar fervendo.
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Basta, entdo, proceder como de costume e cozinha-lo durante o tempo indicado na
embalagem (ou ndo, isso depende, como o sal, do gosto de cada um: hd quem
prefira um cozimento al dente, outros um cozimento mais tenro). Por fim, e apds
escorrer 0 macarrdo, adiciona-se 0 molho ao macarréo e voila.

A partir dessa receita e com base na comparacédo de Martin-L6f, podemos
agora reforgar a ilustragdo da distingdo entre provas como atos, objetos e tragos,
comegando por notar que, de acordo com Sundholm, o objeto do ato em questdo em
nosso exemplo € o prato finalizado: macarrdo ao molho pesto. A comparagéo nos
daria, do lado das provas, o teorema como resultado ou objeto do ato de prova.

Os tracos do ato podem, por sua vez, ser considerados sob duplo aspecto:
como os resquicios deixados na cozinha — indices da preparacdo do prato (o pildo
utilizado, a garrafa de 6leo de oliva, as cascas de alho, os talos do manjericao, o
escorredor de macarréo, etc) — e como a receita, com todos os seus elementos, a
saber, listagem de ingredientes, instrumentos e algumas instrugbes para sua
manipulacdo. O que esta em jogo nessa subdivisdo dos tracos pode ser expresso
do seguinte modo: somente alguém dotado de consideravel expertise culinéria
seria capaz de reproduzir satisfatoriamente a preparagdo do prato (ato e objeto,
portanto) apenas com 0s indicios do ato, sem o auxilio da receita. A subdivisdo
ndo é tdo premente no exemplo de Martin-L6f uma vez que os resquicios de uma
corrida de esqui séo, num certo sentido, muito mais evidentes (trata-se de seguir
um caminho ou rastro visivel) do que os resquicios da preparagdo de um prato
(sobretudo porque o0 modo como os indicios culinarios sdo deixados vai depender
do qudo organizado € o cozinheiro).

Nesse sentido pode-se afirmar que a receita efetivamente cumpre aquilo que
os resquicios dificilmente conseguem, a saber, a fun¢éo de capacitar alguém (talvez
se pudesse dizer: qualquer membro do auditério universal) a cozinhar 0 mesmo
prato. Sundholm observa ainda outra sugestdo de Martin-L6f, fornecida em
comunicagdo pessoal, de que uma boa maneira de compreender a prova como
receita é considera-la como simile de um programa, enquanto os ingredientes

seriam os inputs a ele associados:
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A execucdo do programa/procedimento/receita tem o prato preparado
como resultado. A receita juntamente com o mise en place dos
ingredientes é, assim, o analogo de um objeto de prova ndo-candnico.
O prato acabado obtido através da execucdo da receita, por outro lado,
esta em forma candnica. (Sundholm, 1993, p. 63) 69

Por fim, o ato de preparacdo consiste, como se deve supor, na sequéncia
ordenada de procedimentos ou operacdes realizados com o objetivo final de
preparar o prato.

E claro que a comparagio do caso culinario de fazer ou executar uma
receita com o caso matematico de provar um teorema apenas pode ser relevante
como analogia no sentido de analogia estrutural. 1sso quer dizer que ndo estamos
comprometidos com qualquer paralelo das praticas mateméticas e culinarias em
termos das “subtancias” que manipulam, os “objetos” nelas envolvidos.”® Se o ato
de preparar o macarréo resulta no (objeto) prato preparado, o ato de realizar uma
prova resulta no (objeto) teorema provado. Embora ndo sejam procedimentos de
manipulacdo mais ou menos regrada de objetos fisicos — como o sdo mais ou
menos regrados conforme a receita e os fins de sua execugdo os procedimentos
culinarios — em certo sentido qualquer procedimento matematico de prova
envolve um tipo de manipulacdo, a saber, a manipulacdo regrada de simbolos
matematicos (e, em medida varidvel, palavras da linguagem natural). Apenas
nessa medida é que apostamos na autenticidade da analogia estrutural aqui
proposta.

Vale destacar, por outro lado, a diferenca crucial entre o caso da
manipulagdo dos ingredientes e instrumentos envolvidos na receita — que pode,
como dissemos, ser mais ou menos regrada “a gosto” (a quantidade de sal e o
ponto de cozimento do macarrdo, por exemplo) — e a manipulagéo regrada que

constitui parcialmente o ato de provar. No Ultimo ndo ha qualquer tipo de variagdo

8 \/é-se, assim, o comprometimento de Sundholm com as questdes de semantica de teoria da prova,
uma vez que nesse contexto de investigagdo as nogOes de prova candnica e demonstracdo, sugeridas
por Michael Dummett, sdo bastante relevantes. Uma prova candnica é, para Dummett, uma prova
“propriamente dita”, na qual ndo ocorrem desvios, “normalizada” (na versdo em deducéo natural) ou
na qual todos os cortes (na versdo do célculo de sequentes) sdo eliminados. Vale notar que para
Dummett uma demonstragdo que forneca os meios efetivos para que uma prova candnica seja
encontrada é tdo cogente quanto essa Gltima, “mas é em termos da nocdo de prova candnica que 0s
significados das constantes l6gicas sdo dados.” (Dummett, 1978, p. 240)

™ Estamos seguindo aqui as distingdes entre tipos de analogia oferecida no pouco ortodoxo
Dicionario de filosofia de Méario Bunge.
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conforme a algo subjetivo como o gosto.”* Ainda assim, como viemos até aqui
sugerindo, ha, com relagdo a apresentacdo das provas, uma variagdo no grau de
detalhamento de seus elementos, sua complexidade e compreensibilidade,
conforme a familiaridade do publico com conceitos e procedimentos nelas
envolvidos. Um chef experimentado ndo precisa nem de receitas, nem tdo pouco
de instrucbes técnicas sobre como preparar um marinado, por exemplo, para a
realizagdo de seu trabalho (criar e reproduzir pratos com alguma originalidade) —
do mesmo modo que matematicos’? ndo precisam de instrugBes técnicas acerca de
como realizar operagdes bésicas envolvidas na prova de algum teorema, para
realizar o seu trabalho (criar e reproduzir conhecimentos mateméticos com
alguma originalidade).

E claro ainda que nem todo cozinheiro é um chef de alta estirpe, e que nem
todo matemético € um expert em matematica avancada. Mas em ambos 0s
dominios deparamo-nos com uma certa adaptabilidade do grau de instrucéo e
informagdo explicitas que ocorrem nas suas praticas — relatividade que diz
respeito, no caso das préticas culinarias, ao conhecimento do cozinheiro ao
contexto em que cozinha e aos seus objetivos (se, por exemplo, o chef esti dando
um curso de culinéria para chefs iniciados ele vai ter de explicitar suas técnicas
muito menos do que se aparecer na televisdo para dar uma receita ou se escrever
um livro para leigos. E certamente ter& de escolher a receita que vai cozinhar com
base no mesmo tipo de consideracdo quanto ao nivel de conhecimento do
publico).

No caso das praticas matematicas de prova, por sua vez, a “relatividade” a
qual nos referimos diz respeito aos detalnamentos e explicitacdes de pressupostos
na orientagdo para a realizacdo ou as apresentagdes das provas, que variam de

acordo com a perspectiva do conhecimento prévio do publico diante do qual ela se

™ Embora ndo seja de hoje o concernimento de matematicos e filésofos da matematica com
distingdes entre estilos de provar e mesmo pensamento matematico — de acordo com P. Mancosu,
esse tipo de consideragdo remonta pelo menos ao ambiente intelectual europeu do século XVII.
Para mais informacbes sobre o tdépico cf. o verbete “Mathematical Style” da Stanford
Encyclopedia of Philosophy. http://plato.stanford.edu/archives/spr2010/entries/mathematical-
style/, 2010. A fonte mais elaborada no que se refere a essa discussdo (estendida ao dominio das
ciéncias em geral) é o livro de Gilles-Gaston Granger, Filosofia do estilo. Trad. Scarlett Marton.
Séo Paulo: Perspectiva & Ed. da Universidade de Sdo Paulo, 1974.

2 “pqueles capazes ndo s6 de compreender as teorias mateméticas mas também de procurar
novas”, como 0s caracteriza Hadamard antes de apresentar sua discordancia com relacdo a
distin¢do de Poincaré entre “légicos” e “intuitivos”, “analistas” e “ge6metras” (Hadamard, 2009,
p. 127).
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reproduz ou realiza, bem como dos objetivos aos quais a prova esta sujeita. Se tais
objetivos sdo didaticos — exercitar os alunos em determinadas técnicas de prova,
por exemplo — ou se se trata de divulgar uma prova inédita de um teorema diante
de especialistas capazes de verifica-la passo a passo, as diferengas de auditdrio séo
relevantes.”

Essas consideracGes comparativas estdo tecidas mormente da perspectiva
das provas enquanto trago como receita, ou seja, como conjunto de instrucdes —
embora seja possivel pensar que uma receita é também um objeto analisivel em si
mesmo e, inclusive, comparado com outras receitas para que disso se extraiam
algumas conclus6es, digamos, “metaculinérias” (algo como uma classificacdo dos
tipos de receitas, ou destacamento de propriedades minimas que todas receita deve
conter para cumprir seu papel de receita, etc). Do mesmo modo, provas
matematicas podem ser analisadas como objetos, para que disso se extraiam
conclusdes metamatematicas.”* Como vimos anteriormente, é no contexto de
surgimento das investigagdes metamatematicas que se pode situar a emergéncia
daquela concepcéo padrdo de prova, como sequéncia encadeada de axiomas ou de
proposicdes derivadas dos axiomas através de regras de inferéncia — que, como
vimos, ao menos para Hilbert e Wang deveria preservar a capacidade de ser
inspeciondvel como uma figura intutiva, passivel de reconhecimento através do
padrdo notacional nela utilizado, ao mesmo tempo em que pode ser discretamente

acompanhada passo a passo.

34.1
Breves notas sobre conhecimento simbdlico

A Ultima observacdo é ensejo para a continuacdo de um brevissimo
comentéario elaborado acima sobre o papel do conhecimento simbolico na
aquisicdo de conhecimento matematico e, especialmente, na producdo de provas

desde a perspectiva do fundacionalismo. Apontamos anteriormente para o

™ Sobre o tépico especifico dos objetivos e da classificacdo de provas em contextos didéticos cf.
“Some pedagogical aspects of proof” (Hanna, 1990) e “Beyond Proving and Explaining: Proofs
That Justify the Use of Definitions and Axiomatic Structures and Proofs That Illustrate
Technique” (Weber, 2002). Para uma abordagem de félego sobre a diferenga entre explicacdo,
argumentacdo e demonstracao na didatica da matematica cf. os Elementos de didatica matematica
(Bruno D’amore, 2007), especialmente cap. 11.

™ Para uma visdo geral sobre os diferentes ramos de investigacdes metamateméticas de provas cf.
“Some facts from the theory of proofs and some fictions from general proof theory” (Kreisel,
1979).
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contexto da obra de Frege como cenério contemporaneo de engendramento da
ideia de que uma linguagem logica perfeita deve preservar
clareza/perspicuidade/transparéncia (Ubersichtlichkeit no alemdo de Frege;
perspicuity no inglés de Russell)” e, ademais, que ao elaborar uma defesa de sua
I6gica Frege posicionou-se em oposi¢do a Boole e sua “logica de formulas”. Ora,
para sermos mais precisos devemos observar que as disputas entre Frege e oS
booleanos (também chamados de “algebristas”: aléem de Boole especialmente
Schroder) sdo parte verdadeiramente pertinente de uma tradicdo que remonta ao
menos até Leibniz, e que se tem justamente convencionado denominar de tradigéo
do conhecimento simbélico.”

Em um texto recentemente publicado sobre o conhecimento simbdlico em
Leibniz, Oscar Miguel Esquisabel formula em seis pontos os aspectos principais
do pensamento simbolico — dependente do uso de formulas e diagramas — através

do qual o tipo simbolico de conhecimento é alcangado:

[1] O pensamento simbdlico exige estruturas simbdlicas como sistemas de objetos
fisicos sujeitos a operagdes de construcdo e transformacéo de acordo com regras
— 0 que 0 conecta com a ideia de que o pensamento € um tipo de calculo ou
computacdo e, por conseguinte, ao projeto de construcdo de sistemas simbolicos
nos quais as inferéncias sdo reduzidas a transformacdes simbolicas regradas,
concordando, portanto, com o modelo de uma maquina: “Obteriamos, assim, o

filum mechanicum meditandi.” (Esquisabel, 2012, p. 22)"

[2] Cumpre uma funcdo subrogatoria, na medida em que é compreendido como
um sucedéneo do conhecimento intuitivo, ou seja, ao invés de se considerar as
ideias “diretamente” o que se manipula nesse pensamento sdo 0s seus substitutos,
as expressoes simbdlicas mesmas: “a estrutura do objeto é projetada na sintaxe da

expressdo simbdlica.” (loc. cit.)

™ Cf. nota 51 acima: para Frege e Russell essa propriedade necessaria da linguagem lgica perfeita
diz mais respeito a falta de lacunas calculatérias (que mais tarde associaremos a ideia de
inspecionabilidade) do que propriamente a capacidade de ter uma visdo sindptica dos
encadeamentos calculatérios.

™ Sobre as fontes das investigagdes de Leibniz cf. A chave universal: artes da memorizagdo e
légica combinatéria desde Lulio até Leibniz, (Rossi, 2004), especialmente o dltimo capitulo.

" Esquisabel observa, entretanto, que a atitude de Leibniz com relacdo & concepgdo de
pensamento como calculo varia de acordo com sua compreensdo do conceito de calculo.
(Esquisabel, 2012, p. 44)
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[3] O pensamento simbdlico cumpre importante funcdo cognitiva, dada a
possibilidade de captar na sintaxe de um sistema simbdlico especifico as
estruturas formais que determinam o dominio objetivo por elas representado
(onde o conceito de expressdo ou representacdo simbdlica pode ser compreendido

em termos de um morfismo entre sistema simbdlico e dominio objetivo);

[4] O traco distintivo do pensamento simbdlico diz respeito ao fato de que as
expressdes simbdlicas podem ser separadas de seu sentido quando as operagdes
inferencias sdo levadas a cabo, sua fungdo calculatéria: “O raciocinio torna-se,
assim, um tipo de computagdo. Por meio da mesma abstracdo de sentido pode-se

obter ainda conhecimento sintatico e estrutural.” (op. cit. p. 45)

[5] H& uma funcdo instrumental de nosso pensamento exercida por sistemas de
signos que satisfazem as condigBes do pensamento simbolico: eles fornecem
meios perceptivos para nossas inferéncias de modo que se pode testar diretamente
a corretude dos passos inferenciais na composicdo dos simbolos. Em outras
palavras o pensamento simbolico possibilita o teste ante oculos das articulagdes
que apresenta, de modo que “a verdade é determinada metaforicamente falando
por meio de um tipo empirico de evidéncia” — 0 que por sua vez asseguraria “o

mais alto nivel de certeza que o intelecto humano pode alcangar” (loc. cit.).

[6] Por fim, ao simplificar operagdes cognitivas (especialmente a liberagdo da
memdria) cumpre o conhecimento simbélico uma fungdo psicotécnica ou

abreviativa, que envolve estruturas relacionando-se, desse modo, diretamente com

3].

Esse breve excurso sobre alguns tdpicos da concepgdo leibniziana de
conhecimento simbdlico cumpre em nossa exposi¢do o papel de vincular nossa
comparagdo entre provar e cozinhar como atos orientados por regras ou
instrucBes. Mas ndo apenas isso. Dissemos acima que as provas como tragos estao
bem compreendidas se lhes reconhecemos a funcéo de instruir alguém a orientar-
se num determinado espago. No caso das receitas (e das instrucbes técnicas
culinérias), orientar-se no espago culinirio com vistas a feitura de um prato. No
caso das provas matematicas, num espaco que evidentemente em muito difere do

culinério, pois se trata de um espaco simbdlico.
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Nesse sentido as provas como tragos/mapas poderiam muito bem ser
comparadas com mapas “teméticos” — daqueles aos quais se recorre quando, por
exemplo, estamos para conhecer uma nova cidade. A escolha do mapa depende do
meio de transporte que estamos dispostos a utilizar (metrd, Onibus, bicicleta,
carro, ou mesmo nenhum deles: podemos andar a pé — para 0 que um mapa das
ruas ou uma ferramenta como o Google StreetView valem muito mais do que 0s
outros), dos lugares aos quais queremos chegar e, ainda, da finalidade do
translado (se quero simplesmente sair flanando pela cidade, ndo preciso de meios
mecanicos de trasporte, e nem sequer de mapas; se quero chegar rapidamente ao
aeroporto preciso de um transporte rapido, um tadxi com GPS que indique o
caminho mais rdpido; se quero simplesmente ir até a universidade, posso pegar
um Onibus para dele ver a cidade, ou um trem que me leve mais rapidamente, e
assim por diante). Mas o0 que a concepgdo de pensamento de Leibniz tem a ver
com isso?

Ora, pode-se a partir dela pensar, de um modo talvez um pouco selvagem,
que justamente as provas como mapas (objetos) cumprem as fungdes cognitiva e
ectética do pensamento simbdlico ([3] e [5] acima) ou seja: um mapa do tipo que
estamos imaginando ndo somente mostra as relagdes internas entre, por exemplo,
as estacOes das linhas de metr6, mas “fornece a metéfora do filum cogitandi uma
qualidade que ndo estd completamente expressa na ideia de uma computacdo
mecénica.” (Esquisabel, 2012, p. 23)

Queremos com isso destacar que se por um lado o pensamento simbélico é
caracterizado como uma série de procedimentos de transformacdo de signos em
outros por regras explicitas (os itens [1] e [4] acima), conduzindo assim & ideia de
mecanizacdo dos atos de célculo, (o filum mechanicum meditandi de que nos fala
Esquisabel), por outro lado ele contempla alguma ideia de compreensédo (algo
visual) envolvida em suas operacOes: “Essa compreensdo esta baseada na forma
visual do arranjo simboélico de modo que a operacdo nele ndo € explicitamente
governada por regras explicitas.” (loc. cit) Entre compreender uma receita e
compreender um mapa, de todo modo, a capacidade de realizar ou reproduzir a
receita ou o percurso, parece envolver a habilidade de “captar” certas relagdes
internas entre simbolos dispostos em uma determinada ordem — embora possam

ser atividades em parte mecanicamente auxiliadas.
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35
Como conclusao

Muitas questdes podem ser elaboradas diante das conexdes que estamos
tentando estabelecer aqui. Caberia por exemplo articular melhor as nogGes de
prova como trago/mapa e prova como traco/programa/receita. Grosso modo
tendemos a considerar que o mais importante, apesar da ambiguidade trago/objeto
que pode surgir no caso de se pensarem provas como mapas (que, afinal, também
s80 objetos!), é destacar uma das fungfes que as provas possuem: de orientar-nos
num espago simbdlico. Por outro lado, provas sdo também os atos de orientagéo
(como o ato de cozinhar € um orientar-se na cozinha), que podem ser auxiliados
por instrumentos de célculo, como o computador no caso da prova do T4C. A
pergunta relativa ao tipo de compreensdo que, assim auxiliada, essas provas
podem gerar, serd uma das questdes para as quais nosso trabalho pretende
contribuir com o esclarecimento.

Parece importante destacar a necessidade de distinguir a nocdo de
compreensao que se pode extrair da analise de Chateaubriand, que tem a ver com
compreender as ideias centrais de uma prova simpliciter, saber ler as informacdes
que a prova explicita, etc, da nocdo de compreensédo que estamos ligeiramente
associando a processos de calculo. Tal necessidade impde-se na medida em que de
um ponto de vista mais proximo ao de Chateaubriand poderiamos dizer que o que
compreendemos quando compreendemos uma prova é o seu sentido, determinado
pelas relagbes logicas que engendra (dai, talvez, seu vinculo com a ideia de
explicatividade de provas) enquanto que de um ponto de vista mais proximo da
tradicdo do conhecimento simbdlico a compreensdo seria algo relacionado com a
capacidade de reconhecer no simbolismo determinadas estruturas formais,
reconhecimento que a0 mesmo tempo capacita a realizar um ato de acordo com
regras ou instrugdes: calcular.

As breves observagdes sobre a tradi¢do do conhecimento simbdlico acima
elaboradas, juntamente com as distingbes que esse capitulo apresentou, e com
relagdo as quais foram introduzidas, servirdo ndo somente como ferramenta de
organizacdo da leitura do argumento central de Tymoczko (no capitulo seguinte)
como também de algumas das disputas filosoficas que dele se seguiram (capitulos

finais).
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Finalizamos com um desenho da distin¢do entre provas como atos, objetos
e tracos, que se aplica mormente as simpliciter, numerando as fungBes do
conhecimento simbolico apresentadas as quais, acreditamos, cada uma das

perspectivas sobre provas pode ser associada.

Figura 14: A distingdo entre provas como atos, objetos e tracos: uma ferramenta de
analise de provas simpliciter associada as fungfes do conhecimento simbdlico.
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