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Introducéo

O presente trabalho resulta de distintos interesses de pesquisa cujo
cruzamento foi ocasionado no contexto de formagdo do Grupo Conesul de
Filosofia das Ciéncias Formais. Uma vez que a Filosofia e a Historia da Ldgica,
da Matemética e da Computacdo, as reas para as quais convergem os referidos
interesses, sd0 em maior ou menor medida (e com maior ou menor acerto)
tratados ao longo de toda a tese, ndo nos pareceu equivocado sublinhar, de inicio,
0s estreitos vinculos de nosso estudo com alguns trabalhos desenvolvidos por
membros do Grupo nos ultimos anos. N&o apenas na determinagéo do tema e dos
problemas a serem pesquisados, sendo na escolha das perspectivas pelas quais a
investigacdo efetivamente se desenvolveu — quando ndo subcrevendo a algumas
delas, procurando em outras elementos a partir dos quais construir uma
perspectiva propria — os encontros filosoficos que constituem as atividades do
Grupo foram, por assim dizer, as condi¢Oes de possibilidade desta pesquisa.

Assim, como indica nosso titulo, tratamos de construir uma leitura das
controvérsias filosoficas erigidas em torno da solugdo de um classico problema
matematico, a prova do Teorema das Quatro Cores (T4C), desde uma perspectiva
em filosofia da matematica & qual atribuimos a caracteristica de ser
wittgensteiniana. Desse modo, a titulo de defesa, um duplo esclarecimento é
necessario. E preciso primeiro indicar as peculiaridades do caso selecionado como
objeto de estudo, seus possiveis atrativos filos6ficos. Em segundo lugar, tracar as
linhas da perspectiva de Wittgenstein em filosofia da matemética que permitem
reconhecer sua relevancia para o tratamento filosofico do caso em questdo. Indicar
as vias desse esclarecimento ao mesmo tempo em que Se apresenta a estrutura do
trabalho, €, assim, 0 objetivo dessa apresentacao.

No primeiro capitulo, o trabalho lida com a primeira parte da tarefa: a
apresentacdo de informacdes histdricas e conceituais acerca da formulacdo do
Problema das Quatro Cores (P4C) e das principais tentativas de solucion-lo.
Mostramos que o problema formulado por F. Guthrie em 1852 — uma pergunta
pela possibilidade de que qualquer mapa seja colorido somente com quatro cores
sem que regies vizinhas comportem a mesma cor — passou por uma série de

transformagBes conceituais e metodoldgicas até que sua solucdo fosse
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definitivamente estabelecida. Essas transformacdes consistem, por exemplo, na
definicdo precisa do tipo de mapa em questdo no enunciado do teorema, e ndo
tanto na escolha da estratégia geral que mobiliza os conceitos centrais da prova,
estratégia que, afinal, € a mesma desde a primeira tentativa de solucdo. Trata-se de
uma reducdo ao absurdo que contém uma prova por casos na qual operam
conceitos como os de conjunto inevitavel de configuragdes e de redutibilidade de
mapas ou configuracBes. Ademais, ocorreram transformacfes nos métodos
especificos de construgéo da prova — principalmente nos métodos de redugéo de
mapas. Até ai, poderia parecer, o processo de construcdo da solucdo do P4C, da
prova do teorema, ndo difere fundamentalmente de outros processos de solugéo de
problemas matemaéticos cujos resultados sdo estabelecidos somente séculos ap6s
sua primeira e intuitiva formulacéo, pois dependem de diversos desenvolvimentos
conceituais e metodoldgicos em distintas areas da matematica, bem como da
solucéo de problemas relacionados.

A principal razdo pela qual a solucdo do P4C suscitou interesse, tanto na
comunidade matematica quanto na filosofica, € a participagdo indispensavel de
computadores em sua construgdo — embora costume tambeém figurar nos
comentarios a questdo da simplicidade da formulacdo do problema associada a
complexidade de sua solu¢éo. Quanto aos membros da comunidade matematica,
como buscamos mostrar na terceira se¢do do primeiro capitulo, as respostas ao
resultado apresentado por Appel e Haken em 1977 compartilham, por um lado,
criticas quanto a aparente falta de estrutura (e mesmo de elegancia) da prova — um
aspecto relacionado a natureza combinatéria da solucéo.

Por outro lado, entretanto, os matematicos envolvidos mais diretamente
com teoria dos grafos — um dos ramos da matematica mobilizado na solucdo do
problema — e com o dominio da computacéo (programacdo) sustentaram, desde o
aparecimento das primeiras criticas, que o tipo de complexidade calculatdria ou
computacional da prova ndo difere daquele presente em outras provas nesse
dominio da matemética. Ao apresentar 0s pontos principais dessas primeiras
disputas, langamos mdo pela primeira vez de uma énfase nos aspectos
pragméticos (primeiramente denominados retérico-dialéticos) dos fen6menos
matematicos de prova.

Do ponto de vista filoséfico a prova do T4C chegou a ser objeto de

consideragdo por dois ilustres representantes da tradicdo de filésofos-l6gicos-
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matematicos, antes de ter adquirido cidadania filosofica por intermédio do artigo
de Thomas Tymoczko (1979). O primeiro capitulo encerra, assim, com uma breve
apresentacdo das consideragbes de Georg Kreisel e Hao Wang sobre a prova
(ambas formuladas ainda em 1977), ficando para o terceiro capitulo a tarefa de
mostrar em maior detalhe o argumento central do artigo seminal de Tymoczko.

Antes, entretanto, de seguir a estratégia cronoldgica de apresentacdo das
controvérsias em torno da prova do T4C, fornecemos no segundo capitulo da tese
algumas distingcBes conceituais que nos pareceram importantes de dispor, néo
apenas com a finalidade de por assim dizer situar a prova do T4C no quadro do
universo das praticas matematicas, mas também para destacar alguns pontos
especificos das controvérsias que nos interessava analisar.

A primeira distincdo da qual trata o segundo capitulo é entre provas em
geral ou simpliciter, provas formais e provas assistidas por computador. A
apresentacdo da distingdo é precedida por uma secdo na qual tratamos
sucintamente da concepcéo de prova de Oswaldo Chateaubriand, a partir da qual a
distingdo que fornecemos foi elaborada. E relevante reconhecer que nosso recorte
da concepcdo de Chateaubriand ndo lhe faz justica, por exemplo, no que diz
respeito as conexdes das discussdes sobre prova mateméatica com o todo de
Logical Forms. Talvez possamos dizer a nosso favor que dada justamente a
riqueza temética e problemaética da obra, um trabalho como o0 nosso ndo poderia,
sem prejuizo a sua identidade, debrucar-se com o devido cuidado sobre ela.

A segunda distingdo do segundo capitulo, por sua vez, originou-se da
necessidade de complementar a primeira delas — entre, digamos, tipos gerais de
provas — com uma distingdo que pudesse dar conta da variedade de modos de
conceber as provas matematicas. A partir da sugestdo contida em um trabalho de
Goran Sundholm introduzimos, entdo, a distingéo entre provas como atos, como
objetos e como tragos. Desde o primeiro ponto de vista, como atos, provas sao
atividades discursivas de manipulacdo regrada de simbolos e conceitos
matematicos. As provas como objetos, por sua vez, sdo as construcbes que
resultam dos processos ou atos de prova. J& as provas como tracos podem ser
entendidas como conjuntos de instrucdes que regem a atividade de provar (dai
nossa comparagdo do ato de provar com o de preparar um prato seguindo uma
receita) ou, ainda, como mapas, na medida em que mapas podem servir aos

mesmos propositos prescritivos de uma receita. A introducdo da imagem das
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provas como mapas, entretanto, sugere certa ambiguidade: afinal mapas também
sdo objetos — 0 que talvez apenas indique que a distingdo é legitima em se
tratando de dar conta das diversas dimensdes das provas matematicas.

Ainda na se¢do dedicada a distingdo entre provas como atos, objetos e
tracos, realizamos outra série de breves consideracdes, dessa vez acerca da
tradicdo do conhecimento simbdlico. Com base na recente publicagdo sobre o
tema, Symbolic Knowledge from Leibniz to Husserl, especialmente no texto de
Oscar Miguel Esquisabel sobre o conceito de conhecimento simbdlico em
Leibniz, procuramos articular, talvez com pouco sucesso, 0s principais aspectos
do pensamento simbdlico, pensamento que depende do uso de formulas e
diagramas, com os termos da distin¢&o entre provas como atos, objetos e tracos.

No terceiro capitulo do trabalho aprofundamos a descri¢do do panorama
tedrico no qual o artigo de Tymoczko veio a luz. Falo em aprofundar, o que pode
parecer inadequado, em virtude do fato de que na se¢do do capitulo anterior na
qual haviamos introduzimos a distingdo entre provas simpliciter, formais e por
computador (segdo 2.3), realizamos, talvez de um modo excessivamente
ensaistico, alguns comentarios de teor histdrico acerca das respostas dos assim
chamados filésofos fundacionalistas a famigerada crise dos fundamentos da
matematica, ocorrida no final do século XIX. Procuramos, entdo, tracar de modo
bastante geral um quadro que, na secdo introdutéria do terceiro capitulo, como
diziamos, aprofundamos, na medida em que apontamos ali para as peculiares
posicOes de Imre Lakatos e Hilary Putnam (associadas por Tymoczko ao rétulo de
quase-empirismo) frente & referida crise dos fundamentos e as respostas
fundacionalistas. Desse modo, assim esperamos, ficou minimamente delimitado o
horizonte filosofico a partir do qual é preciso compreender aquele que
denominamos de argumento da introducdo da experimentacdo na matematica via
prova do T4C (AIE).

Nossa reconstrucéo da argumentacdo de Tymoczko na forma do AIE nos
conduziu a um comentario de cada uma das suas premissas e conclusdes antes de
analisar em algum detalhe 0 modo como o autor aciona a tradicional dicotomia
entre as nocdes de a priori e a posteriori. Se falamos no plural sobre a concluséo
do AIE, vale notar, trata-se unicamente do fato de que além da conclusdo
especifica do argumento — a de que a prova do T4C é por assim dizer um hibrido

de prova e experimento, de modo que somos forcados a uma “modificacdo do
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conceito de prova” — o artigo de Tymoczko advoga por conclusdes ainda mais
gerais, acerca das tradicionais relagdes comparativas entre matematicas e ciéncias
naturais. Apesar de que as crengas que julga ameagadas pelo caso do T4C sejam
todas mencionadas nesse capitulo, apenas no quinto e ultimo capitulo que
encerramos nossa analise das conclusdes do AlE.

Apb6s um exame relativamente mais detido da primeira premissa do
argumento de Tymoczko — que mobiliza, além da dicotomia a priori X empirico,
0s conceitos de convencimento, prova formalizdvel e prova inspecionavel —
apresentamos em uma subsecdo do capitulo a concepgdo funcional de a priori
desenvolvida em meados da década de 1940 por Arthur Pap. Do amplo espectro
que constitui a curta, porém prolifica, carreira académica de Pap (onde se trata
mormente, e de um maneira bastante original de temas de filosofia da I6gica e da
ciéncia), apelamos a dois textos de sua juventude: um artigo no qual apresenta
uma distingdo entre tipos de proposi¢do (e de conhecimento) a priori e sua
premiada tese de doutoramento, cujo objetivo principal é aplicar a concepgao
funcional do a priori aos principios da fisica cléssica. Nosso intuito com essa
aproximacdo aos textos de Pap consistia basicamente na tentativa de fornecer de
uma chave alternativa de (re)leitura da dicotomia a priori versus empirico tal
como acionada no AIE de Tymoczko e, além disso, na sugestdo de sua
compatibilidade com a perspectiva wittgensteiniana que procuramos tragar nos
dois capitulos finais.

O quarto capitulo do trabalho lida, entdo, com a disposicdo das
controvérias filosoficas que se seguiram ao artigo de Tymoczko - o que
realizamos através de outra apropriagdo, dessa vez de uma estratégia utilizada por
Dag Prawitz no trabalho relativamente recente que dedica ao duplo tema da
verificagcdo formal de programas e do uso de programas computacionais em
provas matematicas. Nosso “panorama a la Prawitz” apresenta, assim, 0s
principais tdpicos de trés comentérios filosoficos elaborados com o objetivo de
responder ao AIE. Vale dizer que seguimos Prawitz somente no modo de dispor
as disputas (o grupo dos que afirmam e o grupo dos que negam, por diferentes
razes, um significado filoséfico forte & prova do T4C) e no destaque da
necessidade de melhor analisar o conceito de prova em jogo nessas disputas. Sua

conclusdo, a de que devemos conviver com o fato de que ha fundamentos
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parcialmente empiricos para a asser¢do do T4C, também ¢é lida com as lentes da
concepcao de Pap.

E na tentativa de contribuir para a analise do conceito de prova que
acrescentamos ao quadro de Prawitz (no qual figuram, além de Tymoczko, as
posicdes de Paul Teller e de M. Detlefsen & M. Luker) a interpretagdo e o
encaminhamento das controvérsias fornecidos por Stuart Shanker. Esse autor foi o
responsavel pela introducdo explicita de temas wittgensteinianos de filosofia da
matematica nas disputas sobre o T4C, na medida em que afirma que a alegada
prova representa um desafio para “os argumentos de Wittgenstein” sobre provas.

Ora, o principal aspecto disso que Shanker denomina de argumentos
wittgensteinianos sobre provas consiste na necessidade de que elas sejam, num
sentido ndo-epistemolégico (que néo se relacione com questfes acerca de nossas
capacidades limitadas de apreensdo de nimeros ou célculos muito extensos),
dotadas da capacidade de Ubersicht. Uma vez, entretanto, que a suposta exigéncia
de Ubersichtlichkeit por parte de Wittgenstein ndo é satisfeita no caso da prova do
T4C - como teria mostrado Tymoczko — estariamos diante de um problema para a
concepcao de prova do filésofo vienense. Para dar conta desse modo de pensar as
discussdes de Wittgenstein sobre provas matematicas apresentamos, antes de
introduzir o movimento interpretativo de Shanker, uma distingdo entre dois tipos
de surveyability — a expressdo em lingua inglesa que € preferencialmente utilizada
pelos intérpretes para traduzir Ubersichtlichkeit. Trata-se de uma surveyability
local e outra global, termos que denominamos, respectivamente, como
inspecionabilidade e sinopticidade. Enquanto a primeira diz respeito ao
acompanhar passo a passo todas as inferéncias em uma prova, a segunda concerne
ao acompanhamento de seus passos, digamos, conceituais, suas relagdes internas.

Procuramos mostrar, entdo, de posse de mais essa distingdo conceitual,
que a premissa do AIE na qual figura a nogéo de surveyability desdobra-se em
duas, de modo que tanto a leitura de Tymoczko como a de Shanker podem ser
reescritas sem a forga com a qual os autores redigem seus similares vereditos — o
de Tymoczko, que sentencia a necessidade de modificagdo do conceito de prova
afim de contemplar o carater hibrido da prova do T4C, e o de Shanker, pelo qual
se avalia a novidade de procedimento construido por Appel e Haken como sendo
uma solucdo experimental tout court, e ndo uma solugdo matematica. Esse

desdobramento permitido pela distin¢&o entre inspecionabilidade e sinopticidade,
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assim nos parece, implica ndo na reavaliagdo dos argumentos de Tymoczko e
Shanker sobre o estatuto l4gico ou conceitual da solucdo de Appel e Haken. Do
ponto de vista da filosofia da matematica de Wittgenstein, haveria ainda a
necessidade de criticar o uso que Shanker faz de algumas ideias alinhavadas pelo
filosofo de Viena no assim chamado periodo intermediério de seu pensamento.

A leitura de Shanker ndo respeita as peculiaridades dos textos de
Wittgenstein aos quais recorre (do inicio da década de 1930, justamente o periodo
de intensas reformulacdes, quando ndo de abandono, de teses tractarianas). O
autor trata as observacbes do periodo intermediario (sobretudo a ideia de
“apreensibilidade de leis” que geram séries numéricas) como equivalentes as de
sua filosofia da matematica “de maturidade”, encarnada sobretudo nas Remarks e
nas Lectures on the foundations of mathematics (RFM e LFM). Trata-se muito
mais, nesse texto (especialmente a terceira parte) e nessas licdes (conferidas por
Wittgenstein no periodo da redacéo daquela terceira parte das RFM) de acentuar o
carater eminentemente normativo do uso da linguagem na matematica, cotejando-
0 constantemente com o carater descritivo caracteristico das ciéncias empiricas.

Apbs uma breve critica a0 modo como temas wittgensteinianos foram
introduzidos nas disputas sobre a prova do T4C, continuamos nossa narrativa
sobre as mesmas, no quinto e ultimo capitulo, com o exame do trabalho de
Shelley Stillwell sobre a distingdo de Wittgenstein entre provas e experimentos.
Esse trabalho compartilha alguns pressupostos com o de Shanker — como o de que
é preciso evitar colocar as questes sobre a ndo-inspecionabilidade da prova do
T4C em termos epistemoldgicos — embora seja mais adequado ao espirito da letra
de Wittgenstein no que diz respeito a avaliagio da funcdo da nogéo de
sinopticidade em suas observacbes sobre provas. Stillwell apresenta a
sinopticidade como um dos critérios para a distincdo prova versus experimento
trabalhada por Wittgenstein tanto nas RFM quanto nas LFM (nas quais os
didlogos com Alan Turing sdo uma constante, infelizmente ndo aproveitada pela
autora).

Os demais critérios distintivos de ambos os tipos de processo — como a
repetibilidade concomitante do processo (ato) e do produto (objeto) no caso das
provas e a possibilidade de que a repeticdo de experimentos ndo resulte nos
mesmos “produtos”; a independéncia de condi¢Ges materiais no caso das provas e

a inversa dependéncia no caso de experimentos; a possibilidade de erros em
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experimentos cotejada com a impossibilidade no caso de provas; e mesmo a
criatividade conceitual envolvida no caso das provas e ndo necessariamente no
caso dos experimentos — dizem respeito, cada um a seu modo, ao pertencimento
de cada um dos processos, provas e experimentos, a distintos dominios da
linguagem: o normativo no caso das provas e o descritivo no caso dos
experimentos. Um dos tragos centrais da perspectiva wittgensteiniana em filosofia
da matematica, que quase ndo sofreu modificacdes ao longo do desenvolvimento
de seu pensamento, ¢é a separacdo fulcral entre os dominios normativo e descritivo
da linguagem.

O destino dado por Stillwell a esse topico central para Wittgenstein com
relacdo a prova do T4C, como buscamos mostrar, ndo € muito preciso. A autora
defende que Wittgenstein tinha um “duplo” ponto de vista de sobre provas: por
um lado elas seriam como tipos ou padrdes e, por outro, como instancias, eventos
temporalmente desenvolvidos, condicionados por circunstancias particulares, etc.
Ela infelizmente ndo retoma ao final de seu texto, desde um tal ponto de vista, as
questdes implicadas nas respostas ao artigo de Tymoczko - onde havia
diagnosticado, mais ou menos como Shanker, um “ataque ao apriorismo de
Wittgenstein” com relagéo & matematica.

Desse modo, buscamos complementar, ainda que parcialmente, sua
ativagdo de temas wittgensteinianos nos embates sobre o T4C apontando para
similaridades entre a concepcéo funcional de a priori de Pap e ao menos algumas
observagdes de Wittgenstein sobre os usos das provas. Nesse sentido, tentamos
argumentar em favor da ideia de que diante do caso da prova do T4C Wittgenstein
dificilmente aceitaria os diagndsticos de Tymoczko e de Shanker e que, no caso
da abordagem de Stillwell, a proposta de um duplo ponto de vista sobre provas
ndo é de todo adequada.

Com relagdo ao primeiro (Tymoczko), que afirma a hibridizacdo dos
processos de prova, parece que Wittgenstein ndo estaria de acordo porque essa
tese nada mais seria do que um erro categorial, uma confusdo gramatical. Mesmo
que para Wittgenstein prova seja um conceito determinado por semelhanga de
familia, pode-se sempre diferenciar quando uma determinada construcéo é ou
prova ou experimento, perguntando-se pelo modo como ela € utilizada. Contam,
nesse sentido, a favor de nossa leitura algumas passagens das LFM nas quais

Wittgenstein discute com seus alunos sobre o caso dos experimentos didaticos
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que, em realidade funcionam como provas. Quando o resultado de um
experimento didatico ndo é o esperado estamos autorizados a dizer que ndo podia
ter sido assim, que cometemos algum erro, exatamente do mesmo modo como
fazemos quando alguém nos fornece o resultado de 25 x 25 como sendo 652 ao
invés de 625. Quisemos assim destacar mais uma vez o papel de norma ou padréo
que ambos os procedimentos, de provas e de experimentos didaticos, possuem
com relacdo as repeticGes do ato — algo que ja haviamos notado quando da
distingdo entre provas como atos, objetos e tragos: sdo 0s usos das provas 0 que
determina o modo pelo qual podem ser consideradas.

Quanto ao diagndstico de Shanker, de que a solucdo de Appel e Haken néo
é matemética mas experimental, acreditamos que Wittgenstein ndo concordaria
devido justamente ao cardter fortemente anti-revisionista de sua filosofia. Em
ltima instancia, como estd dito claramente nas InvestigacGes, ndo cabe ao
filosofo legislar sobre os usos da linguagem, apenas descrevé-los. Ao fildsofo da
matematica, portanto, ao debrucar-se sobre um caso de pratica matemética, como
a construcéo da prova do T4C, competiria nada sentenciar. O resultado de Appel e
Haken apela, como a uma condigdo constitutiva, a um poderoso e peculiar
instrumento de célculo que possui uma dimenséo fisica, muitas vezes sublinhada
em nome do destaque a uma suposta possibilidade de erro matematico causado,
por exemplo, pelo superaquecimento do equipamento.

Algo que buscamos mostrar ao longo do trabalho é justamente que o papel
das dimensfes fisicas da maquina no caso dos célculos envolvidos na prova do
TAC, ndo é relevante (no sentido de ndo poder interferir no proceder do célculo)
na medida em que o conjunto de instrugdes que constitui o programa desenhado
para levar a cabo os célculos foi escrito numa linguagem de baixo nivel. Isso quer
dizer que a descri¢cdo do programa conta como instru¢do para a execugdo das
operacdes, ou Seja, caso uma pessoa quisesse levar a cabo os célculos (quem sabe
dividindo o trabalho com outros?), poderia perfeitamente realizar o trabalho da
maquina-como-simbolo, para usar uma das diversas expressdes de Wittgenstein de
que nos apropriamos aqui para esbocar uma leitura propria das disputas que nos

incubimos analisar.
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