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ENG 1403 — Circuitos Elétricos e Eletronicos

Resposta Transitoria de Circuitos com
Elementos Armazenadores de Energia

Guilherme P. Temporao

Introducao

Nas ultimas duas aulas, vimos como circuitos com capacitores e indutores se
comportam em duas situagdes particulares. A primeira delas pode ser chamada de
instante inicial, geralmente associado a alguma alteracdo em um circuito em
estado previamente conhecido, como por exemplo uma chave que estava fechada
por muito tempo e € subitamente aberta. A segunda ndés chamamos de regime
permanente (ou regime estaciondrio), uma situacdo na qual todas as tensoes e
correntes do circuito sdo constantes, isto €, ndo variam com o tempo.

Vamos tomar como exemplo o circuito da Figura 1, que possui apenas um
capacitor, dois resistores idénticos, uma fonte de tensdo constante (DC) de 12V e
uma chave SPST. A chave ficou muito tempo aberta e € fechada no instante # = 0.
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Fig. 1. Exemplo de circuito contendo elemento um armazenador de energia.

Percebam que, imediatamente antes da chave fechar (r = 07), o capacitor estd
descarregado, ou seja, a tensdo em seus terminais € zero (convenca-se disso
antes de continuar!). Além disso, muito tempo apds a chave ser fechada (t —
), isto €, no regime permanente, o capacitor se transforma em um circuito aberto

e a tensdo em seus terminais € igual a 6V (idem!).

No entanto, nada sabemos sobre o que acontece com a tensao no capacitor em
todos os instantes de tempo intermediarios entre =0 e t — . A figura 2 ilustra
algumas possibilidades de curvas que satisfazem as condig¢des inicial (vo = 0) e
final (vo = 6V).



Step Response
12 T T

10+

A A A

=z

Amplitude

Il | 1 1
0 2 4 6 8 10 12
Time {sec)

Fig. 2. Exemplos de respostas transitérias. Todas as curvas possuem o mesmo valor inicial e final
(0 e 6V), mas no entanto se comportam de formas muito distintas entre esses instantes.

Qual das curvas da figura 2 corresponderia a variagdo de tensdo no capacitor no
circuito da figura 1?7 Nesse capitulo, queremos responder a perguntas desse tipo.
Chamando a resposta do circuito nesse intervalo de tempo como resposta
transitoria, queremos em especial nos focar em duas questdes fundamentais:

(a) Qual é o aspecto da resposta transitéria? Ela oscila como a curva azul da
Figura 2, ou € mondtona crescente como na curva vermelha?

(b) Quanto tempo dura a resposta transitria? Isto €, em quanto tempo o regime
permanente é estabelecido? (veja na Figura 2 — esse tempo corresponde ao
tempo indicado por £).

Essas perguntas podem ser respondidas aplicando-se as Leis de Kirchhoff (KCL
e/ou KVL) no circuito e resolvendo o sistema de equacdes resultantes. No
entanto, lembrem que as relagdes tensdo-corrente no capacitor e indutor
envolvem derivadas, conforme as equacgdes abaixo:

d
i.(t)=C dve ) (capacitor)
dt
v, (1) = L—dlii;t) (indutor)

E de se esperar, portanto, que a aplicacio de KCL / KVL resulta em um sistema
de equacoées diferenciais. Isso é muito diferente do que acontece com circuitos
contendo apenas resistores e fontes, nos quais KVL / KCL resultam em um
sistema de equacgdes algébricas.

Vamos agora considerar um caso geral de equacdo diferencial que pode surgir em
um circuito. Para isso, vamos usar as seguintes defini¢des:

y(t) — varidvel dependente (ex.: tensdo ou corrente em um elemento do circuito
— isto €, uma saida do circuito)



u(t) — variavel independente (ex.. uma tensdao ou corrente de uma fonte
independente — isto €, uma entrada do circuito)

Aplicando KCL/KVL no circuito, o sistema de equagdes diferenciais pode ser
transformado em uma unica equacdo diferencial ordinaria (EDO) linear e a
coeficientes constantes', que pode ser escrita como:

dn n-1 n-2
ygt) +q d r?]—(lt) ta, d n}jgt)
dt dt dt
d"u(t) d"u(t)
m + bl m-1
dt dt

+..4+a,y() =

(D

=b, +...+b u(t)

Lembrem-se agora do que vocés aprenderam em Calculo IV: a equagdo
diferencial (1) possui um conjunto infinito de solugdes (que normalmente
chamamos de uma familia de solucdes). Para que a resposta seja unica, € preciso
conhecer as condigoes iniciais da EDO, que correspondem por exemplo ao valor
de y(7) e de suas derivadas em ¢t = O:

dy(n|  dy@|  d"y@)

dt |z=0’ dt2 |[=()’”" dtn_l t=0

y(0) 2)

Com o conhecimento das condi¢des iniciais (2), podemos agora encontrar a
solugdo de (1). Infelizmente (para vocés, alunos) a equacdo (1) ndo possui
solucdo genérica em forma fechada. E preciso resolvé-la individualmente para
cada caso particular, o que eu concordo com voc€s que ¢é algo muito
desagradével!

Felizmente, apesar da solucdo de (1) costumar ser bem complicada, € possivel
simplificar o processo. Isso pode ser feito dividindo (1) em dois sub-problemas:

i. Desliga-se as fontes de entrada e considera-se apenas a resposta do
circuito devida as condi¢des iniciais. Chamamos essa resposta de solugcdo
homogénea (yy).

ii. Faz-se as condigOes iniciais do circuito iguais a zero e considera-se a
resposta devida apenas a entrada. Chamamos essa resposta de solugdo
particular (yp).

Usando o principio da superposicdo, a resposta completa do circuito €
simplesmente dada pela soma da solucao particular com a solu¢do homogénea:

(@) =y, (1) +y,(1) 3)

Nas proximas secoes, veremos como calcular essas solucdes.

1 . ~ oA . . . , . . .
Os coeficientes constantes sdo conseqiiéncia do fato que o circuito ¢ invariante no tempo — ou seja, 0s
componentes do circuito sdo constantes.



2. Solucao Homogénea

A solu¢dao homogénea € obtida quando a entrada € nula, ou seja, u(t) =0. A partir
da equacdo (1), obtemos:

d"y(ty d"'y()  d"Cy(@)
n + al n-1 + a2 n-2
dt dt dt

+..4a,y(t)=0 4)

A solu¢do da EDO homogénea (4) é conhecida® e dada por uma combinagio
linear de exponenciais, que podemos escrever como:

V()= Y ke 120 (5)
i=1

Onde {4} sdo as raizes do polinomio caracteristico associado a EDO, dado por

ANvaX ' +a, X7 +.+a, =0 (6)

n

Dado que os coeficientes a; sdo reais, as raizes do polindmio caracteristico sao
compostas de niimeros reais e de pares de nimeros complexos conjugados’. Além
disso, se o circuito possuir apenas elementos passivos, a parte real de todas as
raizes deve ser negativa, de forma que (5) represente uma funcio evanescente
(isto €, que tende a zero conforme 7 tende a infinito).

Os coeficientes k; sdo obtidos através das condigdes iniciais (2). As condig¢des
iniciais, por sua vez, sdo obtidas pelas tensdes iniciais nos capacitores e pelas
correntes iniciais nos indutores do circuito.

2.1 Ordem de um circuito

E possivel mostrar que o valor de n (chamado de “ordem” da EDO) é dado pelo
nimero de elementos armazenadores de energia independentes do circuito. No
caso de circuitos elétricos, dizemos que o circuito possui “ordem n”.

Sempre que for possivel associar capacitores ou indutores (em série ou em
paralelo) de modo a obter um capacitor ou indutor equivalente, dizemos que 0s
elementos sdo dependentes. Ou seja, dois elementos armazenadores de energia sdo
independentes quando (i) sd@o de naturezas diferentes ou (i) ndo podem ser
associados nem em série, nem em paralelo.

A figura 3 abaixo ilustra dois circuitos. O circuito da esquerda é de segunda
ordem, pois apesar do capacitor e indutor estarem em paralelo, eles sdo de
naturezas diferentes e portanto ndo podem ser associados e substituidos por um
elemento equivalente. O circuito da direita € de primeira ordem, pois os dois
indutores em paralelo podem ser substituidos por um indutor equivalente
(pergunta: qual seria o valor da indutincia equivalente nesse caso?)

2 Em caso de duvidas, consultem suas notas de aula e/ou o livro de Célculo IV.
? Na verdade, a equagdo (5) ndo é genérica, pois quando ha raizes reais e iguais, a solugdo ¢ um pouco
diferente. Veremos isso quando formos estudar circuitos de 2 ordem.
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Fig. 3. Ilustracdo da diferenga entre um circuito de 1* ordem e um de 2° ordem. No circuito da
esquerda, L e C sdo independentes, enquanto no da direita L1 e L2 s@o dependentes pois podem
ser associados em paralelo.

2.2 Tempo de assentamento

Nesse momento ja podemos responder a uma das perguntas que fizemos no inicio
do capitulo: em quanto tempo o regime permanente € estabelecido na solucdo
homogénea?

A resposta é: quando y,(¢) for aproximadamente igual a zero. Observe através da
equagdo (5) que esse conceito sé faz sentido se as raizes possuirem parte real
negativa, caso contrdrio y,(#) tenderia a infinito, o que certamente € um absurdo se
o circuito for passivo! Mas ao mesmo tempo, observe que, mesmo que as raizes
sejam negativas, y,(f) nunca chega a valer exatamente zero.

Portanto, existem varios “critérios praticos” para se definir o tempo que a solugao
homogénea demora para chegar a um valor proximo de zero. Chamamos esse
tempo de tempo de assentamento € o simbolizamos por #;. Apenas para citar
alguns exemplos:

- y(ts) <0.01y(0) (ou seja, a saida é considerada zero quando ela vale menos de
1% do valor inicial)

5
- ty =7— (onde A

= max
| )\’max

¢ araiz “dominante” — a de menor parte real em mddulo)

Nos graficos da figura 2, por exemplo, o tempo de assentamento da curva verde se
encontra em torno de 1s, enquanto as curvas vermelha e azul possuem tempos de
assentamento bem maiores, de 10s ou mais (dependendo do critério usado).

As duas defini¢des acima sdo amplamente utilizadas na pratica e serao discutidas
em detalhes mais adiante.

3. Soluciao Particular

A solucio particular € obtida fazendo-se todas as condigdes iniciais iguais a zero.
A vantagem de se trabalhar com condig¢des iniciais nulas € que, a partir de (1),
podemos aplicar a Transformada de Laplace em ambos os lados da EDO para



obtermos (usando algumas propriedades da Transformada de Laplace — veja se
vocé consegue identificd-las)*:

s"Y(8)+as" 'Y (s) + a,s" Y (s) + ...+ a, Y (s) =

(7)
=b,s"U(s) +bs""'U(s) + ...+ b, U(s)
Rearrumando os termos de (7), obtemos
Y bys"+bs" " +..+b
(s) _ oS" +bis" T + .+ D, _H(s) )

~n n-1 n-2
U(is) s"+as" +a,s" " +..+a,

Vocés podem (e devem!) reconhecer que a equacdo (8) € a funcdo de
transferéncia do circuito. De posse da funcdo de transferéncia, podemos calcular
a solugdo particular de pelo menos duas formas distintas:

1- y,() = C{H(s) U(s)}
2=y, (1) = h(t) *u(t) = f _’wh(r)u(t ~t)dt

Usando o método (1), primeiramente calculamos U(s), que € a transformada de
Laplace de u(?), e multiplicamos o resultado pela fungdo de transferéncia H(s).
Em seguida, usando uma tabela de transformadas de Laplace, calculamos a
transformada inversa.

Ja pelo método (2), calculamos diretamente a solucdo particular fazendo a
integral de convolucdo entre a entrada e a resposta impulsional do circuito A(?),
que por sua vez corresponde a transformada inversa de H(s).

No curso de Circuitos Elétricos e Eletronicos, optaremos pelo método (1).

3.1 Relacao com a solu¢ao homogénea

Comparem as equacdes (8) e (6). Vocés conseguem perceber que o denominador
da funcdo de transferéncia é exatamente o mesmo polindmio caracteristico da
solucdo homogénea? Esse resultado ndo € coincidéncia: de fato, o denominador
de qualquer fungao de transferéncia de um circuito € sempre igual ao polindmio
caracteristico. Note que isso implica que todas as fungdes de transferéncia de um
mesmo circuito possuem 0 mesmo denominador — apenas o numerador € distinto.

Isso significa que a dindmica da solucdo particular € semelhante a da solucdo
homogénea. Ou seja, podemos usar muitos resultados obtidos na solucdo
homogénea — como por exemplo o conceito de tempo de assentamento — também
na solucdo particular.

* Toda essa se¢do usa muitos resultados que vocés aprenderam em Sinais e Sistemas. N&o vou entrar
em nenhum detalhe aqui com relagdo a isso — em caso de duvidas, recorram aos seus cadernos de
ENG1400 e/ou ao livro “Signals and Systems” de Oppenheim & Willsky.



4. Conclusao

A resposta no tempo de um circuito contendo capacitores e indutores envolve a
solu¢do de uma equacgdo diferencial ordindria, cuja ordem equivale ao numero de
elementos armazenadores de energia independentes do circuito. Dado que essa
equacdo ndo pode ser facilmente resolvida, sua solu¢do é normalmente dividida
em duas etapas.

A primeira destas etapas consiste em “desligar” as fontes independentes do
circuito (i.e., fazer a fun¢@o de entrada do circuito igual a zero) de forma a obter
uma solug@o que leve em conta apenas as condi¢des iniciais do circuito. Ela é
chamada de solugcdo homogénea do circuito.

A segunda etapa consiste em “desligar” as condigdes iniciais, ou seja, considerar
que todos os capacitores e indutores estdo inicialmente descarregados, e a partir
dai obter a func@o de transferéncia do circuito, H(s). Com o conhecimento da
funcao de transferéncia e do sinal de entrada, podemos calcular a resposta usando
uma tabela de transformadas de Laplace. Essa resposta é chamada de solucdo
particular.

A solucdo completa € dada simplesmente pela soma das solugdes particular e
homogénea, de acordo com o principio da superposicdo. A solu¢do completa
pode ser dividida em duas partes: uma resposta transitdria (que possui uma
duracdo finita) e uma resposta em regime permanente (que possui duragdo
infinita). O tempo que o circuito leva para atingir o regime permanente, chamado
de tempo de assentamento, depende apenas das raizes do polindmio caracteristico.
Nos proximos capitulos, veremos como esses conceitos se aplicam aos circuitos
de primeira e segunda ordens.



