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Resumo

Ridolfi, Lorenzo Francesco Giovanni Gino Maria; Gattass, Marcelo.
Construcao de Espacos de Cor Euclidianos e Perceptual-
mente Uniformes com base na férmula CIEDE2000. Rio
de Janeiro, 2012. 93p. Tese de Doutorado — Departamento de In-
formatica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Nos ultimos anos, diversas férmulas de diferenca de cores foram desenvolvi-
das para o espaco CIELAB, tais como CMC, CIE94 ¢ CIEDE2000. Em-
bora essas formulas obtenham maior precisao na medida perceptual entre
cores, muitas aplicagdes nao podem usufruir desta maior precisao, pois as
distancias euclidianas no CIELAB nao sao isométricas de acordo com essas
novas férmulas. Com isso, aplicagoes como gamut mapping e interpolacao
de cores precisam de um espaco de cores que seja isométrico em relacao
as férmulas mais recentes de medicao de diferencas de cores. Esse trabalho
estuda o mapeamento do espagco CIELAB, em particular do plano ab deste
espago, sob a métrica da formula CIEDE2000, por meio de técnicas de
escalonamento multidimensional, ou Multidimensional Scaling (MDS), tais

como 0 ISOMAP e uma otimizacao baseada em Sammon Mapping.

Palavras—chave

Espago de Cor; Perceptualmente Uniforme; Escalonamento Multidi-

mensional; ISOMAP; Mapeamento de Sammon.
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Abstract

Ridolfi, Lorenzo Francesco Giovanni Gino Maria; Gattass, Marcelo
(Advisor). Construction of Perceptually Uniform Euclidean
Color Spaces based on the CIEDE2000 formula. Rio de
Janeiro, 2012. 93p. DSc Thesis — Departamento de Informaética,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

In recent years, various color difference formulas were developed for
the CIELAB space, such as CMC, CIE94 and CIEDE2000. Although
these formulas have achieved greater accuracy in perceptual measurement
between colors, many applications cannot take advantage of this greater
precision, because the Euclidean distances in CIELAB are not isometric
in accordance with these new formulas. Thus, applications such as gamut
mapping and color interpolation need a color space that is isometric in rela-
tion to the latest color difference formulas. This paper studies the mapping
of the CIELAB space, particularly the ab plane of this space according to
the metrics of the CIEDE2000 formula, through multidimensional scaling
(MDS) techniques, more specifically ISOMAP and an optimization based

on Sammon Mapping.

Keywords

Color Space; Perceptually Uniform; Multidimensional —Scaling;

ISOMAP; Sammon Mapping.



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Sumario

1.1
1.2

2.1
2.2
2.3
2.4

31
3.2

3.3
3.4

4.1
4.2
4.3

51
5.2
53

Introducdo
Escopo do Trabalho
Estruturacdo do Trabalho

Sistemas de Cores
Teoria das Cores
Olho Humano
Meétricas de Diferencas de Cores
Férmulas de Diferencas de Cores baseadas no CIELAB

Mapeamento Euclidiano da Férmula CIEDE2000
Independéncia da Coordenada L do Plano ab
Formulacdo Matematica do Mapeamento Euclidiano da Férmula
CIEDE2000
Mapeamento da Coordenada L
Mapeamento do Plano ab

Resultados
Geracao dos Resultados
Anilise da Dimensionalidade
Mapeamentos Realizados

Conclusoes
Contribuicoes
Discussao
Trabalhos Futuros

Referéncias Bibliograficas

11
12
13

14
14
17
26
34

40
40

42
43
44

66
66
68
70

82
82
84
86

87



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Lista de figuras

1.1

2.1
2.2
2.3
2.4
25
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10

2.11
2.12
2.13

31
3.2
3.3
3.4
35
3.6

3.7
3.8

3.9

3.10
3.11
3.12

4.1
4.2

43
4.4
45

4.6
4.7

Evolucdo dos Espacos de Cores e das Formulas de Diferenca de Cores 12

[lusdo de Percepcdo de Cores

Modelo simplificado de interacdo de cores

Medida do espectro de um objeto

Primeiro atlas de cores com o conceito de cores primdrias
Projetor de Maxwell com trés cores primarias

Experiéncia para encontrar as curvas espectrais do olho humano
Funcdes de correlacdo de cores CIE RGB

Funcdes de correlacdo de cores CIEXYZ

Diagrama de cromaticidade xy

Elipses de MacAdam amplificadas por um fator de 10x para facilitar
a visualizacdo

Elipses de MacAdam no diagrama UCS

Amostras do Sistema Munsell de Cores

Limite da percepcdo de cromaticidade no plano ab

Divisdo da Férmula CIEDE2000 em AEL e AES

Caélculo da Curvatura Gaussiana

Curvatura Gaussiana do Plano ab

Histograma da Curvatura Gaussiana do Plano ab

Vizinhang¢a 2-ring de um ponto

Dimensdes da malha que discretiza o plano ab, em vermelho, em
relacao ao seu spectrum locus, em azul

Exemplos de funcdo de correlacdo de curvatura

Exemplo de raio de exclusdo composto (em azul) comparado aos
raios de exclusdo individuais (em vermelho)

Exemplo de malha gerada adaptativamente

Distancias locais e globais em manifolds e superficies

Atuacido local do ISOMAP

ISOMAP usando os limites da formula CIEDE2000

Funcdes de transferéncia para as malhas geradas

Areas de cobertura dos mapeamentos e a regido de intersecao
escolhida

Varidancia acumulada por dimensdo

Comparacdo do histograma acumulado entre os mapeamentos
feitos por meio de ISOMAP e Sammon Mapping com menor
média em duas e trés dimensoes

Comparacao do histograma acumulado entre Sammon Mapping,
ISOMAP e Urban et al. no conjunto de testes de intersecdo
Malha bidimensional simplificada para ilustrar o0 mapeamento
Malha bidimensional simplificada apés o mapeamento usando
ISOMAP

15
16
17
19
19
20
21
24
26

28
29
31
35

41
45
47
48
49

50
52

53
55
58
59
60

68

69

71

75

76
77

78



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

4.8 Malha bidimensional simplificada apés o mapeamento usando Sam-
mon Mapping

4.9 Mapeamento tridimensional do plano ab - Vista lateral

4.10 Elipses unitdrias da féormula CIEDE2000

4.11 Mapeamento das elipses unitarias da formula CIEDE2000

79
80
80
81



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Lista de tabelas

2.1

4.1
4.2
43
4.4
45
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11

4.12

Fatores de ponderacdo da férmula CIE94

Noés das splines que geraram as funcdes de transferéncia das malhas

Autovalores obtidos na fase final do ISOMAP para a Malha 1
Valores obtidos por malha usando ISOMAP em mapeamentos 2D
Valores obtidos por malha usando ISOMAP em mapeamentos 3D
Parametros do Sammon Mapping

Melhores Valores de Erro Médio obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 2D

Melhores Valores de Erro Maximo obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 2D

Melhores Valores de Erro Médio obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 3D

Melhores Valores de Erro Maximo obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 3D

Melhores Valores de Erro Médio obtidos com ISOMAP seguido
de Sammon Mapping em mapeamentos 2D

Melhores Valores de Erro Mdximo obtidos com ISOMAP seguido
de Sammon Mapping em mapeamentos 2D

Testes de Mapeamentos 2D feito com os dados de Urban et al. [1]

37

67
70
71
72
72
73
73
4
4
75

75
76



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Introducao

Historicamente, o desenvolvimento cientifico do entendimento da percepcao
humana das cores tem focado em dois grandes objetivos: a descricao univoca
de cores e a medigao precisa de diferencas entre cores. O primeiro objetivo
trata da busca de uma especificacdo numérica precisa e objetiva do estimulo
visual da cor de um objeto. Essa especificacao numérica deve proporcionar uma
descricao universal e definitiva da cor desejada, que elimine a subjetividade
natural inerente a uma sensacao visual. Esse objetivo atende a necessidade mais
bésica e essencial no uso de cores, que é permitir uma comunicacao eficiente e

objetiva sobre a caracterizacao de cores.

O segundo objetivo nasceu pela necessidade da industria de reprodugao
de cores em possuir uma medida de diferenca de cores simples, que permitisse
a aplicacao de critérios de controle de qualidade baseados em uma tnica
variavel. Tal varidavel tornaria possivel a implantacao de critérios de aprovagao

ou rejeicao do produto, face a desvios na qualidade da cor.

A descricao numérica de cores estd padronizada desde 1931, com a
publicacao do espago de cores CIEXYZ [2]. A partir dos anos 1940, os principios
de medidas de diferencas de cores comecaram a ser incorporados aos espacos
de cores, vide figura 1.1, até chegarmos no espago CIELAB [3] em 1976. Este

espaco tornou-se desde entao um padrao de fato da industria.

Nos ultimos anos, houve muita evolucao nas féormulas de diferencas de
cores e mais de vinte férmulas foram desenvolvidas para o espago CIELAB [4],
tais como CMC [5, 6], CIE94 [7] e CIEDE2000 [8]. Apesar destas férmulas
terem obtido grande precisao em medir diferencas na percepcao humana de
cores, muitas aplicacoes nao usufruem desta maior exatidao, uma vez que as
distancias euclidianas no espaco CIELAB nao sao isométricas em relagao a

estas novas férmulas. Por exemplo, aplicagoes como gammut mapping [9] e
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interpolagao de cores [10] teriam maior precisao e fidelidade se desenvolvidas
em um espaco de cores isométrico em relacao as equacoes de diferencas de

cores mais atuais.

Féormula de

SEPEED G e Distancia Perceptual

CIEXYZ

CIEUVW AE,,,

ANLAB AE,,

CIELAB AE,,
Z&ECMC
Z&EQ4
AE

2000

Figura 1.1: Evolucao dos Espacos de Cores e das Formulas de Diferenca de
Cores

A criacao de espagos colorimétricos que sejam isométricos em relagao as
férmulas de diferenca de cores mais recentes tem sido o foco de varias pesquisas
nos ultimos anos. No que diz respeito a formula CIE94, destacamos o espaco
DIN99 [11], que tornou-se um padrao na Alemanha e foi aprimorado por Cui et
al. [12]. Os mapeamentos isométricos da férmula CIEDE2000 foram estudados
em parte em [13], que se limitou a estudar apenas o primeiro quadrante deste
mapeamento, e de uma forma mais abrangente por Urban et al. [14, 1], que

também produziu mapeamentos isométricos para as formulas CIE94 e CMC.

1.1 Escopo do Trabalho

Este trabalho ird focar no estudo do mapeamento isométrico do espaco de
cores CIELAB, em particular do plano ab contido neste espaco em relacao
as métricas da férmula CIEDE2000. Este mapeamento sera construido com
base em técnicas de multidimensional scaling (MDS) [15, 16], em particular,

ISOMAP [17] e uma otimizacao baseada em Sammon Mapping [18].
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As técnicas de multidimensional scaling tem sido aplicadas no campo das
imagens e cores em diferentes contextos, como por exemplo na representacao
tridimensional do espectro das amostras do sistema Munsell de cores [19], na
analise da geometria do espago formado pelo sistema Munsell de cores [20] e
na andlise perceptual da qualidade de imagens [21]. Contudo, o autor deste
trabalho nao encontrou nenhum estudo do uso de MDS na geracao de espacos
euclidianos a partir de formulas de diferengas de cores. As abordagens para
a geracao destes espacos presentes na literatura sao baseadas em técnicas

analiticas [13, 22| e na otimizagao de grades de pontos [14, 1].

Outra distingao deste trabalho é a criacao de mapeamento tridimensional
para o plano ab, em adicdo ao mapeamento bidimensional tradicional. O
desenvolvimento de mapeamento em trés dimensoes foi motivado pelo estudo
da dimensionalidade do mapeamento do plano ab, cuja complexidade indicou
possiveis ganhos de precisao no mapeamento deste plano com o acréscimo de
uma dimensao. Estes ganhos de precisao foram confirmados posteriormente na

criacao dos mapeamentos propriamente ditos, descritos no capitulo 4.

Os primeiros resultados deste trabalho foram publicados em [23]. Nesta
tese, estamos aprimorando a precisao dos mapeamentos obtidos na publicacao

inicial e refinando as conclusoes iniciais obtidas nesses primeiros resultados.

1.2 Estruturacao do Trabalho

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: no capitulo 2 resumimos a
teoria da percepcao humana de cores, em um nivel de detalhe suficiente para
o entendimento das contribuigoes aqui propostas. Em seguida, no capitulo 3,
descrevemos a nossa abordagem para o mapeamento do plano ab sob a métrica
da férmula CIEDE2000. No capitulo 4, detalhamos os resultados obtidos neste

trabalho. Finalmente, no capitulo 5 apresentamos as nossas conclusoes.
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Sistemas de Cores

Este capitulo apresenta os conceitos da teoria da percepcao humana das cores.
Tal teoria é descrita em um nivel de detalhe que consideramos suficiente para
embasar o entendimento das ideias e contribui¢oes apresentadas nos proximos

capitulos.

Em funcao desta abordagem, alguns conceitos, cujo entendimento acredi-
tamos que nao seja relevante para a compreensao desse trabalho, foram omiti-
dos nas préximas secoes. Por exemplo, a defini¢ao precisa de observador padrao,

de iluminantes, metamerismo, entre outros.

Para obter uma descricao mais completa da formalizacao dos sistemas de

cores, sugerimos consultar textos mais abrangentes e completos [24, 25, 26, 3].

2.1 Teoria das Cores

Nessa secao apresentamos os principais conceitos da percepcao humana das
cores. A nossa percepcao das cores envolve desde o entendimento da luz como
energia eletromagnética, de como os materiais refletem ou transmitem a energia

luminosa e de como o ser humano percebe e processa as informagoes visuais.

2.1.1 Modelo de Interacao de Cores

Desde os tempos de Newton sabemos que a sensagao visual das cores no ser
humano é uma resposta a intensidade da energia emitida por luzes ou objetos
em uma faixa estreita no espectro eletromagnético, conhecido como espectro
visivel. Tal espectro corresponde aos comprimentos de onda entre 390 e 750

nm, o que é uma faixa muito pequena do espectro eletromagnético.
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A sensacao de cor de um objeto depende das caracteristicas fisicas deste
objeto, da luz que o ilumina, do ambiente que o cerca e das caracteristicas
proprias do olho e do cérebro humano. A interacao de todos esses componentes
é complexa, sendo até mesmo ilusiva em algumas configuragoes, devido a forte

influéncia do contexto que cerca o objeto na aparéncia da cor.

Um exemplo de configuragao ilusiva que ilustra a complexidade da
nossa percepgao de cores é a “Ilusao da Sombra do Tabuleiro de Xadrez” [27],

apresentada na figura 2.1.

Nesta imagem, os quadrados A e B possuem a mesma cor, embora a
nossa percepcao de cor indique que nao. A prova desta afirmacao encontra-se

em [27], para os leitores mais curiosos ou céticos.

Figura 2.1: Tlusao de Percepcao de Cores

No ambito deste trabalho, podemos considerar um modelo de interacao

de cores mais simples, envolvendo apenas os seguintes componentes:

— Espectro da luz que ilumina o objeto
— Espectro da refletancia do objeto

— Caracteristicas do olho e do cérebro humano

Neste modelo mais simples, a cor percebida de um objeto é resultado

apenas da luz que incide no objeto, que, por sua vez, é modificada pela
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refletancia do objeto e percebida pelo olho humano. Essa interacao é ilustrada

na figura 2.2.

Excetuando-se os sistemas de cores mais modernos, como o CIECAM97
[28], CIECAMO2 [29, 30], todos os sistemas de cores foram desenvolvidos com
base nesse modelo de interacao de cores, inclusive o sistema CIELAB e a
formula CIEDE2000, objetos de estudo desta tese. Desta forma, esse modelo

é perfeitamente adequado para o trabalho em questao.

Figura 2.2: Modelo simplificado de interagao de cores

2.1.2 Espectro de Cores

Para definirmos univocamente a cor refletida por um objeto ou emitida por
uma fonte de luz ou objeto translicido, precisamos medir o seu espectro de
cores. O espectro de cores emitido ou refletido por um objeto ou fonte de luz
indica a intensidade da radiacao eletromagnética em cada comprimento de

onda que faz parte do espectro visivel.

No caso de espectros de fontes luminosas, a intensidade do espectro em
cada comprimento de onda é medida em candelas/m?*. No caso de objetos
opacos, por sua vez, a intensidade é medida em uma escala percentual, que

indica qual a parcela da luz incidente que é refletida pelo objeto.

Para que tais espectros sejam caracterizados com precisao, os mesmos
precisam ser representados em diversas variaveis, para que haja uma amostra-
gem consistente do espectro visivel. Os instrumentos de medigao do espectro
de cores, os espectrofotometros no caso de luz refletida em objetos e espectro
radidmetros no caso de emissoes de luz, empregam pelo menos trinta variaveis

nas suas medicoes.
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A figura 2.3 mostra um exemplo de medida espectral da reflectancia de
um objeto feita por um espectrofotometro Xrite Eye-One Pro [31], popular na

industria fotografica e grafica por sua versalidade e baixo custo.

0.35

0.3 - —
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L]
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0.25 — . —
L]
L]

S 021 -
o
c
Q

& 0.15 — —
(o]
o

. 0 .
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L] L] o
L]
0.05 - ® . se® 4
® % e 00060000
| | | | | | |
2?50 400 450 500 550 600 650 700 750

Comprimento de onda

Figura 2.3: Medida do espectro de um objeto

2.2 Olho Humano

O nosso olho é o componente mais complexo no entendimento da sensacao
humana das cores. Embora todos os mecanismos e variaveis presentes 1no nosso
olho ainda nao sejam totalmente compreendidos, ja possuimos conhecimento de
inimeras propriedades que facilitaram o desenvolvimento de toda a tecnologia

de reproducao de cores.

O conhecimento que possuimos do nosso olho foi evoluindo de um modo
muito empirico, onde varias propriedades e caracteristicas da nossa percepcao
das cores ja eram usadas antes mesmo de entendermos tais caracteristicas por
completo. Na medida em que o conhecimento mais profundo do funcionamento
do olho humano se desenvolveu, conseguimos adicionar o rigor e a precisao da

matemaética ao conhecimento que muitos ja haviam obtido empiricamente.

2.2.1 Olho humano e a Luz

Embora o olho humano seja um érgao complexo, podemos abstrai-lo como
sendo um instrumento ético que apenas processa a luz que atravessa a sua

cérnea. Quando observamos um objeto, na verdade, estamos vendo a luz que foi
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refletida pelo objeto, onde o espectro de cores que chega ao olho é a combinacao
entre o espectro da luz que ilumina o objeto e a refletancia do objeto. No caso
de objetos transltcidos, o espectro resultante é a combinacao entre o espectro
da luz e a o espectro da transmitancia do objeto, que é andlogo ao de refletancia
dos objetos opacos. O espectro resultante da interagao do espectro de cores de

uma fonte de luz e um objeto é denominado espectro de cor resultante.

Mais precisamente, sejam E7()\) e Eg(\), respectivamente, os espectros
de emissao da luz e de refletancia do objeto, onde A € [390nm, 750nm|. O

espectro resultante E'r da interacao entre o espectro Ey, e Ep é definido como:

Er(\) = EL(\)Eo(\), A € [390nm, 750nm)] (2-1)

2.2.2 A Tricromia do Olho Humano

Conforme descrito na secao 2.1.2, para definirmos precisamente a cor de um
objeto ou fonte de luz, precisamos especificar o seu espectro de cor. De modo
semelhante, mostramos na secao 2.2.1 que a especificacdo univoca da cor
percebida de um objeto iluminado por uma determinada fonte de luz é o
espectro de cor resultante, calculado em funcao dos espectros de cor do objeto

e da luz.

Como podemos abstrair o olho humano como um instrumento ético que
processa a luz que consegue captar, € claro que o seu comportamento depende
do espectro das cores desta luz incidente. Desta forma, a expectativa natural é
que o modelo da percepcao de cores pelo olho humano necessite de um grande

numero de variaveis, tal qual o espectro de cores que incide nele.

Entretanto, desde o século XVII diversas experiéncias mostram que um
grande conjunto de cores pode ser reproduzido pela mistura de trés cores
distintas [32]. Um dos primeiros trabalhos conhecidos foi feito por Richard
Waller em 1686 [33], que publicou um atlas de cores, apresentado na figura 2.4,

que ja apresentava o conceito de trés cores primaérias.

No final do século XVIII, a tricromia comecou a ser melhor entendida
a partir dos estudos de George Palmer, John Elliot e Thomas Young, que
relacionaram as trés cores primérias com os receptores de luz da retina [32].
Ou seja, foram os primeiros estudos que apontaram que a tricromia da visao
humana deve-se ao fato de possuirmos trés tipos de receptores sensiveis as

cores, 0$ cones, em nossa retina.
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Figura 2.4: Primeiro atlas de cores com o conceito de cores primérias

No século XIX, Maxwell foi o primeiro a equacionar a composicao de
cores em funcdo das cores priméarias e a fazer as primeiras estimativas da
sensibilidade espectral dos trés tipos de cones. O trabalho de Maxwell foi a
base inicial para toda a formalizacao dos espacos de cores feita no inicio do
século XX.

A partir de seus modelos mateméticos para cor, Maxwell construiu um
projetor de imagens coloridas, ilustrado na figura 2.5. As imagens coloridas
eram obtidas a partir da combinacao de trés transparéncias monocromaticas,
onde cada transparéncia era iluminada com uma das cores primarias. Esse pro-
jetor é considerado o precursor de toda a industria fotografica e de reprodugao
de cores, que foi beneficiada pelo modelo simples de trés variaveis para modelar

as cores equacionado por Maxwell.

Figura 2.5: Projetor de Maxwell com trés cores primarias
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2.2.3 Funcoes de Correlagcao de Cores

No inicio do século XX, a tricromia do olho humano era um fato conhecido
e comprovado, mas nao havia um modelo matematico preciso da percepcao
das cores pelo olho humano. Uma das principais finalidades deste modelo
matematico seria correlacionar os trés tipos de cones do olho humano com
as curvas espectrais dos objetos e luzes. A obtencao desta correlacao é feita
pelo calculo das fungoes de correlacao de cores de cada um dos tipos de cones

do nosso olho.

O célculo das fungoes de correlagao de cores teve origem nos experimentos
feitos por Wright [34] e Guild [35] nos anos 1920. Nestes experimentos, ilustrado
na figura 2.6, varios observadores voluntarios foram instruidos a compor uma
determinada cor alvo, que era projetada em uma parte do campo visual do
voluntario, a partir do ajuste da intensidade de trés cores primarias. A mistura
resultante das cores primadrias, por sua vez, ocupava a outra metade do campo
visual do voluntario. Ou seja, os observadores ajustavam a intensidade de cada
uma das trés cores até obter a mesma percepgao visual nas duas partes do seu

campo visual.

Cores primarias

Observador

Cor alvo

Figura 2.6: Experiéncia para encontrar as curvas espectrais do olho humano

Nesses experimentos, verificou-se que nem todas as cores alvo conseguiam

ser mapeadas pela soma das trés cores primarias. Quando essa situacao ocorria,
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adicionava-se uma das cores primarias a cor alvo para obter uma equiparacao
da percepcao das cores entre os dois lados do campo visual do observador. A
adicao de uma primadria & cor alvo era considerado uma contribuicao negativa

dessa cor primaria na formacao da cor alvo.

A sumarizacao dos testes realizados com diversos observadores e diferen-
tes cores primdrias deu origem as fungoes de correlagao de cores 7(\), g(A) e
b()\). Estas funcdes foram padronizadas pelo CIE, ou Commission Internati-
onale de | ’Eclaimge, que é a autoridade internacional que define os padroes
relativos a luz, iluminagao e cores, e denominadas CIERGB [3], estando ilus-

tradas na figura 2.7.
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Figura 2.7: Fungoes de correlacao de cores CIE RGB

Para que os valores tricroméaticos pudessem ser normalizados, as fungoes

7(A), g(A) e b()\) foram construidas com as seguintes propriedades:
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A partir destas fungoes, os valores tricrométicos R, G e B podem ser
calculados para uma determinada cor definida pela curva espectral Er(\) da

seguinte forma:

R - ;L /?)JSOER(A)r()\)dA (2-5)
G - KLL /SJSOER(/\)Q()\)d/\ (2-6)
B - KLL /3;0ER(>\)6()\)d)\ (2-7)
onde:
Ky = /397:0EL()\)d>\ (2-8)

As propriedades (2-2) a (2-4) e o fator K garantem que R, G e B €
0, 1].

Se analisarmos as integrais (2-5), (2-6) e (2-7) do ponto de vista de um
espaco de Hilbert, podemos considera-las como equacoes de produto interno e
também definem uma projecao de um espaco espectral de infinitas dimensoes
em espaco tridimensional de cores. A partir destes conceitos, podemos dizer

que o CIERGB é um espaco de cores.

2.2.4 O Espaco CIEXYZ

As fungoes CIERGB tinha o grande inconveniente de possuir contribui¢oes ne-
gativas, o que complicava os calculos, e o conceito de “contribuicao negativa”de
uma cor dificultava a assimilagao deste conjunto de fungoes. Para superar este
inconveniente, o CIE desenvolveu um novo conjunto de fungoes de correlacao
de cores chamado CIEXYZ [2].

O CIEXYZ foi construido a partir de uma transformacao linear aplicada
nos valores R, G e B. Essa transformacao, descrita na equagao (2-9), além de
eliminar os componentes negativos da fungao 7(\), tornava a varidvel Y uma
medida precisa da luminancia acromatica da cor. Por consequéncia, todas as

propriedade de intensidade e tom das cores que nao dependem da luminancia,
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chamadas de cromaticidade da cor, estao representadas nas demais variaveis,
XelZ.

0.49 0.31 0.20 R
0.17697 0.81240 0.01063 G (2-9)
0.00 0.01 0.99 B

= 0.17697

N <<

Analogamente as funcoes 7()\), g(\) e b(A) do CIERGB, o CIEXYZ
definiu as fungoes de correlagao de cores Z(\), y(A) e Z(A), ilustradas na figura
2.8. Por meio dessas fungoes, os valores tricrométicos X, Y e Z de uma curva

espectral I(\) podem ser derivados, de acordo com as equagoes (2-10), (2-11)
o (2-12).

X - KLL /390 Er(V)z(3)dA (2-10)
y - KLL /SIOER(A)g()\)dA (2-11)
z7 - KLL /3:0ER()\)2()\)CZ)\ (2-12)
onde:
Ky - /B;OEL()\)dA (2-13)

O espago de cores CIEXYZ, definido a partir das varidaveis X, Y e Z, foi
o espaco de cores que definiu as bases de todos os estudos de percepcao de
cores a partir do século XX. Depois da sua padronizagao em 1931, todos os
espacos de cores que obtiveram sucesso, seja academicamente ou na industria,

foram desenvolvidos em funcao do espaco CIEXYZ.

2.2.5 Cromaticidade das Cores

Embora os espagos de cores tridimensionais representem precisamente a per-
cepcao das cores, muitas vezes o estudo das cores é facilitado se analisarmos

as cores em duas dimensoes. Em particular, o estudo da cromaticidade da cor
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Figura 2.8: Fungoes de correlagao de cores CIEXYZ

em duas dimensoes permite estudarmos os tons e intensidades da cor de forma

independente da luminancia.

O estudo da cromaticidade no espago CIEXYZ, em teoria, poderia ser
feito apenas por meio das varidaveis X e Z, pois a luminancia da cor esta
concentrada na variavel Y. O problema que é que as varidveis X e Z nao
correspondem a nenhum estimulo ou atributo real da cor, pois foram obtidas
por meio de uma transformacao linear do espaco CIERGB, que foi construida

para correlacionar apenas a variavel Y a uma propriedade fisica da cor.

Esse problema é resolvido se normalizarmos as coordenadas do espaco
CIEXYZ em termos das varidveis x, y e z, que representam as magnitudes

relativas dos valores tricromaticos. Esta normalizacao é dada por:
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X
N 2-14
v X+Y+2Z (2-14)
Y
Y= X+v+z (2-15)
Z
X4 Y+Z (2-16)

Por representarem magnitudes relativas dos valores tricroméaticos, e
também pelas equagoes (2-14), (2-15) e (2-16), é trivial descobrirmos que
x+y+ 2z = 1. Ou seja, x, y e z nao sao linearmente independentes e para
especificarmos a cromaticidade de uma cor sé necessitamos de duas dessas trés
variaveis. Por convencgao, escolheu-se x e y. Com isso, o plano que representa

a cromaticidade das cores, por extensao, foi denominado de plano xy.

Para representarmos um valor tricromético em termos de z e y, basta
acrescentarmos a variavel Y. O CIE padronizou o espaco formado por essas

trés variaveis como o CIE xyY.

A figura 2.9 reproduz o diagrama de cromaticidade do plano xy. Este
diagrama mostra todas as cromaticidades visiveis para o olho humano tipico. A
curva que delimita o lado superior das cromaticidades é chamada de Spectrum
Locus e representa as cromaticidades resultantes de estimulos espectrais puros.
Os estimulos espectrais puros sao as cores formadas apenas por um tnico
comprimento de onda. A luz emitida por um laser é um exemplo de um estimulo

espectral puro.

O calculo da cromaticidade de uma determinada frequéncia f é dada por:

Xf—téoﬂﬂﬂﬂw (2-17)
Vo= [ anioay (2-18)
4::1;5UMMM (2-19)

onde §(f) é o Delta de Dirac [36] centrado em f.
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Figura 2.9: Diagrama de cromaticidade xy

As coordenadas x; e y; que representam a cromaticidade do estimulo
espectral puro na frequéncia f sao calculados a partir dos valores X, Yy e Zy,
de acordo com as equagoes (2-14), (2-15) e (2-16).

2.3 Meétricas de Diferencas de Cores

Grande parte das pesquisas na percepgao humana de cores é relacionada com
a qualidade na reproducao de cores. A busca de consisténcia e repetibilidade
nas cores dos seus produtos é uma prioridade na industria grafica, fotografica,

automobilistica, téxtil, de plasticos, entre outras.

Historicamente esse controle era feito (e ainda é feito em muitas
industrias!) pela comparacao visual de amostras do produto com um ”produto
padrao”. Deste modo, a rejeicdo ou a aprovacgao de um produto é definida ex-
clusivamente em termos do julgamento pessoal de um observador. As primeiras
pesquisas ja indicaram que hé grandes diferencas de percepgao entre observa-

dores distintos, ou mesmo de um mesmo observador ao longo de varias horas
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de trabalho. Adicionalmente, o limite exato para a rejeicao ou aceitacio de um
produto é um critério subjetivo, adicionando mais imprecisao ao controle de

qualidade.

Visando eliminar a influéncia do observador, adotou-se o controle de cor
com uso de instrumentos precisos, tais como espectrofotometros e colorimetros.
A introducao destes equipamentos tornou o processo de medigao preciso e
consistente, mas ainda nao foi o suficiente para definir um critério claro definido
para aprovacao ou rejeicao de um produto. Ou seja, ainda nao havia uma
correlacao clara entre as variaveis tricromaticas resultantes dessa medicao e
um critério simples de aprovacao ou rejeicao da cor de um produto sendo
produzido. Esse é um campo de pesquisas bastante ativo e mesmo apds a
introdugao do espago de cores CIELAB em 1976, considerado um espaco de
cores uniforme e amplamente usado até mesmo nos dias de hoje, mais de vinte

férmulas distintas de diferencas de cores foram propostas desde entao [4].

2.3.1 Elipses de MacAdam

Um dos trabalhos pioneiros na perceptibilidade de diferencas de cores foi feito
por MacAdam [37], que estudou tais diferengas no plano zy, uma projegao do
espago XYZ onde a luminancia é constante. O estudo de MacAdam identificou
elipses no plano xy que definem regioes onde as cores sao indistinguiveis para

o olho humano tipico, conforme ilustrado na figura 2.10.

As distancias entre a borda das elipses e o seu centro sdo conhecidas
como a unidade MacAdam de diferenca de cores e introduziram o conceito de
Just Noticeable Difference (JND), ou diferenca meramente perceptivel entre
cores. Os estudos das elipses de MacAdam foram posteriormente estendidos
para elipsoides tridimensionais, que também consideravam a luminancia na

identificacao de regides de cores indistinguiveis para o olho humano tipico.

O estudo de MacAdam mostrou que as diferengas perceptuais de cores no
espaco CIEXYZ estao longe de ser proporcionais as distancias nesse espaco de
coordenados, visto a diferenca de magnitude e a excentricidade das elipses
encontradas. Em um espaco perceptualmente uniforme ideal, essas elipses

deveriam estar dispostas como circulos de mesmo diametro.

2.3.2 O Espaco CIEUVW

Outro trabalho relevante de MacAdam foi o desenvolvimento de um diagrama

de cromaticidade mais uniforme, chamado de Uniform Chromaticity Chart ou
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Figura 2.10: Elipses de MacAdam amplificadas por um fator de 10x para
facilitar a visualizacao

UCS. Trabalhos anteriores [38] ja indicavam que escalas de cores uniformes
eram melhor representadas no diagrama UCS do que no diagrama de cromati-
cidade zy adotado em 1931.

O diagrama UCS é definido por meio das variaveis u e v que definem uma
transformacao projetiva conforme as equagoes (2-20) e (2-21). Esse diagrama
foi adotado oficialmente pelo CIE em 1960.

4z
N )
YT Tor 12y 13 (2-20)
v = (2-21)

2+ 12y +3
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onde z e y sao coordenadas de cromaticidade.

Observando-se as elipses de MacAdam no diagrama UCS, figura 2.11,
notamos que a excentricidade das elipses diminui significativamente, mas ainda

nao constituem circulos perfeitos, o que seria o ideal.

0.4
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0.3 # 5 A ™
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Figura 2.11: Elipses de MacAdam no diagrama UCS

O trabalho de MacAdam deu origem a uma das primeiras férmulas de
diferengas de cor associadas a um espago de cores uniforme, onde a diferenca
de cor é calculada a partir da distancia euclidiana entre pontos deste espaco.
O espaco de cores UVW [39] foi desenvolvido a partir do diagrama UCS e
padronizado pelo CIE em 1964 com o nome de CIEUVW.

As coordenadas do espaco UVW sao definidas da seguinte forma:

U = 13W(u—um) (2-22)
Vo= 13W(v — ) (2-23)
W = 25Y3 —17 (2-24)

onde (ug,vp) constituem a cromaticidade UCS do white point ou iluminante e

Y é coordenada do espago XY Z.
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A férmula de diferenca de cores do espaco UVW é:

AEyyvw = VAU? + AV? + A2 (2-25)

Uma das principais contribui¢oes do espagco UV'W era possibilitar o
calculo de diferencas entre cores com luminancia distintas. Este tipo de cédlculo

foi possivel, uma vez que a féormula de distancia deste espaco € tridimensional.

O espaco UVIW também incorporou o caracter nao linear da luminosi-
dade na variavel W e, por consequéncia, nas demais varidaveis do espaco, ja
que tais variaveis sao definidas em fungao de W. A percepgao nao linear do
olho humano a luminosidade era um fato conhecido ha muito tempo, estando
representado no Sistema Munsell de Cores [40, 41] desde os ano 1920 e equaci-
onado desde os anos 50 [42, 43]. Desta forma, a contribuigao efetiva do espaco
UVW foi a incorporagao definitiva dessa nao linearidade em um espaco pa-
dronizado pelo CIE, que manteve-se presente em todos os espagos uniformes

subsequentes endossados pelo CIE.

2.3.3 Espacos baseados no Sistema Munsell de Cores

Embora o CIEUVW tenha usado caracteristicas do Sistema Munsell de Cores
na sua formulagdo, outras linhas de pesquisas buscaram a construcao de
férmulas de diferenca de cor usando esse sistema de cores como principal

referéncia.

O Sistema Munsell de Cores é definido a partir de um conjunto extenso de
amostras de cores, cuidadosamente selecionadas para serem perceptualmente
uniformes, conforme ilustrado na figura 2.12. As amostras neste sistema
estao organizadas em trés dimensoes perceptualmente uniformes: Hue, Value
e Chroma, que dizem respeito ao tom, luminosidade e saturacao da cor,
respectivamente. A uniformidade visual do sistema Munsell é a sua principal
caracteristica, pois foi construido e refinado a partir de medicoes rigorosas de

intmeras experiéncias visuais, o que lhe confere uma sélida base cientifica.

A partir de estudos que validaram a uniformidade do Sistema Munsell
[44] e o mapearam para o espago CIEXYZ [45], surgiram as primeiras propos-
tas de formulas de diferencas de cores baseadas neste sistema. Estas propostas
consideram a variavel V' do sistema Munsell como uma referéncia de unifor-
midade de luminancia e a relacionam com a variavel Y do espaco CIEXYZ,

conforme a equagao (2-26) apresentada em [44].
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Figura 2.12: Amostras do Sistema Munsell de Cores

Y =1.2219V — 0.23111V2 + 0.23951V? — 0.021009V* + 0.0008404V° (2-26)

Aplicando a equagao (2-26) em todas as varidveis do espago CIEXYZ, a
férmula de diferenca de cores (2-27) foi desenvolvida [46, 47].

ABay = (0230 + (A(Vx — 15))? + (04A(V, — 15))°  (2:27)

Esta férmula ficou conhecida como “Delta E AN”, nomeada com as
iniciais seus autores: Adams [46] e Nickerson [47]. Esta férmula obteve grande
aceitacao, principalmente apos a realizacao de diversos estudos que mostraram
que essa formula representava melhor os dados de diferenca de cor do que a

férmula CIEUVW.

Observando-se a equacao (2-27), podemos dizer que essa férmula caracte-
riza a distancia euclidiana em um espago formado pelas variaveis Vy-, Vx — Vy
e V; — V4. Esse espaco forneceu as bases para a formulagao do CIELAB,
o espaco de cores uniforme de maior sucesso produzido pelo CIE e o mais

utilizado até os dias de hoje.
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2.3.4 Espaco CIELAB

A melhor precisao da férmula “Delta E AN”motivou o CIE a buscar um novo
espaco de cores uniforme. Essa mesma férmula foi um dos principais pilares
do grupo de estudo montado pelo CIE, mas era considerada muito complexa
para ser adotada como férmula de uso geral. A sua complexidade residia nas
transformacoes complexas de quinta ordem necessarias para obter os valores

Vx, Vy e V7 a partir das coordenadas tricromaticas tradicionais.

A solugao foi a busca de um céalculo mais simples para correlacionar a
percepcao da luminancia com a variavel Y. Esta simplificacao foi obtida a partir
de uma equagao cuibica simples, facilmente inversivel, e com grande fidelidade
a variavel V' do Sistema Munsell. Esse espaco de cores ficou conhecido como

CIELARB, definido a partir das variaveis L, a e b, conforme as equagoes abaixo:

L = 116f(Y/Y,) — 16 (2-28)
a = 500 (f(X/X,)— f(Y/Yy)) (2-29)
b = 200(f(Y/Ya) = f(Z/Zy)) (2-30)
onde:
fit) = [ 2 se t > (%) | (2-31)
% (2—69) t+ 24—9 caso contrario

Na formulagao do CIELAB, é explicito que os valores tricromaticos
dependem da luz que incide no objeto, representada pelos valores X,,, Y, e

Z,. Essas trés coordenadas sao denominadas white-point do iluminante.

Todos as representacoes tricromaticas de cores dependem do iluminante,
o CIELAB foi o primeiro sistema a indicar isso explicitamente na sua
formulagao. Nos sistemas CIERGB e CIEXYZ a dependéncia do iluminante
estd presente de forma discreta no componente Er das integrais e na variavel
K, conforme as equagoes (2-5) a (2-7) e (2-10) a (2-12).

A explicitacao da dependéncia do iluminante reforca o fato, muitas vezes

esquecido, que a representagao univoca da percepcao humana da cor por meio
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de trés variaveis s6 é valida sob o mesmo iluminante. Ou seja, se trocarmos
o iluminante, os valores tricromaticos serao diferentes para o mesmo objeto
sendo observado. Para representarmos uma cor univocamente sob qualquer

iluminante necessitamos usar todo o seu espectro e nao apenas trés variaveis.

Essa dependéncia muitas vezes passa desapercebida pela maioria das
pessoas, pois 0 nosso olho se adapta muito facilmente a qualquer mudanca
de tipo de luminosidade. Um exemplo cotidiano da relacao do iluminante
com a percepcao de cores é o white-balance das maquinas fotograficas digitais,
que nada mais é o ajuste do white-point do sistema de cores da maquina em

questao.

2.3.5 Espaco CIELCH

Embora o espaco CIELAB tenha sido construido com objetivo de apresentar
distancias euclidianas mais préximas a percepcao de diferencas de cores pelo
olho humano, os atributos mais tangiveis no uso das cores no dia-a-dia sao
melhor representados em coordenadas polares no plano ab. As variaveis C' e H
representam, respectivamente o Chroma e o Hue da cor, que correspondem &

saturacao e o tom da cor.

C = Va2+1? (2-32)
H = tan™! <9> (2-33)

onde H ¢é expresso em graus no intervalo (—180, 180].

Devido a melhor representagao dos atributos de cores pelas variaveis C'
e H, o CIE também padronizou o espago CIELCH. Este espaco é formado por

essas duas varidaveis e também pela variavel L presente no espaco CIELAB.

2.3.6 Cromaticidade no CIELAB

No espaco CIELAB toda a informagao de luminosidade da cor esta represen-
tada na coordenada L e, desta forma, o estudo da cromaticidade de cores neste
espaco é naturalmente feito no plano ab. Nesse plano, a origem representa um
tom de cinza neutro e as coordenadas a e b variam de —oo a 0o para representar

diferentes cromaticidades distintas.
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Embora o modelo CIELAB nao defina limitagoes de magnitude para
as coordenadas a e b, h4 um limite real na percepcao da cromaticidade das
cores, que no espaco CIEXYZ é descrita pelas equagoes (2-17) a (2-19). Como o
espago CIELAB é definido a partir da presenga de um iluminante, as equagoes
do spectrum locus do CIEXYZ nao podem ser aplicadas, pois representam um

modelo tedrico que nao inclui nenhuma referéncia a influéncia do iluminante.

Para encontrarmos o spectrum locus no plano ab para um determinado
iluminante, precisamos gerar um grande conjunto de espectros de cores seme-
lhantes ao modelo de cores puras empregado no CIEXYZ e demarcarmos a
regiao do plano ab coberta por tais espectros [48]. Os espectros das cores puras
sao obtidas pela aproximagao da fungao d(\) por meio de fungoes boz, descritas
nas equagoes (2-34) e (2-35).

E()\Lf?)()\) _ 1 seXe [)‘17 )‘2] (2_34)

box L.
0 caso contrario

(e}

EXM()) = se A € [f1, fa] (2-35)

box L.
caso contrario

—_

O conjunto de espectros formados pela variacao de A; entre
[390nm, 750nm] e Ay entre [A1, 750nm] nas fungoes Eéj;’)‘Z) e Eéj;’h), aplicadas
nas equagoes (2-17) a (2-19), dé origem a um conjunto de coordenadas no
espago CIEXYZ e, consequentemente, no espaco CIELAB, de acordo com as
equagoes (2-28) a (2-30). Se projetarmos o conjunto de coordenadas no espago
CIELARB resultante no plano ab, o limite da nossa percep¢ao de cromaticidade

serd demarcado pela regiao apresentada na figura 2.13.

2.4 Foérmulas de Diferencas de Cores baseadas
no CIELAB

O espaco CIELAB obteve grande sucesso e aceitagdo no mundo académico
e industrial. Mesmo a introducao de novos espacos de cores mais modernos e
precisos, como o CIECAMO02, nao alterou a popularidade do CIELAB, que

continua a ser o espago de cores uniforme de maior uso nos dias de hoje.

Em funcao deste sucesso, a busca pela maior uniformidade nas diferencas
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Figura 2.13: Limite da percepcao de cromaticidade no plano ab

de cores se voltou para melhorar as formulas de diferencas de cores no espaco
CIELARB, sem a inten¢ao de propor um novo espaco de cores. Em fungao disso,
varias formulas de diferengas de cores baseadas no CIELAB foram propostas
nos ultimos anos e, dentre essas formulas, destacaremos as que consideramos

mais relevantes nesta secao.

2.4.1 Formula CIE76

Quando o espaco CIELAB foi desenvolvido em 1976, a sua uniformidade era
a melhor referéncia para a medicao de pequenas diferencas de cores e, por
consequeéncia, a distancia euclidiana entre duas coordenadas neste espaco era
a melhor férmula para a medicdo de pequenas diferencas entre cores. Esta

formula foi oficialmente padronizada pela CIE e ficou conhecida como CIET6
ou AFE.
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Mais especificamente, sejam laby = (Li,a1,b1) e laby = (Lo, as,bs)

coordenadas no espago de cores CIELAB, a formula CIE76 é definida por:

AE76 = \/(LQ — L1)2 -+ (CLQ — CL1)2 -+ (bQ — b1)2 (2-36)

2.4.2 Formula CIE94

Nos anos seguintes, novas pesquisas geraram mais dados empiricos que me-
lhor caracterizaram a percepcao do olho humano, o que resultou em varias
propostas de ajustes na féormula CIE76. Uma das modificacGes que mais tive-
ram sucesso e adesao é a equagao de diferengas de cores CMC [5, 6], que foi
desenvolvida a partir de experimentos visuais nas diferencas perceptuais nas
cores de tecidos. Esta férmula foi revista pelo CIE face a presenca de novos da-
dos perceptuais da industria automotiva [49], o que resultou no padrao CIE94,

descrito na equagao (2-37).

AL\ 2 AC, 2 AHy, \?
ABEoy =/ [ oF S Sl 2-
o \/(KL> + (1+K1C1) + (1+K201) (2-37)

onde:

AL = Ly— L, (2-38)
C; = \Ja2+b i=1,2 (2-39)
ACy = Cy—Cy (2-40)
Aa = ay—a (2-41)
Ab = by—b (2-42)
AHy = VA + AV — AC,? (2-43)

Finalmente, os fatores de ponderacao K, K; e Ky dependem da

aplicacao, conforme a tabela abaixo:

Como os conjuntos de dados de diferencas perceptuais que deram origem

a formula CIE94 contém apenas pequenas diferencas de cores, essa féormula
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Artes Graficas | Téxteis
K 1 2
K, 0.045 0.048
Ky 0.015 0.014

Tabela 2.1: Fatores de ponderagao da férmula CIE94

so é valida se empregada em pequenas diferengas de cores. Considera-se uma

pequena diferenca de cores, quando AFEy7s € [0, 5] [50].

2.4.3 Formula CIEDE2000

Em 1998, a CIE criou o Comité Técnico 1-47 com o objetivo de criar uma
formula de diferenga de cores mais confiavel e genérica do que as féormulas
existentes. Uma das primeiras conclusoes deste comité foi que as férmulas

atuais podiam ser generalizadas a partir da seguinte equacao:

AL \? AC \? AH \?
AFE) 47 = \/(kLSL> + <Kc5c> + <7hh5’ — h) + AR (2-44)
onde:
AR = Rrf(ACAH) (2-45)

e AL, AC e AH sao diferengas baseadas nas métricas do espago CIELCH
calculadas entre duas coordenadas deste espago e 0 AR é um termo de rotagao
baseado nas formulas CRT e BFD.

Com a defini¢ao da estrutura basica da féormula, o desenvolvimento da
nova férmula teve como base a consolidacao dos diferentes conjuntos de dados
de diferencas perceptuais de cores e o melhor entendimento dos parametros Sy,
Sc, Su e Rr da equagao (2-44). Dos diversos conjuntos de dados disponiveis,
quatro conjuntos foram escolhidos para ajustar a formula: BED-P, Leeds, RIT-
DuPont e Whit, bem como a adigao fungoes de ponderacao para a luminosidade

e para tons especificos foram propostos [8].

Este trabalho deu origem a férmula CIEDE2000, que foi padronizada
pelo CIE em 2002 e é considerada a féormula mais avancada para afericao de
pequenas diferencas de cores. Tal qual a férmula CIE94, os dados de diferencas

de cores que deram origem a féormula CIEDE2000 também contém apenas
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pequenas diferencas de cores. Com isso, a aplicagao dessa nova férmula também

é restrita a situagdes quando quando AFEzs € [0, 5].

A féormula CIEDE2000 é descrita matematicamente da seguinte forma.
Sejam ¢; = (Ly,a1,b1) e ca = (Lg,a9,by) coordenadas no espago de cores
CIELAB, onde ||ca—c1]| < Dy, para um Dy pequeno. AFEg(cq, ¢2) é a equagao
que define a férmula de diferenca perceptual de cores CIEDE2000 e Dy é a

maior diferenga dentre cores onde a equagao (2-46) pode ser aplicada.

ALN?  [ACN\?  [AH\? AC' AH'
seatene) = (32) + (32) 4 (A7) + mATRE o

onde:

AL = Ly— L, (2-47)
- Li+L
;. + Lo (2-48)
2
c - Gité (2-49)
2
Cr = yJai+b? i=1,2 (2-50)
a; | C_q .
CL;— = a; —+ 5 1 — m 1 = 1, 2 (2-51)
C! = yJad?+b i=12 (2-52)
AC" = Cy—-C) i=1,2 (2-53)
/ !
o - G ‘g s (2-54)
1 [ bi .
R, = tan* (;) i=1,2 (2-55)
hy = hy [Py = Ryl <
AR = S hh—h, 421 ||k, — By >k < B (2-56)

Wy —h, —2n ||Wy —hb|| > b > R,
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AR
AH' = 2 C{C’ésin< 5 ) (2-57)
P LRI T R A 2.5
(h — hy)/2 [Py = holl <
T = 1-0.17cos(H —7/6)+0.24(2H") + (2-59)

+0.32cos(3H" + 7/30) — 0.20 cos(4H' — 217/60)

0.015(L — 50)?

S, = 1+ = 2-60
8 20 + (L — 50)? (2-60)
Sc = 1+0.045C" (2-61)
Sp = 1+0.015C'T (2-62)
- 180H'
H,, = 2-63
deg T ( )

o r H'gey — 27517
RT = 2 m Sin [E exXp <— [T] (2-64)
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Mapeamento  Euclidiano da
Formula CIEDE2000

Neste capitulo apresentamos a nossa abordagem para o mapeamento do espago
CIELAB sob a métrica da féormula CIEDE2000 em espacos euclidianos
de trés ou mais dimensoes. Seguindo a proposta de Urban et al. [1, 14], o
mapeamento serd feito em duas partes distintas, onde a primeira parte é
voltada para a coordenada L e a outra parte é dedicada para o mapeamento

do plano ab.

O mapeamento do plano ab, em particular, é o elemento central das
contribuicoes deste capitulo, onde desenvolvemos uma abordagem baseada
em técnicas de multidimensional scaling. Consideramos que essa abordagem
¢ inédita pois até o momento nao encontramos publicacées que tratam do
mapeamento de distancias perceptuais em espacos de cores usando técnicas

similares as descritas nas proximas secoes.

Para o mapeamento da coordenada L, consideramos que o trabalho de
Urban et. al, citado no pardgrafo anterior, é uma solu¢ao adequada. Apenas
no intuito de descrever uma abordagem completa de mapeamento do espaco

CIELARB incluimos uma descri¢ao deste trabalho na secao 3.3.

3.1 Independéncia da Coordenada L do Plano
ab

Observando as equagoes (2-46) a (2-64), notamos que a complexidade da
formula CIEDE2000 esta concentrada no plano ab. Por consequéncia, o
mapeamento deste plano exigird uma abordagem mais elaborada do que o

mapeamento da coordenada L. Nestas mesmas equagoes podemos verificar
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que a componente L do espaco CIELAB é independente das varidveis a e
b. Como a coordenada L é ortogonal ao plano ab, podemos dividir a férmula
CIEDE2000 em duas partes independentes: AEL e AES, conforme ilustrado
na figura 3.1.

L

Figura 3.1: Divisao da Férmula CIEDE2000 em AEL e AEZ

ABy(laby,laby) = \JAEL (L1, Lo)? + AEg (aby, aby)? (3-1)
AL
AEL(Ly, Ly) = 3 (3-2)
ACN\?  [(AH"\® AC' AH'
setonon) () + (3) +m3ER o0
H H

A independéncia entre a coordenada L e o plano ab é central na cons-

trucao de mapeamentos euclidianos a partir da métrica definida pela férmula
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CIEDE2000, tendo sido, inclusive, empregada em [1, 14]. O nosso mapea-
mento também ird explorar esta independéncia, onde desenvolveremos aborda-

gens distintas para o mapeamento da coordenada L e o plano ab.

3.2 Formulacao Matematica do Mapeamento
Euclidiano da Féormula CIEDE2000

Nesta secao descreveremos matematicamente a nossa abordagem para o ma-
peamento do espago de cores CIELAB, em um novo espago, cujas distancias
euclidianas se aproximem dos valores fornecidos pela férmula CIEDE2000 no
espago CIELAB.

Sejam laby = (Li,a1,b1) e laby = (Lg, as, by) coordenadas no espago de
cores CIELAB, onde |[laby —lab; || < Dy, para um Dy pequeno o bastante para
permitir que o uso da férmula CIEDE2000 seja valida, e (L,,, my, - ,mq)

coordenadas de um espaco euclidiano de d + 1 dimensoes.

O mapeamento euclidiano My, é definido como:

My, : R® — R
(Lv a, b) — (Lmamla' o 7md) (3_4)

AEgk(labl, labg) = HMgk(labg) — Mgk(labl)H

onde d é a dimensao de um espago euclidiano perceptual cujo mapeamento

corresponde ao plano ab do espaco CIELAB.

Entao, podemos dizer que my,, = Moy (lab), onde lab = (L, a,b), my, =
(Lm7m17 T 7md)7 Lm = MZLIC(L) € (m17 T 7md> = Mélllc)(a7b)

Como discutimos na secao 3.1, a coordenada L e o plano ab sdo indepen-
dentes na formula CIEDE2000. Por consequéncia, o mapeamento Msy;, pode
ser expresso em termos do do mapeamento M, para a coordenada L e do

mapeamento MS? para o plano ab.
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]\42]7C R—R
L— L, (3-5)

AE} (L1, Ly) = || My (La) — My, (L)

Mg :R* - R?
(a,b) = (my, -+ ,mg) (3-6)
ABg (1, e2) = | Mg (as, b2) — Mg (ar, by) |
O mapeamento euclidiano My, é obtido a partir dos mapeamentos

parciais ML e M, onde cada um destes mapeamentos parciais é obtido

separadamente, conforme as definigbes a seguir.

3.3 Mapeamento da Coordenada L

O mapeamento da coordenada L é determinada pelo cdlculo da integral
(3-7), obtida diretamente a partir da férmula CIEDE2000, de acordo com

a abordagem descrita em [1, 14].

dt

ME(L) = / ) (3-7)

onde S(t) é definido a partir da equagao (2-60) da férmula CIEDE2000

COIMo:

0.015(t — 50)?
20 + (t — 50)?

Su(t) =1+ (3-8)

Por fim, a integral (3-7) é usada na constru¢ao de uma look-up table na
forma L; — ML (L;), onde L; = 0,L,,---,100, e L, é a precisao desejada,

tipicamente com valores entre 0.1 e 1.
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3.4 Mapeamento do Plano ab

Nessa secao apresentamos a nossa abordagem para o mapeamento do plano ab.
Consideramos o uso de técnicas de multidimensional scaling para realizar este
mapeamento, uma vez que as técnicas de MDS se propoem a obter coordenadas
absolutas de um conjunto de pontos a partir de medidas das distancias relativas

entre estes mesmos pontos.

Para podermos aplicar as técnicas de MDS no mapeamento do plano ab,
em primeiro lugar, precisamos discretizar este plano em um conjunto de pontos
denso o bastante para capturar todas as nuances do comportamento da férmula
CIEDE2000. Em um segundo passo, precisamos usar a formula CIEDE2000
para calcular todas as diferencas perceptuais entre os pontos e seus vizinhos
proximos, em regioes onde a formula seja védlida. Somente apds completarmos
esses dois passos, teremos a disposicao o ferramental do MDS para realizarmos
o mapeamento propriamente dito. Ou seja, poderemos obter as coordenadas
do espacgo cujas distancias euclidianas correspondem as diferencas de cor no
plano ab segundo a férmula CTEDE2000.

Como veremos nas proximas secoes, tanto a discretizacao do plano ab
em um conjunto denso de pontos, como o calculo das distancias entre todos os
pontos da discretizacao pela férmula CIEDE2000 nao sao operagoes triviais.
No caso da discretizacao do plano ab, precisamos capturar o comportamento
complexo da formula CIEDE2000, sem recorrer a um nimero excessivo de
pontos, o que pode inviabilizar a realizacao dos calculos complexos do MDS.
O célculo das diferengas de cor com a férmula CIEDE2000 nos pontos que
discretizam o plano ab, por sua vez, precisa ser feito entre pontos que estao

dispostos além do raio maximo de atuagao maximo da férmula CTEDE2000.

A nossa abordagem de mapeamento foi construida para lidar com essas
questoes e, por consequéncia, viabilizar o uso do MDS no mapeamento do
plano ab. Para a discretizacao do plano ab, estamos propondo o uso de malha
de triangulos adaptativa para obtermos um numero de pontos adequado as
caracteristicas da formula CIEDE2000. Para o calculo das diferencas de cor
além dos limites da férmula CIEDE2000, selecionamos duas técnicas de MDS
que sao baseadas apenas nas distancias locais entre os pontos, o ISOMAP e

o Sammon Mapping.

Além da descricao da nossa abordagem, nesta segao também apresenta-
mos o estudo da curvatura do plano ab obtida pelo uso da férmula CIEDE2000

como medida de distancia nesse plano. Esse estudo foi relevante para decidir-
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mos alguns aspectos da nossa abordagem e do mapeamento em si, como por

exemplo o nimero de dimensoes dos mapeamentos a serem realizados.

3.4.1 Curvatura do Plano ab segundo a Foérmula
CIEDE2000

Como o seu préprio nome indica, o multidimensional scaling permite o de-
senvolvimento mapeamento de espacos em varias dimensoes distintas. Essa
flexibilidade do MDS nos permite mapear o plano ab em espacos de duas ou
mais dimensoes, o que possibilitaria gerar mapeamentos mais precisos com o

aumento das dimensoes.

Diante da possibilidade de mapeamentos em mais do que duas dimensoes,
consideramos que seria interessante estudar o comportamento da curvatura
gaussiana ao longo do plano ab calculada com o uso da férmula CIEDE2000
no lugar da distancia euclidiana. Como referéncia, lembramos que a curvatura
gaussiana de um plano calculado a partir da distancia euclidiana, é constante
e igual a zero. Deste modo, caso encontremos valores diferentes de zero
na curvatura do plano ab sob a féormula CIEDE2000, é um sinal que os
mapeamentos deste plano em trés ou mais dimensoes podem apresentar maior

precisao.

O célculo da curvatura gaussiana da féormula CIEDE2000 no plano ab
estd ilustrado na figura 3.2. Sejam p e v;, i = 1---n pontos do plano ab, onde
v; pertencem a um circulo de raio r centrado em p e r é um valor pequeno,
compativel com as restricoes da formula CIEDE2000. As distancias r; e t;
sao calculadas de acordo com a equacao (3-3) e, por consequéncia, 0 mesmo

acontece com as areas dos triangulos A;.

Vi+1

Figura 3.2: Célculo da Curvatura Gaussiana
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Desta forma, curvatura gaussiana K (p) é definida como sendo:

<mm:3<%;§¥0
a

onde:

2 2 42
0, = cos™ ! <7j>

27’i7’j

A = \/Si(si —ti)(si —ri)(si — ;)

ti+ri+7'j
2

r = AEZ(p,v)
rj = AER(p,vj)
ti = AEg(vi,v5)
1 = 1--n

1+1 sei<n

1 set=n

46

(3-9)

(3-10)

(3-11)
(3-12)
(3-13)
(3-14)
(3-15)

(3-16)

(3-17)

A curvatura do plano ab, na regiao onde —50 < a,b < 50, pode ser

visualizada na figura 3.3. Nessa figura, os tons claros representam valores

maiores de curvatura. Por sua vez, o histograma das curvaturas presentes na

figura 3.3 estd representado no grafico da figura 3.4.

A comprovacao dos desvios na curvatura do plano ab, quando subme-

tida a métrica da formula CIEDE2000, nos incentivou a explorar mapeamen-

tos métricos em trés dimensoes, além do mapeamento tradicional em duas

dimensoes, visando obter uma maior isometria em relacao a formula em es-

tudo. Os mapeamentos em duas e trés dimensoes obtidos serao apresentados

na se¢ao 4.3 do capitulo 4.
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Figura 3.3: Curvatura Gaussiana do Plano ab

3.4.2 Discretizacao do Plano ab

As técnicas de multidimensional scaling que serdo usadas para o mapeamento
do plano ab necessitam que esse plano seja discretizado em um conjunto de
pontos. Tal conjunto de pontos precisa ser denso, uma vez que a férmula
CIEDE2000 s6 é definida para pequenos segmentos do plano e possui um
comportamento complexo. Por outro lado, se esse conjunto de pontos for
grande demais, os calculos do MDS podem ser muito prejudicados ou mesmo

inviabilizados dependendo do hardware disponivel no momento.

A nossa abordagem consiste em discretizar o plano ab por meio de uma
malha de triangulos, onde os vértices dessa malha sao pontos deste plano e as
arestas representam a diferenca perceptual medida pela formula CTIEDE2000
entre os vértices que compoem cada aresta. Visando capturar as variagoes
presentes na férmula CIEDE2000 descritas na secao 3.4.1, optamos por
construir essa malha em uma abordagem adaptativa, com base na propria

curvatura gaussiana da férmula.

A discretizacao do plano foi realizada em trés etapas. Em primeiro
lugar, delimitamos a regiao do plano ab a ser discretizada. Na segunda etapa,
escolhemos os melhores pontos para a discretizacao, com base na curvatura

gaussiana de cada ponto. Por fim, os pontos obtidos na segunda etapa foram
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Figura 3.4: Histograma da Curvatura Gaussiana do Plano ab

triangulados, com uso da técnica tradicional de Delaunay [51]. Estas etapas

serao descritas nas préximas secoes.

Delimitacao da Discretizacao

A delimitacao da regido do plano ab a ser discretizada pela malha de triangulos

foi desenvolvida com dois objetivos:

— Cobrir todo o spectrum locus do plano ab, permitindo o mapeamento de

todas as cromaticidades percebidas pelo olho humano

— Facilitar a construcao de mecanismos de interpolacao sobre a malha de

triangulos

O primeiro objetivo, naturalmente, procura maximizar o ntmero de
aplicacoes que se beneficiam deste trabalho, pela cobertura de todas as cores
relevantes para o ser humano. Adicionalmente, por considerarmos a construcao
de mecanismos de interpolagao como sendo a aplicagao pratica mais relevante
dos resultados deste trabalho, também priorizamos um bom suporte a tais

mecanismos.

Na pratica, o primeiro objetivo define o spectrum locus do plano ab como

sendo as dimensoes minimas para a regiao de cobertura da malha de triangulos.
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Desta forma, a construcao da malha procurou definir um formato minimo,
igual ou superior ao spectrum locus, que favoreca as técnicas mais relevantes

de interpolacao.

Para facilitar a interpolacao, o spectrum locus do plano ab foi estendido
de duas formas distintas. Em primeiro lugar, tornamos essa regiao do plano
ab convexa por meio do cdlculo do seu convexr hull. Em uma segunda etapa,
adicionamos uma pequena margem externa em torno do convex hull, resultando

na regiao ilustrada na figura 3.6.

A convexidade da malha é pré-requisito para a interpolacdo linear com
base nas coordenadas dos vértices de triangulos, que constitui o método mais
comum de interpolacao em malhas de triangulos. A borda adicional, por sua
vez, permite que todos os pontos do spectrum locus, em particular os situados
proximos aos seus limites, sejam rodeados por dois pontos da malha em todas
as direcoes. Mais especificamente, cada ponto a ser interpolado deve possuir
uma vizinhanga 2-ring, conforme ilustrado na figura 3.5. Com todo o spectrum
locus circundado por pelo menos dois pontos, podemos construir interpolagoes

com continuidade Cy para todas as suas coordenadas.

Figura 3.5: Vizinhancga 2-ring de um ponto

Selecdao dos Pontos da Malha

Na secao 3.4.1 mostramos que a férmula CIEDE2000 induz variagoes ex-
pressivas na curvatura gaussiana do plano ab, quando usada como métrica

deste plano. Medidas de curvatura sao métricas frequentemente usadas na
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Figura 3.6: Dimensoes da malha que discretiza o plano ab, em vermelho, em
relacao ao seu spectrum locus, em azul

construcao, ou reconstrucao, de malhas de pontos, uma vez que permitem a
geracao de malhas com grande adaptagao as nuances e variagoes da superficie
sendo mapeada [52, 53]. Desta forma, foi natural a escolha da curvatura gaus-

siana como principal critério de selecao dos pontos que irao discretizar o plano
ab.

O processo de selecao de pontos foi realizado nas seguintes etapas:
1. Geragao do conjunto de pontos candidatos a pertencer da malha de
discretizagao

2. Ordenar o conjunto de pontos em ordem decrescente de curvatura

gaussiana

3. Adicionar os pontos na malha segundo a ordenagao do passo anterior,

respeitando uma distancia minima dos pontos vizinhos
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O primeiro passo da selecao dos pontos consistiu na geragao de um
conjunto extenso de pontos candidatos a pertencer a malha, dentro da regiao
delimitada para o mapeamento. O conjunto de pontos foi criado a partir da
intersecao de um grid regular retangular de grande densidade com a regiao

que delimita o mapeamento do plano ab.

Mais precisamente, seja Ry, a regiao que delimita o mapeamento do plano
ab, o ponto (a;,b;), a; € a1, -+ ,an] e b; € [a1,- -+, a), pertence ao grid G,
onde a;41 —a; = bjs1 —bj = Agpig, Vi€ [1,--- ,m—1]eVje[l,--- ,n—1],

se e somente se a coordenada (a;,b;) € Rgp.

Em seguida, na segunda etapa, os pontos do grid sao ordenados por
ordem decrescente do valor absoluto de sua curvatura gaussiana. Para obter o
valor da curvatura gaussiana, empregamos a equagao (3-9) descrita na segao
3.4.1.

Ou seja, dados os pontos ab;, ab; € M, dizemos que ab; precede ab; se e
somente se |K(ab;)| > |K(ab;)|.

A etapa final da selecao dos pontos consiste em, a partir da ordem
definida na etapa anterior, efetivamente selecionar os pontos que irao fazer
parte da malha. A partir de uma malha inicialmente vazia e seguindo a ordem
decrescente de curvatura, cada ponto ab; de Ry, ¢ inserido na malha M, desde
que nao esteja muito proximo a um outro ponto ab;, |K(ab;)| > |K(ab;)| e
abj € M.

A proximidade entre os pontos ab; ¢ ab; na malha M depende da
curvatura de ambos pontos. A curvatura de cada ponto ab; define um raio
de exclusao R;, por meio de uma funcao F' de correlagdo de curvatura, na
forma de R; = F(K(ab;)). Alguns exemplos de fungao F' estao ilustrados na
figura 3.7, onde a funcao em azul ird gerar uma malha de menor resolugao
do que a funcao vermelha, ja que essa primeira funcao mapeia os valores de

curvatura em raios de exclusao maiores do que a segunda fungao.

O primeiro objetivo dessas fungoes é correlacionar os valores mais altos de
curvatura com os menores raios de exclusao e vice-versa. Com isso, as regices
do plano ab com curvatura mais acentuada terao uma maior cobertura de
pontos e, a0 mesmo tempo, as regioes mais regulares apresentarao uma menor
densidade de pontos. O segundo objetivo é definir a resolucao da malha, que
é reduzida na medida em que F atribui raios de exclusao maiores aos valores

de curvatura, ou aumentada caso os raios sejam reduzidos. Ou seja, tanto o
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Figura 3.7: Exemplos de funcao de correlacao de curvatura

grau de adaptatividade como a resolucao da malha M sao definidas a partir

da funcao F'.

A insercao de um ponto ab; depende do seu préprio raio de exclusao e
também dos raios de exclusao dos pontos ab; ja presentes em M. Com isto,
permitimos que pontos com baixa curvatura, e consequentemente grande raio
de exclusao, caso estejam proximos de pontos de grande curvatura, tenham
maior possibilidade de insercao na malha M. Esta relacao de proximidade ira
conferir uma transicao mais uniforme na densidade de pontos da malha M

entre regides de curvatura muito distintas.

O critério de insercao do ponto ab; na malha M depende do raio de

exclusao composto R;;, definido na equagao (3-18), que representa a média

0,79
geométrica entre R; e R;. Este tipo de média foi escolhida por apresentar
valores mais proximos aos raios dos pontos de maior curvatura, o que contribui
ainda mais para a uma transicao suave na densidade de pontos da malha entre

regioes de diferentes graus de curvatura.

Ri,j = \/RiRj, abj e Me Ha@ — CLij S Rl (3-18)
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Desta forma, dizemos que o ponto ab; ¢ inserido em m caso |lab; — ab;|| >
R; ;, Vab; € M. A figura 3.8 ilustra a situacao em que o ponto ab; é inserido
devido ao fato do ponto ab; possuir um raio de exclusao reduzido R;. Esse raio
reduzido torna o raio composto R;; menor do que |lab; — ab;||, permitindo a

inclusao do ponto.

Figura 3.8: Exemplo de raio de exclusao composto (em azul) comparado aos
raios de exclusao individuais (em vermelho)

O algoritmo em pseudo-coédigo da discretizacao do plano ab é ilustrado

no algoritmo 1.

Triangulacao da Malha

A dltima etapa da discretizacdo do plano ab consiste em triangularizar os
pontos obtidos na etapa anterior. Esta triangulacao foi feita a partir dos
critérios tradicionais de Delaunay [51], que visam maximizar os angulos dos
triangulos produzidos. Esta maximizacao é particularmente relevante para a
construcao de interpolacoes sobre a malha de triangulos, um dos resultados

praticos deste trabalho.

Embora muito relevante para o uso pratico do mapeamento, como
veremos nas proximas secoes, a triangulacao dos pontos da discretizacao do
plano terda pouca utilidade na geracao do mapeamento propriamente dito.
Como os limites de atuagao da férmula CIEDE2000 sao mais extensos do
que a resolucao da malha, os mapeamentos foram construidos diretamente

sobre a férmula em questao.
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Algorithm 1 Discretizacao do plano ab

G « CriaGrid(SpectrumLocusqy, Agria, margem) ;
Gorg < Ordena(G, K)
M«
for ab; € Gora, K(abiy;) < K(ab;) do
FlagColisao + 0
for ab; € M do
if R;; <|labj — abi|| then
FlagColisao <+ 1
end if
end for
if FlagColisao = 0 then
end if
end for

A figura 3.9 apresenta uma exemplo de uma malha de triangulos gerada
adaptativamente. Esta malha foi gerada com o uso da funcao de correlagao

ilustrada em azul da figura 3.9.

3.4.3 Multidimensional Scaling

O Multidimensional Scaling [54, 16, 15] é um conjunto de técnicas estatisticas
desenvolvidas para inferir as dimensoes do espaco perceptual de dados comple-
xo0s. As técnicas de MDS trabalham a partir de medidas globais de similaridade
ou dissimilaridade dos estimulos ou objetos sendo investigados, usualmente re-
presentadas na forma de matriz. Essa matriz é conhecida como matriz de simi-
laridades. O principal resultado das técnicas de MDS é a configuracao espacial
dos objetos, que sao representadas por pontos em um espaco multidimensional.
Os pontos resultantes do MDS estao espacialmente dispostos de modo que as
distancias entre os pontos correspondam a similaridade dos estimulos ou obje-
tos. Deste modo, objetos ou estimulos similares sao representados por pontos
que sao proximos entre si e, analogamente, objetos ou estimulos dissimilares

representam pontos distantes entre si.

As técnicas de MDS mais rigorosas sao conhecidas como MDS métrico.
Estas técnicas assumem que a matriz de similaridades contém medidas que
seguem uma métrica rigorosa, semelhantes as distancias entre pontos em um
mapa. No MDS métrico, as distancias calculadas preservam os intervalos e as
razoes entre as medidas de similaridade presentes na matriz de entrada da

melhor maneira possivel.

Em oposicao ao MDS classico, temos as técnicas de MDS nao métricas,
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Figura 3.9: Exemplo de malha gerada adaptativamente

que usualmente sao usadas em medidas de similaridades menos rigorosas, onde
a premissa de seguirem uma métrica ou escala precisa nao faz sentido. Desta
forma, as técnica de MDS nao métricas s6 seguem a premissa que as medidas de
similaridade significam uma relagao de ordem entre os objetos. A configuracao
dos pontos obtidos, neste caso, apenas refletem a sequéncia de proximidades,

onde os intervalos e as razoes entre as distancias nao tem nenhum significado
pratico.

Como a féormula CIEDE2000 é efetivamente uma métrica de dissimilari-
dade perceptual entre cores, claramente as técnicas de MDS classico sao mais

adequadas para o mapeamento euclidiano do plano ab. Desta forma, sé iremos
abordar as técnicas de MDS métricas.



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 3. Mapeamento Euclidiano da Férmula CTEDE2000 56

3.4.4 MDS Classico

Dentre as técnicas de MDS métrico, o MDS cldssico é o mais tradicional [55].
O principio do MDS cléssico é o fato das coordenadas do espago multidimen-
sional poderem ser obtidas pela decomposicao de autovalores da matriz de

proximidades.

Mais precisamente, sejam X; e X;, i,j € [1,n] pontos de um espago
de u dimensdes e X € R™" a matriz cujas linhas constituem os pontos X;.
A fungao 0(X;, X;) representa uma medida de diferenca ou dissimilaridade
entre os pontos X; e X; e D, € R™" ¢ a matriz de dissimilaridades onde
Dy (i, j) = 0(Xi, X;).

A matriz D,, é o parametro de entrada do MDS cléssico e o seu resultado
é apresentado na matriz Y € R"*?, d < n, onde as linhas de Y representam os
pontos Y; no espaco em d dimensoes cujas distancias euclidianas correspondem
as dissimilaridades presentes em D,. Ou seja, a distancia euclidiana entre os

pontos Y; e Y; corresponde a 0(X;, X;).

Para obter Y, o MDS cldssico explora as relagbes entre distancias e
produto interno. A matriz Gram G corresponde ao espago euclidiano definido

COImMo:

G=YY" (3-19)

De acordo com o MDS cléssico, a matriz G também pode ser expressa

em termos da matriz de distancias D4:

1

G = —§J(D§£)*2J (3-20)
1

J = Inxn — —luxn (3-21)
n

onde x2 é a operacao que eleva ao quadrado cada elemento da matriz indivi-
dualmente, I,,, é matriz de identidade n x n e 1,4, € a matriz n X n com 1

em todos os seus elementos.

A matriz G é criada a partir da equagao (3-20) e os valores Y sao obtidos

pela decomposicao dos autovetores e autovalores de G
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G = QAQ" (3-22)

onde A é matriz diagonal G que contém os autovalores e () é a matriz ortogonal
formada a partir dos autovetores. Para obter o espaco euclidiano d-dimensional,

os valores Y correspondentes sao:

Y = QA% d<n (3-23)

onde Qg € matriz com os d maiores autovetores, que correspondem d maiores
autovalores, e A%® € R™¢ contém as raizes quadradas dos correspondentes
autovalores. Com isso, o mapeamento euclidiano do ponto X; é o novo ponto

Y;, que corresponde a coluna ¢ da matriz Y.

3.4.5 MDS para Distancias Locais

Como vimos na se¢ao 3.4.4, o MDS cléssico tem como parametro de entrada
a matriz D, que contém as dissimilaridades, ou distancias, entre todos os
n pontos do problema. Em intmeras situagdes, como no caso da férmula
CIEDE2000, as informagoes de distancia sé estao disponiveis localmente
entre um ponto e a sua vizinhanca e nao ha métodos acessiveis para calcular
as distancias de maior magnitude necessarias para preencher a matriz D,

completamente.

Esse mesmo problema ocorre frequentemente em aplicacoes de visua-
lizacao de dados com trés ou mais dimensoes, onde hé o ensejo de empregar o
MDS para reduzir a dimensionalidade destes dados, usualmente para duas ou
trés dimensoes. O caso mais comum é na visualizacao de superficies e mani-
folds, cujas relacgoes de distancia tem um carater local e o calculo de distancias

entre pontos distantes é uma tarefa mais complexa.

Conforme a figura 3.10 ilustra, nao podemos simplesmente calcular
a distancia euclidiana entre todos os pontos que definem ou discretizam
a superficie e preencher a matriz D,,. Com essa abordagem simplista, as
distancias presentes na matriz nao refletiriam as distancias geodésicas na
superficie sendo processada, representada pela linha vermelha na figura 3.10
e acabariamos usando atalhos invalidos, como mostra a linha azul da mesma

figura.

Com a grande demanda por aplicagoes de redugao de dimensionalidade

baseadas em distancias locais, surgiram intimeras técnicas para enderecar
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Figura 3.10: Distancias locais e globais em manifolds e superficies

esse problema [56]. Dentre essas diversas abordagens, procurando solugoes
compativeis com a complexidade da formula CIEDE2000, focamos a nossa
pesquisa nas técnicas nao-lineares e nas que suportavam otimizagao nao-
convexa, tais como o ISOMAP [17], LLE [57] e o Sammon Mapping [18].

No inicio das pesquisas que deram origem a este trabalho, efetuamos
diversos testes com o ISOMAP, LLE, incluindo as suas variacoes Hessian LLE
[58] e Laplacian Eigenmaps [59], e o Sammon Mapping. Como os resultados
obtidos pelo ISOMAP e pelo Sammon Mapping se mostraram superiores aos
atingidos com os demais métodos investigados, o foco do nosso trabalho foi

concentrado nessas duas técnicas.

A proposta original do ISOMAP sera apresentada na secao 3.4.6. Na
secao seguinte, apresentaremos as contribuicoes que fizemos para melhorar
a precisao desse algoritmo para o mapeamento do plano ab. Ao final deste
capitulo apresentaremos o Sammon Mapping e como esta técnica foi empregada

para efetuar o mapeamento em questao.

3.4.6 ISOMAP

O ISOMAP é uma técnica de multidimensional scaling que foi desenvolvida
para aplicagdes de redugao e andlise de dimensionalidade em superficies,
manifolds e dados multidimensionais complexos. A sua principal contribuicao
é permitir o uso do MDS classico em conjuntos de dados multidimensionais

que apenas possuam medidas locais de distancia.

Por meio das informagoes de distancias locais, o ISOMAP proveé estima-
tivas das distancias geodésicas entre pontos distantes, o que permite o preen-

chimento da matriz D,, e o uso do MDS classico. Estas estimativas sdo obtidas
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pelo uso de um grafo para representar os pontos e as relacoes de distancia en-
tre estes pontos. Neste grafo, as arestas representam as distancias locais entre
os pontos e as distancias entre pontos mais distantes sao caminhos no grafo,

conforme ilustrado na figura 3.11.
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Figura 3.11: Atuagao local do ISOMAP

O ISOMAP possui trés etapas de processamento:

1. Preenchimento inicial da matriz de distancias D,, com as informacoes
locais de distancia disponiveis e atribuindo oo para as distancias nao

disponiveis

2. Estimar as distancias nao disponiveis em D,, por meio de um algoritmo
de all pairs shortest paths [60, 61]

3. Executar o MDS classico normalmente sobre a matriz D,, obtida nas

etapas anteriores

Embora a triangulagao realizada durante a discretizagao seja uma can-
didata natural para prover o preenchimento inicial da matriz D,,, o uso da
propria formula CIEDE2000 é uma opcao mais adequada. Como a area de
atuacao da formula é muito maior do que as arestas da triangulagao, haverd
muito mais conexoes no preenchimento inicial da matriz D,, se a preenchermos
sempre que a distancia entre dois pontos da malha for suficiente para o uso da

formula.
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A figura 3.12 ilustra os ganhos obtidos com o uso da formula CIEDE2000
diretamente para o preenchimento inicial da matriz. Nesta figura, os circulos
em amarelo representam os limites de atuagao da férmula CIEDE2000 para
dois pontos distintos e as arestas em verde sao as novas conexoes, nao presentes
na triangulacao inicial, que sao acrescidas devido ao uso direto da férmula.
Estas novas conexoes irao aumentar a precisao do mapeamento realizado pelo
ISOMAP, uma vez que o numero de distancias presentes na matriz inicial
sera maior, o que reduzira o montante de distancias estimadas, menos precisas

por natureza.
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Figura 3.12: ISOMAP usando os limites da formula CIEDE2000

Mais especificamente, seja X; = (a;,b;) e X; = (a;,b;), i,j € {1,--- ,n},
pontos da malha que discretiza o plano ab. X; é um vizinho de X se e somente
se || X;—X;|| < Dy. Dizemos que j pertence a vizinhanca N; de X;, se e somente

se X; ¢ um vizinho de Xj.

O grafo G = (V, E) é definido como V = {Xy,--- , X,,}, (i,7) € E, se e
somente se X; é vizinho de X;. A funcao (3-24) mapeia as arestas do grafo nas
distancias da férmula CIEDE2000 no plano ab:

F&: E —[0,00),
(3-24)
(i,7) = AES(X;, X))

Deste modo, a primeira etapa do ISOMAP consiste na geracao do grafo
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G, o célculo da fungio F¢ para todas as arestas do grafo em questao e da

criagdo da matriz n x n de distancias DY com os seguintes valores iniciais:

AF®(i, g X, —X;|| <D
D(Ql;l;(l,]) _ 2k (Z?]) se H J || = o, (3_25)
o0 se HX] — XZH > D,

As demais etapas do ISOMAP, enumeradas no inicio desta secao, sao
processadas em seguida: a estimativa das distancias geodésicas por meio de
um algoritmo de all pairs shortest paths e a execucao do MDS classico. Com
isto, obtemos o mapeamento euclidiano do plano ab quando submetido ao uso
da formula CIEDE2000 como métrica de distancia.

3.4.7 Iniciativas para Melhorar a Precisao do ISOMAP

Embora o ISOMAP constitua um método eficaz de transpor a auséncia de
medidas de distancia para pontos afastados, este objetivo é obtido a custa de
uma menor precisao no preenchimento da matriz D,. Em muitas aplicacoes
de multidimensional scaling, em particular na reducao de dimensionalidade
para andlise e visualizacao de dados, essa menor precisao muitas vezes nao
é relevante e é bem tolerada. Tratando-se de mapeamentos euclidianos, a

precisao nao é um atributo secundario e merece ser enderecado adequadamente.

Para melhorarmos a precisao das estimativas das distancias de pontos

mais afastados, consideramos duas abordagens distintas:

— Aumentar o nimero de vértices do grafo

— Estender o raio de acao das distancias locais

Estas abordagens, que podem ser incorporadas ao ISOMAP em conjunto

ou separadamente, sao apresentadas nas préximas segoes.

Aumento do Numero de Vértices no Grafo do ISOMAP

O aumento do numero de vértices no grafo tem o objetivo de ampliar o nimero
de caminhos alternativos entre os pontos da matriz D,. Com a presenca de
mais caminhos entre os pontos desta matriz, aumentam as chances de obtermos
caminhos ainda mais curtos pelos algoritmos de all pairs shortest paths e

alcancarmos estimativas mais precisas das distancias na matriz.
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Consideramos, inclusive, que o aumento dos pontos do grafo pode ser feito
de forma independente do crescimento das dimensoes da matriz D,. Como a
atuacao destes pontos adicionais dos grafos sé sera restrita ao algoritmo de all
pairs shortest paths, os mesmos nao necessariamente precisam ser incorporados

a matriz.

Se estes pontos nao forem relevantes para representar as nuances e
variacoes do mapeamento, nao faz sentido que facam parte da matriz final
e, consequentemente do processamento do MDS classico. A execucao do MDS
contém operacoes de matrizes complexas, tais como multiplicacoes e cédlculo

de autovalores e autovetores, cuja complexidade ¢ préxima a O(n?).

E importante lembrar que a complexidade dos algoritmos all pairs
shortest paths pode chegar a O(n?), quando as matrizes de distancias tornam-se
densas, o que pode acontecer se o preenchimento inicial da matriz for extenso.
Deste modo, o crescimento do nimero de vértices deve ser feito com parcimonia,

mesmo que estes nao sejam incorporados a matriz D,,.

Ha diversos modos de adicionar vértices ao grafo do ISOMAP. Por exem-
plo, a inser¢ao de pontos no meio de cada aresta, no baricentro de triangulos -

no caso de triangulacoes, ou a adicao de vértices gerados aleatoriamente.

No trabalho em questao optamos pela insercao de vértices aleatérios, pois
acreditamos que seria mais adequado a natureza do mapeamento que estamos
realizando. A escolha do uso de vértices aleatérios teve como base a natureza
complexa da curvatura do plano ab, o que dificulta o conhecimento a priori

das melhores opcoes de posicionamento dos vértices.

Outra motivacao para o uso de vértices aleatérios foi o fato desta
op¢ao permitir o processamento paralelo de intimeras instancias de grafos com
vértices aleatorios que podem ser consolidados com relativa facilidade em uma
arquitetura map-reduce [62]. Como acreditamos que os valores obtidos para
o espacgo euclidiano produzido por este trabalho terd uso préatico direto por
intmeras aplicagoes, consideramos relevante procurarmos uma maior qualidade

explorando conjuntos maiores de niimeros aleatérios em arquiteturas paralelas.

Extensao do Raio de Acao das Distancias Locais

No ISOMAP, apenas uma parte da matriz D,, é preenchida com informagcoes
de distancia provenientes da prépria massa de dados e as demais distancias

sao obtidas por meio de estimativas de caminhos mais curtos extrapolados
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pelos algoritmos de all pairs shortest paths. Desta forma, nao é dificil perceber
que, se aumentarmos o percentual de distancias da matriz D,, que podem ser
obtidas diretamente dos dados, o percentual de distancias obtidas por meio de
estimativas ira se reduzir, o que aumentard a precisao da matriz e dos dados

obtidos a partir dela.

No caso da férmula CIEDE2000, o seu raio de acao faz parte da sua
definicao, o que impede o uso direto da férmula para o calculo de diferencas
perceptuais entre pontos situados a mais de cinco unidades de distancia
euclidiana. Ou seja, para distancias superiores a este limite, somos obrigados a
usar uma estratégia de composicao de distancias locais, semelhante & proposta
pelo ISOMAP. Ou seja, para aumentarmos a precisao no célculo de distancias
além do limite da funcao CIEDE2000, temos que buscar uma estratégia
de composicao de distancias locais mais eficiente do que a empregada pelo
ISOMAP.

Uma estratégia de facil incorporacao ao fluxo de processamento do
ISOMAP consiste em alterar a sua primeira fase para também incorporar
a distancia entre pontos localizados além do raio de acao da distancia minima
original, mas suficientemente proximos para que tenhamos meios de obter
um caminho de distancia minima a partir de uma sequéncia de pontos. Tais
pontos intermedidrios podem ser obtidos a partir de técnicas convencionais
de otimizagao multidimensional, tais como o método simplex de Nelder-Mead
[63].

Com isto, o preenchimento inicial da matriz de distancias sera efetuado

de acordo com a equagao (3-26):

(
AEg(i, j) se || X; = Xil| < Dy,
AE%(Z p) +
n—1
D3 (i,7) = { min ZAE% (pi, pis1) H » se Do < ||X; — X;| <Dy, (3-26)
AEQk(pna )
(0.@) se HinXZH > Dy

Uso Combinado das Duas Abordagens

Embora as duas abordagens para melhorar a precisao do ISOMAP sejam

independentes, ha uma grande sinergia entre os beneficios trazidos por cada
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uma dessas solugoes, que quando combinados, potencializam os resultados de

cada um dos métodos.

Com a presenca do raio de agao maior para as distancias locais, os vértices
adicionais tornam-se ainda mais relevantes pois passam a possuir uma regiao
de atuacao muito maior, onde podem formar novos caminhos. Ou seja, nao
s6 ha um maior ntmero de caminhos alternativos para serem explorados pelo
algoritmo de all pairs shortest paths, o que aumenta a possibilidade de obtengao
de caminhos mais curtos, bem como ha uma maior precisao nestes mesmos

caminhos, ja que sao formados por um percentual maior de distancias locais.

3.4.8 Sammon Mapping

Além do ISOMAP, também optamos por mapear o plano ab por meio do
método de multidimensional scaling conhecida como Sammon Mapping [18].
Esta técnica consiste em determinar uma projecao nao linear de um espagco
multidimensional, visando minimizar medidas de erro entre as distancias no

espaco mapeado e as presentes no espaco original.

O Sammon Mapping, na verdade, define uma familia de fungoes de erro,
onde cada uma apresenta uma ponderacao distinta para as relacoes geométricas
entre um ponto e seus vizinhos. Esta ponderacao determina a importancia
relativa dos vizinhos mais préximos em relacao aos mais distantes, o que regula
o comportamento do mapeamento como um todo, que pode possuir um carater

mais local ou global.

A familia de fungées do Sammon Mapping esté descrita na equagao (3-27).
A varidvel t é o parametro que determina a importancia relativa dos vizinhos,
onde valores inferiores, inclusive negativos, dessa variavel enfatizam os vizinhos
mais proximos e vice-versa. Quanto menor for o valor de t, mais énfase sera
dada aos vizinhos mais préximos e, por consequéncia, optaremos por um
mapeamento com caracteristicas predominantemente nao lineares. Com valores
maiores de t, a énfase nos vizinhos mais distantes ird valorizar as relagoes
globais entre os pontos, o que tornarda o método com caracteristicas mais

proximas de um mapeamento linear.

Si(i) = Y AER(abi, aby)! (|[Y; — Yil| — AEg(ab,, ab;))* (3-27)

JEN;

As técnicas de projecao baseadas em Sammon Mapping suportam varios
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algoritmos de otimizagao [15]. O algoritmo de minimizagao escolhido foi o

BFGS [64]. Este algoritmo é adequado pois apresenta bom desempenho e con-

vergéncia, uma vez que as equacoes do problema sao facilmente diferenciaveis

algebricamente.

Neste trabalho, o algoritmo de otimizacao busca pequenos deslocamentos

Amy, - -+, Amg para cada ponto Y; = (myq, - - -

Si(i), segundo o pseudo-cédigo abaixo:

,M;q) visando minimizar o erro

Algorithm 2 Otimizacao da malha

errglobal + Z Si(i) ;
i=1
repeat
errglobalold < errglobal ;
for i < 1ton do

Find Amy, -+, Amyg = arg minap,, ... Am,, St (%)
}/;<_K+Amzla 7Amid ;

end for .

errglobal + Z Si(i) ;

i=1
until errglobalold > errglobal
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Resultados

Os resultados obtidos ilustram os dois pontos principais deste trabalho. O
primeiro resultado é a andlise dimensional do mapeamento do plano ab
em espagos multidimensionais cujas distdncias euclidianas aproximam-se da
formula CIEDE2000 em relagao ao plano em questao. O segundo foco deste
trabalho é o mapeamento propriamente dito, onde espacos euclidianos de duas
ou trés dimensoes foram obtidos a partir da féormula CIEDE2000 aplicada ao

plano ab com grande precisao.

4.1 Geracao dos Resultados

Nesta secao mostramos o ferramental que desenvolvemos para gerar os resulta-
dos praticos e quantitativos deste trabalho. Em primeiro lugar, apresentaremos
as malhas de pontos que foram geradas para a construcao dos mapeamentos e
da andlise de dimensionalidade. Por fim, descrevemos a estruturagao dos testes

que medem a precisao dos mapeamentos gerados.

4.1.1 Discretizacao do Plano ab

Com base na técnica apresentada na secao 3.4.2, foram geradas 4 malhas
distintas. Todas as malhas possuem a dimensao do spectrum locus do plano ab
estendido conforme ilustra a figura 3.6, mas cada uma delas foi gerada segundo
uma funcao de transferéncia F' diferente. Com isto, cada malha apresenta

resolucao e adaptabilidade a curvatura propria do plano ab.

As funcées de transferéncia foram geradas por meio de splines cibicas,

conforme os nos listados na tabela 4.1, e estao ilustradas na figura 4.1.
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Curvatura Raio de Exclusao

1 2 3 4
0,00 4,00 3,00 2,50 2,00
0,01 2,20 1,80 1,50 1,20
0,01 1,60 1,35 1,10 0,90
0,02 1,10 0,90 0,75 0,60
0,03 0,80 0,66 0,55 0,40
0,05 0,50 0,40 0,33 0,25
0,10 0,20 0,17 0,13 0,12
0,20 0,00 0,00 0,00 0,00
1,00 -30,00  -30,00  -30,00 -30,00
2,00 -100,00 -100,00 -100,00 -100,00

Tabela 4.1: Nés das splines que geraram as funcoes de transferéncia das malhas

4.1.2 Testes de Mapeamento

Como a obtencao de mapeamentos euclidianos de maior precisao é um dos
principais objetivos deste trabalho, precisamos definir um arcabougo de testes
para permitir avaliar o grau de precisao dos mapeamentos, bem como comparar
os resultados aqui obtidos com outros trabalhos publicados anteriormente. Para

atender esses dois objetivos, foram gerados duas massas de dados distintas.

A primeira massa de testes cobre todo spectrum locus do plano ab e foi
criada para testar a precisao dos mapeamentos desenvolvidos neste trabalho.
O segundo conjunto de dados foi feito para comparar os mapeamentos deste
trabalho com outros trabalhos similares, em particular o trabalho de Urban
et al. [1]. Como as areas de cobertura dos mapeamentos dos trabalhos sao
distintas, essa massa de dados ocupa uma regiao comum aos dois trabalhos,
um circulo de raio 70 centrado na origem do plano ab. As dreas de cobertura

dos dois trabalhos e a intersecao estao ilustradas na figura 4.2.

Cada uma das massas de teste possui dois milhoes de pares de pontos
gerados aleatoriamente no plano ab, onde a distancia euclidiana entre cada
par de pontos é menor do que 5.0. A restricao da distancia méaxima entre os
pares de pontos é para assegurar que a formula CIEDE2000 sempre podera

ser usada como base de comparacao para os mapeamentos em teste.

Tradicionalmente, a medida de erros é feita por meio do erro relativo,
que visa tornar a medida do erro independente da magnitude do valor sendo
testado. A sua férmula é muito simples, estando descrita na equagao (4-1), e

foi a escolhida para a medida dos erros de mapeamento:
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Raio de Exclusao
1

| 1 | | 1 |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16
Variancia

Malha 1 [ Malha 2 [ Malha 3 [l Malha 4

Figura 4.1: Fungoes de transferéncia para as malhas geradas

| E5p.(abi, abj) — || Mgy (ab;) — Mgy (ab;)]|
Eg(ab;, abj) = —* . Eab(aﬁf ab;) — (4-1)
2k 1y Y]

O erro relativo desse conjunto de pontos foi calculado em duas e trés
dimensoes com interpolagoes baseadas na biblioteca CGAL[65] nas quatro
malhas geradas. Para comparacao, empregamos a mesma interpolacao nos

dados do mapeamento de Urban et al. [14] obtidos online em [66].

4.2 Analise da Dimensionalidade

Nesta segao apresentamos a estimativa de dimensionalidade intrinseca [67]
do mapeamento do plano ab. A dimensionalidade intrinseca, ou simplesmente
dimensionalidade, de uma colecao de dados é o conjunto minimo de variaveis
independentes necessarias para representar este conjunto de dados sem perda
de informacoes. No contexto deste trabalho, a analise da dimensionalidade do
plano ab sob a métrica da férmula CIEDE2000 tem o objetivo de ajudar a
entender o nimero de variaveis necessarias para o seu mapeamento em um

espaco euclidiano.

4.2.1 Estimativas de Dimensionalidade

Ha& varias técnicas distintas para estimarmos a dimensionalidade de um con-

junto de dados [68]. Muitas destas abordagens, inclusive, sao derivadas direta-
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Figura 4.2: Areas de cobertura dos mapeamentos e a regiao de intersecao
escolhida

mente das técnicas de multidimensional scaling. No nosso caso, tanto podemos
obter estimativas da dimensionalidade do mapeamento do plano ab com dados

do ISOMAP, quanto a partir do Sammon Mapping.

Com as informagoes do ISOMAP, podemos obter uma visao global da
dimensionalidade do plano ab, enquanto o Sammon Mapping nos fornece uma
visao local da dimensionalidade, em cada ponto que discretiza o plano ab. Como
pretendemos obter uma visdo da dimensionalidade para o spectrum locus do
plano ab como um todo, a estimativa da dimensionalidade por meio dos dados
ISOMAP é a melhor opgao.

No caso do ISOMAP, obtém-se a estimativa de dimensionalidade a
partir da sua etapa de MDS, em particular, dos autovalores da matriz G,
descrita na equagao (3-20). Em uma visdo estrita, para capturarmos toda a
dimensionalidade de um conjunto de dados, precisamos do mesmo ntmero
de dimensoes do que o de autovalores nao nulos na matriz G. Na pratica,
usualmente ha uma grande diferenga de magnitude entre os autovalores dessa
matriz e muitas dimensoes que acrescentam pouca informacao a variancia

dos dados. Por isso, considera-se apenas os autovalores que possuam uma
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magnitude superior a um percentual p do maior autovalor encontrado. O
valor de p é fortemente dependente da natureza do problema [68], embora
haja autores que tenham desenvolvidos heuristicas que determinam valores na
ordem de 1.0% a 5.0% [69].

4.2.2 Dimensionalidade do Mapeamento do Plano ab

As estimativas da dimensionalidade do mapeamento do plano ab foram estipu-
ladas a partir da Malha 3, apresentada na se¢ao 4.1.1. Essa malha foi escolhida
por ter obtido o melhor indice de qualidade para os mapeamentos obtidos ex-
clusivamente por meio do ISOMAP, o que a torna a melhor candidata, uma
vez que optamos por medir a dimensionalidade a partir das informacoes deste

tipo de mapeamento.

A tabela 4.2 apresenta os numeros da dimensionalidade da Malha 3
e a figura 4.3 mostra o percentual da variancia acumulado por dimensao.
Nesta figura, grifamos em vermelho a presenca de dois autovalores negativos

respectivamente na quarta e na sexta posicao de magnitude e relevancia. O

Ordem Autovalor Percentual de Percentual do
variancia  maior autovalor

1 4.336.914,417 52,008% 100,000%
2 2.696.617,213 32,338% 62,178%
3 191.747,706 2,299% 4,421%
4 -177.141,644 2,124% 4,085%
5 127.665,044 1,531% 2,944%
6 -123.385,860 1,480% 2,845%
7 69.288,257 0,831% 1,598%
8 -64.668,134 0,775% 1,491%
9 58.847,742 0,706% 1,357%
10 -48.412,169 0,581% 1,116%

Tabela 4.2: Autovalores obtidos na fase final do ISOMAP para a Malha 1

4.3 Mapeamentos Realizados

Nesta secao apresentamos os mapeamentos em duas e trés dimensoes desen-
volvidos neste trabalho. Tais mapeamentos foram produzidos por meio das
técnicas de ISOMAP, Sammon Mapping e, por fim, pelo uso dessas duas

técnicas combinadas.
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Figura 4.3: Variancia acumulada por dimensao

4.3.1 Mapeamentos com ISOMAP

O ISOMAP foi empregado para gerar mapeamentos em duas e trés dimensoes
nas quatro malhas geradas, o que totalizou oito mapeamentos realizados com
essa técnica. Estes mapeamentos foram testados com o conjunto de dados de
teste que abrange todo o spectrum locus do plano ab, apresentado na secao
4.1.2.

A tabela 4.3 apresenta os resultados do mapeamento em duas dimensoes
para todas as malhas, enquanto que a tabela 4.4 faz o mesmo para os

mapeamentos tridimensionais.

Malha Total Erro Erro
Pontos Médio Maximo

1 5465 9,49% 65,6%

2 8967 9,48% 79,1%

3 13400 9,56% 60,8%

4 20956 9,58% 55,3%

Tabela 4.3: Valores obtidos por malha usando ISOMAP em mapeamentos 2D

4.3.2 Mapeamentos com Sammon Mapping

Nesta secao apresentamos os resultados do mapeamento do plano ab com o uso

do Sammon Mapping aplicado diretamente as malhas do ab na sua configuracao
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Malha Total de Erro Erro
Pontos Médio Maximo

1 5465 0.117% 0.944%

2 8967 0.121% 0.923%

3 13400 0.120% 0.956%

4 20956 0.121% 0.776%

Tabela 4.4: Valores obtidos por malha usando ISOMAP em mapeamentos 3D

original, sem nenhuma otimizacao prévia. Na proxima secao apresentaremos o

uso deste método sendo executado apds o processamento do ISOMAP.

O Sammon Mapping gera um grande nimero de mapeamentos alterna-
tivos. Por ser um método parametrizavel, ha diversas configuracoes possiveis
para a sua execugao. A tabela 4.5 mostra todos os parametros e os valores para
os quais foram gerados os mapeamentos. A combinacao destes parametros gera
96 configuracoes diferentes. Por brevidade, sé apresentaremos os cinco melho-
res resultados por erro médio e por erro maximo, em duas e trés dimensoes.

Tais resultados encontram-se nas tabelas 4.6 a 4.9.

Dimensoes Malha Ntimero Parametro t
Vizinhos

2 1 12 0

3 2 24 -1

3 48 -2

4 -3

Tabela 4.5: Parametros do Sammon Mapping

Os histogramas acumulados dos mapeamentos com menor média, reali-
zados por meio de Sammon Mapping e ISOMAP em duas e trés dimensoes

sao apresentados nas figuras 4.4.

4.3.3 Mapeamentos Conjuntos ISOMAP e Sammon
Mapping

O Sammon Mapping pode ser empregado como um método independente
de mapeamento ou ser usado como uma segunda etapa, para aprimorar os
resultados de um mapeamento ja estabelecido. Nesta secdo, mostraremos
os resultados da aplicagao do Sammon Mapping sobre os resultados dos

mapeamentos ISOMAP apresentados na segao 4.3.1.



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 4. Resultados 73

Malha Total Numero Parametro Erro Erro
Pontos Vizinhos t Médio Maximo

4 20956 24 -3 2,409% 99,393%

2 8967 48 -3 2,511% 100,10%

4 20956 24 -2 2517T% 93,646%

3 13400 24 -3 2,519% 99,780%

4 20956 48 -3 2,547% 96,138%

Tabela 4.6: Melhores Valores de Erro Médio obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 2D

Malha Total Numero Parametro Erro Erro
Pontos Vizinhos t Médio Maximo

2 8967 48 -2 2.573% 86,086%

4 20956 48 -2 2,637% 87.,513%

3 13400 48 -1 2.987% 90,080%

4 20956 24 -2 2517T% 93,646%

3 13400 48 -2 2,679% 94,200%

Tabela 4.7: Melhores Valores de Erro Maximo obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 2D

Os testes foram realizados com as 96 configuracoes distintas de Sammon
Mapping aplicadas aos resultados do ISOMAP. Como o ISOMAP nao
possui configuracoes distintas, o total de testes permaneceu no montante de
configuragoes do Sammon Mapping. Também por brevidade, sé apresentaremos
os cinco melhores resultados por erro médio e por erro maximo, em duas e trés

dimensoes. Tais resultados encontram-se nas tabelas 4.10 e 4.11.

4.3.4 Comparacao com Urban et al.

Para compararmos os mapeamentos desenvolvidos neste trabalho com o traba-
lho de Urban et al., estes foram realizados com o conjunto de dados de testes
projetado especificamente para este fim. A comparagao envolveu os mapea-
mentos realizados com ISOMAP, Sammon Mapping com menor erro relativo

médio.

O resultados desta comparacao estao descritos na tabela 4.12. O grafico

4.5 mostra o histograma acumulado destes trés mapeamentos.
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Malha Total Numero Parametro Erro Erro
Pontos Vizinhos t Médio Maximo

3 13400 48 -2 0,238% 9,955%

2 8967 48 -3 0,282% 19,782%

3 13400 48 -3 0,308% 20,122%

1 5465 48 -3 0,398% 36,001%

4 20956 48 -2 0,425% 18,604%

Tabela 4.8: Melhores Valores de Erro Médio obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 3D

Malha Total Numero Parametro Erro Erro
Pontos Vizinhos t Médio Maximo

3 13400 48 -2 0,238% 9,955%

1 5465 48 -1 0,547% 15,880%

4 20956 48 -2 0,425% 18,604%

3 13400 48 -1 0,430% 18,653%

1 5465 48 -2 0,443% 19,640%

Tabela 4.9: Melhores Valores de Erro Maximo obtidos com Sammon Mapping
em mapeamentos 3D

4.3.5 Visualizacoes de Mapeamentos Relevantes

Nesta secao apresentamos algumas imagens de mapeamentos que consideremos
relevantes. Em primeiro lugar, apresentamos a malha-exemplo descrita na
secao 3.4.2, figura 4.6, em seguida, mapeamento o feito por meio do ISOMAP,
figura 4.7, e, por fim, o mapeamento feito por Sammon Mapping na figura 4.8.
Para facilitar a visualizacdo do mapeamento, inserimos nessas ultimas duas

figuras os eixos a e b em azul.

O mapeamento em trés dimensoes ¢ ilustrado na figura 4.9, que apresenta

o mapeamento usando Sammon Mapping de menor erro médio da tabela 4.8.

4.3.6 Visualizacoes de Mapeamentos das Elipses
Unitarias
As figuras 4.10 e 4.11 ilustram o mapeamento das elipses da férmula

CIEDE2000. Tais elipses, em um mapeamento euclidiano ideal, devem ser

mapeadas em circulos de mesmo diametro.
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p——

‘mm— Sammon Mapping 2D
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- SOMAP 2D
— SOMAP 3D

Percentual Acumulado

| | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 035 04
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Figura 4.4: Comparagao do histograma acumulado entre os mapeamentos feitos
por meio de ISOMAP e Sammon Mapping com menor média em duas e trés
dimensoes

Malha Total Numero Parametro Erro Erro
Pontos Vizinhos t Médio Maximo

4 20956 24 -3 2.272%  134,820%

4 20956 48 -3 2,304% 98,185%

3 13400 48 -3 2,401% 99,541%

2 8967 48 -3 2,407% 96,606%

2 8967 24 -3 2,443%  129,190%

Tabela 4.10: Melhores Valores de Erro Médio obtidos com ISOMARP seguido
de Sammon Mapping em mapeamentos 2D

Malha Total Numero Parametro Erro Erro
Pontos Vizinhos t Médio Maximo

3 13400 48 -1 3,024% 91,663%

1 5465 48 -2 2,921% 94,275%

2 8967 48 0 3,201% 95,024%

2 8967 48 -3 2407% 96,606%

2 8967 48 -1 2.828% 96,691%

Tabela 4.11: Melhores Valores de Erro Maximo obtidos com ISOMAP seguido
de Sammon Mapping em mapeamentos 2D
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Mapeamento Total de Erro Erro
Pontos Médio Maximo

Urban et al. 10609 5.257% 52.131%
ISOMAP 8967 4.141% 30.984%
Sammon Mapping 13400 3.611% 67.067%

Tabela 4.12: Testes de Mapeamentos 2D feito com os dados de Urban et al. [1]

Percentual Acumulado

0 0.05 0.1

015

02

Erro Relativo

025 03 035 04

Figura 4.5: Comparacao do histograma acumulado entre Sammon Mapping,
ISOMAP e Urban et al. no conjunto de testes de intersegao
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Figura 4.10: Elipses unitarias da férmula CIEDE2000
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Conclusoes

Neste ultimo capitulo, relacionamos as contribuicoes deste trabalho na secao
5.1. Na secao 5.2, por sua vez, discutimos os resultados alcancados. Por fim,

relacionamos possiveis trabalhos futuros na sec¢ao 5.3.

5.1 Contribuicoes

As contribuigoes centrais deste trabalho sao a criagao de mapeamentos bi e
tridimensionais para o plano ab sob a métrica da férmula CIEDE2000 e

também a analise da sua dimensionalidade.

e Construcao de mapeamentos euclidianos bidimensionais com

maior precisao

A obtencao de espagos euclidianos de maior precisao do que os presen-
tes na literatura é um resultado eminentemente pratico deste trabalho.
As malhas resultantes dos mapeamentos podem ser diretamente usadas
em diversas aplicagoes, como gammut mapping, criacao de perfis colo-

rimétricos de dispositivos [10], entre outras.

Acreditamos que os mapeamentos produzidos podem contribuir para que
essas aplicacOes possuam cores mais fieis e precisas, por contarem com
as informagoes necessédrias para realizar interpolagdes mais ajustadas a

nossa percepcao de cores.

e Construcao de mapeamentos euclidianos tridimensionais para

estudar o comportamento da formula CIEDE2000

Os espacos euclidianos de trés dimensoes, embora também possam ser
usados nas mesmas aplicacoes do que os espacos de duas dimensoes, fo-

ram gerados com o objetivo principal de entender a contribuicao das
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dimensoes adicionais na precisao do mapeamento. Com estes mapeamen-
tos, conseguimos indices de qualidade superiores a 0,99, erros médio de

0,23% e erros méaximos inferiores a 10%.

Acreditamos, também, que a visualizagdo das superficies tridimensionais
dos mapeamentos produzidos per si também seja uma contribuicao
relevante. Tais superficies permitirao observar em detalhes as nuances

e deformagoes causadas pela féormula CIEDE2000 ao plano ab.

e Estudo da dimensionalidade do plano ab sob a meétrica da
formula CIEDE2000

O calculo de estimativas da dimensionalidade intrinseca do uso da
formula CTEDE2000 como métrica de distancia no plano ab permitiu
entender melhor a contribuicdo das duas principais dimensoes no ma-
peamento e, adicionalmente, se a inclusao de outras dimensoes seriam
relevantes também. Nesta analise também levantamos a presenca de ‘di-
mensoes negativas’no mapeamento. A relevancia de cada uma dessas

dimensoes serd discutida em detalhes na segao 5.2.

Durante o desenvolvimento dos objetivos principais deste trabalho, ou-
tras contribuicoes que consideramos relevantes foram obtidas. Tais contri-

buigoes sao listadas a seguir:

e Desenvolvimento de uma técnica de geracao de malhas adapta-

tivas com base em informagoes da curvatura da superficie

Acreditamos que essa técnica possa ser usada em diversas aplicagoes de
geracao de malhas, uma vez que o uso de informacoes de curvatura para

refinamento ou produgao de malhas é um tema relevante [52, 53, 70].
e Aprimoramentos no ISOMAP

Os aprimoramentos do ISOMAP propostos neste trabalho, embora nao
tenham sido implementados, tem um grande potencial de melhorar as
estimativas das distancias geodésicas deste método de multidimensional
scaling. O melhor cenario de ganho, na nossa opiniao, seria formado pelo
uso de pontos aleatorios em um ambiente de processamento distribuido,
por exemplo o map-reduce, associado a otimizacao para estender o

alcance do mapeamento direto por distancias locais.
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5.2 Discussao

Nesta secao analisamos os dois temas centrais deste trabalho, que sao os
requisitos de dimensionalidade do mapeamento plano ab e a precisao deste
mapeamento. A dimensionalidade ¢é discutida na secao 5.2.1 e a precisao dos

mapeamentos na secao 5.2.2.

5.2.1 Dimensionalidade do Mapeamento

As informagoes de dimensionalidade fornecidas pelo ISOM AP mostram que ha
duas dimensoes predominantes no mapeamento do plano ab, o que é compativel
com a representacao tradicional de cromaticidade em duas dimensoes. Embora
sejam claramente dominantes, as duas primeiras dimensoes agregam 84.346%
da variancia total, o que mostra que a relevancia das demais dimensoes nao

pode ser ignorada, pois acumulam um percentual significativo de informacao.

Segundo as heuristicas apresentadas em [69], a terceira e a quarta
dimensoes estao na zona limitrofe de relevancia e merecem ser estudadas em
mais detalhes. Como sabemos que ha aplicacoes que demandam mais precisao,
como por exemplo as relacionadas com tons de pele, resolvemos investigar essas

dimensoes em mais detalhes.

A relevancia da terceira dimensao nos motivou a desenvolver os mapea-
mentos em trés dimensoes, onde o plano ab é mapeado em uma superficie no
R3. Estes mapeamentos tem o objetivo de entender melhor o comportamento
da férmula CIEDE2000 e também obter maior precisao no mapeamento em
si. Os mapeamentos em trés dimensoes serao apresentados nas proximas se¢oes

deste capitulo.

A quarta dimensao, por sua vez, requer uma abordagem mais elaborada,
pois estd associada a um autovalor negativo. O mapeamento de matrizes GG
com autovalores negativos é feito em espagos pseudo-euclidianos [71, 72]. Um
espaco pseudo-euclidiano R®% ¢ uma composicao ortogonal de dois espacos
vetoriais da forma R? e RY, onde R? é um espaco de Hilbert e R? é um espaco
“anti Hilbert”.

Sendo um espaco de Hilbert, R? possui um produto interno positivo
definido, enquanto que R? possui com produto negativo definido. Um espaco
de vetores V't é positivo definido se (v,v) > 0, Vo € V. Analogamente, o

espago de vetores V'~ é negativo definido se (v,v) <0, Yo € V™.
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O produto interno em um espaco pseudo-euclidiano R®9 é definido na

equacao (5-1):

p p+q
(z,y) = inyi - Z T3y, Yo,y € R®9) (5-1)
i=1 j=p+1

Desta forma, o mapeamento do plano ab em quatro dimensoes seria feito
em um espaco pseudo-euclidiano R com trés dimensbes convencionais e

uma “dimensao negativa”.

Por usar uma formulagao singular, o uso pratico de espagos pseudo-
euclidianos exige uma abordagem diferente. Desde pequenas alteragdes nas
equacgoes (3-20) a (3-23), até o uso de uma formulagao especifica de splines,
para obtermos interpolagoes continuas nestes espagos [73]. Em face destas difi-
culdades, acreditamos que o uso da quarta dimensao sera muito restrito, apenas
para aplicacoes com exigéncias muito grandes de precisao, provavelmente volta-

das a regides especificas do plano ab com maior sensibilidade a essa dimensao.

5.2.2 Precisao dos Mapeamentos

Os mapeamentos gerados com o Sammon Mapping apresentaram precisao
superior aos obtidos com o ISOMAP. Desde os primeiros testes da primeira
publicacao deste trabalho [23], a precisao do ISOMAP foi inferior a do
Sammon Mapping. Tal fato nos motivou a estudar possiveis melhorias para
o ISOMAP, descritas na segao 3.4.7.

A obtencao de maior precisao no ISOMAP, por ser um método global,
tem o potencial de obter erros maximos menores, se melhorarmos maior
precisao nas previsoes de distancias geodésicas. Outro beneficio desta maior
precisao do ISOMAP, é permitir estimativas de dimensionalidades mais
precisas, uma vez que um dos métodos de calculo dessas estimativas é um

sub-produto desta técnica de multidimensional scaling.

Nos mapeamentos em duas dimensoes realizados com Sammon Mapping,
notamos que o erro maximo do mapeamento era muitas vezes elevado. Como
nos mapeamentos em trés dimensoes, o Sammon Mapping apresentou erros
maximos muito menores, chegando a ficar inferior a 10%, é possivel que seja
a propria dimensionalidade do mapeamento que impeca a ocorréncia de erros
maximos tao altos em duas dimensoes. Esta hipdtese precisa ser validada em

trabalhos futuros.
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5.3 Trabalhos Futuros

Como sequéncia desta tese, acreditamos que os seguintes temas merecem ser

desenvolvidos em trabalhos futuros:

e Desenvolver o mapeamento euclidiano a partir dos dados que
deram origem a férmula CTEDE2000

Como a formula CIEDE2000 foi elaborada a partir de um conjunto
extenso de amostras de cores, consideramos relevante estudarmos opgoes
de mapeamentos euclidianos elaborados diretamente a partir destes
dados. Tais mapeamentos tem potencial de capturar melhor as relagoes
de similaridade entre as cores e produzir um resultado mais proximo a

percepcao humana de cores.
e Implantar e validar as melhorias propostas para o ISOMAP

As melhorias do ISOMAP, conforme descrito na secao 5.2.2, tem
potencial de gerar mapeamentos com menores erros maximos e também

auxiliar na obtencao de estimativas de dimensionalidade mais precisas.

e Estudar possiveis necessidades locais de maior dimensionali-

dade no mapeamento do plano ab

Com base nos erros maximos levantados nos mapeamentos realizados
neste trabalho, seria interessante entender melhor se tais erros ocorrem
por limitagao da dimensionalidade um mapeamento em duas dimensoes
apenas ou se ha alguma melhoria possivel na técnica de mapeamento que

reduza o montante desses erros.

e Verificar a aplicabilidade do uso da técnica de malha adaptativa

em outras aplicagoes

Como a curvatura é um importante na construcao e reconstrucao de
malhas de pontos em diversas aplicacoes, seria relevante validar se
a técnica adaptativa de geracao de malhas descrita na secao 3.4.2 é

aplicavel em outras classes de problema.



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Referéncias Bibliograficas

1]

[4]

[5]

(6]

URBAN, P.; ROSEN, M. R.; BERNS, R. S. Constructing Euclidean color
spaces based on color difference formulas. In: SOCIETY OF IMAGING
SCIENCE AND TECHNOLOGY (IS&T) AND THE SOCIETY FOR
INFORMATION DISPLAY (SID). IS&T/SID 15th Color Imaging
Conference (CIC). Albuquerque, New Mexico, 2007. (document), 1,
1.1, 3, 3.1, 3.3, 4.1.2, 4.12

C.ILE. Commission internationale de I’Eclairage proceedings,
1931. [S.1.]: Cambridge University Press, Cambridge, 1932. 1, 2.2.4

SCHANDA, J.; ILLUMINATION, I. C. on. Colorimetry: Unders-
tanding the Cie System. [S.L]: CIE/Commission Internationale de
L’eclairage, 2007. ISBN 9780470049044. 1, 2, 2.2.3

LUO, M. R. Colour difference formulae : Past , present and future. CIE
Expert Symposium, v. 14, p. 13-15, 2001. 1, 2.3

DYERS, C. of the Society of; COLORISTS. BS 6923: Method for

calculation of small color differences. [S.1.], 1988. 1, 2.4.2

CLARKE, F. J. J.; MCDONALD, R.; RIGG, B. Modification to the
jpc79 colour—difference formula. Journal of the Society of Dyers
and Colourists, Blackwell Publishing Ltd, v. 100, n. 4, p. 128-132,
1984. ISSN 1478-4408. 1, 2.4.2

CIE. Industrial color-difference evaluation. [S.1.], 1995. 1

LUO, M. R.; CUI, G.; RIGG, B. The development of the CIE 2000 colour-
difference formula: CIEDE2000. Color Research & Application, v. 24,
n. 5, p. 340-350, 2001. 1, 2.4.3



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 6. Referéncias Bibliograficas 88

[9]

[10]

[13]

[14]

[17]

[18]

MOROVIC, J. Color Gamut Mapping. [S.1.]: John Wiley & Sons,
2008. (Wiley-IS&T Series in Imaging Science and Technology). ISBN
9780470030325. 1

GREEN, P.; KRISS, M. Color Management: Understanding and
Using ICC Profiles. [S.1.]: John Wiley & Sons, 2010. (The Wiley-IS&T
Series in Imaging Science and Technology). ISBN 9780470058251. 1, 5.1

DIN. Farbmetrische Bestimmung von Farbabstinden bei
Korperfarben nach der DIN99-Formel. [S.1.], 2000. 1

CUI, G. et al. Uniform colour spaces based on the DIN99 colour-
difference formula. Color Research & Application, v. 27, n. 4, p.
282-290, 2002. 1

VoLZ, H. G. Euclidization of the first quadrant of the CIEDE2000 color
difference system for the calculation of large color differences. Color
Research & Application, v. 31, n. 1, p. 5-12, 2006. 1, 1.1

URBAN, P. et al. Embedding non-Euclidean color spaces into Euclidean
color spaces with minimal isometric disagreement. Journal of the
Optical Society of America, v. 24, n. 6, p. 1516-1528, 2007. 1, 1.1,
3,3.1,3.3,4.1.2

PEKALSKA, E.; DUIN, R. P. W. The Dissimilarity Representa-
tion for Pattern Recognition: Foundations And Applications
(Machine Perception and Artificial Intelligence). River Edge, NJ,
USA: World Scientific Publishing Co., Inc., 2005. ISBN 9812565302. 1.1,
3.4.3,34.8

COX, T. F.; COX, M. A. A.; COX, T. F. Multidimensional Scaling,
Second Edition. [S.1.]: Chapman & Hall/CRC, 2000. Hardcover. ISBN
1584880945. 1.1, 3.4.3

TENENBAUM, J. B.; SILVA, V.; LANGFORD, J. C. A Global Geo-
metric Framework for Nonlinear Dimensionality Reduction. SCIENCE,
v. 290, n. 5500, p. 2319-2323, 2000. 1.1, 3.4.5

SAMMON, J. W. A nonlinear mapping for data structure analysis. IEEE
Transactions on computers, v. 18, n. 5, p. 401-409, 1969. 1.1, 3.4.5,
3.4.8

ROMNEY, A. K. Relating reflectance spectra space to Munsell color
appearance space. Journal of the Optical Society of America, OSA,
v. 25, n. 3, p. 658666, 2008. 1.1



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 6. Referéncias Bibliograficas 89

[20]

[21]

[23]

[24]

[25]

[26]

FARMER, E. W.; TAYLOR, R. M.; BELYAVIN, A. J. Large color
differences and the geometry of Munsell color space. Journal of the
Optical Society of America, OSA; v. 70, n. 2, p. 243-245, 1980. 1.1

MONTAG, E. D.; KASAHARA, H. Multidimensional analysis reveals
importance of color for image quality. In: SOCIETY OF IMAGING
SCIENCE AND TECHNOLOGY (IS&T) AND THE SOCIETY FOR
INFORMATION DISPLAY (SID). IS&T/SID 9th Color Imaging
Conference (CIC). Scottsdale, Arizona, United States, 2001. p. 17-21.
1.1

THOMSEN, K. A euclidean color space in high agreement with the cie94
color difference formula. Color Research & Application, John Wiley
& Sons, Inc., v. 25, n. 1, p. 64-65, 2000. ISSN 1520-6378. 1.1

RIDOLFI, L.; GATTASS, M.; LOPES, H. Investigating Euclidean map-
pings for CIEDE2000 color difference formula. In: SOCIETY OF IMA-
GING SCIENCE AND TECHNOLOGY (IS&T) AND THE SOCIETY
FOR INFORMATION DISPLAY (SID). IS&T/SID 18th Color Ima-
ging Conference (CIC). San Antonio, Texas, 2010. 1.1, 5.2.2

HUNT, R. Measuring colour. [S.1.]: E. Horwood, 1991. (Ellis Horwood
series in applied science and industrial technology). ISBN 9780135676868.
2

BERNS, R.; BILLMEYER, F.; SALTZMAN, M. Billmeyer and Saltz-
man’s principles of color technology. [S.l.]: Wiley, 2000. (Wiley-
Interscience publication). ISBN 9780471194590. 2

WYSZECKI, G.; STILES, W. Color Science: Concepts and
Methods, Quantitative Data and Formulae. [S.1.]: John Wiley &
Sons, 2000. (Wiley classics library). ISBN 9780471399186. 2

ADELSON, E. Checker Shadow Illusion. Disponivel em:
<http://persci.mit.edu/gallery/checkershadow>. 2.1.1

MORONEY, N. Usage guidelines for ciecam97s. In: PICS 2000: Image
Processing, Image Quality, Image Capture, Systems Confe-
rence, Portland, OR, USA, March 2000. [S.l.]: IS&amp;T - The
Society for Imaging Science and Technology, 2000. p. 164-168. ISBN
0-89208-227-5. 2.1.1



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 6. Referéncias Bibliograficas 90

[29]

[34]

[35]

[36]

[37]

[3]

MORONEY, N. et al. The ciecam02 color appearance model. In:
IS&T/SID 10 th Color Imaging Conference. [S.l.: s.n.], 2002. p.
23-27. 2.1.1

FAIRCHILD, M. Color Appearance Models. [S.1]: John Wiley &
Sons, 2005. (The Wiley-IS&T Series in Imaging Science and Technology).
ISBN 9780470012697. 2.1.1

X-RITE Corporation. Disponivel em: <http://www.xrite.com>. 2.1.2

SHEVELL, S.; AMERICA, O. S. of. The Science of Color. [S.1]:
Elsevier, 2003. ISBN 9780444512512. 2.2.2

KUSUKAWA, S. Picturing knowledge in the early royal society: the
examples of richard waller and henry hunt. Notes and Records of
the Royal Society, 2011. 2.2.2

WRIGHT, W. D. A re-determination of the trichromatic coefficients of
the spectral colours. Transactions of the Optical Society, v. 30, n. 4,
p. 141, 1929. 2.2.3

GUILD, J. The colorimetric properties of the spectrum. Philosophical
Transactions of the Royal Society of London. Series A, Contai-
ning Papers of a Mathematical or Physical Character, The Royal
Society, v. 230, p. pp. 149-187, 1932. ISSN 02643952. 2.2.3

COURANT, R.; HILBERT, D. Methods of mathematical physics.
[S.1.]: Interscience Publishers, 1962. (Methods of Mathematical Physics,
v.2). 2.2.5

MACADAM, D. L. Visual sensitivities to color differences in daylight.
Journal of the Optical Society of America, OSA, v. 32, n. 5, p.
247-273, May 1942. 2.3.1

JUDD, D. B. A maxwell triangle yielding uniform chromaticity scales.
Journal of the Optical Society of America, OSA, v. 25, n. 1, p.
24-35, Jan 1935. 2.3.2

WYSZECKI, G. Proposal for a new color-difference formula. J. Opt.
Soc. Am., OSA, v. 53, n. 11, p. 1318-1319, Nov 1963. 2.3.2

MUNSELL, A. A Color Notation. [S.1.]: G. H. Ellis Company, 1905.
2.3.2



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 6. Referéncias Bibliograficas 91

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

NICKERSON, D. History of the munsell color system and its scientific
application. Journal of the Optical Society of America, OSA, v. 30,
n. 12, p. 575-586, Dec 1940. 2.3.2

LADD, J. H.; PINNEY, J. E. Empirical relationships with the munsell
value scale. Proceedings of the Institute of Radio Engineers, v. 43,
p. 1137, Jan 1955. 2.3.2

GLASSER, L. G. et al. Cube-root color coordinate system. Journal of
the Optical Society of America, OSA, v. 48, n. 10, p. 736740, Oct
1958. 2.3.2

NEWHALL, S. M.; NICKERSON, D.; JUDD, D. B. Final report of the
o.s.a. subcommittee on the spacing of the munsell colors. Journal of
the Optical Society of America, OSA, v. 33, n. 7, p. 385411, Jul
1943. 2.3.3

GLENN, J. J.; KILLIAN, J. T. Trichromatic analysis of the munsell book
of color. Journal of the Optical Society of America, OSA, v. 30,
n. 12, p. 609-616, Dec 1940. 2.3.3

ADMAS, E. Q. X-z planes in the 1931 i.c.i. system of colorimetryl.
Journal of the Optical Society of America, OSA, v. 32, n. 3, p.
168-173, Mar 1942. 2.3.3, 2.3.3

NICKERSON, D.; STULTZ, K. F. Color tolerance specification. J. Opt.
Soc. Am., OSA, v. 34, n. 9, p. 550-568, Sep 1944. 2.3.3, 2.3.3

MARTINEZ-VERD1, F. et al. Computation and visualization of the
macadam limits for any lightness, hue angle, and light source. J. Opt.
Soc. Am. A, OSA, v. 24, n. 6, p. 1501-1515, Jun 2007. 2.3.6

ALMAN, D. H. et al. Performance testing of color-difference metrics
using a color tolerance dataset. Color Research & Application, Wiley
Subscription Services, Inc., A Wiley Company, v. 14, n. 3, p. 139-151,
1989. ISSN 1520-6378. 2.4.2

L’ECLAIRAGE, C. L. de; ILLUMINATION, I. C. on. Parametric
Effects in Colour-difference Evaluation. [S.1.]: CIE, 1993. (Technical
Committe reports). ISBN 9783900734381. 2.4.2

BERG, M. D. Computational Geometry: Algorithms and Appli-
cations. [S.1.]: Springer, 2000. ISBN 9783540656203. 3.4.2, 3.4.2



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 6. Referéncias Bibliograficas 92

[52]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

MIRANDA, A. et al. Surface mesh regeneration considering curvatures.
Engineering with Computers, Springer London, v. 25, p. 207-219,
2009. ISSN 0177-0667. 10.1007/s00366-008-0119-9. 3.4.2, 5.1

YANG, Z.; SEO, Y .-H.; KIM, T.-w. Adaptive triangular-mesh reconstruc-
tion by mean-curvature-based refinement from point clouds using a mo-
ving parabolic approximation. Computer-Aided Design, Butterworth-
Heinemann, Newton, MA, USA, v. 42, n. 1, p. 2-17, jan. 2010. ISSN
0010-4485. 3.4.2, 5.1

YOUNG, G.; HOUSEHOLDER, A. Discussion of a set of points in terms
of their mutual distances. Psychometrika, v. 3, n. 1, p. 19-22, March
1938. 3.4.3

TORGERSON, W. Multidimensional scaling: 1. theory and method.
Psychometrika, Springer New York, v. 17, p. 401-419, 1952. ISSN 0033-
3123. 10.1007/BF02288916. 3.4.4

MAATEN, L. J. P. V. D.; POSTMA, E. O.; HERIK, H. J. V. D.
Dimensionality reduction : A comparative review. Review Literature
And Arts Of The Americas, Citeseer, v. 10, n. February, p. 1-35,
2007. 3.4.5

ROWEIS, S. T.; SAUL, L. K. Nonlinear dimensionality reduction by
locally linear embedding. SCIENCE, v. 290, p. 2323-2326, 2000. 3.4.5

DONOHO, D. L.; GRIMES, C. Hessian eigenmaps: Locally linear embed-
ding techniques for high-dimensional data. Proceedings of the Nati-
onal Academy of Sciences, v. 100, n. 10, p. 5591-5596, 2003. 3.4.5

BELKIN, M.; NIYOGI, P. Laplacian eigenmaps for dimensionality re-
duction and data representation. Neural Computation, MIT Press,
v. 15, n. 6, p. 1373-1396, jun. 2003. ISSN 0899-7667. 3.4.5

FLOYD, R. W. Algorithm 97: Shortest path. Communications of
ACM, ACM, New York, NY, USA, v. 5, p. 345—, June 1962. ISSN 0001-
0782. 2

JOHNSON, D. B. Efficient algorithms for shortest paths in sparse
networks. Journal of ACM, ACM, New York, NY, USA, v. 24, p. 1-13,
January 1977. ISSN 0004-5411. 2

DEAN, J.; GHEMAWAT, S. Mapreduce: simplified data processing on
large clusters. Communications of ACM, ACM, New York, NY, USA,
v. 51, n. 1, p. 107-113, jan. 2008. ISSN 0001-0782. 3.4.7



PUC-Rio - Certificagao Digital N° 0711305/CA

Capitulo 6. Referéncias Bibliograficas 93

[63]

[64]

[65]

[66]

[70]

[73]

NELDER, J. A.; MEAD, R. A simplex method for function minimization.
The Computer Journal, v. 7, n. 4, p. 308-313, January 1965. 3.4.7

BROYDEN, C. G. The convergence of a class of double-rank minimiza-
tion algorithms. Journal of the Institute of Mathematics and Its
Applications, n. 6, p. 76-90, 1970. 3.4.8

KETTNER, L.; NaHER, S. Two computational geometry libraries:
LEDA and CGAL. In: GOODMAN, J. E.; O'ROURKE, J. (Ed.). Hand-
book of Discrete and Computational Geometry. Second. Boca
Raton, FL: CRC Press LLC, 2004. cap. 64, p. 1435-1463. 4.1.2

URBAN, P. Supplemental material: Embedding non-Euclidean
color spaces into Euclidean color spaces with minimal isometric

disagreement. http://munsell.cis.rit.edu/~pmupci. 4.1.2

FUKUNAGA, K. Introduction to statistical pattern recognition
(2nd ed.). San Diego, CA, USA: Academic Press Professional, Inc., 1990.
ISBN 0-12-269851-7. 4.2

CAMASTRA, F. Data dimensionality estimation methods: A survey.
Pattern Recognition, v. 36, p. 2945-2954, 2003. 4.2.1

FUKUNAGA, K.; OLSEN, D. R. An algorithm for finding intrinsic
dimensionality of data. IEEE Transactions on computers, IEEE
Computer Society, Washington, DC, USA, v. 20, n. 2, p. 176-183, fev.
1971. ISSN 0018-9340. 4.2.1, 5.2.1

CHUNG, A. J.; FIELD, A. J. A simple recursive tessellator for adaptive
surface triangulation. Journal of Graphics, GPU, and Game Tools,
v. 5, n. 3, p. 1-9, 2000. 5.1

GOLDFARB, L. A unified approach to pattern recognition. Pattern
Recognition, v. 17, n. 5, p. 575 — 582, 1984. ISSN 0031-3203. 5.2.1

GOLDFARB, L. A new approach to pattern recognition. In: KANAL,
L. N.; ROSENFELD, A. (Ed.). Progress in Pattern Recognition.
[S.L]: Elsevier Science Publishers BV, 1985. v. 2, p. 241-402. 5.2.1

GIRIBET, J.; MAESTRIPIERI, A.; PERiA, F. M. Abstract splines in
krein spaces. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
v. 369, n. 1, p. 423 — 436, 2010. ISSN 0022-247X. 5.2.1



