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Resumo

de Albuquerque Mello Pereira, Felipe; Sa Earp, Ricardo. Superfi-
cies Minimas em R?. Rio de Janeiro, 2013. 199p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Neste trabalho estudamos a teoria cldssica das superficies minimas em
R3, focando na representacio de Enneper-Weierstrass e suas consequéncias.
Sao exibidos varios exemplos, incluindo as superficies de Jorge-Meeks e de
Jorge-Xavier. Também mostramos principios do maximo para superficies
minimas e varias aplicagoes como, por exemplo, o teorema do semi-espaco.
Em seguida, nos concentramos na teoria das superficies minimas completas
de curvatura total finita e, com esta, podemos analisar o desenvolvimento
assintotico de fins minimos completos mergulhados de curvatura total finita.
Por fim, a dissertacao culmina com o teorema de Schoen, que afirma que
as Unicas superficies minimas completas, conexas, de curvatura total finita
e apenas dois fins — ambos mergulhados — sao um par de planos e o

catenoide.

Palavras—chave
Superficies minimas em R?; curvatura total finita; fins mergulhados;
imersao completa; representacao de Enneper-Weierstrass; principios do max-

imo;
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Abstract

de Albuquerque Mello Pereira, Felipe; S& Earp, Ricardo (advisor)

Minimal Surfaces in R3. Rio de Janeiro, 2013. 199p.
M.Sc. Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

In this work we study the classical theory of minimal surfaces in
R? with special focus on the Enneper-Weierstrass representation and
its consequences. We exhibit many examples, including the Jorge-Meeks
and Jorge-Xavier surfaces. We also show maximum principles for minimal
surfaces and many applications as, for instance, the half-space theorem.
Afterwards, we focus on the theory of complete minimal surfaces with finite
total curvature, with which we can analyse the asymptotic development
of complete minimal embedded ends with finite total curvature. This
dissertation culminates with the Schoen’s theorem, which states that the
only complete, connected minimal surfaces with finite total curvature and

exactly two ends—both embedded—are a pair of planes or a catenoid.

Keywords
Minimal surfaces in R?; finite total curvature; embedded ends; complete

immersion; Enneper-Weierstrass representation; maximum principles;
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1
Nocoes Prévias Necessarias

Neste capitulo serao enunciados resultados que assumiremos como conhe-
cimento prévio necessario para a total compreensao do restante do material.

As fontes usadas para este material sao:

— Para definicoes de variedades e subvariedades, vide Ref. 1 ;

— Para conceitos de geometria diferencial de curvas e superficies, vide Ref. 2
, Ref. 3 ou Ref. 4, Chapter 1 ;

— Para conceitos de geometria riemanniana, vide Ref. 5 ;

— Para conceitos de analise complexa, vide Ref. 6 ou Ref. 7 ;

— Para conceitos de superficies de Riemann, vide Ref. 8 ou Ref. 9 ;
— Para conceitos de 1-formas, vide Ref. 10 ;

— Para teoremas de analise real, vide Ref. 11 .

1.1
Geometria Diferencial e Analise Real

As variedades que trabalharemos sao superficies (ou curvas dentro dela)
orientdveis regulares de classe C?. Nao voltaremos a mencionar estas hipdteses

ao longo do texto.

Definicao 1.1.1 (Imersao) Sejam M e N wvariedades, dim(M) < dim(N).
Uma imersio é uma aplicacio X : M — N de classe C? cuja derivada
D, X : T,M — Tx)N € injetiva em todo ponto p € M. Neste caso dizemos
que S := X (M) € superficie imersa em N.

Ao longo do texto as superficies estardo imersas em N = R3.

Definicao 1.1.2 (Parametrizagiao) Seja S superficie imersa em R® e seja
Q c R? um aberto. Uma parametrizacdo é uma aplicacio X : Q — R? de

classe C* com X (Q) C S e cuja derivada € injetiva em todo ponto.
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g 3
SCR
Imersdo
_—
S
carta
O RE Parametrizagao

Observacao 1.1.3 Uma parametrizacao de uma superficie é algo local, en-
quanto uma imersao € uma aplicacdo definida na superficie toda. Em parti-
cular, quando a parametrizacao € global, i.e., & = M, os dois conceitos sao
wguais. Além disto, dada uma imersao sempre podemos consequir uma para-
metrizacdo ao compor a imersio com uma carta de M. Por fim, se M C R? ¢
aberto, 0s dois conceitos sao iguais.

Usaremos a mesma letra X para denotar uma imersao e uma parametri-

zacao, pois fica claro de qual caso estamos tratando ao olharmos o dominio.

Observacao 1.1.4 Como trabalharemos com superficies S imersas em R3, S
se torna uma superficie riemanniana cuja métrica € a induzida pela restri¢ao
da métrica canonica de R® a S.

Se S = X(M), M também ganha estrutura de superficie riemanniana ao
fazermos o pullback da métrica de S por X . Desta forma M e S sao isométricas
entre si.

Por fim, se p: M — M ¢ recobrimento de classe C* de M, também pode-
mos fazer o pullback da metrica de M a M e, desta forma, M serd superficie
riemanniana. Além disto M e M serdo isométricas entre si. Portanto, se M
¢ completa (vide 1.1.12), M também serd.

Ao longo do texto todas as superficies terao as métrica descrita acima,

exceto quando dito o contrdrio.

Definicao 1.1.5 (Mergulho) Seja M superficie. A aplicagio X : M — R?

¢ dita mergulho quando ela é uma imersao injetora e propria.

Observacao 1.1.6 Se X : M — R? é um mergulho, entio X € difeomorfismo
entre M e X (M).
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De fato, restringindo o contradominio de X a sua imagem, X se torna
bijecao. Além disto, como X € propria, ela € aplicacdo fechada. Portanto X
¢ homeomorfismo entre M e X(M). Ja que X € imersdo diferencidvel, a sua
derivada € injetiva, donde o determinante da sua restri¢ao a X (M) é nao-nulo.
Entdo, pelo teorema da funcdo inversa, X ' € diferencidvel e a sua derivada

tem determinante nao nulo. Logo X é difeomorfismo entre M e X (M).

Definicao 1.1.7 (Superficies Paramétricas e Nao-paramétricas) Uma
superficie S C R* dada localmente por parametrizacoes € dita superficie
parameétrica.

Se S € grdfico sobre um aberto, S é dita nao-paramétrica.

Observagao 1.1.8 Note que toda superficie nao-paramétrica é também para-
métrica (cujo dominio de parametriza¢ao é o dominio do grdfico). Além disto,
pelo teorema da fungao implicita, toda superficie paramétrica é localmente nao-

paramétrica.

Defini¢ao 1.1.9 (Superficie Fechada e Aberta) Seja S superficie imersa

em R3. S ¢ dita superficie fechada se ela for compacta e sem bordo. S é dita

superficie aberta se ela for nao compacta e sem bordo.

Defini¢ao 1.1.10 (Superficie Finitamente e Infinitamente Conexa)

Seja M superficie. M ¢ dita finitamente conexa se ela € homeomorfa a

uma superficie compacta menos um numero finito de pontos. M ¢é dita

infinitamente conexa se ela € homeomorfa a uma superficie compacta menos

um numero infinito de pontos.

Definicao 1.1.11 (Curva Divergente) Seja M superficie e C : [0,1) — M
uma curva. Entao C' € dita curva divergente se C(t) escapa de qualquer

compacto de M quando t — 1.

A definicao de completude que usaremos é a seguinte':

Definigao 1.1.12 (Superficie Completa) Seja M superficie riemanniana.
M ¢ dita completa quando toda curva divergente C' C M tem comprimento

infinito.
Como M e S sao isométricas entre si, S é completa se e somente se M é
completa.

'Ela é equivalente & condicéo de completude do ponto de vista topolégico, de que toda
sequéncia de Cauchy converge.
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Proposicao 1.1.13 Se X : M — R* ¢ imersdio propria, entio S = X (M) ¢é

completa.

Prova: Suponha por absurdo que X seja prépria e S nao seja completa.
Logo existe caminho divergente C' C S com comprimento finito R. Portanto
C([0,1)) estd em Br(C(0)) (pois a métrica de S é a induzida por R?).
Pegue sequéncia t,, — 1, t,, € [0,1). Como C(t,) estd em um compacto,
existe subsequéncia C(t,,) convergente a p € Bpr(C(0)). J& que C tem
comprimento finito, ele nao tem outro ponto de acumulacao quando ¢t — 1.
Como C é divergente, p ¢ S. Mas entao existe sequéncia de pontos em
S que convergem a um ponto p € R3 que ndo estd em S, donde S ndo é

propriamente imersa. Absurdo. ]

Definicao 1.1.14 (Gréfico Inteiro) Uma superficie nao-paramétrica S em

R3 ¢ dita grdfico inteiro se ela é grdfico sobre todo um plano.

Proposicao 1.1.15 Se S ¢ grdfico inteiro contido em R?, entio S € propria,

donde ¢ completa.

Prova: A menos de uma rotaciao de R*, podemos supor que S é dada por
(ml, :Eg,u(:pl,mg)), onde u : R? — R é funcio de classe C2.
Seja (z1,, 72, ) € R?* uma sequéncia divergente qualquer no dominio de .

Entao r, = \/z} + x5 — +oo. Portanto

|| ('rl'n? $2n7 u(x17L’ x2n))) || = 'I%n + 'Z.%n + u($17t’ x2n)2 S

< (/a3 43 = 1 — +00

Logo a imagem desta sequéncia também ¢é divergente, donde a superficie

é propriamente imersa. Em particular, pela proposicao 1.1.13, S é completa. m

Defini¢ao 1.1.16 (Pedago Fundamental) Seja S uma superficie periddica
imersa em R® e seja T' o grupo de translacées de R® pelo qual S é invariante.
O pedaco fundamental de S € o seu menor subconjunto tal que, ao aplicar as
translagoes de I', consequimos obter qualquer outro pedaco da superficie S. Em

outras palavras, o pedago fundamental de S é S/T".

Definigao 1.1.17 (Aplicagao Normal de Gauss) Seja S superficie

imersa em R>. Entdo a aplicacio normal de Gauss é dada por:

Xy X Xy,
| Xy X X ||

N(p) ==+
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onde X,, e X,, sdo vetores distintos em T,S (em geral sao as derivadas
parciais da parametrizacao X em direcoes perpendiculares uy € us mo ponto
p). O sinal de N serd escolhido dependendo da orientagdo que queremos dar a

normal unitaria de S.

Defini¢ao 1.1.18 (Primeira e Segunda Formas Fundamentais) Seja
X : Q = R3? parametrizacio da superficie imersa S perto do ponto p. Sejam
uy e uy base ortonormal de Q em X '(p) e denote por X,,, € T,S a derivada
parcial de X na direcao u;. Seja N a aplicacdo normal de Gauss dada por
1.1.17.

Entao a primeira forma fundamental de S em p € a matriz (g;j)2x2 onde
gij = <Xy ; Xy, >
A segunda forma fundamental de S em p € a matriz (b;j)2x2 onde

bz‘j = <N, Xuiuj >

Defini¢ao 1.1.19 (Imersao e Parametrizacao Conformes (ou Isotérmicas))

Seja M superficie. Uma imersao X : M — N € dita conforme (ou isotérmica)
quando D, X : T,M — TxyuN € aplicagio conforme em todo ponto p € M.

Em outras palavras, se {uy,us} € base ortonormal de T,M, entdo temos:
I X 1 =1l X [P = A(p)

<Xy 3 Xyy>= 0

onde X, ¢ a deriwada de X na direciao u; e A(p) € funcao que varia diferen-
ciavelmente com o ponto base p.
Para a definigio de parametrizagio conforme (ou isotérmica), basta

trocar M por ) na defini¢ao acima.

Assim como podemos dizer que uma imersao é conforme, um mergulho é

conforme se ele é imersao conforme.

Defini¢ao 1.1.20 (Recobrimento Conforme) Seja p : M — M recobri-
mento de classe C*, M e M superficies riemannianas. Entdo p é dito recobri-

mento conforme quando ele é localmente uma aplicacao conforme.

Observagao 1.1.21 Quando X € uma parametrizacao conforme, temos que

(9:5)(p) = N(p) I, onde I ¢ a matriz identidade. Neste caso, a métrica de M
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(obtida fazendo o pullback da métrica induzida em S por R®) é dada por:

ds® = y/det(g;) |dz]* = N |dz|?

onde |dz|* ¢ a métrica usual de C = R,
Seja L : [0,1] — Q uma curva e seja C := X (L). Entdo o comprimento
de C' é dado por

L(1) 1
Comp(C) = / A|dL| = /)\ |L'(t)| dt
£0) 0

Da mesma forma, dado um pedagco A C 2 compacto, a drea de X (A) é
dada por
Area (X(&)) = / X2 dA

A

onde dA € o elemento de drea canénico de C = R2.

Proposicao 1.1.22 Sejam X : Q@ — R® ¢ X : Q — R® parametrizacoes
de uma mesma superficie S, onde X € parametrizacdo conforme. Entio X
também € parametrizagao conforme se e somente se a aplica¢ao (X_l ) X) é

conforme?.

Prova: Como X é parametrizagio conforme, temos (g;;) = A* I. Mas
(3;;) = UM (g;,) U = X2 UTU, onde U=D(X'oX)=(DX)'DX

Logo X também é parametrizacio conforme <= (§y) = \> [ <=
()\ 5\_1> U ¢é matriz ortogonal <= (X 1o X ) é aplicagao conforme ou anti-

conforme. ]

Observacao 1.1.23 Pela proposicio acima, se S C R*® € wma superficie
mmersa que admite parametrizacao conforme em uma vizinhanca de todo ponto,
entao S € superficie de Riemann. Neste caso, fazendo o pullback da estrutura
conforme pela imersao, tanto M quanto qualquer recobrimento de S também

sao superficies de Riemann e a aplicacao de recobrimento € conforme.

Definicao 1.1.24 (Curvatura Gaussiana) Seja X : Q — R® parametriza-

¢ao da superficie imersa S em uma vizinhanga do ponto p e sejam (g;;) e (b;;)

2Observe que, mesmo que X ! nao esteja bem definida globalmente, ela o est4 localmente.
Como ser aplicacao conforme é um conceito local, a afirmacao da proposicao faz sentido.
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a primeira e sequnda formas fundamentais de S em p (vide 1.1.18). Entao a

curvatura gaussiana K de S em p € dada por:

det(bw) _ b11b22 — 6%2
det(gij) 911922 — 91

Observagao 1.1.25 Qutra forma equivalente de definir a curvatura gaussiana
¢ K = det(DN), onde N ¢é a aplica¢ao normal de Gauss. DN é chamada de

aplicacao de Weingarten.

Observagao 1.1.26 Pelo teorema egregium de Gauss, K € uma caracteristica
intrinseca da superficie, i.e., nao depende do espago ambiente ou da imersao
X. Além disto, se X € parametriza¢ao conforme (vide 1.1.19) ao redor do

ponto p, entao K € dado por:

— Aclog A(p)
K p = _— 1—1
@ 0 (1-1)
0? 0?
onde A¢ = 8_14% + 8_u§ ¢ o laplaciano plano e A(p) é como na defini¢do 1.1.19.

Definigao 1.1.27 (Curvatura Média) Seja X : Q — R® parametrizacdo
da superficie imersa S em uma vizinhanga do ponto p e sejam (g;;) e (bj) a
primeira e sequnda formas fundamentais de S em p (vide 1.1.18). Entdo a

curvatura média H de S em p € dada por:

g11b2a + ga2b11 — 2912012
2 det(gi;)

H =

Observacao 1.1.28 Qutra forma equivalente de definir a curvatura média é

por H = tr(DN), onde DN € a aplicagao de Weingarten.

Note que a escolha do sinal de N define o sinal de (b;;). Portanto o sinal de H

depende do sinal escolhido para N.

Definigao 1.1.29 (Vetor Curvatura Média) Seja X : Q — R® parametri-

zagao da superficie S. O vetor curvatura média em um ponto p € S é:

H(p) = H(p)N(p)

onde N ¢ o vetor normal unitdrio dado pela aplicagao normal de Gauss

Observacgao 1.1.30 Apesar de H depender do sinal escolhido para N, o vetor
curvatura média H nao depende desta escolha.

De fato, se mudarmos o sinal de N, o sinal de todas as entradas de (b;;)
mudam (vide 1.1.18) e, portanto, o sinal de H muda (vide 1.1.27). Logo o

produto HN ndo muda de sinal.
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Definigao 1.1.31 (Curvaturas Principais) Seja X : Q — R® parametriza-
cao da superficie imersa S eum uma vizinhanca do ponto p, e sejam K e H as
curvaturas gaussiana e média de S em p. Entao as curvaturas principais ki e

ko de S em p sao determinadas pelo sistema:

K = KR1K2
H — K1+ Ko
2

Ou seja

ki = HxVH?-K

Teorema 1.1.32 As curvaturas gaussiana, média e as curvaturas principais

sao independentes da parametrizacdo (e as trés ultimas sé dependem da escolha
do sinal de N ).

Prova: Basta usar as defini¢oes de K e H através da aplicacao de Weingarten e
ver que ela independe da parametrizacao. Por fim, como pelo teorema egregium
de Gauss (vide 1.1.26) K é intrinseco a superficie, a curvatura gaussiana nao

depende do sinal de N. [ ]

Defini¢ao 1.1.33 (Superficies Totalmente Umbilicas) Uma  superficie
S C R? ¢ dita totalmente umbilica se as suas curvaturas principais sio iguais

entre si em todo ponto, i.e.,

k1(p) = ka(p), VpeS

Teorema 1.1.34 (Classificagao das Superficies Totalmente Umbilicas)
Se S C R? € superficie totalmente umbilica, entdo S estd contida em wm plano

ou em uma esfera.

Prova: Vide Ref. 2, Capitulo 3.2, Proposicao 4 . [ ]

Definicao 1.1.35 (Superficies Regradas) Seja X : M — R? imersdo,

S = X(M). S é dita superficie regrada se ela pode ser parametrizada por
X(Ul, UQ) = 6(1/@) + uq 6(%2)

onde B e § sio curvas em R>.

Definicao 1.1.36 (Superficies de Revolugao) Seja X : M — R? imersdo,

S :=X(M). S € dita superficie de revolugao se ela pode ser parametrizada por:

X(ur,uz) = (f(u1) cos(uz), f(ur) sen(uz), us)
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Definicao 1.1.37 (Linhas de Curvatura e Linhas Assintéticas) Seja
X : Q — R? parametrizacio, S = X(Q2). Seja C : (a,b) — Q curva, onde
C(t) = (Ci(t), Co(t)) e C(to) =p € S, to € (a,b).

As linhas assintoticas de S em p sdo descritas por

bllc%(to) + 21?1201@0)02(?50) + b22022(t0) =0 (1-2)

onde C(t) = (Cl(t),cg(t)) denota a derivada de C em t e a sequnda forma
fundamental é calculada no ponto p.

As linhas de curvatura de S em p sao dadas por

(911012 — g12b11) C.'12(150) + (g11b22 — ga2b11) Ol(t0>02(t0) +
+ (912022 — g22b12) sz(to) = 0 (1-3)

onde C(t) = (Cl (1), Cg(t)) denota a derivada de C emt e a primeira e seqgunda

formas fundamentais sao calculadas no ponto p.

Teorema 1.1.38 Seja M superficie de classe C°. Seja X : M — R? imersdo
de classe C3, S := X(M). Seja c curva de classe C* em S. Entdo:

— ¢ € geodésica e linha assintotica <=> c € linha reta
— Seja ¢ geodésica. Entao ¢ € linha de curvatura <= c¢ € curva plana

— Seja ¢ curva plana (¢ C E). Entdo ¢ € linha de curvatura <= S

T
intersecta o plano E ao longo de ¢ num angulo constante 0 (se 6 = 5

entdo ¢ é geodésica,).
Prova: Vide Ref. 4, Chapter 3.3, Lemma 2 . [ ]

Defini¢ao 1.1.39 (Curvatura Total e Curvatura Total Absoluta)
Seja X : M — R® imersio, S := X(M). Seja K a curvatura gaussiana
de S como em 1.1.24. A curvatura total da superficie S (e portanto de M,

pois K € intrinsica pelo teorema egregium 1.1.26) é dada por

C(M) = //KdA

Analogamente, a curvatura total absoluta de M ¢é

/ K| dA

M
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Observacao 1.1.40 Se a aplicacao normal de gauss N € injetiva entao, por

1.1.25, a curvatura total absoluta € igual a
/ / 2A
N(M)

que € a drea da imagem da normal.

Observacao 1.1.41 Vamos estabelecer uma notacao que serd usada mais

adiante. Denotemos por

K" =max {0, K}
K~ =max {0, - K}

Logo K = K+ — K~. Além disto, podemos definir

Definicao 1.1.42 (Equagdes de Codazzi) Seja X : Q — R® parametriza-
¢ao conforme, z = uy + iug € Q. Seja (g;;) = NI a sua primeira forma
fundamental (vide a observagio 1.1.21). Entao as equagoes de Codazzi podem

ser escritas como:

(—b11;b22> + (b12)u2 = )2 H,,

bi1 — b
\(%)1& B <bl2)u1 - >\2 Hu2

onde (b;;) € a segunda forma fundamental, H € a curvatura média e usamos a

notacdao de sub-indice para denotar derivadas parciais.
Para uma demonstragao, vide Ref. 12, Chapter VI.1 .

Definigao 1.1.43 (Fecho Convexo) Seja ¥ C R® um compacto. Entdo o
fecho convexo de 3, denotado por Conv(X), é o menor conjunto convexo que

contém .

Observacao 1.1.44 Efdcz'l ver que Conv(X) € a interse¢ao de todos os semi-

espacos que contém . Além disto, se ¥ € compacto, Conv (Z) também o €.
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Defini¢ao 1.1.45 (Dominio) Seja 2 C R". Q € dito um dominio se for

aberto e conexo.

Definigao 1.1.46 (Caracteristica de Euler) Seja M superficie compacta
de género g cujo bordo OM tem um nimero finito k de componentes conexas.

A caracteristica de Euler de M é dada por
X(M)=2-29—Fk
Em particular, se M nao tem bordo, x(M) =2 — 2g.

Teorema 1.1.47 (Teorema do Valor Médio em Varias Variaveis)
Seja F : Q — R de classe C*, Q C R" aberto. Sejam a, b € Q tais que o
intervalo [a,b] :={(1 —t)a+1tb : t €[0,1]} estd em Q. Entao 3 7 € [0,1] tal
que

F(b)—F(a) =<VF((1-7)a+7b); b—a>

Prova: Defina g(t) = F((1—t)a+tb). Observe que g(0) = F(a) e g(1) = F(b).
Usando o teorema do valor médio unidimensional em g e a regra da cadeia, o

teorema segue. [ |

Teorema 1.1.48 (Teorema da Divergéncia) Seja S superficie compacta
em R3. Seja F um campo vetorial tangente em S e denote por m o campo

de vetores unitdrios em OM normais a OM e contidos em T M. Portanto

//div(ﬁ)dA = /<ﬁ;ﬁ> ds
S

oM

Teorema 1.1.49 (Lema de Poincaré) Seja Q@ C R" um aberto contrdtil.

Entao qualquer p-forma suave fechada o definida em Q) € exata, onde p € N*.

Teorema 1.1.50 Seja p € R? um ponto e C : [0,1] — R? curva fechada (cuja
imagem denotaremos por C'). Suponha que C' € invariante por reflexao através
de qualquer reta R que passe por p.

Entao C' € um circulo.

Prova: Seja ¢ € C' um ponto qualquer com ¢ # p. Seja d > 0 a distancia entre
p e q. Tome um sistema de coordenadas (z1, z3) centrado em p de forma que o
ponto ¢q esteja no eixo x;. Podemos entao parametrizar as retas R que passam
por p através do angulo 6 € [0, 7) que elas fazem com o eixo ;. Denotaremos

as retas por Ry.
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Note que a reflexao de ¢ por Ry nos da um ponto ¢ que também esta
a uma distancia d do ponto p. De fato, a reflexdo é uma isometria de R? e o

ponto p fica parado, logo

dist (p,q) = dist (p,q) =d

Além disto, o angulo que o segmento de reta ¢p faz com o eixo z; ¢ igual
a 20 (pois Ry é bissetriz deste angulo). Portanto, ao variarmos 6 de 0 a 7
obtemos todos os pontos contidos no circulo de raio d centrado em p. Entao
este circulo esta contido em C'.

Por fim, suponha por absurdo que existisse um ponto s fora deste circulo,
com dist (p, s) = d # d. Como C' é variedade conexa, existe caminho ~y ligando
s a um ponto do circulo. Mas entao, pelo mesmo raciocicio usado acima, todos
os circulos centrados em p com raio r satisfazendo d < r < d estariam em C ,
donde C' nao seria uma curva. Absurdo.

Logo X é o circulo centrado em p de raio d. [ ]

Teorema 1.1.51 Seja S superficie conexa imersa em R® e seja £ uma reta
qualquer. Suponha que S seja invariante por reflexao através de todos os planos
que contenham a reta (.

Entao S € invariante por rotacdo através de {.

Prova: Seja II um plano perpendicular a ¢ que contenha algum ponto de
S. Entao, pelo teorema 1.1.50, (S N H) ¢é invariante por rotacao ao redor de
(EHH). Como isto vale para qualquer tal plano II L ¢, segue que S é invariante

por rotacao através de /. [ ]
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Defini¢ao 1.1.52 (Operador Linear Eliptico de Segunda Ordem)
Seja 2 C R"™ um dominio. L é um operador linear eliptico de sequnda ordem

em Q se, para qualquer funcdo u: Q — R? de classe C?, tivermos

(Lu)(z) = Y ay(@)uy(z) + Y be(@)us(e) + c(z)u(z)
irj k

onde x € Q, u; denota a deriwada parcial de w na diregao x;, w;; denota a

sequnda derivada de u nas dire¢oes x; e xj, e a matriz (a;;) € simétrica positiva

definida. Em outras palavras, se A e A sao o maior e menor autovalores de

(a;j), entdo
Mgl = D ay@)&s > M@l > 0, VeeQ
onde £ = (&1,...,&,) € R™.

Teorema 1.1.53 (Principio do Maximo Interior de Hopf) Seja u
Q — R funcdo de classe C*(2) N C°(Q), @ € R"™ dominio. Seja L operador

linear eliptico de sequnda ordem em §) satisfazendo

Lu>0 em$

|i] .
— Sao

AT

Suponha que os coeficientes de L (vide 1.1.52) satisfazem ¢ =10 e
localmente limitadas em Q, 1 =1,...,n.

Se u atinge mdximo em um ponto interior, entdo u € funcdo constante.
Para uma demonstracao, vide Ref. 13, Theorem 3.5 .

Teorema 1.1.54 (Principio do Maximo do Bordo de Hopf) Seja u
Q — R fungio de classe C*(Q) N C°(Q), Q C R™ dominio limitado. Seja

L operador linear eliptico de sequnda ordem em €2 satisfazendo

Lu=0 emQ

|bi
A 9

sao

Suponha que os coeficientes de L (vide 1.1.52) satisfazem ¢ =0 e
localmente limitadas em Q, 1 =1,...,n.

Seja p € 02 um ponto que também estd no bordo de uma bola aberta
B cCQ.

Suponha que u(p) € valor de mdzimo e que a derivada @ exista em p,

on

onde 1 € o vetor unitdrio normal a B em p. Entdo

ou

— >0
on
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a menos que u seja fungao constante.

Para a demonstracao do teorema acima, vide Ref. 13, Lemma 3.4 e
Theorem 3.6 .

1.2
Andlise Complexa, Harmoénica e Superficies de Riemann

Teorema 1.2.1 Seja f : Q2 — C fun¢ao meromorfa nao constante, ) dominio.

Entdo os polos e zeros de f sdo isolados.

Teorema 1.2.2 Seja f: Q — C fungao holomorfa, 2 dominio. Entdo Re(f)

e Im(f) sao fungoes harmonicas.

Defini¢ao 1.2.3 (Conjugada Harmonica) Duas  fungdes — harmonicas
u(z,y) e v(z,y) definidas num dominio Q C R? sdo ditas conjugadas harmo-
nicas se e somente se elas sao a parte real e imagindria de uma funcgao
holomorfa. Isto €, identificando R? com C, existe funcdo holomorfa f : @ — C

com

flz+iy) = u(x,y)+iv(z,y)

Observacao 1.2.4 Se () € simplesmente conexo, dada uma fun¢ao harmonica
u: Q — R sempre podemos encontrar sua conjugada harmonica v(z,y).
De fato, tome

dv  Ou

oy

dv  Ou

oy oz
e defina

b ou .0v

:a_x+la—$
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Como () é simplesmente conexo, podemos integrar h e definir
f(z) = / h(w) dw = u(z,y) +iv(z,y) +c
20

onde z = x 41y, 2o € Q e ¢ € uma constante. Portanto v =Im(f) € conjugada
harmonica de w.

Observe também que, se ) nao fosse simplesmente conexo, a funcao
h estaria bem definida, mas a func¢ao f poderia ser multi-valuada (donde v
também o seria). No entanto, podemos sempre definir v localmente: dado um
ponto p € (), basta pegar uma vizinhancga simplesmente conera de p em €2,
integrar h nesta vizinhanca para obter [ nela, donde v = Im(f) é conjugada

harmonica de u nesta vizinhanca.

Teorema 1.2.5 Seja u fung¢ao harménica definida em 0 < r; < |z| < +oo.

Entao a sua expansao de Laurent em uma vizinhanca do infinito €
u(z) = aloglz| + h(z) + H(z)

onde h(z) € fun¢ao harménica e limitada perto de z = +o00 e H(z) € fungao

harmonica em C.

1
Prova: Sejaw = —, w = x+iy. Vamos trabalhar com u(w), onde 0 < w < —.
z r1
Entao existe fungao holomorfa f(w) = u(x,y) + iv(z,y) com
ou .Ou
/ _ " s
Fw) = 5~ g,

A principio f pode ser multi-valuada, mas nao f’. Portanto

—+o0
f/<w) = Z a,w"
donde
~ +oo anwn—H
f(z) = C + anlog (w) + Y =

n;l
Como u(r,0) = Re (f(w)), onde r = |w| e § = arg (w), temos

u(r,0) = Re(C) + Re(a_1)log(r) — Im(a_1)0 +

N f {Re(an) cos [(n + 1)6] B Im(a,) sen [(n 4 1)0] }T,nJrl

n+1 n+1

n=—oo

n#l
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Ja que u(r, 0) estd bem definido numa vizinhanga de w, entdo Im(a_;) =

0. Logo
“+oo
u(r,0) = ¢ log(r) + Z [ozn cos(nb) + B, sen(nd) |r"
~ Re(a,—
onde oy = Re(C), Bp =0, c =a_1 € Re, paran € Z*, a,, = y e
B, = ——"1 Im(an_l). Mas
n
1
r=lw = —
2]
0 = arg (w) = — arg (2)
Portanto
“+oo
u(z) = —c loglz| + Z [oz,ncos(nﬁ)—B,nsen(nﬁ)]k]"
Entao (tomando a = —c):
u(z) = a log|z| + h(z) + H(z)
onde
0
h(z) = Z [oz_n cos(nf) — f_, sen(n@)]|z\”
é harmonica® e limitada perto de z = 400 e
+o0
H(z) = Z [oz_n cos(nd) — B_, sen(n@)] |2|"
n=1
é harmonica® em C. ]

Teorema 1.2.6 (Principio do Maximo para Fung¢oes Harmonicas)
Seja u: Q — R funcdo harmonica ndo constante, Q C R? dominio limitado.

Entao v nao assume mdzrimo nem minimo em ).

0
3Pois é parte real da funcio holomorfa Z (oz_n + iﬁ_n)z".

n=—oo

—+oo
B parte real da fungdao holomorfa Z (a,n + zﬂ,n)z".

n=1
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Teorema 1.2.7 (Principio do Maximo para Func¢oes Holomorfas) Se
f: M — C é fungao holomorfa e M ¢é superficie de Riemann compacta, entdo

f € constante.

Teorema 1.2.8 Qualquer funcdo harménica u :  — R, com Q C R? aberto,
¢ funcgao analitica nas varidveis reais x e y em 2. Em particular, toda fun¢ao

harmonica é C*.
Para a demonstracao, vide Ref. 14, Chapter 3.4, Proposition 4.1 .

Defini¢ao 1.2.9 (Fungoes Subharménica e Superharmonica) Seja
Q C R? dominio. Uma funcdo continua v : Q — R ¢ subharménica se e

somente se, para qualquer bola B,(zy) C § vale

2m
1 )
v(z9) < ﬁ/v(zo—krew) df
0

Analogamente, v € dita superharmonica se e somente se, para qualquer
bola B,(z) C 2 vale

27
1 )
v(z9) > —/v(zo+reze) do
2m
0

Em particular, se uw € superharmonica, (—u) é subharmonica (e vice-

versa).

Defini¢ao 1.2.10 (Familia de Perron) Seja M uma superficie de Riemann
e seja F uma familia de fungoes continuas subharmonicas em M. Dizemos que

F € familia de Perron se e somente se:
- F 7& ®;.
- Y u,v € F temos max{u,v} € F;

— para qualquer disco conforme D C M e ¥ u € F, existe uma func¢ao

v € F tal que v|p € harmonica e que v =u em (M ~ D).

Observacao 1.2.11 Para consequir a terceira condi¢ao acima, basta integrar

u com o nucleo de poisson no disco e, desta forma, definir v. Para mais

detalhes, vide Ref. 9 .

Teorema 1.2.12 (Método de Perron) Seja M superficie de Riemann e

seja F uma familia de Perron em M. Defina f como

f(z)=sup u(z), VzeM
ueF
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Entdo temos f = 400 ou [ € fungcao harmonica em M.

Defini¢ao 1.2.13 (Projecao estereografica) A  projecio  estereogrifica
(através do polo norte) € a aplicagdo bijetiva anti-conforme m: S* — CU {oc}

dada por
T+ i$2

ﬂ—(xlaanxfi) - 1 x
— 43

7(0,0,1) = o0

s

A sua inversa n' : CU {o0} — §? ¢

() = (QRQ(Z) 2Im(z) |2® — 1)

T+ 227 14227 14 |z

7 1(00) = (0,0,1)

Teorema 1.2.14 (Férmula do Residuo) Seja f : Q@ — C fungdo mero-
morfa com pdlo de ordem n em p € Q, n € N*. Entdo o residuo de f no ponto
p € dado por:

n—1

Res(f,p) = ! lim ((Z —p)" f(Z))

(n—1)! 2=p dzn—t

Teorema 1.2.15 (Teorema dos Residuos) Seja f : Q@ — C fung¢ao me-
romorfa cujos polos sao denotados por p; € ). Seja v uma curva fechada

homologicamente trivial em §) que nao passe por nenhum dos pontos p;. Entdao

/ £ dz = 20 3 1,p) Restf. )

J

onde I(y,a;) é o mimero de voltas® de y ao redor do ponto p;.

Teorema 1.2.16 (Teorema de Liouville) Seja f : C — C fung¢do holo-

morfa limitada. Entao f € constante.

Teorema 1.2.17 (Lema de Schwarz) Seja f : Bg,(0) — Bg,(0) fun¢ao
holomorfa com f(0) = 0.

Fntao | f(2)] |2|
4 ya
< B
R, = R 7€ 7:(0)
, R,
0y < 2
FHOTE

®Rodar ao redor de p; no sentido anti-hordrio conta positivamente.
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Além disto, se temos a igualdade em alguma das inequagoes acima (para

algum z #0), entdo

onde a € C, |a| = 1.

Teorema 1.2.18 (Teorema de Schwarz-Pick) Seja f : Bg,(0) — Bg,(0)

fungao holomorfa. Entdao ¥V z1, 29 € Br,(0) temos:

f(Zl)—_f(Zz)
R% - f(Zl)f(Zz)

Ry
=R

21 — 29

R} — Ziz

Além disto, ¥ z € Bpg, (0) temos

Il R R
B[ = R B[

Teorema 1.2.19 (Pequeno Teorema de Picard) Se f: C — C ¢ funcao
holomorfa ndo constante, entao f(z) assume todos os valores do plano com-

plexo com, no mdximo, uma excegao.

Teorema 1.2.20 (Grande Teorema de Picard) Seja f uma fungao holo-
morfa com uma singularidade essencial no ponto w. Entdo numa vizinhanga
de w a funcao f(z) assume todos os wvalores do plano complexo um nimero

mfinito de vezes com, no maxrimo, uma exce¢ao.

Corolario 1.2.21 Seja f uma funcao inteira, i.e., holomorfa em C. Se f nao
€ polinomio, entao ela assume todos os valores do plano complexo um nimero

finito de vezes com, no mdaxrimo, uma exce¢ao.

Teorema 1.2.22 (Teorema de Runge) Seja K C C compacto e seja h uma
fung¢ao holomorfa em um aberto contendo K. Se A é um conjunto contendo ao
menos um ponto de cada componente conexa limitada de C . K, entdo existe
uma sequéncia de fungées racionais (r,), n € N, que converge uniformemente
a h em K de forma que todos os polos das funcoes r, estdao em A.

Em particular, se C\NK € conexo, A =0 e as fungoes (r,,) sao polinomios.

Teorema 1.2.23 O espaco das funcgoes holomorfas f : D — C limitadas
munido com a norma sup, denotado por He (D), é espaco de Banach (em

particular, é completo).

Proposicao 1.2.24 Seja f : C — C funcao meromorfa. Suponha que o
mfinito nao € singularidade essencial de f.

Entao f é uma funcao racional.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 1. Nocoes Prévias Necessarias 29

Prova: Seja w = z~'. Como z = oo ndo é singularidade essencial de f(z),
entdo w = 0 ¢é, no maximo, um pélo de f(w). Portanto a série de Laurent
de f(z) é uma soma finita (pois nem z = 0 nem z = oo sdo singularidades

essenciais de f(z)). Suponha que z = 0 é pdlo de ordem N de f(z). Entao

¢ um polinomio. Portanto

donde f(z) é fungao racional. u

Teorema 1.2.25 (Teorema de Uniformizagao de Riemann) Se M ¢ su-
perficie de Riemann simplesmente conexa, entdo M ¢é conformemente equiva-
lente a S?, C ou D.

Pelo teorema acima sabemos que o recobrimento universal de uma
superficie de Riemann sé pode ser S?, C ou D. O teorema abaixo nos dé uma

caracterizagao do recobrimento universal de qualquer superficie de Riemann.

Teorema 1.2.26 (Recobrimentos Universais de Superficies de Riemann)
Seja M superficie de Riemann e M o seu recobrimento universal. Entdo

~ Se M =S?, entio M = S?;

~ Se M =C, entio M =C, M =C* ou M é um toro.

Portanto todas as outras superficies de Riemann tem como recobrimento

universal o disco .

Defini¢ao 1.2.27 (Superficies de Riemann Elipticas, Parabdlicas e Hiperbdlicas)
Seja M uma superficie de Riemann. Entao M é dita:
— eliptica <= M ¢é compacta;
— hiperbolica <= existe fung¢ao subharmonica negativa nao constante em
M;

— parabdlica <= M nao € eliptica nem hiperbolica.

Teorema 1.2.28 (Relagao de Riemann) Seja M superficie de Riemann

compacta e seja w uma I1-forma meromorfa nao constante em M. Entao

onde P(w) e Z(w) denotam o nimero de pdlos e nimero de zeros de w em M,

respectivamente.
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2
Definicoes Equivalentes de Superficies Minimas

Existem vérias defini¢oes equivalentes de superficie minima. Na primeira
segdo daremos a mais simples (e também a mais comum), mas que nada
justifica o nome de minima. Na verdade o termo superficie minima vem do
fato que, dada uma curva C? fechada I, a superficie S que tem a curva I como
bordo e com a menor area possivel ¢ uma superficie minima. Veremos isto com
mais detalhes na secao 2.2. Uma outra definicao possivel, usando coordenadas
harmonicas de parametrizacoes conformes, é mencionada na secao 3.1. Esta

ultima estudaremos com mais detalhes apenas no capitulo 3.

2.1
H=0

Definigdo 2.1.1 (Imersao Minima) Seja X : M — R® uma imersdo de

uma superficie, S := X(M). Dizemos que a imersio X € minima se e somente

Se
H(p)=0, V¥peS. (2-1)

Neste caso S € chamada de superficie minima.

Definicao 2.1.2 (Parametrizacdo Minima) Seja X : Q — R® uma para-

metriza¢ao de uma superficie, S := X (M). Dizemos que a parametrizagio X

€ minima se e somente se
H(p)=0, Vpes. (2-2)

Neste caso S é chamada de superficie minima.

Defini¢ao 2.1.3 (Grafico Minimo) Um grdfico minimo é uma superficie

minima nao paramétrica.

Defini¢ao 2.1.4 (Recobrimento Minimo) Seja p : M — M recobrimento
da superficie M e X : M — R® uma imersio. O recobrimento é dito minimo

se X op: M — R® ¢ uma imersio minima.

Observagao 2.1.5 Como ser superficie minima é algo local (ou seja, precisa-

mos que H =0 em todo aberto) e uma aplica¢io de recobrimento € localmente
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um difeo, entio uma imersao X : M — R® é minima se e somente se o seu

recobrimento X op : M — R® ¢ minimo.

Dentre todas que daremos, a definicao de minima enunciada acima é a
mais simples de ser usada. Portanto, quando surgirem outras definicoes de
superficies minimas, veremos que elas sao equivalentes a esta.

Sejam (x1, 79, 23) as coordenadas de S em R*. Caso S seja superficie
minima nao-paramétrica (ou seja, 3 = f(x1,22)) podemos reescrever a

condi¢ao H = 0 na seguinte forma:

Teorema 2.1.6 (EDP das Superficies Minimas Nao-paramétricas)
Uma superficie nao-paramétrica X : Q0 — R, X : (uy, up) (ul, ug, f(uq, Ug))

é minima se e somente se

(1+f32)fu1m - 2fU1fU2fu1u2 + (1+f31)fu2u2 =0 (2'3>

onde f,, € a derivada parcial de f em relagao a u; € fu,.; € a sequnda derivada

~ ~ 1
parcial em relagdo a u; e uj. .

Prova: Sabemos que

920011 + g11b22 — 2 g12b12
2 det(g;;)

H =

onde (g;;) e (b;;) sdo a primeira e a segunda formas fundamentais da superficie

S (vide 1.1.27). Como S é nao-paramétrica, por um célculo simples, temos que

gin =1+ qul bi1 = furw
g12 = ful fug b12 == fu1u2 (2_4)
922 = 1+ fig b22 = fuzuz

Ou seja,

H =0 <= gnbi+giiba—2g2bis = 0
= 1+ 1) furr = 2 i fuofurus = (L4 f2) fugus = 0

Observagao 2.1.7 A equagdo diferencial parcial (2-3) é:

!Sabemos que toda superficie paramétrica é localmente nao-paramétrica (vide observacio
1.1.8). Quando exibirmos a férmula néo-paramétrica destes casos, usaremos ; € xs ao invés
de uy e us.
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e quasilinear, pois, fivadas as primeiras derivadas de f, ela € linear nas

sequndas;

e eliptica, pois a matriz de coeficientes das sequndas derivadas de f €

() = ((1+f32) —fulfw)
N _fmfm (1+f51>

que possui autovalores A =1 e A =1+ f31 + fiQ, ambos estritamente
positivos;

e de segunda ordem, pois ela € funcao das sequndas derivadas de f.

Teorema 2.1.8 Forma Divergente da EDP das Superficies Minimas Uma
superficie nao-paramétrica X : Q — R®, X : (ug,up) (ul,UQ,f<U1,U2))

é minima se e somente se

v —Vf =0
VIHIVE)

Prova: Na verdade esta EDP é equivalente a mencionada anteriormente
em (2-3). Para observar isto, basta pegar a equacao (2-3), multiplicar por
1+ |Vf ]2)%(que ¢ sempre nao nulo) e rearrumar os termos para obter a EDP

acima. -

Observacao 2.1.9 Como a EDP das superficies minimas nao-paramétricas

pode ser escrita na forma acima, ela € dita da forma divergente.

2.2
Superficies que Minimizam Area (Calculo Variacional)

Seja X : Q — R? parametrizacdo, S = X (), Q dominio. Sejam (uy, u,)

sistema de coordenadas de €2 e denote por u um ponto de ).

Definicao 2.2.1 (Variagao) Seja S como acima (possivelmente com bordo).
Uma variacio F : S x (—e¢,€) — R* de S € uma funcdo com suporte compacto

que fiza o bordo e € a identidade no instante de tempo t = 0, isto é:

F(z,t)=x fora de um compacto
F(z,0)=z, VzeS
F(z,t)=2, Vze€0dS

O campo vetorial F; (i.e., a derivadade F' na diregdo t) restrito a S €

chamado campo vetorial variacional. Denotamos por S; := F(S,t) a variag¢ao

da superficie S no instante t.
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s

Definigao 2.2.2 (Variagdo Normal) Uma variacio F : S x (—¢,¢) — R? é
dita variagao normal quando o campo vetorial variacional Fy é normal a S em

todo ponto.

Observacao 2.2.3 Como numa variacao normal de S temos F, L S, a
aprorimacao de primeira ordem da parametrizacao das superficies obtidas por
F(S)t) é

X(Ul,UQ) = X(Ul,U2> + th(ul,u2) N('Lbl,UQ)
onde N € a aplicagao normal de Gauss, (uj,us) € Q e h : Q — R € uma

funcdo qualquer de classe C* que se anula nos pontos em que F, = 0.

Figura 2.1: Variacao normal de >

Sejam I' curva simples fechada em Q, A C Q o subdominio limitado por
I' com A compacto e ¥y = X|x o pedago de S obtido pela restrigao de €2 a A.
Suponha que Y, tenha a menor area dentre todas as superficies definidas em
A que sejam iguais a X (u;,up) em I' (ou seja, que tenham o mesmo bordo de
X|x)-

Vamos analisar o que acontece com a area de uma superficie paramétrica
quando fazemos variagoes normais a ela. Depois faremos algumas observacoes
do que ocorre no caso de variagoes quaisquer.

Para isto, precisamos ver como varia o determinante da primeira forma
fundamental (g;;). Por 2.2.3, sabemos que a aproximacao de primeira ordem

da parametrizagao das superficies >; da variacao é

X(Ul,u2> = X(Ul,UQ) + th(ul,uQ) N(ul,u2)

onde N é a aplicagdo normal de Gauss, h(uj,us) é uma funcao qualquer de

classe % em A que se anula em I' = A e t € (—¢,€).
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Derivando X (uq,us2) em relacdo a u; temos

X X N
0 0 4t [h 0 oh N}
Portanto a primeira forma fundamental de ¥, é
. JoX oX\
Jis = 3uz ’ 8uj n

_“_}_tha_Na_X_{_aha_XN_Fha_Na_X_F%aX
~ 9 aul ’ all,j 8ul 8uj’ 811,]" aU,l 871,]'

+t? [h2<aN a—N>+ Oh Oh (N, N>+h@<a—N,N>+hah <N, gTN
J

Usando a definigao da segunda forma fundamental em (1.1.18) e que a

normal N é perpendicular a R k = 1,2, obtemos:
Uk

gz’j = gij — chbl] + t2cij

onde ¢;; : A — R é uma fungao continua, i,j = 1, 2.

Com isto temos também:
det (gl]) = det (gU) —|— aq t —|— a9 t2 (2—5)

onde

ap = —2h (gl1b22 + g22b11 — 2912b12) = —4h H det(gij)

as € funcao continua de uy, us e t

E interessante comentar que a férmula de as em (2-5) nao serd importante
pois este termo sumiré das contas®.

Neste momento vamos estudar a regularidade de ¥;. Como X é regular,
segue que det (g;;) # 0 em todo ponto. J& que A é compacto, det (g;;) assume
um minimo positivo em A. Além disto, como a; e ay sdo continuas em t sobre
A, 3 e> 0 tal que

det (g;;) > 0 para |t| <€, (ur,us) € A

2Por este mesmo motivo sé precisamos da aproximacao de primeira ordem da variacio
normal: os termos com poténcias mais altas de ¢, ao serem derivados, continuam multiplica-
dos por t, logo se anulam quando tomamos t = 0.

8Ui ’

)
)
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Além disto, como o trago de (g;;) é sempre positivo por definigao (vide 1.1.18),
novamente pela continuidade de g;; em ¢ e compacidade de A temos que tr(gi5)
é positivo para € > 0 suficientemente pequeno.

Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno e t € (—e, €), todas as
superficies ¥; s@o regulares (i.e., imersas).

Vamos agora calcular a area da superficie ¥; em funcao de t. A area de

20 é:
A(O) = A(Zo) = \/de ( ij) du1 dUQ

Ja a area de X; é:

Alt) = A(D) = //«/det (35) dun dus

Se derivarmos A(t) em relagdo a t no ponto ¢t = 0 obtemos:
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0A
ot

% tzo//\/mdul dus
- [l
det (gzj))

o0
1 at|,
du1 d'LL2
det (9ij)le=0

(det (gi;) + a1 t + as t?)

0
1 o ..
= // - o =0 du1 d'LL2
2 det (gz])

A

det ( gzj) du; dus

=0 du1 dUQ

a1 + 2 (05} )
// Vdet (gij)
1
= //5 —d atl du1 dUQ
N et (gi;)
= =2 // h(ul,ug) H(ul,u2) \/det (gZ]) du1 d’UQ
A

Mas h : A — ]R é uma funcio qualquer de classe C? que se anula em
' = 0A. Seja ¢ : A — R uma bump function positiva com supp (¢) C A.

Tomando h(uy, us) = ¥ (uy, ug) H(uq, uz) temos:
/ = -2 / ’QZ) ul,U,g Ul,U,Q) det (gl]) du1 dUQ
supp (

Observe que o integrando acima é nao-negativo, onde o unico termo que
pode se anular é H(uy,us). Entdo, como podemos pegar o suporte de 1 quao

grande quanto quisermos (dentro de A), temos

A0) =0 < H =0 em3
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Ou seja, uma superficie é minima (pela definicio H = 0) se e somente se
ela for um minimo do funcional area para uma dada condicao de contorno em

I' C Q. Portanto as duas defini¢oes sao equivalentes.

Observacao 2.2.4 No caso de uma variagdo qualquer (nao necessariamente
normal), o campo vetorial variacional F; pode ser escrito como uma soma
de um campo vetorial normal FY e outro tangencial F & superficie. Como
a derivada e integral sao lineares, A'(0) se dividem em dois temos, sendo um
1gual ao que obtemos acima. Epossz”vel provar que o termo de A’(0) proveniente

da parte tangencial F{" ¢ dado por:

/ / divs, (F})

onde divs, denota o divergente em Xy, i.e., apenas com derivadas nas diregoes
tangentes a Xo. No entanto, como F/'|gpa = 0, pelo teorema da divergéncia
(vide 1.1.48) a integral acima se anula. Portanto, quando trabalhamos com
uma variagdo qualquer, a férmula de A'(0) obtida é a mesma que obtemos
trabalhando apenas com a parte normal da variagcao. Para mais detalhes, vide
Ref. 15, Chapter 1.3 .

2.3
Exemplos Basicos

2.3.1
Plano

O primeiro exemplo de superficie minima é o plano. Como ele é nao-
paramétrica e linear, as suas segundas derivadas sao todas nulas, portanto a
EDP das superficies minimas (2-3) é satisfeita. Outra forma de ver que é uma
superficie minima é observar que, como ela é linear, as curvaturas principais
sao nulas em todo ponto, logo H = 0.

Uma pergunta natural a se fazer é se existe alguma outra superficie

minima que seja grafico inteiro (vide defini¢ao 1.1.14). A resposta é nao.

Teorema 2.3.1 (Bernstein) Seja S C R® um grdfico minimo inteiro. Entdo

S é um plano.

Este teorema foi provado por Bernstein em 1914. N6s daremos duas demons-

tracoes deste teorema mais adiante (vide 4.5.1 e 5.3.1).
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2.3.2
Catenoide

O segundo exemplo de superficie minima ¢é o catenoide. A sua imersao é

X :C* = R? com z = u; +iuy € C* e:

(01 (w +iw) = S (25 +
r1 (up +iug) = = | —— 4w
t 2 2 \u? + ul !
3 w) = © (Y2
T (U1+ZU2) 5 <u%+u%+U2
zs (ur +iup) = = log (uj +u3)

\

onde ¢ € R* é uma constante. Note que |c| é o menor raio do catenoide®.

Figura 2.2: Catenoide - Crédito: Matthias Weber, www.indiana.edu/~minimal

3 As intersecoes do catenoide com os planos paralelos {zs = t}, t € R, sdo circulos. O
circulo de menor raio obtido desta forma estd no plano {z3 = 0} e tem raio c.
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O recobrimento universal de C* é C (vide 1.2.26) e a aplicagao de

recobrimento é p(w) = e" = z. Se onde w = w; + (w,, temos

log (u% + u%)

w, = 5
wy = arg(z)
e
uy = e cos(ws)
uy = €' sen(wy)
Portanto o recobrimento universal do catenoide é X op : C — R? dado
por:

;

(X op)y (wy +iwy) = ¢ cosh(wy) cos(ws)

§ (X op)y (wy +iwy) = ¢ cosh(wy) sen(wy)

\(X Op)g (wl—l—iwg) = C Wy

onde w = iy + twy € C.

Observacao 2.3.2 Note que, se fizéssemos uma translacao do catenoide,
somando (dy,ds,ds) a imersao X = (x1,x9,x3), 0 recobrimento X op também

seria transladado em (dy, ds, d3).

Pela observagao 2.1.5, sabemos que a imersao X do catenoide é minima
se e somente se o seu recobrimento universal X o p é minimo. Vamos provar o
segundo, que é mais facil.

O recobrimento universal do catenoide pode ser escrito como a uniao de
duas superficies nao-paramétricas °:

Va2 + 2 r+4/r?—|c
Tt T =+ ¢ log ‘—|H , onde 1 = /a3 + 23
c

flz,m3) =c cosh ™! [ XY=L 72 —
(2-6)

]
Além disto, o catenoide é a superficie de revolugao obtida ao rodar uma
curva catendria no plano (x1, z3) ao redor do eixo 3. No caso de uma catendria
e e

2
Lembre-se que cosh™!(z) = log (z+ V22 -1).

4Usamos que 2w; = log (u% + u%) e (

> = cosh(wy).
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cujo minimo vale ¢, temos:
T3 4 (T
(1, x3) = (c cosh (—), :173> = (931, ¢ cosh™ (—))
c c

cosh{x)

334

Figura 2.3: Curva Catenaria

Na verdade temos o seguinte resultado de unicidade:

Teorema 2.3.3 Se S € superficie minima de revolucdo em R3, entdo S € o

catenotde ou um pedaco dele.

Prova: Se a superficie é de revolugao (vide 1.1.36), entdo 3 f : R — R, uma
funcao de classe C? tal que a superficie de revolucao S obtida pela rotacao
de f ao redor do eixo t (seu dominio) é a superficie minima. Logo a sua
parametrizacao é X(s,t) = (f(t)cos(s), f(t)sen(s), t), (s,t) € R’ Segue

que:

%_f = (= f(t)sen(s), f(t)cos(s), 0)
0X ’ /
e (f'(t) cos(s), f'(t)sen(s), 1)

(955) = (fQ(t) " )
? 0 1+(f'(1)

v ( cos(s) sen(s) —1'(#) )
VIHIOP VI+F0)? i+ 0)
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8352( - ( — f(t)cos(s), —f(t)sen(s), ())
0*X §

o2 (f"(t) cos(s), f"(t)sen(s), 0)
02X / /
G (— f'(t)sen(s), f'(t)cos(s), 0)

Portanto:

soro w2
VI ()2 VIFEOR () — 1= (f'(1)?
2

2 [+ ()] 2 f(6)[L+ (f/()7)?

Logo H = 0 se e somente se:

FOF' O -1= (1) =0 <= [fOfC =1+W1)° (27

Observe que f(t) e f"(t) ndo podem se anular. Vamos provar que as

Unicas solucoes desta equagao diferencial sao da forma:

F(t) = ¢ cosh <t+d)

C

onde ¢, d € R sao constantes, ¢ # 0.

Escreva a equagao (2-7) da seguinte forma:

L
ORI EOIE

Multiplicando ambos os lados por f'(f) (que se anula no mdximo uma

vez®) obtemos:
[ SO
f@)y 1)

Integrando ambos os lados em ¢:

og ()~ 2ELETOD) e,

Aplicando a exponencial (e denotando ¢ := e“* ):

f2t) = & [1+(f (1)) (2-8)

Pois f”(t) # 0, donde f'(t) é estritamente crescente ou decrescente.
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Mas juntando as equagoes (2-7) e (2-8) e usando que f(t) # 0 temos:

Cuja solucao é:
f(t) = CQ €£ + Cg 67z

Para definir a relagao entre Cy e C5 basta substituir a férmula de f(t) na

equagao (2-8). Assim obtemos:

Portanto

o =3|(5) <+ ae)

Vamos reescrever a equagao acima para chegar até o que afirmamos.

d := c log (2002)

flt) = g [e% F: +e*% e’i}

= cosh <C—i) + senh (C—Z>
c c

podemos reescrever f(t) como:

Tome:

Logo

Usando que

ei

ol

[c cosh (%) + ¢ senh (%) t

1) = :

Il
o
1
n
)
=
=
N\
ol
~_
0
@
B
=
7 N
ol
N~
+
o
o
0
=
N
o
~_
o
o
0
=
N
o+
~_
—_
Il

Por fim, fazendo a mudanca de coordenadas

t+d
N C

w1

Wy = S
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no plano R? encontramos a férmula do recobrimento universal X o p do
catenoide, transladado em d na terceira coordenada.

Observe que, se o dominio de (s,t) fosse um subconjunto de R?, S seria
um pedago do catenoide (pois antes da mudanga de coordenadas (s,t) +—

(w1, ws) acima, nao haviamos usado que o dominio de (s,t) era o plano). =

Corolario 2.3.4 Se S ¢ superficie minima em R® invariante por rotacio ao

redor de um eizo {, entao S € um plano ou um catenoide.

Prova: Suponha que M nao é plana. Logo existe um ponto p € M onde
T,M ) {. Seja Il o plano que contém o ponto p e o eixo ¢. Entao podemos
aplicar o teorema da fungao implicita em uma vizinhanga de p em II e escreve-
la como um grafico no eixo £. Entao, pelo teorema anterior, uma vizinhanca de
p em M estard em um catenoide. Veremos no capitulo seguinte que, se duas
superficies minimas coincidem em um aberto, entao elas sdo iguais (vide 3.1.4).

Aplicando este resultado, vemos que S é um plano ou um catenoide. [ ]

O teorema 2.3.3 nos mostra que o catenoide é de fato uma superficie
minima, pois satisfaz H = 0. Outra forma de ver isto é verificar que f é solucao
da EDP das superficies minimas, ver que os dois pedagos nao-paramétricos
colam no plano (z1,z2) de forma C* e, como temos H = 0 em ambos, pela

continuidade de H, segue que H = 0 na intersecao.

Afirmacao 2.3.5 A imersdo do catenoide X : C* — R> € prdpria e injetiva,

donde € um mergulho (vide 1.1.5).

Prova: Vamos provar primeiro que X ¢ injetiva.
Seja (z1,x9,x3) um ponto da superficie. Tomando a exponencial na
férmula

, c
x3 (U +tug) = 5 log (uf + u3)

descobrimos quanto vale u; + u3. Portanto, usando

N o

(21 (u + i) < Lt )
1 (Up Uy ) = S EE—— U1
u? + u3

. C U
i) (Ul +ZU2) = = (—2 +U,2>

2 2
L 2 \uj+uj;

descobrimos u; usando x; e uy usando 9, ambos univocamente, donde X é

injetiva.
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Vamos ver que ela é propria. Seja z, sequéncia divergente. Logo |z,| — 0
ou |z,| — +oo. Em ambos os casos temos |z3(z,)| — +00, donde a imagem de

sequéncia divergente é divergente e X é propria. [ ]

Pela proposicao 1.1.13 e pela observagao 1.1.4 temos:

Corolario 2.3.6 O catenoide e o seu recobrimento universal sao superficies

completas.

2.3.3
Helicoide

O terceiro exemplo de superficie minima ¢é o helicoide.

Figura 2.4: Helicoide - Crédito: Matthias Weber, www.indiana.edu/~minimal

Como pode ser visto na figura acima, o helicoide é periédico no eixo xs.
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Ele é dado pela imersdao X : C — R?, com z = u; +iuy € C e

x1(ug +iug) = cuy cos(uz)
xo(uy +iug) = cuy sen(ug)
z3(uy +iug) = cuy

onde ¢ é uma constante que indica o quanto o helicéide sobe entre duas folhas.
Logo o helicoide é invariante pelo grupo de translacoes I' gerado pelo vetor
(0,0, c 2m).

Logo o pedago fundamental (vide 1.1.16) do helicoide é dado por

X|rx[o,27)- Ele pode ser escrito na forma nao-paramétrica como:

Podemos ver que a funcao f acima é solucao da EDP das superficies

minimas (2-3):

( 2c 1 X9
Jon = 50
(23 + 23)
—C T2
foo = 5>
Ty + x5 —2c 71 T
Jores = 50
(23 + 23)
f - C I
_ c (23— a?)
foz: = — %
\ (xl + x2)

Como dois pedagos fundamentais do helicoide colam de forma C* no
bordo e H é continuo, segue que o helicoide é superficie minima.
Note também que o helicoide é uma superficie regrada (vide 1.1.35) pois

ele pode ser escrito da forma:

Buz) = (0, 0, ¢ us)

X(urtiuz) = Bug) + uy 6(ug), onde
6(u2) = (c cos(uz), c sen(usy),0)

onde (u; + tuy) € C.

Em 1842 Fugene Charles Catalan provou a unicidade:

Teorema 2.3.7 As unicas superficies minimas regradas sao o plano e o

helicoide.

Prova: Vide o livro Ref. 2 | pag. 242. ]
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Afirmacao 2.3.8 A imersdo do helicoide X : C — R?® € prépria e injetiva,
donde é um mergulho (vide 1.1.5).

Prova: Vamos provar primeiro que X ¢ injetiva.

Seja (1,2, r3) um ponto da superficie. Pela formula
z3(uy +iug) = ¢ ug

descobrimos quanto vale us, univocamente. Portanto, pelas férmulas

x1(uy +iug) = cuy cos(us)
xo(uy +iug) = cup sen(uz)
temos
2 2
T+ x)
‘U1’ - 2
e

sgn(uy) = sgn(xz)

donde temos uy univocamente definido, donde X ¢ injetiva.
Vamos ver que ela é propria. Seja z, sequéncia divergente. Logo |z,| —
+o00. Mas

2 2, .2 2 (02 2 2 2
witas+a; = & (W) = Azl - +oo
donde a imagem de sequéncia divergente é divergente e X é prépria. [ ]

Pela proposicao 1.1.13 temos:

Corolario 2.3.9 O helicoide é superficie completa.

2.3.4
Superficie de Scherk (duplamente periédica)

O quarto exemplo que daremos é uma superficie nao-paramétrica cha-

mada de superficie de Scherk (ou superficie de Scherk duplamente periddica).
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Figura 2.5: Vista lateral da superficie de Scherk duplamente periddica -

Crédito: Matthias Weber, www.indiana.edu/~minimal

Para k,l € Z com k + [ par, seja

T e
QkJ = {(11)1,332) : |£E1—]€7T|<§, |y—l7r|<§}

Entao a superficie de Scherk é uma superficie nao-paramétrica cujo

U Qg

k,leZ
k+1 par

dominio” é

dada pela funcao

cos(z)

Flonw2) = log{ } — log (cos(z2))  log (cos(z1)

cos(zy)

Se olharmos o plano como um tabuleiro de xadrez infinito cujos lados das
casas tem comprimento 7, a superficie de Scherk é um gréafico apenas sobre
as casas de uma mesma cor. Como a superficie de Scherk é invariante pelo
grupo de translagoes I' gerado pelos vetores (27,0,0) e (0,2m,0), ela é dita

duplamente periédica.

70 dominio de f é escolhido desta forma para que ambos os cossenos tenham o mesmo
sinal, e assim o log estd bem definido.
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Figura 2.6: Vista superior da superficie de Scherk duplamente periddica -

Crédito: Matthias Weber, www.indiana.edu/~minimal

Observe que a funcao f é solugdo da EDP das superficies minimas (2-3)

pois:
; tan(zy) forer = sec2(m1) = 1+tan2(x1)
1 — 1
fl tan(zs) Janzs = —sec2(:v2) = —1—tan2(x2)
T — 2
’ T1TY 0

Note também que a fungao f tende ao mesmo valor (+00 ou —c0) em

lados opostos de um quadrado 2.
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3] R AL LS ““
SRR
\\\\\m\l'lm

\
R ““‘1\"“
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\\\\\\Il\llllllll\
il

M

Figura 2.7: Imagem de f sobre o quadrado €

Por motivos de completude, quando nos referirmos a superficie de Scherk
daqui em diante, estaremos incluindo retas paralelas ao eixo x3 sobre as quinas
dos quadrados €. Isto faz sentido pois, nas quinas, temos cos(x;) = cos(xs) =
0, donde a razao entre eles é indeterminada. No entanto, como ambos sao
positivos em €, a razao é nao-negativa, donde o log dela esta bem-definido.
Por isto, dados dois quadrados {2;; que contém uma mesma quina, os pedagos
da superficie de Scherk sobre eles colam de maneira C? ao longo da reta
sobre a quina em comum. Desta forma, a superficie ainda é de classe C2.
Pela continuidade de H, a superficie com estas retas continua minima®.

Por fim, vale um resultado de unicidade para a superficie de Scherk:

Teorema 2.3.10 A superficie de Scherk € a unica superficie minima nao-

paramétrica nao-plana de translacao, ou seja, da forma:

flx1,22) = g(x1) + h(x2)

8Observe que estas retas estavam no fecho da superficie em Q1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 2. Defini¢oes Equivalentes de Superficies Minimas 50

Prova: Usando a EDP das superficies minimas (2-3) obtemos:
1+ ()] n" + [1+ ()] g =0

Supondo ¢” # 0 e h” # 0 (ou seja, que a superficie nao seja um plano )
podemos reescrever a equacao acima da seguinte forma:

1+ (g)* 14+ ()?

gl/ hl/

Mas o lado esquerdo s6 depende de x; e o direito, apenas de x5. Portanto

ambos sdo constantes.

1+ (¢)?
gl/

1+ (h')? 1+ (=n)?
- B = s

onde c € R".
Como as EDO’s de g e —h acima sao iguais, as solucoes de h e g sao iguais
a menos de uma mudanga de sinal, i.e., g(t) = —h(t). Entao basta resolver um

dos sistemas, digamos
cg’"=(g)+1 (2-9)

Seja v = ¢'. Logo
V' (1) 1
L+v2(z) ¢

Integrando ambos os lados obtemos

onde C; é uma constante arbitréria. Substituindo v(z;) = ¢'(21) e integrando

g(x1) = —log [cos <%€Ol>1 + Oy

h(z3) = log [cos (LCG)’)] + Cy

C

temos:

\
onde C; sao constantes reais arbitrarias, ¢ =1, ..., 4.

Portanto,

T2 +CCQ)

COS
f(xlva) = g(xl) + h(l’g) = log[ T1 +Cc Cl) + Cg

COS ( P

9Observe que quando g” ou k" é nulo, o outro também deve ser.
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onde renomeamos as constantes arbitrarias. Observe que a formula de f acima

nos dé uma superficie de Scherk:

e a constante ¢ # 0 nos diz a largura dos quadrados €2, que serd |cr;

e as constantes C e Cy nos dizem onde os quadrados {2 estao centrados.

Por exemplo, o centro do quadrado € é ( —C1 ¢, —C5 c);

e observe que mudar o sinal de ¢ causaria uma reflexao na superficie. No

entanto, como o cosseno ¢ uma funcao par, temos
f(.Z'l—CCl, IQ—CCQ) = f(—l'l—CCl, —1'2—602)

donde a superficie é invariante por esta reflexao. Logo o sinal de ¢ nao

tem nenhuma influéncia;

e a constante C3 é a altura da superficie de Scherk no centro dos quadrados
Qk 1

Afirmacgao 2.3.11 Seja X : U Qi — R? imersao da superficie de Scherk,

k,leZ
k+l par

onde X (x1,22) — (1’1,:1;2, f(xl,xg)). Entao a superficie de Scherk € propria

(em particular, € completa).

Prova: Denotaremos

Q = U QkJ

k,leZ
k—+1 par

Seja (x1,,2s,) sequéncia divergente em  C R? Queremos ver que a
imagem dela por X é divergente. Se

lim |z;| = 400
n—-+00

para ¢ = 1 ou 2, entao

lim |X(21,,3,,)] = +o0
n—-+00
Suponha entao que (x% + 22 ) ¢ limitado. Tomando subsequéncia se
n n
necessario, podemos assumir que (21, s, ) — (Z1,%2) € R% Como a sequéncia
¢ divergente em (2, o ponto (Z1,%2) estd no bordo de algum Q; (e ndo estd

em uma das quinas, pois incluimos as retas sobre elas a superficie).
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que (Z1,Z2) € 9.

Suponha que 7; = j:g e Ty # ig. Entao

cos(xy,) — cos(Ty) =

0
cos(xg,) — cos(Zy) > 0

n

donde
log (—COS(:UQ")> — +00

cos(z1,)

. N ;1 ~ ™ . m
e a imagem da sequéncia por X é divergente. Como o caso T1 # j:§ e Ty = lLE

¢ andlogo, temos que X ¢ propria. [ ]

2.3.5
Superficie de Enneper

A ltima superficie minima que iremos mostrar neste capitulo é a

superficie de Enneper.
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Figura 2.8: Superficie de Enneper - Crédito: Matthias Weber,

www.indiana.edu/~minimal

Ela é dada pela imersao X : C — R?® com 2z = u; +ius € C e

3

. u
iL‘l(U1+ZU2) = Uy — 31 + ulug
3
To(uy +ius) = —uy — wluy + % (2-10)
r3(uy +iug) = ui — u

Vamos verificar que a superficie de Enneper satisfaz H = 0. Temos

0X

T = (1 —uf +u§, —2uqUs, 2u1)
1

0X

0_'11,2 = (2U1U2, —1—U%+U§, —2U2)
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1
_ 2uy 21y u? +ud—1
wWHui+1 Wi +ud+17 wi+ud+1
( 2
0“X
W = (—2u1,—2u2,2)
1
0?°X
57 (2u1, 2uy, —2)
2
0?°X
= (2u9, —2u4,0
\8“18/&2 ( U2 UI )
Portanto:
( 2 2 1 2 0
uy + us +
() = [1TTETY — (R4 d 41y
0 (uf +ui + 1) 01

-2 0
0 2

(bij) =

\

Observe que g11 = g2, g12 = 0 € by; = —byy. Logo H = 0 e a superficie

de Enneper é minima.

Afirmacgao 2.3.12 A imersao X da superficie de Enneper é propria (donde

a superficie é completa).

Prova: Suponha por absurdo que X nao seja propria. Logo existe sequéncia
divergente wu, = us, + ius, € C com |u,|* = ui +uj — 400 e com X (u,)
convergente.

Pegando uma subsequéncia se necessério, temos |uy, | — 400 ou |ug, | —
+00. Se uma das coordenadas de u, fosse limitada, pela formula (2-10) de
X terfamos que |z;(u,)| — +o0, i = 1,2,3, donde X (u,) seria divergente.
Isto contradiz a hipdtese de u,, divergente com X (u,) convergente, portanto

|ui,| — 400 parai=1,2.
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Usando a norma do sup em R*, 3 R € R, com

( r 2

U
r1(u,) = ug, |1 — ?1’" —i—ugn} < R

_ .2
To(up) = us, |—1 — uj, + ﬁ} < R

n

| z3(un) = ui —uy < R

Como |uy, | = +00, obtemos da inequagao de 1 (uy,):

2
u
I

U2
-0 . ouy, — —r = —1 (2-11)

3 " 3

Analogamente, como |ug, | — 400, a inequacao de xs(u,) nos da:

2

u
‘—1 — ;" +ul | = 0 . u, — 3uf — =3
Mas (usando (2-11))
Su? u? Su?
-1 — % < U, — ln _ ln = Uy, — BU%H — -3
donde
2 3
Absurdo pois |u;,| — +00. u

Afirmacao 2.3.13 A imersao X da superficie de Enneper é nao-injetora, ou

seja, a superficie de Enneper tem auto-intersegoes.

A demonstragao da afirmacgao acima sera dada no capitulo 10, corolario 10.2.3.

Veja também outra prova na observacao 9.4.6.
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Parametros Conformes

Neste capitulo veremos que uma superficie com parametrizagao conforme
(vide definicao 1.1.19) é minima se e somente se as suas coordenadas sao harmo-
nicas. Com isto podemos aplicar resultados da teoria de func¢oes harmonicas
(como o principio do méximo) e podemos relacionar a parametrizagao da su-
perficie com a parte real de uma curva holomorfa em C?. Por fim vamos exibir
duas aplicacoes: a primeira é que toda superficie minima é real-analitica e a
segunda é que nao existe superficie minima compacta em R3.

Antes de mais nada, a pergunta natural a se fazer é: por que estudar
apenas superficies com parametrizacao conforme? O teorema abaixo nos da a

resposta.

Teorema 3.0.14 (Chern) Seja (M, g) superficie riemanniana de classe C*.
Entao em uma vizinhanga de qualquer ponto p € M existe wma parametrizagao

conforme.

Prova: Para uma demonstracao, vide Ref. 16 . [ ]

Observacgao 3.0.15 Como wvimos mna observagao 1.1.4, uma superfi-
cie S C R® adquire métrica induzida pela métrica de R3, logo € su-
perficie riemanniana. Entdo, como estamos trabalhando apenas com
superficies de classe CZ%, podemos aplicar o teorema 3.0.14, donde

toda superficie S C R® admite parametrizacao conforme'.

Quando a parametrizacdo de uma superficie é conforme temos (vide

1.1.21 e 1.1.27):
det(g;j)(p) = A'(p)

(3-1)
bi1(p) + ba(p)
2 M(p)

INo caso particular de superficies minimas em R® existe uma demonstracio mais facil
que pode ser encontrada em Ref. 17, Lemma 4.4 .

H(p) =
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3.1
Coordenadas Harmonicas e Parametrizacoes Conformes

Com as férmulas de det(g;;) e H obtidas acima podemos encontrar uma
outra condicao equivalente a H = (. Para isto precisamos provar o seguinte

resultado:

Teorema 3.1.1 Seja X : Q — R® parametrizacio conforme de uma superficie
S. Entado:
AcX = 2XH

em todo ponto da superficie, onde H ¢ o vetor curvatura média (vide 1.1.29)

e o laplaciano € o candnico de R3, ou seja, AcX = (Acml,Acmg,AC$3) e
82.731' 82.731'

gt I 9.3,
ou?  oul !

Acz; =

Prova: Sejap € S e sejam (uq, uy) coordenadas conformes de € centradas em

X'(p). Entao:
(/0X 0X\  /oX 0X
aul , 3u1 N aUQ ’ au2

ox X\ |
k8u1’8u2 -

Derivando a primeira equagao de (3-2) em relagao a u; obtemos:
X 0X B ?’X 09X
6u% ’ 8u1 B 8u18u2 ’ 8U2

Mas, derivando a segunda equagao de (3-2) em relagao a us temos:

PX_OXN\ | JOX PN\
8u18uQ ’ (9uQ 8u1 ’ 8u% B

PX X\ /X 0X
o’ ou /) ou3 ' Ouy

Usando a equacao acima obtemos:
( 0X X 0*X 0X
< et 6u1> <<8u%+8u%) ’ 8u1>

0X
AcX ; — ) = Al
\< C ’8u2> 0 (andlogo)

(3-2)

Logo
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Portanto A¢X L 7,S. Se N é a normal unitdria de .S, entao:

0’X  0*°X
(AcX ; N) = <(8_u%+6_u§) ;N> = by+bp =2NH

Como AcX s6 tem componente normal a S e H = HN , o resultado

segue. [ ]

Corolario 3.1.2 Seja X : M — R? parametrizacio conforme da superficie
S = X(M).
Entdao S ¢ minima se e somente se as coordenadas x1, xs € x3 sao funcoes

harmonicas.

Observacao 3.1.3 Seja X : M — R® parametriza¢io minima conforme. Pelo
coroldrio acima, sabemos que as coordenadas xy sdo fungoes harmonicas. Mas

pelo teorema 1.2.8, as coordenadas xp sao funcgoes reais analiticas.

Observagao 3.1.4 Sejam S; e Sy superficies minimas conexas sem bordo
imersas em R>. Pela observacdo acima, as suas coordenadas sdo reais ana-
liticas. Logo, se S1 e Sy coincidem em um aberto, entao elas sao iguais.

Caso uma das superficies tenha bordo, digamos S, entao ela estd contida
em S1. Se ambas tiverem bordo, existe uma superficie minima S (obtida pela
uniao das duas) que as contém.

Um exemplo do caso em que Si mao tem bordo € S = {xg = 0} €
Sy = {(xl,xg,O) D a4 oy < 1}. Fica claro que as superficies coincidem em

Sy, ou seja, até onde os bordos permitem.

Observagao 3.1.5 Note que uma homotetia (1, T, x3) — p(x1, To, x3) de R?
leva superficies minimas em superficies minimas.

De fato, seja X : M — R® parametrizacio minima conforme, donde as
coordenadas (1, xe,x3) sio harmonicas. Como o laplaciano é um operador
linear, temos Ac(pX) = pAcX = 0. Portanto pnX = p(x1,x2,23) tem

coordenadas harmonicas, logo € parametrizacao minima conforme.

Observagao 3.1.6 Seja M uma variedade de dimensao n e seja X : Q) C

R"™ — M carta de M. Podemos definir o operador de Laplace-Beltrami como
(vide Ref. 4, Chapter 1.5, Formula (17) ):

1 ~[ 9 ; 0X
AyX = div(VX) = —/——— — ( \/det (g:5) g —)}
" % = g & [a (v (9) 9
onde (uy,...,uy) sdo as coordenadas candnicas de R™ e (g") é a inversa da

primeira forma fundamental (g;;).
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No caso de superficies em R® com parametrizacdo conforme temos n = 2

e \/det (gi;) = A\?. A inversa de (gi;) é:

. 1 10
iy —
(9") = 3 <0 1)
Logo y/det (gi;) (¢) = I. Entdo:

, 1 < 92X 1 [0°X  9°X AcX
A = an(9X) = 5 350 o ] = 5 (Gt ) = e

Ou seja, usando coordenadas conformes, o laplaciano canénico de R? e

o operador de Laplace-Beltrami se relacionam por
AcX = N(p) AuyX

Portanto, se temos H = 0, o operador de Laplace-Beltrami aplicado em X

também se anula.

Chegou o momento de relacionar as parametrizagoes minimas conformes
X a fungoes holomorfas. Antes vamos provar um lema que servira de base para

o resultado principal deste capitulo.

Lema 3.1.7 Seja X : Q — R3 parametrizacio de uma superficie qualquer,
Q C C dominio. Defina, para k € {1,2,3}, as fungdes

or ox
o) = TEE) - i 5k

onde z = uy + iug € ). Entao:

1. ¢p(2) € holomorfa <=z é harmoénica;

3
2. X € parametriza¢ao conforme <= Z (¢k(z))2 =0
k=1

3. Suponha X parametrizacao conforme.

3
Entio Y |éx(2)]> # 0
k=1

Prova:

1. Segue das equacoes de Cauchy-Riemann.
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2. Observe que:

> (o) = 30 (50) = 30 (o) - o o (G ) -

= g1 — G22 — 2ig12
Portanto o resultado segue.

3. Usando que X é parametrizagao conforme, temos:

seior =3 () + 2 () -

k=1 k=1
= g11—|—922 = 2/\2 = 2\/det (g”) 7& 0

Pois estamos lidando apenas com superficies regulares.

Teorema 3.1.8 Dada uma imersio minima conforme X : M — R>, as 1-
formas holomorfas ¢r(z)dz (onde ¢r(2) sao definidas pelo lema 3.1.7) estio

bem definidas globalmente.

Prova: Para que as l-formas ¢(z)dz estejam bem definidas globalmente,
temos que provar que elas sao invariantes por mudanca de cartas de M. Seja
p e M.

Sabemos que x; sao harmonicas em M por 3.1.2. Portanto, pela observa-
cao 1.2.4, podemos pegar vizinhanca V' de p onde existe conjugada harmoénica
de zj, que denotaremos por x. Portanto a funcio ®4(z) = (zy + iz})(z) é
holomorfa em V', donde satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann. Com isto

obtemos:

(9<I>k(z)
0z
Sejam 1 : Uy — V e ¢y : Uy — V duas cartas de M. Denote por z

(bk(Z) = 2

os pontos de U; e por w os pontos de Uy. Como M é superficie de Riemann

(vide observacao 1.1.23), (gbl_l o gb2) : Uy — U é aplicagao holomorfa. Denote

a mudanca de cartas por z(w) = (o7 o ¢o)(w).
Logo
B 0Py, B 0P, 0z 0P, 0z
éx(w) _28_w =2 0z Ow o 0z Ow
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ow ow
0, 0z dz
dr(w) 5, 9w k(2) T

Portanto

Observacao 3.1.9 O teorema acima vale para qualquer 1-forma holomorfa

em uma superficie de riemann M, com praticamente® a mesma demonstracao.

Por causa do teorema acima, sempre que estivermos trabalhando com
uma variedade M ao invés de um dominio 2 C C trabalharemos com a 1-

forma holomorfa ¢ (z)dz (pois a fun¢ao ¢r(z) s6 estd definida localmente).

Teorema 3.1.10 Seja X : Q — R3 parametrizacio minima conforme, z €
Q C C. Entao as 1-formas ¢p(z)dz (onde ¢y(2) estao definidas no lema 3.1.7)

sao holomorfas satisfazendo

;

> (0k(2))” = 0

k=1

> k() # 0

\ k=1

Reciprocamente, sejam ¢1(z), ¢2(2) € ¢3(2) fungoes holomorfas em um

dominio simplesmente conexo 2 C C satisfazendo as equagoes acima. Entao

existe parametriza¢io minima conforme X = (1, T2, 13) : Q — R® tal que

bu(x) = 20y - 95y

8_ul (9u2
onde z € ().
Prova: A primeira parte do teorema segue diretamente do lema anterior 3.1.7

e do corolario 3.1.2.

Para a reciproca, defina

uw:m(/m@@> (3-4)

’Dada uma 1-forma holomorfa qualquer, é facil ver que ela é fechada. Pelo lema de
Poincaré 1.1.49, esta 1-forma é localmente exata. Portanto vale o mesmo raciocinio.
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onde k =1,2,3, z € (L.

Como ¢y, ¢ holomorfa e 2 é dominio simplesmente conexo, a integral
estd bem definida (pois independe do caminho) e é holomorfa. Portanto xy
também esta bem definida e é harmoénica (vide o teorema 1.2.2). Para as outras

observagoes sobre zy, use o lema 3.1.7. [ ]

Observacao 3.1.11 Mesmo quando ) nao € simplesmente conexo o te-
orema acima ainda pode ser verdadeiro: basta incluir a condi¢cdo que o0s

periodos das integrais acima (ou seja, que as integrais ao longo de qualquer ca-

minho fechado) sejam imagindrios puros. Equivalentemente, pelo teorema dos

residuos 1.2.15, basta que os residuos das 1-formas ¢p(z)dz sejam reais. Desta
forma a funcao x; estd bem definida.
Isto serd feito no exemplo do catenoide, que € parametrizado em C* (vide

Observacao 3.1.12 Suponha que o dominio 2 C C nao seja simplesmente
conexo e que as integrais acima ao longo de algum caminho fechado tenham
parte real nao nula. Neste caso, apesar de nao estarmos nas condi¢coes da 0b-
servagao acima, ainda consequimos uma versao verdadeira do teorema 3.1.10.

Seja p : Q — Q o recobrimento universal de Q. Como Q é superficie
de Riemann, p € holomorfa, donde as funcgoes (¢k Op) : Q — C também sdo
holomorfas. Neste caso podemos aplicar o teorema acima com (gbk op) no lugar

de ¢y e ) ao invés de ), donde encontramos recobrimento minimo conforme
X:Q— R

Por fim, usando férmula de z; (3-4) vemos que a superficie esta deter-
minada a menos de constantes aditivas, ou seja, esta determinada a menos de
uma translagao. Como ja vimos que sempre existe parametrizacao conforme,

o teorema acima nos diz que estudar uma superficie minima é equivalente a
3

3

estudar triplas de fungoes ¢y satisfazendo Z(qﬁk(g))z =0e Z |61 (¢)? # 0.
k=1 k=1

A 1ltima destas condicoes nos diz que as ¢;’s nao podem ter um zero comum.
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3.2
Exemplo: Catenoide

Seja Q = C*, z € C*. Tome as 1-formas

1 1
le(z) dz = —5 _? — 1_ dz
i [ 1 1
¢o(z) dz = —3 _;—1—1_ dz
1
¢3(2) dz = ~ dz

\

Primeiramente observe que elas sao holomorfas em C*. Além disto,

Logo a primeira equacao de (3-3) estd satisfeita. Como ¢3(z) nunca
se anula, a segunda equagao de (3-3) também é satisfeita. J& que C* nao
¢ simplesmente conexo, queremos aplicar o teorema 3.1.10 nas condigoes da

observagao 3.1.11.

Todas as funcoes ¢;(z) tem polos apenas em z = 0. Seja y(t) = ™,

t € [0, 1] um gerador do grupo fundamental de C*. Temos:

1 dz 1
[oeris =5 [F 43 [o
J

Y v

1
Observe que o primeiro integrando tem Res (—2,0) = 0 (pois ele é a
z

sua prépria série de Laurent, sem termo em z ') e o segundo integrando é

holomorfo em B;(0). Aplicando o teorema dos residuos 1.2.15 temos:

/¢1(z) dz = 0

Pelo mesmo raciocinio temos:

7 dz 1
v

v v
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Por fim,

dz (1)

/¢3(z) dz = = log(z) = 2mi

Z 7(0)
g
Como as trés integrais acima sao imagindrias puras e v é um gerador do
grupo fundamental de C*, temos que o valor das integrais de ¢ (z)dz ao longo
de qualquer caminho fechado sao imaginérios puros, k = 1, 2, 3. Podemos entao

aplicar o teorema 3.1.10 e obter:

1/1 1 z 1 Up
e = Rel g (Le)] = g re(Fe) = 3 ()

onde z = uy + ius € C*. Analogamente

—i [ 1 1 z 1 Us
we) = Re[ 3 (~+2)| = g m(-5ee) - 5 ()

1
z5(z) = Re(logz) = log|z| = logy/ul+u} = élog (uf + u3)

Por fim, note que esta parametrizacao nos da um catenoide com constante
c=1 (vide 2.3.2).

3.3
Aplicacoes

Vamos dar duas aplicacoes interessantes: a primeira é que toda superficie
minima nao-paramétrica ¢ grafico de uma funcao real analitica, e a segunda ¢é

que ndo existe superficie minima fechada em R? (vide definicdo 1.1.9).

Proposicao 3.3.1 Seja S C R® wma superficie minima escrita na forma
ndao paramétrica como X (uy,us) = (ul,uQ,f(ul,uQ)). Entao f € funcao real

analitica.

Prova: Como ser fungao analitica é uma propriedade local, basta provar para
uma vizinhanga simplesmente conexa V' de um ponto qualquer (aq,as).Vimos
que podemos tomar uma parametrizacao conforme de S em V', denotada por
X (£1,&) (vide observacio 3.0.15).
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(uy,u, Alug,u)) 5

<2

Como S ¢é superficie minima, sabemos que Z;(£1,&2) é harmonica em
(&1, &) (pois é conforme, vide 3.1.2). Logo 7;(&1, &2) é real analitica pelo teorema
1.2.8, Vi e {1,2,3}. Ja que

(Z1,72) 0 (§1,&2) (u1,uz) = (u1,ug)

e X ¢ analitica, pela versao analitica do teorema da func¢ao inversa temos que
&(u1,ug) é analitica. Por fim, como f(uy,us) = &3 0 &(uy,uy) é composicao de

fungoes analiticas, o resultado segue. [ ]

Teorema 3.3.2 Nao existe superficie minima fechada em R3.

Prova: Suponha por absurdo que tal superficie exista. Ao tomar uma
parametrizacdo minima conforme X : M — R® obtemos que (1,73, 23) sdo
fungoes harmonicas. Escolha uma destas coordenadas, denotada por x;. Como
x; é continua e M é compacta (vide 1.1.9), x; assume méaximo em M. Mas
pelo principio do méaximo das fungdes harmoénicas (vide 1.2.6), x; ndo poderia
assumir maximo em M, donde x; é constante. Como este argumento vale para

1 =1,2,3, temos um absurdo. [ ]

Observacao 3.3.3 Seja X : M — R?® imersao minima conforme, M sem
bordo. Como pelo teorema acima nao existe superficie minima fechada, sabe-
mos que M nao pode ser compacta. Em particular, jd que M € superficie de
Riemann (observagdo 1.1.25), sabemos que o recobrimento universal M de M
s6 pode ser C ou D (vide teorema 1.2.20).
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4
Representacao de Enneper-Weierstrass

No final do ultimo capitulo conseguimos uma representacao para superfi-
cies minimas através das funcoes ¢;’s. Esta representacao parece util: ao utili-
zar fungoes holomorfas para construir superficies minimas nés podemos aplicar
teoremas de analise complexa para conseguir novos resultados. No entanto, a
condigao que as ¢’s devem satisfazer (principalmente a soma dos seus quadra-
dos sempre se anular) é dificil de ser checada a priori. Para resolver isto vamos
modificar esta representacao para obter outra equivalente, chamada represen-
tagao de Enneper-Weierstrass. Nesta nova representacao precisaremos apenas
de uma fungao holomorfa f, uma meromorfa g e a condigao a ser satisfeita s
diz respeito aos zeros e pélos destas (o0 que é muito mais facil de ser checado a

priori).

4.1
Definicao

Antes de definir a representacao de Enneper-Weierstrass vamos provar
um lema que relaciona as 1-formas holomorfas ¢x(z)dz com uma 1-forma

holomorfa f(z)dz e uma fungdo meromorfa g(z).

Lema 4.1.1 Seja M superficie de Riemann, z € M, g(z) uma fungdo me-
romorfa em M e f(z)dz uma 1-forma holomorfa em M com a propriedade

que, 0s polos de ordem m de g(z) sdo zeros de ordem 2m de f(z) (em parti-

cular f(z)dz so pode ter zeros de ordem par). Entdo as 1-formas

fgbl(z) dz = f(lT_f) dz
¢o(2) dz = M dz (4-1)
| 93(2) dz = fgdz

sao holomorfas em M e satisfazem
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B +ds+e; =0
|91 + |d2]® + |3 # 0

Reciprocamente, qualquer tripla de I1-forma holomorfas ¢;(z)dz em M,

(42)

i =1,2,3, satisfazendo (4-2) pode ser representada da maneira acima, exceto
se ¢1 = g, ¢3 = 0. Neste caso a superficie minima gerada pelas ¢;(z)dz €é

um planc'.

Prova: Basta mostrar o lema localmente. Vamos comecar provando a ida.

Veja que as ¢y’s definidas desta maneira satisfazem ¢? + ¢2 + ¢§ =0:

2
+f2g% = f—<1—292+g4—1—2g2—g4—|—4g2> — 0

PG | 20+ g’
* 4

22 22

Por fim, se p € M é zero de ¢3, entao temos f(p) = 0 ou g(p) = 0. Vamos

analisar os dois casos.

— Se f(p) = 0, entao p é zero de ordem 2m de f e pélo de ordem m de g,
onde m € N*. Neste caso (fg°)(p) € C*, donde ¢1(p) # 0 e ¢2(p) # 0;

~ Se g(p) =0, entao f(p) # 0. Logo ¢1(p) # 0 e ¢2(p) # 0.

Para provar a volta, defina:

3

7 f—igy

como ¢;(z)dz é bem definida globalmente em M (vide teorema 3.1.8), a 1-forma
f(2)dz também esta.

Logo:

P+ g5+ 5 =0 < (¢ —iga)(d1 +ide) =—0¢3 = ¢ +igs=—fg’

Entao temos

( _ 42
b = f(lzg)
; 2
by = Zf(12+g)
3 = fg

\

'Basta ver que ¢3 = 0 implica em z3 constante.
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como querfamos. J& que (¢ + idy) = —fg* é holomorfa, os pélos de ordem
m de g(z) devem ser zeros de ordem > 2m de f(z)dz. Mas se p for pdlo de
ordem m de g(z) e zero de ordem > 2m de f(z)dz entdo (fg*)(p) = 0, donde
¢i(p) = 0, i =1,2,3. Logo um pédlo de ordem m de g(z) tem que ser zero de
ordem 2m de f(z)dz.

O tnico impedimento na representacao acima é o caso em que ¢ —i¢po = 0
(que é o denominador de g). Quando isto ocorre, a condicdo ¢] + ¢3 + ¢35 =0

implica em ¢3 = 0, que é o caso excepcional mencionado. ]

Teorema 4.1.2 (Representagao de Enneper-Weierstrass) Qualquer
imersio minima conforme ndo-plana X : M — R® com M simplesmente
conezo pode* ser escrita na forma

r1(z) = Re /M dz

.

z

z9(z) = Re /M dz
0

¢]

z3(z) = R

O/fg 0z

onde z € M, f(z)dz é 1-forma holomorfa, g(z) € funcao meromorfa e

\

cada pdlo de ordem m de g é um zero de ordem 2m de f(z)dz. Além disto,
pelas observacoes 1.1.23 ¢ 3.3.5, M = C ou M = D.

A reciproca também wale: dadas 1-forma holomorfa f(z)dz e fungdo
meromorfa g em M, onde os polos de ordem m de g sao zeros de ordem 2m
de f, podemos encontrar imersio minima conforme ndao-plana em R> através

das equacoes acima.

Prova: Pela observacao 3.3.3 podemos supor M = C ou D.

Podemos encontrar as 1-formas ¢ (z)dz usando o lema 3.1.7 e o teorema
3.1.10. Pelo lema anterior, podemos encontrar 1-forma holomorfa f(z)dz e
funcao meromorfa g em M e o resultado segue.

Vamos provar agora a reciproca. Como f(z)dz é 1-forma holomorfa,
ela estd bem definida globalmente em M (vide 3.1.9). Entao, ja que M é
simplesmente conexa, a integral nas equagoes do enunciado estao bem definidas

e obtemos a imersao que queriamos. [

2A menos de uma translacio de R3.
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Observagao 4.1.3 Assim como na observacao 3.1.11, mesmo de M ndo
for simplesmente conexo, para o teorema acima ser verdadeiro basta que os
periodos das integrais sejam imagindrios puros (ou, equivalentemente pelo
teorema dos residuos 1.2.15, que os residuos das 1-formas ¢r(z)dz sejam reais).

Mesmo quando isto nao ocorre, podemos trabalhar com o recobrimento
universal p : M — M. Desta maneira a composicao da 1-forma f(z)dz e da
fun¢ao meromorfa g(z) com o recobrimento p ainda satisfazem as condigoes
de pdlos e zeros. Como M ¢ simplesmente conexo, aplicamos o teorema acima

e consequimos um recobrimento minimo conforme X : M — R3.

Observacao 4.1.4 Sejam X : M — R? imersio minima conforme ndo-plana
ep: M — M o recobrimento universal de M. Logo (X op) M — R3¢
recobrimento minimo conforme nao-plano. Denote w € M e pw) =z € M.
Sejam f(w)dw e g(w) a representacao de Enneper-Weierstrass de (X op) e
f(z)dz e g(z) a representacao de Enneper-Weierstrass de X . E facil ver pelo
teorema acima que elas se relacionam da sequinte maneira:

1) dz = F(pl))d(pw)) = P f)

4.2
Plano Tangente, Primeira Forma Fundamental e Vetor Normal

Nesta secao vamos escrever varias entidades geométricas de uma super-
ficie minima nao plana S usando f(z)dz e g(z) da representagao de Enneper-

Weierstrass. Seja z = uy + ius.

e O plano tangente de S é gerado por 8—X e 8_X
8u1 8“2
0X  0X
Como o, low (41, P2, ¢3), temos
0X
a_ul = Re(¢17¢27¢3)
0X -
a_ = = Im(¢17 ¢27 ¢3) = Im(¢1a ¢27 ¢3)
Uz

e A primeira forma fundamental de S é (g;;) = A\*I, onde:
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2 2

0X oX[P 1< 1 (1 + lgl?)
)\2 — | == _ | = —— 2 _ 4-
Oy us 2 ;Idml [ 2 (43)
Portanto a métrica de S é dada por (vide 1.1.21):
2
1+ |g)?
ds* = [—\fl ( 5 ) |dz|? (4-4)

onde |dz|* é a métrica canonica de C.

e Para encontrar a normal unitaria primeiro calculamos o produto vetorial:
Re(¢s) Im(¢3) + Re(os) Im ()
0X 0X _ _ _ _
Sexo= = | Re(6s) Im(d1) + Re(én) Im(gs) | = Im (6200, dud1, 0162) =
061 0%

Re(¢1) Im(¢s) + Re(¢z) Im(¢1)

Im(ﬂﬂ%a+mﬁ»\ﬂ%g—@@)—ﬂﬂ%l—%th)—mm>
2 ’ 2 ’ 4

:«meﬂwwwmmmwwm@UWWA»:
2 ’ 2 ’ 4

AP (1P

— (2 Re(g). 2 Im(g), |gI*~ 1)

A sua norma é:

2

/I (1+1gl?)

0X 0X
2

%~ 06

=<ww=vzl

Logo a normal unitéaria é dada por:

N - (2 Re(g) 2 Im(g) |g|2—1) (4-5)

g2 +17 Jgl2+17 |g>+1
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4.3
A funcao g e a Aplicacao Normal de Gauss

Teorema 4.3.1 Seja X : M — R? imersao minima conforme e seja g : M —
CU{oo} a fungdo meromorfa dada pela representacao de Enneper-Weierstrass
desta superficie. Denote por w: S* — CU{oco} a projecdo estereogrdfica através
do pdlo norte (vide 1.2.15). Entdo:

ToN =g (4-6)
Prova: Sabemos pela equacao (4-5) que

N = (2 Re(g) 2 Im(g) \9\2—1)

gl +17 |gl2+17 |g]2+1

Além disto, a férmula da inversa da projegao estereogréfica é (vide
1.2.13):

L) = 2 Re(w)’ 2 Im(w)7 lw|* —1
jw?+17 JwP+1" |w*+1

Portanto N = (7r_1 o g) e, como 7 é bijecao, temos mo N = g. [ ]

Observacgao 4.3.2 Em outras palavras, o teorema acima mostra que a
fungdo meromorfa g(z) dada na representa¢ao de Enneper-Weierstrass e
a aplicacao normal de Gauss N sao a mesma coisa. Como N ndo de-
pende da parametrizacao da superficie, seque que g também ndao! Portanto

g estd bem definida globalmente. Ja que a I1-forma meromorfa fdz também

estda bem-definida globalmente em M, a representacao de Enneper- Weierstrass
da superficie é global.

Além disto, no caso do plano (que nao possui representacao de Enneper-
Weierstrass) nos podemos tomar g como fungdo constante, o que é equivalente
a normal ser constante. No entanto a 1-forma f(z)dz ndo pode ser definida

neste caso.

O curioso é que o teorema acima nos da mais uma definicao para

superficies minimas:

Teorema 4.3.3 Seja X : M — R® imersdo conforme.

Entao X € imersao minima se e somente se a fung¢do g := mo N ¢

meromorfa.

Prova: O teorema anterior nos da a ida, entao precisamos provar apenas a

reciproca.
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Suponha g := m o N meromorfa. Portanto g é aplicacao conforme. Como
a projegao estereografica m é anti-conforme (vide 1.2.13), a sua inversa também
¢é. Temos entao que N = (7r_1 o g) ¢ anti-conforme. Logo a aplicacao de
Weingarten DN é a composi¢ao de uma aplicacao conforme com uma reflexao,
donde DN tem autovalores de mesmo moédulo e sinais opostos. Mas pela

observacao 1.1.28, H = tr(DN) = 0 e a imersao é minima. n

4.4
Normais de Superficies Minimas Completas

O objetivo desta secao é provar o seguinte resultado:

Teorema 4.4.1 (Osserman) Seja X : M — R? imersdo minima completa.
Entao a superficie é um plano ou a imagem da aplicagao normal de Gauss N

¢é densa em S2.

Observe que, caso a superficie nao seja um plano, basta provar o teorema
acima para M simplesmente conexa. De fato, se M nao for simplesmente
conexa, pegue p : M — M o seu recobrimento universal e suponha que o
teorema seja verdadeiro para um recobrimento minimo completo® (X o p) :
M — R3. Entdo a imagem de (N op) : M — S? é densa. Como p é sobrejetiva,
segue que a imagem de N é densa e o teorema acima ¢ verdadeiro.

Portanto, pela observacao 3.3.3, precisamos analisar os casos M = C e
M = D.

4.4.1
Caso 1: O recobrimento universal é C

Teorema 4.4.2 Seja X : C — R? recobrimento minimo completo. Entdo a
superficie € um plano ou a imagem da aplicacdo normal de Gauss N assume
todas as dire¢oes com, no mdzximo, duas exce¢oes (em particular, a sua imagem

¢ densa em S?).

Prova: Suponha que a superficie nao seja um plano. Note que, como ela é
completa (vide 1.1.12), ela nao pode ser um pedago de um plano.

Podemos assumir que X ¢é conforme (vide observagoes 3.0.15 e 1.1.23).
Entao a superficie possui representacao de Enneper-Weierstrass, donde temos
funcao meromorfa g : C — C .

Pelo pequeno teorema de Picard (vide 1.2.19), g é constante (o que nao
pode acontecer, pois N seria constante pelo teorema 4.3.1 e a superficie seria

plana) ou g assume todos os valores do plano complexo com, no maximo, uma

3Lembre-se que M é completa se e somente se M é completa, vide 1.1.4.
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excecao. Em outras palavras, a imagem de g atinge todos os valores de CU{o0}
com, no maximo, duas excegoes. Portanto, como a projecao estereografica m é

bijetiva, o mesmo pode ser dito de N. [ ]

4.4.2
Caso 2: O recobrimento universal é D

Este caso é mais complicado. A ideia é trocar a métrica induzida por R3
por outra equivalente e mostrar que, nesta nova métrica, existe um caminho
divergente com comprimento finito. Isto seria um absurdo pois a superficie é

completa.

Teorema 4.4.3 Seja X : D — R® recobrimento minimo completo. Entdo a

aplicacdo normal de Gauss N é densa em S*.

Prova: Como o recobrimento universal de um plano é C e a superficie é
completa, sabemos que ela nao esta contida em um plano. Portanto podemos
assumir que X é conforme (vide 3.0.15 e 1.1.23) e que a superficie tem
representagao de Enneper-Weierstrass dada por f(z)dz e g(z).

Suponha por absurdo que as normais da superficie nao sejam densas
em S?. Logo existe aberto de S? que néo é intersectado pela imagem de N.
Fazendo uma rotacdo em R? se necessario, podemos supor que o pélo norte
(0,0,1) esté contido neste aberto. Portanto podemos assumir que as normais

unitarias satisfazem N3 < n < 1, donde (por (4-5)):

lgl* —1
N. < <1l <+ 2)] £ M < +o0
Entao, como g nao tem pdlos, f nao se anula.
2
1+]g/?
Troque a métrica A\*|dz|* = [M |dz|* (vide 1.1.21) pela

métrica |f|?|dz|>. Observe que esta nova métrica estd bem definida, pois
|f| # 0, e é conforme, ji que é uma homotetia da métrica conforme |dz|?.
Além disto, as duas métricas sao equivalentes:

2\ 2
< (ﬂ) Vik

2

2

1 FI(L+ [gl?)
e = [ (o

Em particular, como a superficie era completa com a métrica original, ela
também serd completa com a nova métrica | f|?|dz|?.

Entao, para finalizar o teorema, basta provarmos o lema a seguir:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 4. Representacao de Enneper-Weierstrass 74

Lema 4.4.4 Seja f : D — C fungao holomorfa que nao possui zeros. Entao

D munido da métrica |f|*|dz|* ndo é completo.

Com o lema acima chegamos a um absurdo. [ ]

Prova: [Lema| Queremos provar que existe caminho divergente C' em D tal

que:

/ @z < +oo

Defina a funcao F': D — C como

wi= PG = [0 i

Entdo F(z) leva D = {|z| < 1} em um dominio contido em C (pois
F'(z) = f(2) #0, V z € D). Observe que F(0) =0, F é holomorfa, F'(z) # 0
e F' é sobrejetiva sobre a sua imagem. No entanto, F' pode nao ser injetiva.

Seja G(w) = z o ramo da inversa de F' definido em um dominio de C
(que contém a origem) que satisfaz G(0) = 0. Logo F' o G(0) = G o F(0) = 0.
Como |G(w)| < 1, pelo teorema de Liouville (vide 1.2.16), G ndo pode ser
funcao inteira. Entao existe disco maximal Dy = {|w| < R < oo} no dominio
de G, ou seja, 3 wy com |wy| = R tal que G(w) nado pode ser estentida numa
vizinhanga de wy.

Seja L o segmento de reta L = {twy; 0 <t < 1}, e seja C a imagem de
L por G(w).

Re

Afirmamos que C' é caminho divergente. De fato, suponha por absurdo
que C nao seja divergente. Entao 3 sequéncia t, — 1 tal que os pontos
zn = G(t,wy) convergem a um ponto zo € D. Mas entdo, pela continuidade
de F, temos F(z) = wy. Como F'(z9) = f(20) # 0, pelo teorema da fungao

inversa, G(w) pode ser estendida numa vizinhanga de wy. Absurdo.
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Portanto C' é caminho divergente e temos:

dz_g)‘wt' B /1 dF (=(1))

dz

Comp(C) = [ 17zl = [ |F(:(0)] djff)' ] =
C 0

_ j‘%‘uﬂ - /l‘dfi—ﬂuﬂ - /|dw| — Comp(L) = R < +o0

Observagao 4.4.5 Em particular, provamos que a fungio F: D — F(D) C C

da demonstracdao acima € uma isometria.

Logo, de posse dos teoremas 4.4.2 e 4.4.3, o teorema 4.4.1 esta provado.

4.5
Aplicacao: Teorema de Bernstein

Usando o teorema da secao anterior provaremos um dos teoremas mais
classicos da teoria de superficies minimas. No capitulo seguinte provaremos o

mesmo resultado de uma outra maneira.

Teorema 4.5.1 (Teorema de Bernstein) Seja S um grdfico minimo in-

teirc*. Entao S é um plano.

Prova: Como S é um grafico inteiro, pela proposicao 1.1.15, segue que S
é completa. Além disto, por ser um grafico, a imagem da aplicacdo normal
de Gauss N esté contida em uma das metades de S* (dependendo apenas do
sentido de N). Em particular, ela ndo é densa na esfera. Como S é superficie

minima, segue do teorema 4.4.1 que S é um plano. [ ]

4.6
Exemplos

“Para a definicao, vide 1.1.14.
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4.6.1
Catenoide

Comecaremos analisando o recobrimento universal do catenoide, e en-
contrar a sua representacao de Enneper-Weierstrass. Vimos em 2.3.2 que
X op:C — R3¢ dado por

;

(X op)y (wy +iwy) = ¢ cosh(wy) cos(ws)

(X op)y (wy +1wy) = ¢ cosh(wy) sen(wy)

\(X Op)g (w1+iw2) = C Wy

onde w = wy + 1w, € C.
Vamos verificar que o recobrimento é conforme e, em seguida, encontrar

as 1-formas holomorfas ¢y (w)dw:

on ) oy

D, = ¢ senh(w;) cos(ws) m = ¢ senh(w;) sen(wy) Ju; = c

(9.%1 a372 61'3

Dbt I h — = h =

2w, ¢ cosh(wy) sen(wy) D0, c cosh(w) cos(wy) D, 0
Portanto

(6) = & senh?(wy) [ cos?(ws) + sen®(ws)] + 1 0 _

9 0 cosh?(wy ) [ sen®(ws) + cos®(w,)]

, [ cosh?®(w;) 0
= c
0 cosh?(w)

As 1-formas ¢y (w)dw sao (vide lema 3.1.7):

¢1(w) dw = ¢ [senh(ws)cos(wa) + i cosh(w;)sen(ws)] = ¢ senh(w)
¢o(w) dw = ¢ [senh(w;)sen(ws) — i cosh(w;)cos(ws)] = —ic cosh(w)
p3(w) dw = ¢

Com as férmulas acima fica claro que as 1-formas ¢y (z)dz sdo holomorfas.

Além disto, vemos mais uma vez que este recobrimento é conforme, pois:

1+ ¢34+ ¢ = ¢ [senh®(w) — cosh?*(w) +1] = F[-1+1] = 0
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Entao a representacao de Enneper-Weierstrass do recobrimento universal

do catenoide é:

f(w) dw = ¢ senh(w) — ¢ cosh(w) dw = —ce ™ dw (&)
c ;
g(w) = oo w —e"
onde w € C.
Pela observagao 4.1.4 e usando que z = p(w) = €¥, donde dw = ci_z’
temos: c
f(z) dz = = dz (8)
9(z) = —=

onde z = uy + tuy € C*.

Portanto as 1-formas ¢y (2)dz do catenoide sao (vide a equagao (4-1)):

22

(gbl(z) dz = _70 (l—l) dz

—ic 1

<¢2(z) dz = 7 (;—l—l) dz

o3(2) dz = Sdz

\

Mas estas sao exatamente as 1-formas holomorfas usadas no exemplo 3.2,
multiplicadas por uma constante ¢ € R*. Seguindo o mesmo raciocinio, vemos
que esta é a representacao de Enneper-Weierstrass do catenoide de raio c,
exemplificando a utilidade da observagao 4.1.4.

Usando a equagao (4-5), a normal unitaria do recobrimento universal do

catenoide é:

Y

—2¢%t cos(wy) —2e¥! sen(wsy) €W —1
62101 + 1 ’ 6211)1 + 1 e2w1 + 1

N = (

enquanto a do catenoide é:

—Uy —Ug u? +ui —1
wtud+1 wi e+l W +ud+1

N(z) = (

Pela afirmagao 2.3.5, sabemos que X é um difeomorfismo (vide observa-
¢ao 1.1.6) conforme entre o catenoide e C*, donde o catenoide é homeomorfo

a um anel e a sua estrutura conforme é C*.
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4.6.2
Helicoide
Para a imersao do helicoide ser conforme, precisamos fazer uma mudanga
de coordenadas em relacao a imersao usada no capitulo 2. Se % e Uy denotarem
s - 1/~ U T
as varidveis usadas no cap. 2, tome u; = senh ™' (@;) e uy = —+§. Observe que
c

esta mudanca de coordenadas esta bem definida pois as suas derivadas nunca se

anulam. Logo cos (%) = sen(usg) € sen <z£> = — cos(ug). Portanto, depois
c c

destas mudancas de coordenadas, a imersao do helicoide X : C — R? é dada
por:

x1 = c senh(u;) sen(usg)

xe = —c senh(u;) cos(uz)

T
el

onde z = uy + tus € C.
Vamos primeiro ver que a imersao é conforme e depois encontrar as 1-

formas holomorfas ¢y (z)dz:

g—z = ¢ cosh(uy) sen(us) g—zj = —c cosh(u;) cos(us) g—zj =0
g—i: = ¢ senh(uy) cos(uz) g—z = ¢ senh(u;) sen(us) g—zz =c

(g)) = (COSh (u1) [ sen®(uz) + cos?(us)] 0 )

0 senh”(uy) [ cos®(up) + sen®(u2)| + 1

, [ cosh®(uy) 0
=c
0 cosh?(uy)

Portanto
¢1(z) dz = ¢ [cosh(u;) sen(us) — i senh(uy) cos(up)] dz = —ic senh(z) dz
¢2(z) dz = —c [cosh(uy) cos(uz) + i senh(u;) sen(us)] dz = —c cosh(z) dz
¢3(2) dz = —icdz

Logo as 1-formas ¢y(z)dz sd@o holomorfas. Além disto, vemos mais uma

vez que esta imersao é conforme, pois:

01+ 05+ 05 = ¢ [—senh®(2) +cosh?(2) = 1] = ¢* [1-1] = 0
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Entao a representacao de Enneper-Weierstrass do helicoide é dada por:

f(z) dz = —ic senh(z) +ic cosh(z) = ice™®
(2) = —ic e
g dce®

z

onde z € C.

Usando a equagao (4-5), a normal unitaria do helicoide é:

—2¢" cos(uz) —2e" sen(uy) €™t —1
N = ) Y
e?u + 1 e?u 4+ 1 e 41

Observacgao 4.6.1 Nao ¢é por acaso que a primeira forma fundamental e a
normal do helicoide sao iguais as do catenoide: isto ocorre porque elas sao
superficies minimas conjugadas entre si. Entraremos em mais detalhes sobre o

assunto no capitulo 6.

Pela afirmagao 2.3.8, sabemos que X é um difeomorfismo (vide observa-
¢ao 1.1.6) conforme entre o helicoide e C, donde o helicoide é conformemente

equivalente ao plano complexo.

4.6.3
Superficie de Scherk (duplamente periédica)

Seja M = D e tome a seguinte representacao de Enneper-Weierstrass:

4 —4
f(z)dz = (24—_1) dz = CrUz—D)t0)(z—10) dz
(4-9)
g(z) = —iz
onde z € M.

Como a funcdo ¢(z) e a 1-forma f(z)dz sao holomorfas em M (que é
simplesmente conexo), g(z) nao tem pdélos e f(z)dz ndo tem zeros, a repre-
sentacao de Enneper-Weierstrass estd bem definida. As 1-formas holomorfas
or(2)dz sao:
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( =20 (22+1) dz B —2i dz B i i

¢1(2) dz = (A1) T GrD)(z-1) L+1 a z—l] dz
—2 (2 —1) dz —2dz i i

R e ez = il Pl
—4z dz 2z 2z

\gb?’(z) dz = (*—1) L‘z%—l - ZQ—J *

(4-10)
Portanto, tomando o ramo do logaritmo em que log(1) = 0, temos

z+1 z—1

= Re [z log (2+1)} = —arg (Z+1>
z—1 z—1

To(2) = Re[/idz. — /idz} = Re i log(z —i) — i log(z+1)] =

Z—1 zZ+1
= Re{—i log<z Z>] = arg(z Z>
z—1 z—1

z3(z) = Re [/ j;fi - /j;_di] = Re[log(z*+1) —log(z*—1)] =

241
= Re {log (22—‘_1)1 = log
Z _—

Vamos ver que esta é a parametrizacao do pedago da superficie de Scherk

z1(2) = Re U dz / idz] — Re[i log(z+1) — i log(z—1)] =

z2—-1

22—1-1‘

sobre o quadrado 2_; ;. Observe que

(z+1  (z+1)(E-1)  |22-1 . 2Tm(z)
=1 |z=1P ]z =1p |z —1)
(4-11)
Z+1i (z+14)(z +1) 2|2 =1 _2Re(2)
lz—i [ =i |z—iP 1z — 2
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Como, em M, temos |z|* — 1 < 0, segue que:

( 1
Re(z+ ) < 0
z—1

donde
s _ z4+1 _ 3r
2 8\Z 1 2
T - zZ41 - 3
2 S\—i 2
Logo:
—3r < (2) < -
2 ! 2
g < IQ(Z) < g

Portanto (a:l,xg)(M) C Q_q;. Vamos ver que (ml,xg) ¢ uma bijecao

entre M e Q_1 ;. Dado ponto (z1,z2) € Q_11, seja
A = tan’(z;) + tan®(z2) €R

donde A > 0. Como

( —2Im(z
tan(xy) = —tan(—z;) = \z|2——(1)
{ (4-12)
2 Re(z)
\tan(mg) = |Z|2——1
temos ) )
A (—2Im(2))" + (2Re(2)) _ 4 |z]?
(|22 = 1)? 2|t = 2|2 +1
donde

A+2+2vA+1 2+2V/A+1
o = EEEEET s o = 2R

Ja que |z =1 < 0 em M, temos

2-2vA+1
A

2]* =1 =
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Entao, por (4-12), obtemos

tan(zs) (2 —2VA+1)

Re(z) = 54
—tan(z) (2—2VA+1)
Im(z) = W

donde (1, x3) é uma bijegao entre M e Q_ ;.
Falta ver que esta superficie é de fato a superficie de Scherk. Pelas

equagoes (4-11) e usando que o cosseno é fungao par, temos:

|22 ~1 2
cos(xy) = ER IR Gl
V= Tex — 22 — 1
l=—1]
|2°~1
COS(SC) = ‘;ip = |Z|2_1
SO I PRI |
lz—i]
Logo
|Z|2_1 2
cos(xz) _ P _ |22 + 1 o
cos(x1) Ijl22+_11| |22 — 1]

Portanto X é uma imersao do pedaco da superficie de Scherk em 2_; ;.

Para conseguir a superficie de Scherk inteira, a tentativa natural é pegar
M = C~ {+£1,£i} e usar a mesma representacao de Enneper-Weierstrass g(z)
e f(z) dz (elas continuam sem pdlos e zeros em M).

No entanto, as 1-formas ¢y(z)dz tem residuos imaginarios puros (vide
(4-10)), portanto as integrais da representacao de Enneper-Weierstrass nao
estao bem definidas.

Mas pela observacdo 4.1.4, podemos pegar p : M — M recobrimento
universal de M = C \ {£1,+i} e, desta forma, obter uma representagao de
Enneper-Weierstrass bem definida. Esta serd a representagao da superficie de

Scherk completa.

4.6.4
Superficie de Enneper

Como vimos no capitulo 2, a imersao X : C — R?® da superficie de

Enneper é dada por (vide (2-10)):
: u 2
r(ug +tug) = wy — ) + uyuy
. ) u3
xz(u1+qu) = —Uz — UjU2 + E
w3(uy +iup) = ud — uj
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onde z = uy + iug € C.
Pela primeira forma fundamental calculada no capitulo 2, vemos que esta

imersao é conforme. Vamos encontrar as 1-formas ¢y (z)dz:

0y 0xs 03

= 1 — w4 — = =2uu — = 2u
8u1 ! 2 0u1 1 8u1 !
81’1 5’x2 2 2 81’3

— = 2uu — = —1l—-uj+u — = —2u
8u2 1 6’u2 1 2 8u2 2
Portanto

$1(2) dz = (1 —uf+uj — 2iwus) dz = (1—2%) dz
$2(2) dz = —(2uus + i+ iuf —iu3) dz = i (1+2%) dz
¢3(2) dz = (2u1 + 2iu2) dz = 2z dz

Fica claro que as 1-formas ¢ sao holomorfas. Vemos novamente que esta

imersao é conforme:
P+ gs+ s =142t -2 —1—2" 2224422 =0
A representagao de Enneper-Weierstrass da superficie de Enneper é:

f()dz = (1=224142%)dz = 2dz

onde z € C.

Pela equagao (4-5), a normal unitaria é:

2U1 ZUQ u%—i—u%—l
N = 2 2 ) 2 ) 2
uj+us+1" uf+uz3+1" uj+u;+1

Observagao 4.6.2 FEste é um bom momento para observar que a representa-

cao de Enneper-Weierstrass de uma superficie nao € unica. Se pegarmos

f(z) dz = 22% dz

i) = -
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Obtemos:
fgzgl(z) dz = 222(12_ ) dz = (2*—1)dz = —¢1(z) dz
Ga(2) dz = (28 +27) dz = (22 +1)dz = ¢y(2) dz

o3(2) dz = (2222’1) dz = 2zdz = ¢3(2) dz

Portanto esta nova representacao nos dd a mesma superficie de Enneper a

menos de uma reflexdio no eixo xy.

4.6.5
Superficie de Jorge-Meeks

Jorge e Meeks construiram uma familia enumeravel de superficies mi-
nimas completas em R3, chamadas superficies de Jorge-Meeks. Elas sdo uma

generalizacao do catenoide®.

50 catenoide é o caso n = 1 da superficie de Jorge-Meeks.
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Figura 4.1: Superficie de Jorge-Meeks com n = 2 (também chamada de trioide)

Vamos construi-las através da representacao de Enneper-Weierstrass.
Fixe n € N*. Seja M = CU {oo} ~ {2 € C : 2" =1} e defina a

representacao de Enneper-Weierstrass em M como:

1
——— dz, sez#
(2n1 — 1)2
f(z) dz =
0, sez=o00
2" se z # 0
9(z) =

00, Se z =00

Observe que elas sao continuas. De fato, se w = 27!, temos dz = —w ™ 2dw
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e
_ o —fw)dw
A e de = I =
—d _ Qnd
= lim - = lim—— " =0

2

w—0 ¢y2 (w—n—l _ 1) w—0 (1 _ wn+1)2

portanto z = 0o é um zero de ordem 2n de f(z)dz. Analogamente,

lim g(2) = limw™ = +o0

Z—00 w—0
donde z = 0o é um pélo de ordem n de g(z). Entao a representagao de Enneper-
Weierstrass acima satisfaz a condi¢ao de zeros e pdélos em M.

As 1-formas holomorfas ¢ (2)dz sao:

( 1— 2%

$(2)dz = ————— dz
2(z”+1 — 1)2
i(1 4 2%
¢2(2) dz = —( )2 dz
2(2n+1 _ 1)
o3(z) dz = 2—2 dz
| EE
Note que as trés se anulam em z = oo. Portanto os seus pdlos sao

{zeC : 2" =1}

Para a superficie minima estar bem-definida, precisamos que as integrais
das 1-formas acima ao longo de qualquer caminho fechado sejam imaginarias
puras. Pelo teorema do residuo (vide 1.2.15), basta provar que o residuo das

1-formas acima sio reais em z = 6, onde "1 = 1.

Antes de comecar as contas, observe que, como "1 = 1, temos:
21 = Mgt = (2 —0) ZQ"‘jzj (4-13)
=0
Além disto, no caso de = +£1, donde 6*" = 1, temos:
2n
L=z = =22 = (f—z) Y f* iz (4-14)
j=1

Vamos as contas. Primeiro vamos analisar os residuos de ¢;(z)dz em

z=0.
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Caso 1l: 0 = &1

Neste caso, por (4-13) e (4-14), temos:
_1 1 2321 §2n—i ,i—1

$(z) = DY (z —0) (Z?ogn_jZJ)Q

Veja que

2n —j i
- T 0271 J~J—1
lim ((z — )¢ (2)) = -1 lim 21 © =
z—0 2 z—0 .. 2
OEE)

—1 Z?Zl 02n_1 o —n 7& 0
7 n n z n + 1 20
(sro)’  0F )

Logo 6 = 41 é pdlo de ordem 1 de ¢;(z)dz cujo residuo é:

Fn

R
(n+1)2 ©

Res(¢1(2), £1) =

Caso 2: 6 # =£1
Por (4-13) temos:

1 1— 2z

2z =0y (Z?:o 9"jzj>2

$1(2) =

Observe que, como 6> # 1, a funcio
1 — ZQn

< Z?:o on= Zj) :

nao tem zero nem polo em z = 6. Portanto z = 6 é pdlo de ordem 2 de
¢1(z) dz, donde (por 1.2.14):
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_p o2l (1—2*) (Z?:l j@"‘jzj_1>

(Sroora)’ (Zpooma)

z=0
o g2n—1 - (1— 92n)(n(n2+1) 9n—1) B

(n+41)2 620 (n+1)3 63
e e
B (n+1)%0 2 (n+1)% g2ntl

. n (2 «92”+1—62”) B

2 (n+41)2 g2+l
—n 0% + 1

2 (n+1)? gt

Como "™ =1, temos 6" = 1 =0, donde:

Res(¢1(2),0) = 2(n_—f1)2 (0+0) =

—n Re(6)

R
(nr12 ©

Portanto todos os residuos de ¢;(z)dz sao reais. Vamos analisar agora os

residuos de ¢odz.

Caso 1: § = +i e n fmpar

Neste caso, por (4-13), temos:

1 14 220

¢2(2) = % (2—9)2 <Z?:09"—jzj)2
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Note que, usando que 6" = —1 junto da regra de L’hopital, obtemos:

. 2n
lim (=~ 0)6x(2)) = + lim L+= _

2 26 (- —0) (Z?:o @”_jzj>2

T 2nz
= — lim

P (Tho0it) 426z = 0)( i o) (i 070

in @1 in +n
(Z“ 00n>2 (n+1) (n+1)2 7
‘]:

Logo, quando n é fmpar, § = +i é pélo de ordem 1 de ¢o(2)dz com

residuo:
Res(¢o(2), +i) = (nj—:k—nl)Q e R
Caso 2: 6 = +i com n par ou 6 # +i
Por (4-13) temos:
1 14 22"

i
¢2(Z) = 5 2 2
2 (z—0) <Z?:o gn—jzj>
Observe que, como §*" # —1, a funcao

1+Z2n

()

nao tem zero nem polo em z = 6. Portanto z = 6 é polo de ordem 2 de
¢o(2) dz, donde (por 1.2.14):
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z=0

in 9271—1 7 (1 + 02n)<n(n2+1) en—l)

(n+1)262 (n+ 1)3 g3n

in 0t in (1+62") in (26*—1-—6")

(n + 1)2 2 (n+ 1)2 92n+1 2 (n + 1)2 92n+1

in 0 —1
2 (n+1)2 g2t

Como 6" =1, temos #" = #~ = 6, donde:

in - nIm(0
RGS(¢2(Z),0> = m (9—9) = (nI—i——(l))Q e R

Por fim, falta analisar os residuos de ¢3(z)dz. Observe que

z

" -1 d 1
9s(2) = (21 —1)° on+1 @(z”“—l)

Portanto, como ¢3(z) tem primitiva global, temos

Res (gbg(z), 9) =0

Logo a representacao de Enneper-Weierstrass estd bem definida e encon-
tramos imersao minima conforme através do teorema 4.1.2 e da observacao
4.1.3.

Vamos mostrar que a superficie é completa. Pela férmula (4-4), a métrica
da superficie é:

ds* = —(1 i ‘Zn’2>2 |dz|?
4 |zt — 14

Seja C' : [0,T) curva divergente em M parametrizada por comprimento
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de arco e seja L a sua imagem na superficie de Jorge-Meeks. Podemos escrever

(CE)"™ = 14ree (4-15)
onde 7, : [0,7) — R. Como C(t) — 6 quanto t — T, entao

limr=20
t—T

Derivando a equacao (4-15) em ¢, tomando a norma e usando que C(t) é

parametrizada por comprimento de arco, obtemos
(n+1) |C@)|" = |7 +ird| @] > |7 (4-16)

Além disto, |C(t)] — 1 quando ¢t — T'. Portanto, para ¢ suficientemente

proximo de 7' (digamos ¢ > a) temos:
(n+DjC@" < A (4-17)

onde A é uma constante real positiva. Entao, usando (4-15), denotando
= Comp(L([O, a])) e usando novamente que C(t) é parametrizada por

comprimento de arco, obtemos:

T
1 L+ [C"(t))

1 1
) = = S e i > — — dt >
Comp(L) 5 Cl = 12 dt > ¢ + 5 /]remP >
[ 1 [ (1) o) 1
1 1 n + n(t
> — — dt = — — dt >
= Gt g /ﬂ a -+ g /(n+1) o) 27

T
|'| r'
ch—i—— dt>61+—A —2

Seja b = r(a). Como r — 0 quando t — T, temos

0
Comp(L) > 21 /
b

|&
| 3
_l’_
|H

| — |
|

L

_ 1

(e}

Portanto a superficie de Jorge-Meeks é completa.
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4.6.6
Exemplo de Jorge-Xavier

O d1ltimo exemplo que falaremos neste capitulo nao foi mencionado
anteriormente. Ela é uma superficie minima completa simplesmente conexa,
criada usando a representacdo de Enneper-Weierstrass, cuja imagem em R3
esta contida entre dois planos. Isto é interessante porque ja vimos que nenhuma
superficie minima é fechada, mas este exemplo mostra que ela pode ser limitada
em uma direcao.

Tome como representacao de Enneper-Weierstrass:

onde z = u; +iug € D = {z € C; |2| < 1} e h(2) é funcdo que serd construida
mais adiante de forma a obter uma superficie completa. J& podemos ver que o

exemplo de Jorge-Xavier estd contida numa faixa de R?, pois:
¢3(z)dz = fgdz = dz — x3=1

Como |z| < 1, segue que —1 < x5 < 1.

Além disto, a sua normal unitaria é dada por:

2 Re[e"®] 2 Im[h@)] e2Relh)] 4

h
N = - ’ - ) -
62 Re [h(z) +1 62 Re [h(z)} +1 e2 Re [h(z)] +1

Vamos construir a funcao holomorfa h(z). Seja D, sequéncia de discos

concéntricos tal que D, C D, e UD” = D. Seja K, compacto obtido
n
pegando um anel de raio constante r, > 0, contido em D,,, 1\ D,,, e removendo

um pequeno pedago que contenha:
a intersecao de D, com o eixo x positivo, se n for par;

a intersecao de D, com o eixo x negativo, se n for impar.

Seja K = UK" (este conjunto nao é fechado). Observe que D \ K é

n
conexo, logo S? \ K também é conexo .

SBasta ver que (82 N K ) nao pode ser escrito como a uniao disjunta de dois fechados
nao-vazios Fi e F3. De fato, suponha por absurdo que isto fosse possivel. Podemos assumir
entao (]D) ~ K) C Fy, donde 9D C F) pois F; é fechado. Além disto, se (82 ~ ]D)) C F;, entao
0D C F; pelo mesmo motivo, donde ¢ = 1. Mas entao Fy = (§, absurdo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 4. Representacao de Enneper-Weierstrass 93

Sejam U, = D,,1 ~ D, abertos disjuntos e ) = UU”‘ Observe que

n
K, C U,, logo K C . Tome também constantes reais c¢,, n € N*. A
escolha dessas constantes ¢, sera feita mais adiante de forma que a superficie
seja completa, mas é importante notar que ela é feita depois da escolha dos

compactos K,. Defina a funcao holomorfa:

h:Q—C
h(z) = ¢y, se z € U,

Usando o teorema de Runge (vide o caso particular de 1.2.22) em h,
queremos mostrar que existe funcdo holomorfa i : D — C tal que, V n € N,
vale

|fz(z)—h(z)‘ = |}~z(z)—cn| < 1, para z € K,

Obtenha, pelo o teorema de Runge, um polinomio p; em D com

|P1 — h‘oo < no compacto Dy

DO | —
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Da mesma maneira, pegue p, polindémio em D, n > 2, com’

1 -
‘pn - pn71|oo < on no compacto D,,_1

‘pn - h!oo < 2% no compacto K,

Afirmamos que a sequéncia (p,,) é sequéncia de Cauchy no espago Ho. (]D) )

Ou seja, dado € > 0, queremos encontrar ng € N* tal que, V n, m > ngy temos

’pm _pn‘oo < €

Supondo m > n > ny podemos escrever:

[P = Pnl oy < Pm = Pma|  + o+ [Prr =l <

+o0o +oo 1 1
< Z ‘pk—pk—1|oo < Z (ﬁ) = om0 (4-18)

k=no+1 k=no+1

Logo, tomando ng > —log, € positivo, temos o que queriamos.

Portanto a sequéncia de polinomios (p,) é de Cauchy em H, (D) Como
este espago é completo (vide 1.2.23), (p,,) converge na norma sup a uma fungao
holomorfa h € Ho, (D)

Para z € K,, temos:

7(2) ~ ()] < [h() = pal2)] + [pul2) ~ ()] < [5(2) ~ pa()] + 5

Mas, em (4-18), vimos que (para m > n):

1

’pm _pn‘oo < 2_n

tomando m — 400 temos p,,(2) = h(z), donde

1
|h(z) —pn(z)| < on
Entao, como n > 1, obtemos
- ~ 1 1 1
|h(Z) — h(2)| < |h(Z) —pn(z)| + % < ﬁ + 2—n <1

"Observe que (Dn_l U Kn) é um compacto com duas componentes conexas e 0O seu
complemento é conexo. Aplicamos entao o caso particular do teorema de Runge (vide 1.2.22)
na funcao holomorfa que é igual a p,_1 em D,,_; e igual a h em K.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 4. Representacao de Enneper-Weierstrass 95

Logo a funcdo holomorfa h satisfaz o que querfamos.

Por fim, vamos ver que a superficie é completa. Seja v : [a,b) — D
uma curva divergente parametrizada por comprimento de arco e seja C' sua
imagem na superficie. Existem dois casos possiveis. O primeiro é quando v tem

comprimento euclideano infinito (ou seja, b = 00). Neste caso o comprimento
de C é:

1 2 [e.e] oo
Comp(C) = /M |dz| = /%(ﬁ—l—@) dt > /dt = 400

a a

O segundo caso a ser analisado é quando v tem comprimento euclideano
finito (ou seja, b < o0). Como v é curva divergente, para n par ou impar
ela deve atravessar infinitos® K,,’s. Suponha sem perda de generalidade que, a
partir de um certo ponto, v atravessa todos os K,’s com n par. Defina J, o

“conjunto do tempo” em que v passa em K,,:

Jn = {t € [a,b); 7(t) € Kn}

Portanto:
b b
1
2 comp(€) = [ (L+lol) at = [lalar = X [lalae
|g| n>N 7
a @ n par “m
Mas, em .J,,, temos
|g| — |€ﬁ| — |eﬁ—cnecn| Z e—lecn — ecn—l

Portanto

2 Coup(C) = Y [lolat = Y rue?

n par n par

onde r, é a largura de K,. Basta entao escolher ¢,, de forma que a série cresga

rapidamente, por exemplo, ¢, = —log (r,,). Neste caso r,e ! = e ! e a série
acima diverge.

Logo a superficie de Jorge-Xavier é completa.

Observagao 4.6.3 Apesar da superficie acima ser completa, ela

8Se v evitasse uma quantidade infinita de K,,’s, deviando pelos eixos, a curva teria
comprimento euclideano infinito.
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nao € propriamente imersa. Isto serd provado mais adiante, na proposicao
8.4.5.

Observagao 4.6.4 Fugenio Calabi fez uma sequéncia de conjecturas relaci-
onadas a existéncia de imersoes minimas completas que sejam limitadas em

R3. Uma delas, revista posteriormente por S.T. Yau, afirma:

Conjectura 4.6.5 (Conjectura de Calabi-Yau) Uma imersio minima

completa injetiva em R® é propria, donde é mergulho.

Se adicionarmos as hipoteses da superficie minima ter género finito e
um nudmero finito de fins (vide defini¢do 9.3.1), a conjectura é verdadeira e foi

provada em 2008 no artigo Ref. 18 .
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5
Curvatura Gaussiana e Curvatura Total

Neste capitulo estudaremos as curvaturas gaussiana e total de uma su-
perficie minima. Veremos como obté-las através da representacao de Enneper-
Weierstrass, além de algumas interpretacoes interessantes. Como aplicacao,
provaremos o teorema de Bernstein de uma outra maneira, através de uma

estimativa para a curvatura gaussiana.

5.1
Curvatura Gaussiana e a Representacao de Enneper-Weierstrass

Seja X : Q — R?® parametrizacdo minima conforme néo-plana,  C
C dominio. Denote z = uy + ius € Q. Sejam f(z)dz e g(z) dadas pela
representacao de Enneper-Weierstrass da superficie.

A ideia é calcular a curvatura gaussiana através da equagao (1-1), usando

f(2)dz e g(z). Para isto, lembre-se que

— Aclog A

kK==
onde o o9 5 9
A = ——= _— = 4 _—
© du? * du 0z 0z

e, pela equagao (4-3), temos
2

2 [m (12+ l9%)

Ja que f(z) é holomorfa e ¢g(z) meromorfa, vale:

o ot _
0z 0z
99 _ 93 _

gz 0z
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-5 G [os(5)] + Zptoe )
-5 () () - el -
- % {%% [@] i %[1?9/?” B

B PR S A e U O U S ] 1 O
z2 L+95  (1+g7)° oL+l (14 gp)?

B A € ] el ] R 2 I
A2 (1+1g?)” LA +19P) | (1+1g2)
_ [A]
- 2
/1 (1+1g1%)
Como H = 0, as curvaturas principais satisfazem k1 = —ks. Temos entao
K = —k?, donde segue o teorema abaixo.

Teorema 5.1.1 Seja X : Q — R3 parametrizacio minima conforme néo-
plana, Q@ C C dominio. Denote z = uy + iuy € Q. Sejam f(z)dz e g(z) dadas
pela representacao de Enneper-Weierstrass da superficie. Entao em todo ponto

da superficie temos:

( — 4 g']
11 (1 +1g?)
3
B 4 1g']
Ko = —22
\ |1 (1 +1g?)
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Além disto, a curvatura Gaussiana é:

K = - [%] (5-1)
/1 (1 + lgl?)

Conseguimos também o corolario abaixo.

Corolario 5.1.2 A curvatura Gaussiana de uma superficie minima €

nao-positiva e, exceto para um plano, ela so pode ter zeros isolados.

Prova: Suponha que a superficie nao é plana. Como ¢’ é meromorfa, ela possui
zeros isolados ou é identicamente nula (vide 1.2.1). Pelo mesmo motivo, g s
tem polos isolados. Logo, pelo teorema acima, K ¢é identicamente nula ou seus
zeros sao isolados.

Além disto, uma superficie minima que satisfaz K = 0 é totalmente
umbilica (vide 1.1.33). Pelo teorema de classificacao de superficies totalmente
umbilicas 1.1.34, segue que ela é um plano ou uma esfera. Como esferas nao

sao superficies minimas, a tinica superficie minima com K =0 é um plano. =

Chegou o momento de estudar as linhas assintéticas e de curvatura de

uma superficie minima. Defina a forma diferencial quadratica holomorfa:
6(2) d22 = (bu — ’iblg) d22 (5—2)

onde (b;;) é a segunda forma fundamental da superficie no ponto X (z).
Vamos provar que ela é holomorfa. Como H = 0 sabemos que by = —bgy
(vide 1.1.27). Entao, multiplicando a segunda equagao de 1.1.42 e somando a

primeira, as equagoes de Codazzi podem ser escritas como:

ol(z) \2 3_]—1
oz 0z

Ja que H = 0, segue que ¢(z) é holomorfa.

Proposicao 5.1.3 Seja X : Q — R® parametrizacdo minima conforme,
Q C C dominio, p € X(Q). Seja w(t) = wi(t) + iwy(t) curva C' em Q com
w(ty) = p. Entdo as linhas assintdticas da superficie em p sdo descritas por
Re ({(w) dw®) =0 e as linhas de curvatura por Im ({(w) dw?®) = 0.

Prova: Denotemos w; = T Logo dw = wy + iw9, donde

dw? = (w* —we®) + i 2wy
Pela equagao (1-2), sabemos que w(t) é linha assintética se e somente se

bllw12 + 2()121[)11[)2 + nglD22 - 0
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e, pela equacao (1-3), w(t) é linha de curvatura se e somente se

(911012 — g12b11)un® + (g11boo — goobur)uwnws + (gr2boo — goobia)wn® = 0

Usando gi1 = g22, g12 = Oe bu = —b22, temos:
linhas assintéticas <= by (uwr? — wy?) + 2bpuwnwy = 0
linhas de curvatura <= bo(w? — wy?) — 2bpwny = 0

Entao as linhas assintéticas e as linhas de curvatura sao dadas por
Re ({(w) dw®) =0 e Im({(w) dw®) = 0, respectivamente. n

5.2
Estimativa para o médulo de K

Nesta secao vamos encontrar uma cota superior para o modulo da
curvatura gaussiana de uma superficie minima. Usaremos para isto a formula

de K que encontramos na se¢ao anterior.

Teorema 5.2.1 Seja S = graf (F) superficie minima nao-paramétrica em

Br(0) = {(z1, x2); x] + 25 < R*}, onde p = (0,0,F(0,0)) e d é a menor

distancia do ponto p ao bordo de S ao longo da superficie. Entao:
16

d? det ((gi)(p))

onde (g;;)(p) € a primeira forma fundamental em p.

K (p)| (5-3)

Prova: Para superficies minimas nao-paramétricas, escolhendo a normal

unitaria da superficie apontando para baixo, temos:

( OF\> [OF\”
) — el - ) >
det (gi5) 1+ (8x1) + (8x2) > 1

\ (5-4)

v ] (0F’ or 1)
\ det (gl]) axl 6@

Seja z = 1 + ixy. Ao usar a férmula da normal unitaria em fungao da

representagao de Enneper-Weierstrass (vide (4-5)) obtemos:

1 1 OF OF
N = ———(2Re(g), 21 ClglP—=1) = , , —1
e (2 e 2 o o 1) = o )



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 5. Curvatura Gaussiana e Curvatura Total 101

Pela igualdade na terceira coordenada temos |g|* < 1. Além disto,
Vze B R(O)Z

det (gi;) — 1
det (gi) +1

det (gi5) (l91=1) = ~lgP =1 — |g()| =

Para uma dada curva C de classe C* em Bg(0), o comprimento de sua

imagem na superficie é:

1
[t =5 [urr e ioPy gzt < [ 151 1a

C C C

Em particular, para qualquer curva divergente C' em B r(0) que comece

na origem, vale:

d:= inf /A dz| < /m dz|
{C; C(0)=0}
C

C

Vamos construir abaixo uma curva C' usando um argumento parecido
com o do lema 4.4.4. :

Seja w = G(z) = / f(¢) d¢, onde G(0) = 0. Como |g|* < 1, g ndo
tem pdlos e, portanto, f géo tem zeros. Logo G'(z) = f(z) # 0 em Bg(0).
Defina a fungao inversa z = H(w) numa vizinhanca da origem com H(0) = 0.
O dominio de H(w) é o maior circulo |w| < p centrado na origem tal que 3 wy
no bordo (i.e., [wg| = p) onde a inversa nao pode ser estendida. Se p = oo
chegariamos a um absurdo usando o teorema de Liouville, pois a imagem de

H(w) esta em Bgr(0), ou seja, é limitada. Logo p < occ.

Im

g1

Re

Seja L = {w(t) = twp; 0 <t < 1} um raio. Ele ¢é levado por H em um

caminho divergente C' em Bg(0) que comeca na origem (a demonstracio de
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que C é divergente é igual & que foi feita para o caminho C' no lema 4.4.4).
Mas

d < [IEN1dl = [lau] =
é L

Pelo lema de Schwarz (vide 1.2.17) aplicado em H(w) : B,(0) = Bg(0)

temos

wl < B
[H O] < —
Logo 1 )
! — P
501 = [6O] = e 2 % 2 7

Além disto, aplicando o teorema de Schwarz-Pick (vide 1.2.18) em

g(z) : Br(0) — B1(0) na origem obtemos
R|g'(0)] < 1—|g(0)

|2

Usando em p a féormula da curvatura gaussiana de superficies minimas

(vide equagao (5-1)) e as desigualdades obtidas acima, chegamos a:

] - 0L rlgo] 10l _
SO @ +1g@) ~ @+ @)~ @+[gO@f)°
V() e (v

- (2@)2 - det (gi5) N
Vdet (gi) +1
_ 2 (wdet (gij)—kl) < 4
det (gi;) det (gij) - det (gij)
Ou seja,

16
d? det (g:5(p))

|K(p)| <

Corolario 5.2.2 Nas mesmas condicoes do teorema acima, 3 ¢ constante tal

que c
K@) < 5 (5-5)

| <
Prova: Basta usar que d > R e det (gz»j(p)) > 1. m
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Observacao 5.2.3 Na demonstragao do teorema mao era necessario supor
que p = (0,0, F(0,0)). Para levar um ponto qualquer da superficie no ponto
p, basta aplicar wma translacio e wma rotacio em R®. Como a curvatura

gaussiana € preservada por isometrias, a estimativa obtida acima ainda vale.

Observagao 5.2.4 R. Schoen provou uma generaliza¢ao desta cota para su-
perficies minimas imersas estdveis com fibrado normal trivial em uma 3-
variedade com curvatura seccional limitada. Para mais detalhes, vide o artigo
Ref. 19 ou o livro Ref. 15, Chapter 2, Corollary 2.11 .

5.3
Aplicacao: Teorema de Bernstein

Vamos ver agora uma segunda’ demonstraciao do teorema de Bernstein,

desta vez usando a estimativa da curvatura gaussiana obtida na secao anterior.

Teorema 5.3.1 (Teorema de Bernstein) Seja S um grdfico minimo in-

teiro. Entao S € um plano.

Prova: Sejap = (il, T, F (21, §:2)) um ponto qualquer de S. Vamos mostrar
que K(p) =0, logo S serd um plano.

Podemos reduzir o dominio da parametrizagao de S a um disco centrado
em (&7, T2) de raio R > 0 (e desta forma trabalhar apenas com um pedago
da superficie). Como S estd definida em todo o plano (z1, x2), podemos pegar

qualquer valor para R € R, . Pelo corolario 5.2.2 e pela observacao 5.2.3, temos:

c
K(p) < R

Tomando R — oo, chegamos a K(p) = 0. J& que este argumento vale
para qualquer ponto p € S, segue que K = 0 e, pelo corolario 5.1.2, S é um

plano. ]

LA primeira foi dada em 4.5.1.
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5.4
Curvatura Total e a Representacao de Enneper-Weierstrass

O objetivo desta segao é escrever a curvatura total (vide 1.1.39) usando
f(2)dz e g(z) dadas pela representagao de Enneper-Weierstrass.

Seja X : Q — R3 parametrizacdo minima conforme, Q C C dominio.
Denote por z = u; +1us os pontos de 2. Seja A dominio cujo fecho esta contido
em ). A superficie cuja parametrizacao é X|a tem curvatura total dada por
(vide (5-1)):

A A
1 2 2 1+ 2\2
// 6 |9/ 4\f\( 197) G ey —
1?2 (1+|gl?) 4
4 2
// ‘g| duldUQ
(1+1gl?)
21g] 1°
= — du; d 5-6
//[1+Igl2} u duy (5-6)
A

Conseguimos também uma interpretacao geométrica para a curvatura

total. Pela observagao 1.1.40, sabemos que a curvatura total absoluta (vide
1.1.39) de uma superficie é igual a drea da imagem da aplicacao normal de
Gauss. Como vimos que a curvatura gaussiana de uma superficie minima é

nao-positiva (vide 5.1.2), segue que
/ K dA — / K| dA — —// iA (57)
A N(A)

levanto em conta a multiplicidade de N.
Em outras palavras, suponha que N atinge quase todo ponto de S* um

mesmo numero de vezes, denotado por |deg(N )} Entao

_ / K dA = — |deg(N)| Arca(S?) = — dx® |deg(N)| (5-8)

Portanto a curvatura total de uma superficie minima nada mais é do

que o negativo da area da imagem da aplicacao normal de Gauss, levando em

conta a multiplicidade.
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5.5
Exemplos

5.5.1
Catenoide

O primeiro exemplo que vamos tratar é o catenoide. J& vimos no ltimo

capitulo que a sua representacao de Enneper-Weierstrass é

f(z)dz = = dz
9(2) = =2
onde z € C*.
Pela equacgao (5-1) temos:
2
N [ 4ly| ] 42 ] 16 ||*
= T a1 o2 = T N2 Y
/1 (L +1gP?) el (1+12%) ¢ (1+12P)

Como z # 0, segue que K # 0. Além disto, é facil ver que K ¢ limitado.
Mais especificamente,

_—1§K<O

2

Vamos calcular a curvatura total do catenoide através da area da imagem
de sua normal. Sabemos que N = 7! o g, onde 7 é a projecao estereografica
através do pélo norte (vide 1.2.13). Como g : C* — C* e 7 'lov : C* —
(82 ~ {(0,0, j:l)}) sdo bijecoes, N é injetiva e a sua imagem é S* ~ (0,0, £1).

Portanto

o) = //K A — — // dA = — Area(S)) = —dx  (59)

$2.(0,0,41)

5.5.2
Helicoide

O nosso segundo exemplo € o helicoide. A sua representacao de Enneper-

Weierstrass é
f(z)dz = ice? dz

onde z € C.
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Seja z = uy + tug. Pela equagao (5-1) temos:

41g| 4 e —16 ¢
K= —|—""— _ i _ 4
0+ 1oP) e em?] T A e
Mais uma vez K é limitado:

—1
— < K <0
c
Vamos agora calcular a curvatura total de um pedaco fundamental do
helicoide (ja sabemos que ela serd nao nula pois K # 0). Como vimos no
exemplo 2.3.3, o dominio de parametrizacao de um pedaco fundamental é

Dr =R x [0, 27¢]. Logo, pela equacao (5-6)

2|l
= / K dA = //(1+|g|2> duiduy =
Dr

2me 400 4 9 “+o00o 5 9

e~ e~
// Ty e = _SWC/ (RS
0 —oo —oo

Fazendo a mudanca de varidvel a = e***, da = 2e*“*du; temos:

o0 +o00
2e2u da
/ K dA = —4wc/mdu1 = —47rc/mdu1 = —A4rc
Dr —o0 0

Por fim, como o helicoide é uma superficie simplesmente periddica e a sua

curvatura total é a soma da curvatura total de infinitos pedagos fundamentais,

:/KdA:—oo
C

temos:

5.5.3
Superficie de Scherk

Vamos analisar o pedago da superficie de Scherk sobre o quadrado €2_; ;.
Sabemos que ele tem como representacao de Enneper-Weierstrass:
—4 1

f(z)dz = g dz
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onde z € D.

Logo a sua curvatura gaussiana é:

a1 4 2 — 1P
1 (1+ 19?) ) (1+]2P)
z%—1

Usando que |2* — 1] < |z|* + 1, obtemos
-1 < K <0

Ja que K = —1 em z = 0, esta estimativa é a melhor possivel.
Como N =1 tog=7"1(iz), segue que N ¢ bijecdo entre D e a metade

inferior da esfera S. Portanto:

D) = //K dA = — %Area (8*) = -2« (5-10)
D
Por fim, como a superficie de Scherk é duplamente periddica, a sua
curvatura total é:
/ KdA = —oo (5-11)
554

Superficie de Enneper

A representacao de Enneper-Weierstrass da superficie de Enneper é:

f(z)dz = 2dz

onde z € C.

Logo a sua curvatura gaussiana é:

K:_hﬁf@Azz_

Donde

;] 4
2 (1+|22)° (1+22)*

-4 < K <0

Como N = 7! o g, segue que N é bijecdo entre C e S* \ {(0,0,1)}.

Portanto a curvatura total da superficie de Enneper é:

C(M) = / / K dA = — Area(S?) = —4x (5-12)
C
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Veremos no capitulo 9 que as tnicas superficies completas com curvatura

total —47 sdo o catenoide e a superficie de Enneper (vide 9.4.1).

5.5.5
Superficie de Jorge-Meeks

Sejamn € N e M = (CU{oo} \{z € C : 2" =1}). A representacao

de Enneper-Weierstrass da superficie de Jorge-Meeks é:

1
———————dz, sez#
f( ) ] (Zn-i-l _ 1)2
z2)dz =
0, sez=o00
) 2", se z # o0
9(z) =

00, Sez =00

onde z € M.

Logo a sua curvatura gaussiana é (para z # 00):

2
[ 4 |g'| ] 16 n? |z|*2 |z”+1 — 1’4
= — —_— = — )
£ (1+19P?) (1 +1zP)
Como N =71 tog e g(z) = 2", segue que N é um recobrimento de

n folhas de S* \ {p1,...,pns1}, onde p, = 7! (ei%). Portanto a curvatura

total da superficie de Jorge-Meeks é:

C(M) = //K dA = —n Area(S* ~\{p1,....,pps1}) = —d7n (5-13)
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6
Superficies Minimas Conjugadas e Associadas

6.1

Definicao de Superficie Minima Conjugada

Definigao 6.1.1 (Superficie Minima Conjugada) Seja X : Q — R® pa-
rametrizacao minima conforme, 2 C C dominio simplesmente conezxo, S :=
X(Q).

A sua superficie minima conjugada S* € parametrizada por X* : 0 — R3,

X*(2) = (27(2), 23(2), 2%(2)), de maneira que X +iX* seja holomorfa, i.e.:

0X  oXx*
0_U1 B Ouy
(6-1)
oxX  9x”
3_U2 - Ouy

onde z = uy + tug € Q. Em outras palavras, xj, € a conjugada harmonica de
Ty, para k =1,2,3 (vide 1.2.5 ¢ 1.2.4).

Como X é nao-constante, X™ também o é. Pela definigao acima fica claro
que a superficie conjugada esta definida a menos de uma translagao. Além
disto, ja que a parametrizacdo de S é minima e conforme, sabemos que (vide
1.1.21 e 3.1.2):

(

AX =0
a_XQ_ 8_X2:)\2
8u1 8u2

X 0X\
\3u1’8u2 n

Pelas equagoes de Cauchy-Riemann (6-1), segue que
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AX* =0
ax*|? ox*|? )
‘ 8u1 N ‘ 8u2 = A (6_2)

oxX* oX*\ 0
\< 8u1 ’ 8u2 > -
Portanto a superficie conjugada a uma superficie minima também é
minima e a sua parametrizacao X* é conforme.
Antes de continuar, vamos olhar a construcao da superficie conjugada de
um ponto de vista diferente. Seja X : @ — R? aplicacdo harmonica, Q C C
dominio simplesmente conexo, e seja X* a conjugada harmoénica de X (ela esta
bem definida pois 2 é simplesmente conexo). Defina entao a curva holomorfa

d: Q— C?como:
O(z) = X(z2) + i X*(2) (6-3)

A escolha da letra ® maitscula nao é por acaso, ja que a sua derivada

complexa é:
0P 1[/0X 0X* [(0X* 00X
0z 2 {((‘Ml Ous > ( Ouy auQ):|

X X
= 0 —1 a_ = (¢17 ¢27 ¢3) (6'4)

8_ul 8“2

Entao, pelo lema 3.1.7, X é parametrizacao conforme se e somente se

vale a relacao de isotropia *:
3
dgp =< ;¥ >=0
k=1

Temos entao a proposicao a seguir:

Proposicao 6.1.2 Se X : Q — R? ¢ parametrizacio minima conforme,
Q C C dominio simplesmente conezo, entio a curva holomorfa ® : Q — C3
dada em (6-3) € isotropica.

Reciprocamente, se ® : Q) — C* ¢ curva isotrdpica nao-constante, entao

X(z) :== Re(®(2))
X*(z) :==Im (®(z))

'"Uma curva holomorfa ® satisfazendo < ®' ; ® > = 0 é dita curva isotrépica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 6. Superficies Minimas Conjugadas e Associadas 111

definem duas parametrizacdes minimas conformes X : Q@ - R> e X*: Q — R?

conjugadas entre si (neste caso ) nao precisa ser simplesmente conexo).

Observacao 6.1.3 Caso ) seja simplesmente conexo, podemos escrever as

equagoes acima da forma (como visto no teorema 3.1.10):

(X(2) = 20+ Re (/ B(w) dw)

X*(2) = f+Im (/ d(w) dw)

\

onde xq, x5 € R® e 2y € Q sdo constantes quaisquer.

Observagao 6.1.4 Caso ) ndo seja simplesmente conexo, a parametriza¢ao
minima X : Q — R3 pode ndo ter uma parametrizacao conjugada bem-definida.

Um exemplo € o catenoide, que serd estudado em 6.5.1.

Dizemos entdo que X* : Q — R?® é parametrizacao conjugada de alguma
parametrizacio minima conforme X : Q — R3? se existir curva isotrépica
P : Q — C° satisfazendo ®(2) = X (2) +iX*(2).

O lema a seguir trata do que acontece quando procuramos a superficie

conjugada da conjugada.

Lema 6.1.5 Seja : Q — R3 parametrizacdo minima conforme, Q@ C C
dominio simplesmente conezxo, e seja X* : Q — R? a sua parametrizacdo
minima conjugada. Logo

X"(z) = — X(2)

Prova: Seja ® = X +iX* com < & ; ® > = 0. Multiplicando por —i
obtemos ® = —i®=X*"—iX e <@ ;P >= — <P, P >= 0. [

6.2
Relacoes entre Superficies Conjugadas

O teorema a seguir mostra como as superficies conjugadas estao profun-

damente relacionadas entre si.

Teorema 6.2.1 Seja S superficie minima com parametriza¢ao conforme X :
QO — R Q C C dominio simplesmente conexo, e seja X* : Q — R3

parametrizacao de sua superficie conjugada S*. Entdao

Oi(z) dz = —igu(2) dz,  k=1,23
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9=y
N = N*
1,8 = T,5"

(9i5) = (945)"

K(p) = K*(p)

Se as superficies S e S* nao forem planas, temos:
[ (2)dz = —1 f(z) dz

Além disto, se (bi;) e (b;j)* denotam as sequndas formas fundamentais

de S e S*, respectivamente, entdo:

(b”)* _ _612 bll
bll b12

Prova: Observe que

oo = Qe Om
F 8u1 8U2
¢k N 8U1 ! 6uQ N 8u2 ! 8u1 N Z¢k

donde segue o primeiro item.
Se S e S* sao planas os trés itens seguinte sao triviais. Portanto suponha

que S e S* nao sejam planas. Entao

¢1 — 195 —i(¢1 — i)

=49

Segue do teorema 4.3.1 que as normais sao iguais e, como estamos trabalhando
com superficies em R?, os planos tangentes também o sdo. Entéo, pela equacao

(4-1) e pelos itens anteriores, temos que f*(z)dz = —if(2)dz.
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J& vimos no comego da se¢ao anterior que as primeiras formas funda-
mentais de S e S* sdo iguais (vide equagao (6-2)). Pelo teorema egregium de
Gauss (vide 1.1.26), o mesmo vale para as curvaturas gaussianas.

Por fim, como as normais sdo iguais, usando as equagoes (6-1), temos

(. . 02X 02X
N <N ’ 3u% > - <JV7 B 8U18U2> N _b12
02X+ *°X
* = N* N = N N —_— =
612 < ' 8U18U2> < ’ auf > bll

. . oX* 02X
\b22 N <N ’ 3u§ > a <]V7 8u18u2> N b12

6.3
Definicao de Superficies Minimas Associadas

Uma definicdo mais geral e que engloba superficies conjugadas é a de
superficie associada. Sejam € C C dominio simplesmente conexo, X : 2 — R3
parametrizacdo minima conforme e S := X(M). Seja ® : Q@ — C* curva

isotrépica cuja parte real é X, isto é:
O(z) = X(2)+iX"(2)

onde z =u; +iug € Q e <P'(2); P'(2) >= 0em Q.
Entao, ¥ 6 € R fixado, defina a curva®:
d(z,0) = e d(2) (6-5)
Vemos que, pela linearidade do produto interno, ®(z,0) é uma curva
isotropica e

Z(z,0) = Re [e‘w Cb(z)} = X(2) cos(#) + X*(z) sen(h)

define uma familia de superficies minimas® a um pardmetro com a seguinte
propriedade:
Z(2,0) = X(2)

Z(z,%) = X*(2)

?Estamos abusando um pouco da notacio, mas nio ha problema pois ®(z,0) := ®(2)
3Por linearidade do laplaciano.
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Defini¢ao 6.3.1 (Superficies Minimas Associadas) As superficies para-
metrizadas por Z(z,0), z € ), sao chamadas superficies minimas associadas
a superficie S. Portanto uma superficie conjugada € também uma superficie

associada. Além disto, como X nao € constante, o mesmo vale para X* e

Z(2,0), V0 eR.

6.4
Relacoes entre Superficies Minimas Associadas

Da mesma forma que fizemos anteriormente para as superficies conjuga-
das, nesta secao vamos mostrar as relagoes existentes entre superficies minimas

associadas.

Teorema 6.4.1 Seja Z(-,0) familia de parametrizagoes minimas conformes
associadas, Z(-,0) = X (-). Entao :
r(2,0) dz = e ¢p(2) dz

g(z>9> = g(z)

N(z,0) = N(z)

(9:50)) = (gij), i-e., as superficies Z(-,0) sdo isométricas entre si.

(b (0)) B by cosf — bigsenf  byjscosf + by send B
Y B bia cos @ + by send  byy cos b + by sen 9) B

= (by;) cosf + (b;;)" senf
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Se as superficies Z(-,0) nao forem planas, entao
f(z,0) dz = e f(z) dz

Além disto, a forma diferencial quadrdtica holomorfa {(z,0)dz* de
Z(z,0) (vide equagao (5-2)) satisfaz:

0(2,0) = e 0(2)

Em particular, se

entao as linhas assintdticas de Z(,é) sao as linhas de curvatura de

Z(+,0) e vice-versa.

Prova: O primeiro item segue diretamente das equagoes (6-4) e (6-5).

Pela relagao entre X e X* (vide equagao (6-1)) temos:

0Z 0X 0X
a_ul = a_ul COS 9 — a—u2 Sen 6
(6-6)
0Z 0X 0X
a—u2 = a—u2 COS 0 + a_ul Sen 9

Entao Z,, e Z,, sdo combinagoes lineares de X,,, e X,,, donde T,,Z(-,0)
independe de 0 (pois ¢ igual a T,X). Como estamos lidando com superficies
em R3 0 mesmo vale para a aplicacdo normal de Gauss N e, pelo teorema
4.3.1, para g(z).

Se as superficies nao sao planas, usamos a equacao (4-1) e obtemos a
condigao sobre as 1-formas holomorfas f(z,0)dz.

Por (6-6) temos:

(6-7)

Entao (gij(e)) = (gij). Usando o teorema egregium de Gauss (vide 1.1.26), as
curvaturas gaussianas também coincidem.

Como as normais sao iguais, pelas equagoes (6-6) temos:

2 2
bin(0) = (N Zyuy) = <N; aa—)§>cosﬁ - <N a—X>se1[19 =
uy

' 8u1 U9

= byycosd — biysend
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0?X 0?X
bio(0) = (N Zypuy) = <N; 8u18U2>0086 + <N; a—u%>sen9 =

= byycosd + byysenf

02X 0?X
boo(0) = (N Zipuy) = <N; a—u%>cose + <N; m>sen9 =

= by cosf + bipsend

Usando o teorema 6.2.1, temos a condigdo sobre (b;;(6)).
Falta apenas a ultima observacao do enunciado. Considere a diferencial
holomorfa quadratica que define as linhas assintéticas e de curvatura (vide

proposigao 5.1.3):

g(Z, 6)) dZ2 = (b11(6> — ’Lblg(g)) dZ2

Uz, 0) = ((bll cos O — by sen9) — 4 (b12 cos + by sen9)> dz? =

= (bu(cose —isené’) — blg(sené —1—@'0089)) dz? = e 0(2) dz* (6-8)

Logo ¢ <z, g) = —byy — 1by;. Denote

m = bn(u'12 - UQZ) —+ 2612U1U2
T2 = —blg<d12 — UQZ) + 2b11u'1u'2
Portanto
0(z) dz" == m+ine

E(z, g) dz? = Ny — 1M

O que prova a ultima afirmacao. [ ]
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Observacao 6.4.2 Em particular, as linhas assintoticas de X sao as linhas

de curvatura de X* e vice-versa.

O procedimento de tor¢cao que pega uma parametrizacao minima con-

forme X e leva em Z(-, #) é chamado de transformagao de Bonnet.

Corolario 6.4.3 A transformagao de Bonnet leva geodésicas em geodésicas,
vV oeR.

Prova: Basta usar que, pelo teorema anterior, as superficies Z(-,6) sao

isométricas entre si. ]

Existem dois outros teoremas que iremos mencionar mas nao demons-

traremos. O primeiro é uma espécie de reciproca de parte do teorema 6.4.1.

Teorema 6.4.4 Sejam X : Q — R ¢ X : Q — R® duas imersées minimas
conformes, Q@ = C ou . Seja Z(-, 0), 6 € R, a familia de imersoes minimas
associadas a X .
Se X e X sio 1sométricas, entao X ¢ congruente a umas das superficies
Z(-, ). Mais precisamente, existem um movimento rigido T : R* — R® e
0y € R tal que
ToX = Z(-, )

Para referéncias da demonstragao, vide Ref. 4, Chapter 3.1, Proposition 7 .
Por fim, o teorema abaixo da condigoes para uma superficie associada de

um grafico minimo ser também um grafico.

Teorema 6.4.5 (Teorema de Krust) Seja X : D — R um
mergulho minimo. Se X(D) pode ser escrita como grafico sobre um

dominio convero em um plano, entdo as suas superficies associadas também

sao gradficos.

6.5
Exemplos
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6.5.1
Catenoide e Helicoide

A primeira suspeita de superficies conjugadas entre si sao o helicoide e o
recobrimento universal do catenoide: elas tem as mesmas normais, curvaturas
gaussianas e as suas parametrizacoes sao muito semelhantes. De fato, estas
semelhancgas nao sao mera coincidéncia.

Como o dominio de parametrizacgao do helicoide e do recobrimento
universal do catenéide sdo C (que é simplesmente conexo), vamos comparar as

suas 1-formas holomorfas ¢x(z) dz. No Cap. 4 vimos que:

O rec cat(2) dz = (c senh(z), —ic cosh(z), c) dz
¢ ha(z) dz = (—ic senh(z), —c cosh(z), —ic) dz = —i ¢ rec cat(2) d2

’

Portanto, se X é o recobrimento universal de um catenoide, X™* é a
imersao de um helicoide. De forma andloga, se X é a imersao de um helicoide,
X™ serd o recobrimento universal de um catendide.

Observe que, apesar de conjugadas, a curvatura total do catenoide é
finita enquanto a do helicoide nao é. Isto ocorre porque o recobrimento
universal do catenoide tem infinitas folhas (ele tem um periodo de 27 na
variavel uy), enquanto a imersao do helicoide é bijetiva. Em outras palavras,
apesar da curvatura gaussiana ser igual pontualmente, as curvaturas totais nao
necessariamente o sao.

Por fim, vamos ver que o catenoide, cujo dominio da imersao é C*, nao

possui superficies minimas associadas. Pelo teorema 6.4.1 temos:
¢3(2,0) dz = e ¢3(2) dz

Vimos na segao 3.2 que a 1-forma ¢3(z)dz tem residuo real em z = 0.

Desta forma, o residuo

Res (¢3(z,0),0) = ¢ Res (¢3(2),0)

nao ¢é real, donde as representacoes de Enneper-Weierstrass das superficies

associadas ao catenoide nao estao bem-definidas.

6.5.2
Superficie de Enneper

Ja vimos na secao 4.6.4 que

o(z) dz = (1—22, i (14 2%), 22) dz
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Como M = C é simplesmente conexo, temos:

P(2) = (z—%g, z'(z—l—%S), z2>

Portanto as suas superficies associadas sao dadas por

. 3 . 3 .
Z(z,0) = Re (e"a (Z — 3) , qe (z + 3) , G_ZGZQ)

Tome (#;, T9, &3) outro sistema de coordenadas de R? obtidos através

de uma rotacao de —3 ao redor do eixo x3, ou seja:

T1+ 129 = e~i% (r1 +iz2)

Entao as coordenadas 7, e To das superficies associadas sao:

Zi1<Z) + Zi’g(Z) =

0.3 - —if 3
= i3 Re(e™™2)4i Re(ie_wz)] teis [Re (—63 : >—i—z’ Re (ze 3 c )]

Usando as identidades

Re(c) + i Re(ic) = ¢
Re(c) + ¢ Re(—ic) = ¢

obtemos

x1(2> + 233'2(3) = e '2 6292’ 4+ e "2 (?6 2023) = e'2 7 — ge g g3
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S ) - (s ) < el )

T3 = Re (w2)

Mas esta é exatamente a férmula da imersao da superficie de Enneper.
Nos apenas trocamos a variavel de parametrizagao z por w e tomamos outro
eixo de coordenadas. Isto quer dizer que todas as suas superficies associadas a

superficie de Enneper sao também superficies de Enneper.
6.5.3
Superficie de Scherk

Vamos analisar o pedaco da superficie de Scherk sobre €2_; ;. A represen-

tagao de Enneper-Weierstrass é dada por:

-4

onde z € D.

Entao, pelo teorema 6.2.1, a sua superficie conjugada ¢ dada por:

fe)dz = o

g (z) = —iz

dz

Esta representacao de Enneper-Weierstrass nos da um pedaco de uma

superficie chamada segunda superficie de Scherk (ou superficie de Scherk sim-

plesmente periédica).

A segunda superficie de Scherk pode ser escrita implicitamente como:

sen(xz) = senh(z;) senh(xs)
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Figura 6.1: Segunda Superficie de Scherk - Crédito: Matthias Weber,

www.indiana.edu/~minimal

Observe que o pedago que pegamos da primeira superficie de Scherk é
um grafico mergulhado sobre ©_;; (que é convexo). Pelo teorema de Krust,
as superficies associadas também serao graficos (e portanto mergulhadas). Em
particular, o pedaco que obtemos da segunda superficie de Scherk é o grafico

abaixo:

Figura 6.2: Pedago da Segunda Superficie de Scherk
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7
Principios de Reflexao

7.1
Eixos e Planos de Simetria em Superficies Minimas

Teorema 7.1.1 1. Qualquer linha reta em uma superficie minima conexa

¢ eizo de simetria por rotacao de 180°.

2. Se uma superficie minima conexa S intersecta um plano E perpendicu-

larmente, entao E é um plano de simetria de S.

Prova:

1. A menos de uma rotacao e translacdo’ podemos supor que a reta contida
em S estd no eixo z; e que um pedaco de S é o grafico de uma fungao u

de classe C* numa bola B centrada na origem?. Logo u(x1,0) = 0.

S Aan

Sejam Bt := BN{xy >0} e B~ := BN{zy < 0}. Vamos olhar a fungao

u}B+ e estendé-la para B. Seja v : B~ — R da forma

v(xy, 29) = —u(xy, —xa), VY (r1,29) € B

Primeiro vamos verificar que v satisfaz a EDP das superficies minimas

nao-paramétricas (2-3) em B~. Sabemos que

LObserve que tanto uma rotacdo quanto uma translacio sao isometrias de R®. Por isto, a
primeira e segunda formas fundamentais da superficie sao preservadas e, portanto, a imersao
da superficie continua sendo minima.

2Para isto, basta usar o teorema da funcéo implicita e fazer outra rotacio (preservando
0 eixo x1), se necessario.
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Vgyz, (X1, T2) = —Ug a, (21, —T2)
Ux1($1,902) = —le(ffl,—$2)
U$1$2<x1a'r2) - Uz1$2($11_x2)
Uy (T1,T2) = Ugy (21, —22)
ngl‘g(x17x2> = _ux2$2(x17_x2)
(7-1)

Portanto, V (z1,22) € B™:

(1—1—'09231)1)12%2 + (14—113;2)%19:1 — 20 V) Vpyay =

- <1+U92c1>umzxz o <1+u22)ux1x1 + 2Ug Ugy U2y = 0

pois u satisfaz a EDP das superficies minimas em B™.

Queremos estender u| 5+ Para B da forma

y u(ry,z2), se (r1,79) € BY
(g, xe) = B
v(xy,22), se (x1,m9) € B

Para isto temos que ver que u e v colam de forma C? ao longo de
BTN B~ = {(21,0) € B}. Por (7-1) temos vy, = Ugpy € Vpzy = Usyzy-
Além disto, como u(z1,0) = 0, temos que v = u = 0, v, = u,, =0 e
Vg = Ugyz; = 0 em BY N B~. Aplicando isto na EDP das superficies
minimas nao-paramétricas obtemos vg,z, = Upe, = 0 em BT N B,

Portanto u é extensao de u‘ »+ & B e seu gréfico ¢ superficie minima.

Como S coincide com o gréafico de @ no aberto BT, S coincide com
o grafico de u em todo o aberto B. Além disto, a rotacao de S
por 180° ao redor do eixo x; nos dd uma superficie minima S :=
{(x1, =29, —x3) : (21,79,23) € S} que coincide com o gréafico de @
no aberto B~. Portanto S e S sdo graficos em B que coincidem num
aberto, donde S = S (vide 3.1.4) e 0 eixo x; é eixo de simetria de S por

rotacao de 180°.

2. A menos de uma rotacao e translacao podemos supor que a curva plana
¢ C S estd no plano {xs = 0}, que ¢ contém a origem e que um pedago
de S é o grafico® de uma funcéo v de classe C? numa bola B centrada
na origem. Como S intersecta o plano {xy = 0} perpendicularmente ao
longo de ¢, segue que g, (1, 22) =0, V (21, 22) € c.

3Como S intersecta o plano perpendicularmente, podemos aplicar o teorema da funcio
implicita.
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Sejam BY := BN {zy, > 0} e B~ := BN {xy < 0} como no item
anterior. Vamos novamente olhar a funcao u} p+ € estendé-la para B.

Seja v : B~ — R da forma

v(xy, 29) = u(xy, —x2), V(x1,29) € B”

Primeiro vamos ver que v satisfaz a EDP das superficies minimas nao

paramétricas (2-3) em B~. Sabemos que

Uzlxl(xla‘rQ) - uzlr1<xla_x2)
Vg, (T1,T2) = Ug, (71, —T2)
'Ux1xg(x17x2) = _uxlxg(xla_l?)
Vo (T1,2) = —Ugy (21, —72)
szmg(wlal.?) == uxgmz(xla_mQ)
(7-2)

Portanto, V (z1,x2) € B™:

(1—}—1):%1)1)1,23;2 + <1+vi2>vx1x1 — 2,V Vi g =

= <1 + u3261>u1212 + <1 + u§2>u$1$1 - 2u;)31u;)32u;)31$2 = 0

pois u satisfaz a EDP das superficies minimas em B™.

Queremos estender u| 5+ Dara B da forma

3 u(ry, z2), se (x1,79) € BY
Wz, x2) = -
v(zy, ), se (x1,22) € B

Para isto temos que ver que u e v colam de forma C? ao longo de
BTN B~ = {(21,0) € B}. Por (7-2) temos v,, = Usy, Vpyzy = Upyay
€ Ugyzy = Uzyz,- COmo ao longo de c temos x5 = 0, segue que v = v em
BT N B~. Além disto, como um‘c = 0, temos vz, = Uy, € VUpyzy = Ugiay
em B*NB~. Portanto @ é extensao de u‘ p+ & B e seu grafico ¢ superficie

minima.

Como S coincide com o grafico de % no aberto no aberto B™, S coin-
cide com o grafico de 4 em todo o aberto B. Além disto, a refle-
xao de S pelo plano {z; = 0} nos dé uma superficie minima S :=
{(z1, —x9,23) : (x1,22,23) € S} que coincide com o grafico de @ no
aberto B~. Portanto S e S sdo graficos em B que coincidem num aberto,
donde S = S (vide 3.1.4) e o plano {xy = 0} é plano de simetria de S

por reflexao.
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7.2
Geodésicas, Linhas Assintéticas e de Curvatura

Usando os teoremas 1.1.38 e 6.4.1 junto do corolario 6.4.3, conseguimos

o seguinte resultado:

Teorema 7.2.1 Suponha Q0 C C dominio simplesmente conexo. Seja X :
Q — R3 parametrizacio minima conforme ndo-plana de wma superficie S
com aplicagcdo normal de Gauss N : Q — S?, e assuma que X* : Q — R3 ¢
a parametriza¢ao minima conforme da superficie conjugada S* (portanto S*
tem as mesmas normais que S). Tome uma curva w : I — Q de classe C*
com w # 0, I C R intervalo, e considere as curvas c:= X ow e ¢* := X ow.
Entao ambas tem a mesma imagem esférica v := N o w e valem os sequintes

resultados:

1. Se ¢ é um segmento de reta, i. e., c(I) estd contido numa reta L, entdo
y(I) estd contido em um grande circulo C de S*. Este grande circulo
C' estd no plano Ey, que cruza a origem e é perpendicular a L. Além
disto, ¢ € geodésica e linha assintdtica de S, e c* € geodésica plana de
S*. A curva ¢ estd em algum plano E paralelo a Ey e S* intersecta E

ortogonalmente ao longo de c*.

2. Se ¢ € geodésica plana em S, entao c € a interse¢ao ortogonal de S com
um plano E e ~(I) estd no grande circulo C = EyNS?, onde Ey € o plano
paralelo a E contendo a origem. Além disto, ¢* é um segmento de reta (e
portanto € geodésica e linha assintdtica) em S* e c*(I) estd contida em

alguma reta L perpendicular a E.

@ m
B

]
I



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 7. Principios de Reflexao 126

Prova: Como as normais de S e S* s@o iguais (pelo teorema 6.2.1), segue que

c e ¢ tém a mesma imagem esférica. Vamos provar o resto em partes:

1. Se ¢ é segmento de uma reta L, entao ¢ L. N. Seja Ey o plano per-
pendicular a L passando pela origem. Como a normal a superficie é
normal a ¢, temos y(I) C Ey. Além disto, pelo teorema 1.1.38, segue
que c¢ é geodésica e linha assintética. Pelo teorema 6.4.1 e pelo corolério
6.4.3, temos que ¢* é geodésica e linha de curvatura. Usando novamente
o teorema 1.1.38, descobrimos que ¢* é curva plana. Seja E o plano
que contém c*. Vamos ver que ele é paralelo a Ejy. Pelo teorema 1.1.38,
sabemos que S* intersecta E ortogonalmente em ¢*. Portanto (1) C Ej,
onde E, é plano paralelo a E passando pela origem, ou seja, v(I) esta

contida no grande circulo C' := EyN'S2.

Suponha por absurdo que Ej # Fy. Entdo y(I) sé poderia assumir
dois valores (que sao EyNEyN S%). Como este conjunto é desconexo e y
¢ continua ao longo de I, segue que N ¢é constante ao longo de w. Logo,
como a normal a superficie ao longo de ¢* esta em E e é perpendicular
a c* , segue que ¢ é um segmento de reta e, portanto, também ¢é linha
assintética. Mas isto s6 pode ocorrer se K = 0 ao longo de ¢* e, salvo no
caso da superficie ser um plano, os zeros de K sao isolados (vide 5.1.2).
Absurdo! Logo Ey = Ey e E é paralelo a Ej.

2. Como c¢ é geodésica plana, pelo teorema 1.1.38 segue que ¢ é linha de
curvatura de S. Além disto, ¢ é a interse¢ao ortogonal de S com FE, onde
E é o plano que contém ¢. Como N L S, segue que v(I) C Ey, onde Ej

¢ o plano paralelo a E que passa pela origem.

Como ¢ é geodésica e linha de curvatura, segue que ¢* é geodésica
e linha assintdtica, portanto ¢* é segmento de reta. Seja L a reta que
contém ¢*. Vamos ver que L L E. Seja E o plano perpendicular a L.
Portanto (1) C Ey, onde Ey é o plano paralelo a E passando pela
origem. Suponha por absurdo que E, # FEy. Por continuidade, ~(I)
é constante e assume um dos valores de Ey N Ey N S%. Pelo mesmo

argumento usado no item acima, isto é um absurdo. Portanto L | F.

Vamos separar algumas consequéncias simples (e bastante uteis) dos

teoremas anteriores:
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Corolario 7.2.2 1. Segmentos de reta e geodésicas planas contidas em uma
superficie minima nao plana S sao mapeadas pela normal N de S em

grandes circulos de S*.
2. Linhas de curvatura planas em S sao mapeadas por N em circulos de S?.

3. Segmentos de reta e geodésicas planas em uma superficie minima S sao

eizos de simetria de rotacdo ou reflexao, respectivamente.
Prova:

1. Segue diretamente do teorema anterior.

2. Seja ¢ tal curva e E o plano onde ela esta contida. Seja L a reta

perpendicular a F. Sabemos pelo teorema 1.1.38 que S intersecta E ao

longo de ¢ em um angulo constante f.

Como a imagem esférica vy é perpendicular a S ao longo de ¢, segue que
v faz um angulo de § com a reta L. Portanto v esta no circulo gerado

por um angulo de azimute de  da reta L.

3. Basta usar o teorema 7.2.1 junto do teorema 7.1.1.
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7.3
Exemplo

Nesta secao veremos alguns exemplos para ilustrar o corolario 7.2.2.

7.3.1
Catenoide

Figura 7.1: Catenoide - Crédito: Matthias Weber, www.indiana.edu/~minimal

Pegue o catenoide da figura acima e intersecte-o (pela sua parte mais
estreita) com o plano {x3 = 0}. Como o plano é perpendicular ao catenoide, a
curva plana ¢ obtida pela intersegao é uma geodésica (vide o teorema 1.1.38).
E f4cil ver que a normal ao longo de ¢ estd contida num grande circulo de S?
(obtido por z3 = 0), o que estd de acordo com o item 2 do teorema 7.2.1 e
com o item 1 do corolario 7.2.2. Além disto, pelo item 3 do mesmo corolario,
vemos que este é um plano de simetria do catenoide por reflexao.

Outro exemplo para o item 1 do corolario 7.2.2 é obtido pela intersecao

do catenoide com um plano que contenha o eixo z3, ou seja, que passe pelo
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eixo de rotacdo do catenoide. Esta nova curva é uma geodésica® e a sua normal

estd contida em um outro grande circulo de S2.

7.3.2
Helicoide

Figura 7.2: Helicoide - Crédito: Matthias Weber, www.indiana.edu/~minimal

Quando intersectamos o helicoide com um plano {z3 = ¢t} obtemos uma
reta que chamaremos de L (isto fica claro pela parametrizacao do helicoide,
vide exemplo 2.3.3). Ao percorrer L na figura podemos ver que a normal a
superficie varia num grande circulo contido num plano perpendicular a L.
Além disto, se rodarmos em 180° o helicoide ao longo desta reta L obtemos o
mesmo helicoide de antes, pois ela é um eixo de simetria por rotagao de 180°

pelo teorema 7.1.1.

4Sempre que intersectamos uma superficie de revolucdo com um plano que contenha o
seu eixo de rotagao obtemos uma geodésica.
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7.3.3
Superficie de Scherk

Sabemos que a superficie de Scherk é periddica e esta definida nas “casas
brancas de um tabuleiro de xadrez infinito” (para mais informagoes, vide se¢ao
2.3.4). Vimos também que, em cada quina das “casas”, temos uma reta paralela
ao eixo r3. Perceba que esta reta é um eixo de simetria por rotagao de 180° e

que, em particular, isto leva as “casas brancas” do tabuleiro nelas mesmas.

Figura 7.3: Vista superior da superficie de Scherk duplamente periddica -

Crédito: Matthias Weber, www.indiana.edu/~minimal

Além disto, existe outro conjunto de linhas retas na superficie de Scherk.
Observe que, se

r1 = £ 29 + 2Tm

onde m € Z, entao

cos(zy) = cos(xg)

donde
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Portanto as retas parametrizadas por
rma () = (¢, 2rm £ ¢, 0)

onde t € R, estao contidas na superficie. Logo, pelo teorema 7.1.1, a superficie

de Scherk é invariante por rotacao de 180° ao longo delas.
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8
Principios do Maximo

Neste capitulo provaremos dois principios do méaximo para superficies
minimas, chamados principio do maximo geométrico interior e do bordo.
Para demonstréa-los usaremos os principios do maximo de Hopf, que foram
enunciados em 1.1.53 e 1.1.54. Depois faremos algumas aplicacoes interessantes,
mostrando assim a versatilidade destes teoremas.

Observe que ao longo deste capitulo a letra u serd usada para funcoes

c? .
uw:Q CR? =5 R, enquanto x e y serdo as coordenadas de R2.

8.1
Principio do Maximo Geométrico Interior

Observe que a EDP das superficies minimas nao-paramétricas (2-3) nao é
linear. Entao nao podemos aplicar os principios do maximo de Hopf as solugoes
desta equacao. No entanto, o lema abaixo nos diz que podemos aplica-los a

diferenca de duas solugoes.

Lema 8.1.1 Seja Q C R? dominio e sejam u e w duas solucoes da EDP das
2
superficies minimas nao-paramétricas (2-3), u,w : R,
Entao existe um operador linear eliptico de seqgunda ordem L em Q (vide

1.1.52) tal que a funcao diferenca

satisfaz

Prova: Seja F: R® — R a funcio de classe C'! em cinco varidveis dada por:
F(p7 q,T, S7t) = (1 +p2)t + (1 + q2)7” — 2pq5

. ~ c? ’ ~ s
Dizemos que uma funcao u : €2 — R é solucao de F' em um dominio €2 se,

Y (20, y0) € €, temos

F<ux(x07y0)> uy(QZanO)a umx(anyﬂ)v uxy(anyO)7 uyy<x0ay0)> =0
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onde usamos aqui a notagao de sub-indice para indicar derivadas parciais.
Sabemos que u e w sao solucdes’ de F em . Além disto, temos
\ ((L’(), y()) e

F (w0, 40), 0y(20,50), Wea(0: Y0)s ey (%0, Y0), Wy (0, 90) ) —

- F(Ux(l‘o,yo)a Uy(%;yo), Um(Imyo), Uzy(%,yo)y Uyy($0,y0)> =0

Vamos aplicar na equacao acima o teorema do valor médio de vérias

variaveis (vide 1.1.47) nos pontos
b = (wx<m0ay0)7 wy($07y0)7 wa:a:(anyO)) wxy(xOvyO)a wyy(-’ﬂo»yo)>
a = (ux(I07y0)a uy(anyO)a ua:x(x()ayO)a uxy($07y0)a Uyy($07y0)>
Sabemos que

oF OF OF OF O0F
Foo (08 of ob oF OFh
v (ap’ dqg’ Or’ 0s’ 8t>

= <2pt — 2qs, 2qr — 2ps, 1+ q27 —2pq, 1+ p2)

Logo, usando o teorema do valor médio e a linearidade da derivada,

obtemos (para algum 7 € [0,1]):

0 = <VF((1—T)a+Tb) : b—a> =
= [1+4%(@)] vialo, ) + [~2p(@)a ()] vy (o, 30) + | 1+2%(2)] vy (0, w0) +

+ [2p(@)t(0) = 20()s()] valwo,30) + [2a(0)r(@) = 26(@)s(@)] v,(z0, )
(8-1)

onde o« = (1 — 7)a + 7b. Note que 7 e «a dependem de (:co,yo) pois a e b
dependem do ponto.

Observe que, como qualquer ponto (zg,y) € 2 nos dd uma EDP linear
de segunda ordem como a obtida acima, existe operador linear de segunda

ordem L tal que Lv = 0 em 2. Além disto, o operador é estritamente eliptico

'Pois sio solucdes da EDP das superficies minimas nao-paramétricas (2-3).
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em todo ponto pois a matriz

( 1+ () —p<a>q<a>>

—p(a)g(e) 1+p*(a)

tem autovalores estritamente positivos A = 1 e A = 1 + p*(a) + ¢*(a), ndo
importando o ponto a(a:o, yo) em que p, q, r, s e t sao calculados.
Entao o operador L ¢ linear estritamente eliptico de segunda ordem sem

termo linear em v e com coeficientes localmente limitados. ]

De posse do lema acima, provaremos primeiro a versao local do teorema

e, em seguida, demonstraremos a versao global.

Teorema 8.1.2 (Principio do Maximo Geométrico Interior - Local)

Seja Q C R? dominio, p € Q. Sejam u e w duas solucées da EDP das superfi-
2

cies minimas nao-paramétricas (2-3), u,w : € LR, Suponha que u > w em

Q e que u(p) = w(p). Entio u = w.

-—

Prova: Defina v := w —u em Q. Logo v < 0 em Q e v(p) = 0. Além disto,
pelo lema 8.1.1, existe um operador linear eliptico de segunda ordem L em )
(vide 1.1.52) tal que

Lv =0 em €

Além disto, L nao tem termo linear em v e possui coeficientes localmente
limitados.
Aplicando o principio do méximo interior de Hopf (vide 1.1.53) temos®

v =0, donde u = w em §). [

Teorema 8.1.3 (Principio do Méaximo Geométrico Interior - Global)
Sejam Sy e Sy superficies minimas conexas sem bordo que se tocam num ponto
p e, numa vizinhanga V' de p, S1 estd por cima de Sy. Entao S; = S,.

2J4 que no enunciado do principio do maximo interior de Hopf 1.1.53 as fun¢des precisam

ser continuas até o bordo, basta tomar v restrita a um subdominio A com A C Qe p € A.
Como podemos fazer isto para qualquer tal A, temos v = 0 em 2.
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Prova: Olhando apenas para a vizinhanga V' de p podemos aplicar o teorema
da funcdo implicita (e uma rotacdo em R?, se necessaria) de forma que S; seja
o grafico de uma funcao u e S, de uma funcao w, ambas sobre um mesmo
dominio €2. Denote por p a projecao de p em €. Temos que u > w em ) e
u(p) = w(p). Pelo principio do maximo geométrico interior, temos u = w em
2, donde S; = S5 em V. Mas sabemos que duas superficies minimas conexas

que coindicem num aberto sao iguais (vide 3.1.4), donde S; = Ss. |

Observagao 8.1.4 Sejam Sy e Sy duas superficies minimas com bordo nas
condigoes do teorema acima. Ao sequirmos o raciocinio da demonstracado,
observamos um possivel problema no ultimo passo: elas podem nao coincidir
sempre porque o bordo de uma € atingido antes. Para mais detalhes, vide a

observacao 3.1.4.

8.2
Principio do Maximo Geométrico no Bordo

Teorema 8.2.1 Sejam S; e Sy duas superficies minimas ndo-paramétricas
dadas por func¢ées u e w : Q — R de classe C*(Q) N C°(Q), onde Q@ C R? ¢
dominio limitado cujo bordo é uma curva C*. Suponha que u(p) = w(p), onde
p € 082, e que o espaco tangente a Sy e So em p esteja bem-definido. Se u > w
em ), 1,51 =T,5; e 1,05, = 1,05, entao uw =w em QeS =8,.

S,=u(2Q)

S,=w(2)

=¥

b 2
Figura 8.1: Vista lateral

Prova: Defina v := w —u em €. Sabemos que v < 0 em Q e v(p) = 0 é ponto

de méximo no bordo. Seja 7 a normal unitdria a 2 em p que aponta para fora
de Q. Como 1,51 = 1,55 e 1,051 = T,,05,, segue que

ou  Ow N ov 0
on  on o
Pelo lema 8.1.1, podemos aplicar o principio do maximo do bordo de

Hopf e obter v =0 em Q, donde u = w e S; = Ss. [ |
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8.3
Aplicacoes
Teorema 8.3.1 (Propriedade do Fecho Convexo) Seja S superficie mi-

nima compacta com bordo. Entao S C Conv (85).

Prova: Seja II um plano e II™ um semi-espaco fechado determinado por ele.
Suponha que S C II". Queremos provar que S C I, ou seja, que os pontos
interiores de S satisfazem esta propriedade.

Fazendo uma rotacao se necessario, podemos supor que II = {xg = O}

e IIT = {xg > O}. Como S é compacta e a projecao de S na coordenada x3

é continua, 4 p = (]51,]52,]53) € S tal que p3 = inf xr3. Suponha por

(1‘1,3:2,333) S

absurdo que p3 < 0.

Figura 8.2: Vista lateral de S

Pelo teorema da funcgao implicita, sabemos que S pode ser escrita como
gréfico de uma funcéo u de classe C* numa vizinhanca de p. Além disto, como p
atinge o minimo da coordenada x3, S pode ser escrita localmente como grafico
de uma funcao u sobre um aberto V' do plano Il = {:1:3 = O} (pois, como um
ponto de minimo no eixo x3 é ponto critico, o plano tangente a superficie neste
ponto é horizontal).

Ja que u > pg em V e u(ﬁl,ﬁg) = p3, podemos aplicar o principio
do méximo geométrico interior a S e II; (vide 8.1.3). Como II; nao tem
bordo, pela observacao 8.1.4 temos S C II;, donde 0S C Il;. Mas os pontos
(pl,pQ,pg) € 0S8 satisfazem p; > 0 enquanto os pontos de II; satisfazem
p3 = p3 < 0. Absurdo.
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Como o argumento acima vale para qualquer plano II com S C I,

usando a observacao 1.1.44 temos S C Conv (33). [

Observacao 8.3.2 Pela demonstracdo acima vemos também que, se existir
um ponto interior p = (p1,pe,P3) € S satisfazendo p3 = 0, entdo S C 1I.
Portanto, se S nao € plana, seus pontos interiores devem ser pontos interiores
de 11, i.e., {x3 > 0}.

Como isto vale para qualquer plano I1 com 9S C I, seque que os pontos
interiores de S devem estar no interior de Conv (85), a nao ser que S seja

plana.

Teorema 8.3.3 (Unicidade do Problema de Dirichlet) Sejam 2 C R?
dominio limitado, u : Q@ — R e w : Q@ — R duas solugées em Q da EDP
das superficies minimas ndo paramétricas, ambas de classe C*(£2) N C°(Q).
Suponha também que u|6Q = w‘m = f, onde f: 09 R

Entdo uw = w em .
Prova: Parat € R seja v, : Q — R a funcio
(1, 22) = w(xy, x2) — w(xy,xe) + ¢

onde (z1,75) € Q. Logo v; também ¢é de classe C*(Q2) N C°(Q). Como Q
é¢ compacto, as funcoes u, w e v; atingem seus maximos e minimos. Seja
p € Q um ponto de minimo de vy = u — w. Entdo para t, = —vo(p) temos
Vi (11, 9) > vy (p) = 0, V (21,22) € . Vamos analisar os casos p € € e
p € 0f) separadamente.

Se p € Q, entdo v, > 0 em Q e v, (p) = 0. Pelo lema 8.1.1, podemos®
aplicar o principio do méaximo interior de Hopf 1.1.53 a v, e obter v,, = 0 em
= w|aﬂ, segue que Ut0|aﬂ =ty. Portanto tp =0 e u = w em Q.
Se p € 0f), como u‘m

Q. Como u ‘ 00

= w!aQ, temos ¢ty = 0. Logo, como vy, (z1, x3) >

0, V (z1,29) € Q, segue que u > w em ). Repetindo o mesmo argumento

trocando u e w entre si conseguimos w > u em 2, donde u = w em (). ]

3Lembre-se que o operador linear eliptico de segunda ordem L do lema 8.1.1 ndo possui
termo linear em v. Portanto Lv; = Lvg = 0, V t € R. Além disto, como L ¢ linear, temos
Lvy = L(—v;) = 0.
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8.4
Teorema do Semi-espaco

Teorema 8.4.1 (Teorema do Semi-espago) Uma superficie minima S co-
nexa, sem bordo, propriamente tmersa nao pode estar contida em um semi-

espaco, a nao ser que S seja um plano.

Prova: Suponha que S esteja contida em um semi-espaco fechado®. A
menos de uma rotacao e translagao, podemos supor que este semi-espago seja
Iy = {x3 > 0}. Seja T := {t e R; S C I}, onde II} := {a3 > t}, e scja
to :=sup 7. Claramente t;, < oo pois S ¢é nao-vazia. Denotaremos II := II,,.

Como ty é o sup do conjunto 7T, existe sequéncia de pontos ¢, € S cuja
terceira coordenada converge para .

De fato, suponha por absurdo que nao exista tal sequéncia. Projete S na
coordenada x3. Como S é fechada (pois é propriamente imersa) e a projegao
é continua, 3 £ > t, tal que proj,,S C [t,+00). Logo t € T, donde ty nio é o
sup de T'. Absurdo.

Temos entao duas possibilidades:

1) Se a sequéncia g, admite subsequéncia convergente a um ponto ¢ € R?,
entao g € SNII (pois S é propriamente imersa, logo é fechada). Como S > II
na terceira coordenada, aplicamos o principio do maximo geométrico interior
(vide 8.1.3) em uma vizinhanca de ¢ e obtemos S = II. Portanto S é um plano.

2) Se a sequéncia g, for divergente, S é assintética ao plano II no infinito.

B 5

LA

Figura 8.3: Vista lateral de S e II

A ideia é mostrar que este segundo caso nao pode acontecer. Para isso,
usaremos o principio do maximo geométrico interior em S e a metade de baixo
de um catenoide.

Dados p € R* e ¢ € R, denote por C a metade® de baixo® do catenoide
centrado em p cujo circulo central tem raio ¢ e é paralelo ao plano II (para
mais informagoes sobre a parametrizacao de um catenoide vide 2.3.2). Sabemos

que a coordenada z3 de C. ¢ ilimitada por baixo, logo o pedago C. NIIT é
compacto (ou vazio) para quaisquer ¢ e p. Vamos escolher ¢ e p mais adiante.
4Se S estd em um semi-espaco aberto, podemos coloci-la num semi-espaco fechado.

5Tncluindo o bordo.
®0u seja, com 23 < p3, onde p = (p1,p2,p3).
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Tome um cilindro fechado ¥ que contenha pontos de .S, onde a base B

de ¥ é uma bola fechada no plano II de raio R > 0 centrada em (pl, D2, to).

Figura 8.4: Vista lateral de S, ¥ e Il

Como S é propriamente imersa, as intersecoes B ;= IINXY e SNXY
sao compactas. Logo existe um minimo d, para a distancia entre eles, i.e., o
conjunto {d(ﬁ, q); PEB, g€ SN Z} assume um minimo dy. Temos dy > 0,
senao S e Il se tocam, donde S é um plano pelo principio do maximo geométrico
interior (e estarfamos no caso 1 ao invés do caso 2). Usando a desigualdade
triangular vemos que, se ty < p3 < tg + dy, 0 ponto p = (pl,pg,pg) esta entre
ITeS.

Vamos mostrar que podemos tomar p3 da forma acima tal que exista uma
metade de catenoide C centrada em p com (C’T_ OH+> = 0B, onde r € [0, R].

Pela férmula nao-paramétrica do catenoide (vide (2-6)) temos:

/D2 _
p3s = tog + 1 cosh™ (E) =ty + rIn (—R+ R T)
r r

donde
: . 4 (R
lim p3 = lim %y +r cosh — | =t
r—R r—R T

Logo, pela continuidade de p3 em 7, podemos escolher r perto de R tal que
to < p3 < to + dp.

Entao temos (C’; N H*) C X e, como a terceira coordenada dos pontos
de C satisfazem x5 < p3 < to + dp, segue que C,. NS = .

Observe que, para ¢ < r, o bordo de C (que é o seu circulo central)
esta contido em ¥. Logo 0C. nao intersecta S para estes valores de ¢, pois o
circulo central tem coordenada z3 = p3 < tg + dy.

Por fim, conforme o valor de ¢ diminui, apesar do circulo central do
catenoide diminuir, o catenoide em si “abre” (ou seja, a coordenada 3 decresce
cada vez mais devagar, tendendo a um plano II,, quando ¢ — 0). De fato, pela

equacao (2-6) temos:

r3 = p3 — ¢ In

<\/x%—|—x§+ x%—l—x%—c)
c
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Logo z3(x1,z2) é continua em ¢ e, quando ¢ — 0, o termo linear domina o
termo logaritmico. Portanto x3(z1, x5) 80, v (1, 22).

O objetivo agora é encontrar o valor exato de ¢ tal que S > C_ (isto é,
que S esteja acima de C, no eixo x3) mas que S e C, se tocam em algum

ponto.

N -

Figura 8.5: Catenoide com raio central ¢,

I

Figura 8.6: Catenoide com raio central ¢y < ¢;

Vamos analisar os valores de ¢ € (0,7) em que o conjunto de pontos entre

S e €. é nao-vazio. Denote este conjunto de pontos por ()., ou seja,
Q. = {($1,$2,$3) € R’ : I(z1,22,q3) € S e I(w1,22,G3) € C. com 5 > x5 > CJ3}

Este conjunto estd em cinza na figura anterior. Observe que, na definicao de

Q., ¢3 pode ser escrito como

2, 2 2 2
) + 23+ /2 + a3 —
Gs=ps—c In (\/xl Lo \/xl Ty C)

c

Além disto, (S N CC_) C Q..

Queremos ver que (). é compacto ou vazio para qualquer valor de c.
Denote por B. a bola fechada contida no plano II cujo bordo é C; NII. Entao
Q. C (B % [to, ps]). Provar que Q. ¢ fechado ¢ mais complicado.

Seja x,, = (xln,xgn, ZE3n) € (). sequéncia com z,, = T = (xl, T2, {L’3) € R?.

Logo existem sequéncias q3, € S e g3, € C. tal que

g3, < 13, < @3, (8-2)
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para todo n € N*. Como’ (z1,,72,) € B, ~ é, que é compacto, temos
(x1,22) € Be B.

Sabemos que C, NII* é grafico de funcdo continua sobre um subcon-
junto fechado de B, que é compacto. Logo C. NIt é compacto, donde
(iL‘ln,fEQn,qNgn) — (:Ul,xg,cjg) (a menos de tomar uma subsequéncia). Entao,
usando (8-2), podemos pegar ¢ > 0 tal que, para n suficientemente grande,
temos q3, € [to, g3 + €], que é um compacto. Logo g3, — g3 (a menos de to-
mar uma subsequéncia). Como S é fechada®, (xy, s, q3) € S. As desigualdades
passam ao limite e temos ¢3 < x3 < @3, donde Q). é fechada.

Seja L := {c eR, : Q. # (7)} e seja ¢ o sup deste conjunto. L é nao-vazio
pois S tende assintéticamente a II = II;, e, quando ¢ — 0, C tende ao plano
I1,,, onde p3 > ty. Portanto, para c suficientemente pequeno temos . # 0.
Vamos ver que ¢ € L.

Primeiro veja que L é fechado. De fato, seja sequéncia ¢, — ¢ e seja
(:Ul,xg,azg) € Qc,, Vn e N Logo 3¢, € C, com g3, > x3. Mas

2 2 2 2

i+ x s xr5 — C

\/1 2—|—\/1+ 5 n) >ZL‘3
Cn

q?)n = €73(Cn) = P3—Cn 1Il<

e s, — qs3(c) =: @3, pois G3(c) é continua em c. Como 3, > x3, segue que
Gz > w3 e L é fechado.

Além disto, vimos que C;” NS = ), o que nos dd @, = (. Portanto L é
limitado, donde é compacto e atinge o sup. Logo ¢ € L.

Tome o catenoide com raio ¢:

Figura 8.7: Catenoide de raio central ¢

Queremos mostrar que S > C; na terceira coordenada.
Suponha por absurdo que 3 (:i'l,fcg,cjg) € C; com (i:l,:i'g,qg) € S tal
que g3 > g3 (obviamente g3 > ¢, pois S C IT"). Como S é fechada e C NII"
"Observe que a terceira coordenada dos pontos de C; NY (i, o pedago de C; que
é grifico sobre B) satisfazem x3 < ps. Portanto eles estdao abaixo de S, donde Q. estd no

exterior do cilindro 3.
8Pois é propriamente imersa.
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¢ compacto, a fungao altura entre C, e S

h(c) := sup {((jg,—qg,) (21,9, q3) € C; NIT, (21, 9,q3) € S}

estd bem definida e é continua em ¢ (pois g3 é continua em c¢). Mas h(¢) > 0
pois §3 —qs > 0 e (&1,22,¢3) € C; NIIT. Pela continuidade de h(c), 3 € > 0 tal
que, se ‘c — 5| < €, temos h(c) > 0. Mas entao, para ¢ = ¢ + %, temos Q. # 0.
Logo ¢ nao é o sup de L, absurdo.

Como Q; # 0, S e CZ se tocam em algum ponto. Aplicando o principio
do méximo geométrico interior (vide 8.1.3) numa vizinhanga de um destes
pontos, temos C; C S (pois ambas sdo conexas, C; tem bordo e S nao —
vide observacao 8.1.4). Mas S C I enquanto C; ¢ II*. Absurdo.

Logo a unica possibilidade é S = 1II. [ ]

Hoffman e Meeks provaram uma versao mais geral do teorema acima,

chamada teorema Forte do Semi-espaco.

Teorema 8.4.2 (Teorema Forte do Semi-espago) Sejam S; e Sy duas
superficies minimas, sem bordo, propriamente imersas em R3. Entdo elas se

intersectam, a nao ser que sejam planos paralelos.

Prova: Vide Ref. 20 . ]

Em particular, quando uma das superficies é um plano, obtemos o
teorema anterior.
Com o teorema do semi-espaco podemos provar o seguinte fato, previa-

mente mencionado na secao 4.6.6:

Proposicao 8.4.3 A superficie de Jorge-Xavier nao é propriamente imersa.

Prova: Suponha por absurdo que a superficie de Jorge-Xavier seja propria-
mente imersa. Sabemos que ela esta contida no semi-espaco {333 > —1}. Pelo

teorema do semi-espaco, ela é um plano. Absurdo! [ ]
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9
Superficies Minimas Completas de Curvatura Total Finita

Neste capitulo estudaremos as superficies minimas completas que pos-
suem curvatura total finita. Veremos que elas sao conformemente equivalentes
a superficies de Riemann compactas com um nimero finito de pontos removi-
dos. A seguir, estenderemos a 1-forma f(z)dz e a fungao g(z) da representagao
de Enneper-Weierstrass meromorficamente a estes pontos removidos. Desta
maneira veremos que a curvatura total de uma superficie minima completa s
pode assumir certos valores. Depois relacionaremos a curvatura total com a
topologia da superficie e classificaremos as superficies minimas completas com
certos valores de curvatura total ou com certa topologia. Além disto, veremos
a definicao de um fim de uma superficie minima. Esta nocao sera estudada

mais a fundo no capitulo 10.

9.1
Teoremas de Huber

O resultado abaixo ¢ a base de toda a teoria desenvolvida neste capitulo.

Teorema 9.1.1 Seja X : M — R? imersiao minima completa de uma superfi-
cie de curvatura total finita. Entdo existe superficie de Riemann compacta M
e um numero finito de pontos {pi,...,pr} € M tal que M € conformemente

equivalente a M~ {p1,...,pr}.

O teorema acima segue diretamente de dois resultados provados por

Huber, cujas demonstracoes nao serao dadas aqui'.

Teorema 9.1.2 (Huber 1) Seja M superficie de Riemann aberta® completa
com® O~ (M) < oo.
Entio CT(M) < oo e M tem topologia finita, ou seja, M é homeomorfa

a uma superficie orientdvel compacta menos um numero finito de pontos.

'Elas podem ser encontradas em Ref. 21 .
2Vide a definicao 1.1.9.
3 A notacéo estd exlicada em 1.1.41.
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Teorema 9.1.3 (Huber 2) Seja M superficie de Riemann aberta completa
com C~ (M) < oo. Entao M € parabdlica (vide definicao 1.2.27).

Prova:

Sabemos que uma superficie minima M ¢é uma superficie de Riemann*
aberta® com curvatura gaussiana K < 0 em todo pontc®. Entdo M tem
curvatura total finita se e somente se C~ (M) < oo.

Pelo primeiro teorema de Huber, temos que M é homeomorfa a uma
superficie compacta M com um ntmero finito de pontos removidos. Queremos
definir uma métrica nesta nova superficie através do pullback da métrica de M
e, desta forma, torna-las superficies de Riemann isométricas entre si. Para tal,
estamos interessados no tipo conforme de M e nao apenas na sua topologia. Em
outras palavras, apesar de remover um disco ou um ponto de M ser o mesmo
do ponto de vista topoldgico, nao o é do ponto de vista conforme. Vamos ver

que, no caso da nossa superficie minima M, ela é conformemente equivalente

a M menos um ndmero finito de pontos, ou seja, nenhum disco foi removido
de M.

Suponha por absurdo que M é conformemente equivalente a uma superfi-
cie de Riemann compacta M com um nimero finito de pontos e com ao menos
um disco removido. Sem perda de generalidade, suponha que M é conforme-
mente equivalente a M ~ D. Vamos ver que neste caso M seria hiperbdlica, o
que nao ¢é possivel pelo teorema de Huber 9.1.3.

Seja B o bordo do disco D que foi removido, e seja A um anel fechado em
M com B C 04, i.e. A é homeomorfo a B x [0, 1] onde o bordo B corresponde
a B x {0}. Seja B" a outra componente do bordo de A.

Aplique o método de Perron na familia’
F = {u : A — R continua, subharmonica em A, tal que u|p <1 e u|g < 0}

Seja v(z) = sup u(z), para z € A. Como a func¢do constante igual a zero
ueF
estd em F, temos que F # (). Entao podemos aplicar o teorema 1.2.12 e v

estd bem definida. Considerando que v|p < 1, sabemos que v # oo, donde v é

fungao harmoénica em int(A) satisfazendo:

0<wv(z)<1,VzeA

4Vide observacio 1.1.23.

SPois M nao tem bordo, j& que é completa, e ndo pode ser compacta pelo teorema 3.3.2.
5Vide a equacao (5-1).

"Vide 1.2.9, 1.2.10, 1.2.11 e 1.2.12.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 9. Superficies Minimas Completas de Curvatura Total Finita 145

Defina a funcdo h : M ~. D por:

h(z) = v(z), 2 GAA
1, z € (M N A)

Ela é continua em M ~. D e superharmoénica® em int(M ~ D). Entao —h é
fungao negativa subharménica nao-constante” em int(M \ D). Portanto M~ 1)
é hiperbdlica, donde M também é (pois elas sd@o conformemente equivalentes).
Absurdo, pois o teorema 9.1.3 nos diz que M é parabdlica.

Logo M é conformemente equivalente a uma superficie de Riemann

compacta M com um ntumero finito de pontos removidos. |

No capitulo 4 vimos varios exemplos de superficies minimas completas de
curvatura total finita: o plano, o catenoide, a superficie de Enneper e as super-
ficies de Jorge-Meeks. Em todos estes exemplos o dominio de parametrizacao
era'® S? com alguns pontos removidos, o que estd de acordo com o teorema

provado acima.

Observacao 9.1.4 Quando temos uma superficie minima completa mas nao
sabemos (ou temos dificuldade de) calcular a sua curvatura total, o teorema
acima serve como um critério para ver se C(M) = —oo. Por exemplo, vimos
no capitulo 4 o exemplo de Jorge-Xavier, que € superficie minima completa.
No entanto, como o seu dominio de parametrizacao € D, cujo bordo nao € um

ponto, seque que a sua curvatura total nao pode ser finita''.

9.2
Extensées Meromorfas de f(z)dz e g(z) a M

Vamos comegar estendendo g(z) meromorficamente a M.

Teorema 9.2.1 (Osserman) Seja X : M — R® imersio minima completa
de curvatura total finita. Entao g : M — C se estende meromorficamente a
g: M — C.

Prova: Pelo teorema 9.1.1, sabemos que M é conformemente equivalente
a M~ {p1,...,pr}. Queremos estender g meromorficamente a cada um dos

pontos removidos p;, ¢ € {1,...,k}.

8Ela ¢ harmonica para z € int(A) e para z € (M ~ A). Além disto, em qualquer ponto
da colagem (z € B’) vale a desigualdade do valor médio (vide 1.2.9).

9Pois —h|p = —v|p =0, —hy_, = —1 e —h é continua.

YPois C = S? \ {(0,0,1)}.

" Outra maneira de ver isto é observar que o disco D é uma superficie de Riemann
hiperbdlica. Para tal, basta observar que a funcdo Re(z) — 1 é subharmonica em D (pois
é parte real de fungao holomorfa, donde é harménica), é negativa e ndo constante.
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Suponha por absurdo que ao menos um dos p; seja uma singularidade
essencial de g. Entao, pelo grande teorema de Picard (vide 1.2.20), g assume
todos os valores de S? uma infinidade de vezes com, no méximo, duas excecoes.
Mas isto implica que a area esférica de g, ou seja, que a area da imagem da
aplicacdo normal de Gauss N = 7 ' o g é infinita. Portanto C'(M) = —o0,
absurdo.

Logo cada um dos pontos p; é, no maximo, um poélo de g e, portanto, g

é meromorfa em M. ]

Estender a 1-forma f(z)dz meromorficamente a M é mais complicado do

que fazer o mesmo para g. Para isto precisamos de um lema prévio.

Lema 9.2.2 Seja f fun¢ao holomorfa sem zeros definida em 0 < ry < |z| <

00. Suponha que para qualquer caminho C' divergente ao infinito temos
J1se i = o
c

Entao f tem, no mdzimo, um pdlo em oo.

Prova: Como f(z) # 0, a funcdo log|f(z)] = Re (log f(z)) ¢ harmonica. A

sua expansao de Laurent no infinito é (vide 1.2.5):
log|f(2)] = a loglz| + h(z) + H(2)

onde h(z) é harmoénica e limitada numa vizinhanga r < 7y < |z]| < oo do
infinito e H(z) é fungdo harmonica em C.

Seja N € N*, N > «. Entao, para |z| > ry, temos

F(2)] = |2]* €@ G < M ||V G = M [V 56|

h(z)

onde M é cota superior para "’ na vizinhanga do infinito e G(2) é fungao

inteira cuja parte real é H(z) (tal G(z) existe pois C é simplesmente conexo,
vide 1.2.3 e 1.2.4).

Defina a funcao inteira

F(z) = /wN ™ dw,  F(0)=0

0

Observe que, pelo teorema fundamental do calculo, F'(z2) # 0, V 2 # 0. Seja
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um ramo da (N + 1)-ésima raiz de F(z) numa vizinhanga V de z = 0
satisfazendo ¢(0) = 0 e ¢’(0) # 0. De fato, tal ramo existe pois, como e“*) ¢

funcao inteira que nunca se anula, usamos o teorema fundamental do calculo

F'(z) = 2V (ao + Z anz”)
n=1

e obtemos

onde ay # 0. Portanto

z—0 zN

Logo F(z) tem um zero de ordem (N + 1) em z = 0, donde podemos escolher
um ramo ¢(z) = [F(2)] ¥ com ¢(0)=0e¢'(0) #0.

Como ¢'(0) # 0 temos portanto um ramo da inversa z(¢) numa vizi-
nhanga de ¢ = 0. Existem duas possibilidades: esta inversa z(() se estende ho-
lomorficamente a todo o plano-¢ ou existe uma bola maxima Bg(0) no plano-¢
onde ela pode ser estendida. Vamos ver que o segundo caso nao pode ocorrer.

Im
iz Im

B

Re

Suponha por absurdo que exista Bg(0) bola maxima, 3 {, com |(o| = R
onde a inversa z((¢) nao pode ser estendida. Seja L(t) = t(y, t € [0,1) curva
ligando a origem a (y. A sua imagem inversa no plano-z serda uma curva
C:=z(L).

Se C diverge ao infinito, a partir de um certo ponto ela estaria na regiao
|z| > re. Denotemos por C o pedago divergente da curva C' que esta sempre
na regiio |z| > ry, ie., C := {z(t¢o); t € (¢,1)} onde |2(t)| > ray V> L.
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Logo

/|f(z)| |dz| < L+M/|ZN eG(z)| |dz| = L+M/\F'(z)| |dz| =
C C C

1
= L+M/|dF| = L+M/(N+1) N 1C|N (G| dt =
¢ i

1
— L+MRN“/(N+1) tNdt < L+ MRV < 400

t

onde L é o valor da integral até . Mas isto contradiz a hipétese. Entdo C néo
pode divergir ao infinito.

Logo 3 sequéncia t, — 1, t,, € [0,1), e sequéncia z, := z(t,(o) € V com
Zn — 2z € V C C (lembre-se que a vizinhanca V é onde ( estd definida).
Como F'(zg) # 0, tomando um ramo compativel com a defini¢ao de ¢ anterior,

podemos estender ¢ holomorficamente a uma vizinhanga de z,. Obtemos entao
|F(20)] = [¢o|¥™ # 0. Logo:

1 N
1

("(20) = N+1 [F(20)] ™ F'(20) # 0

Portanto, pelo teorema da funcao inversa, podemos estender a inversa
2(¢) holomorficamente ao ponto (y. Logo a bola Br(0) ndo era maxima,
absurdo.

Entao a inversa z({) é funcao inteira, i.e., holomorfa em todo o plano-(.

Observe que

2G) =2(G) = F(2(0) = F(2(@) = V=

Logo cada valor z é assumido, no maximo, (N + 1) vezes. Portanto, pelo
coroldrio do grande teorema de Picard (vide 1.2.21), z(¢) é um polinoémio.
Além disto, segue também que z({) = 0 = ¢ = 0. J& que ¢ = 0 é o unico

zero do polindmio z, temos:

onde k € N*, A € C.
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1
Como 7' (¢() = Ak ¢F! e 2(0) = 70) # 0, segue que k =1, A # 0.
Portanto Nt
2
P = ()

Logo G(z) deve ser constante, donde H(z) também é constante. Entao
[f(2)] < My |z
perto do infinito. Segue que f(z) tem, no méximo, um pélo no infinito. [ |

Teorema 9.2.3 (Osserman) Seja X : M — R® imersdo minima completa
de curvatura total finita. Entao a 1-forma holomorfa f(z)dz em M se estende

meromorficamente a M.

Prova: Pelo teorema 9.1.1, sabemos que M é conformemente equivalente a
M~ {p1,...,pr}. Podemos pegar a funcio holomorfa f(z) numa vizinhanca V
de um dos pontos removidos p;, i € {1,...,k}. Suponha que V nao contenha
nenhum outro ponto removido p;, j # ¢. Vamos estender f meromorficamente
a p;. Suponha que f # 0 (caso contrario estenda f tomando f(p;) = 0, i €
{1,...,k}).

Observe que g é meromorfa em M, entdo (a menos de uma rotacio em R?
e reduzindo V, se necessdrio) podemos supor'? que g(V) é limitado. Portanto
f néo tem zeros em V (vide 4.1.2).

Além disto, se ¥(z) é carta de M ao redor de p; com ¥(0) = p;, podemos

tomar V de forma que ¢ (V) = B (0). Componha agora com a funcio
1

1/z de forma a obter carta de A := {0 < r < |z| < oo} numa vizinhanca

V de p; em M~ {p1,...,pr}. Vamos estudar o comportamento de f em

A={0<r <|z| < oo} quando |z| = 0.
Seja C' um caminho divergente ao infinito em A. Como ¢ é limitada em

A e M é completa, segue que

1 14 L?
o = [l = §C/|f|(1+|9|2)!d2| < (5 )C/|f||d2|

C

onde g(z) < L em A.

Logo [ |f||dz| = oo para qualquer caminho C' divergente ao infinito em

c
A. Como sabemos que f nao tem zeros em A podemos aplicar o lema anterior

e descobrimos que f tem, no maximo, um pdlo no infinito. Portanto f (e por-

tanto f(z)dz) se estende meromorficamente a M ~ {p1, ..., i1, Pists-- - Di}-

12T embre-se que g = 7w o N por 4.3.1.
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Repetindo o argumento para todos os pontos p; obtemos extensao meromorfa
de f(z)dz a M. u

Com o resultado anterior podemos dizer quais valores de curvaturas total

sao possiveis para uma superficie minima completa.

Teorema 9.2.4 Seja X : M — R? imersao minima completa em R3. Entdo
C(M) = —o0 ou C(M) = —47m = —4n deg(g), onde m € N.

Prova: Como K < 0, a integral C(M) = //K dA = //K dA diverge
M M

a —oo ou entao a curvatura total é finita. No segundo caso, sabemos que g
se estende meromorficamente a M. Como g ¢ meromorfa num compacto M ,
sabemos que g é constante (e neste caso K = 0) ou g assume cada valor de
S? um ntimero finito de vezes m (este valor é chamado grau de g e denotado
deg(g))-

Como a curvatura total de M é o negativo da &area esférica de g em

M ~Ap1,...,pe} (que é 0 mesmo em M), segue que

C(M) = m Area(S®) = 4mm

9.3

Relacao entre a Curvatura Total e a Topologia de S

Defini¢ao 9.3.1 (Fim) Seja X : M~ {p1,....px} — R® imersdo minima
completa, M superficie de Riemann compacta e pq, ..., pr um numero finito de
pontos de M.SeV CMé vizinhanga de p; que nao contém nenhum dos outros
pontos p;, entdo a imagem X(V N A{p;}) € um fim de X(M ~ {p1,... ,pk}),
denotado por E;.

Se X o ¢ merqulho, dizemos que o fim E; € um fim merqulhado.
V~{pi

Segue diretamente da definicao acima que X (M ~A{p1,..., pk}) é super-
ficie minima imersa completa com k fins.

Um exemplo ilustrativo é o catenoide. Sabemos que ele é conformemente
equivalente a (C ~ {O}) =~ §* (0,0, +£1), portanto ele tem dois fins. Geome-
tricamente eles sao os dois pedacos do catenoide que tendem ao infinito.

Agora que sabemos o que é um fim, podemos enunciar o teorema abaixo.

Teorema 9.3.2 (Férmula de Jorge-Meeks) Seja X : M — R® imersdo

minima completa em R3. Logo
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C(M) = / / K dA < 2n (x(M) — ) (9-1)

onde x(M) € a caracteristica de Buler*®> de M e k é o mimero de fins da
superficie (ou seja, o numero de pontos excluidos de M)

Além disto, vale a igualdade se e somente se todo fim é mergulhado.

Demonstraremos o teorema acima usando argumentos de superficies de
Riemann e, por isto, ndo provaremos o “se e somente se”. Para uma prova dele (e
do resto do teorema) usando outros tipos de argumentos, vide Ref. 22, Chapter
III, theorem 2.11 .

Prova: Se a curvatura total da superficie ndo ¢é finita (C(M) = —o0) ou se
a superficie ¢ um plano, o resultado é trivial (no caso do plano x(M) =1 e
k = 1). Suponha entao que a superficie ndo é um plano e possui curvatura total
finita. Sejam f(z)dz e g(z) obtidas na representacao de Enneper-Weierstrass
da superficie.

Pelos resultados da secao anterior, encontramos M superficie de Riemann
compacta com M {p1,-..,pr} conformemente equivalente a M. Além disto,
g se estende meromorficamente a M.

Afirmamos que, como ¢ = 7 o N (aplicando uma rotacdo em R? se
necessario) podemos assumir que g(p;) € {0, 00} para qualquer um dos pontos
pi, € podemos assumir também que os pélos de g(z) sao todos pdlos simples.

De fato, como g nao é constante (pois a superficie ndo é plana), entao os

/
zeros da fungao (—) sao isolados (vide 1.2.1). Denote por ¥ a uniao dos zeros
9

desta funcao com os pontos pq, . .., px. Logo ¥ é um conjunto isolado de pontos.
Entdo podemos escolher um ponto ¢ € S* tal que m(+q) € . Aplique uma

rotacdo em R® que leve ¢ e —q nos pélos norte e sul de S?, respectivamente.

/
Pela escolha de ¢, os pélos de g(z) s@o simples (sendo 7(q) seria zero de (—) )
g

e 71 (p;) # £q pra todo i, o que implica em g(p;) # {0, cc}.

Sabemos entdo que f(z)dz deve tem zeros de ordem 2 em cada um
dos pélos (simples) de ¢(z), e f(z)dz ndo possui nenhum outro zero (vide
4.1.2). Portanto, se o grau de g em M é deg(g) = m € N*, entdao f(z)dz tem
exatamente m zeros de ordem 2 em M.

Em cada ponto p; podemos introduzir coordenadas locais ¢ com ¢ = 0
em p;. Para 0 < ¢ < € temos |g| < L (pois p; ndo é pdlo de g), logo f # 0.

Além disto, pela completude da superficie, se C' é curva em M divergindo a p;,

Bvide 1.1.46.
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temos

1+ L?

so = [kl = 5 [irr oy agl < 255 [ 1) gl
C

C C

Entao, pelo lema 9.2.2, f(¢) deve ter um pdlo na origem. De fato, se
f(C) fosse finita em ¢ = 0, entao |f(¢)| seria limitada em C (pois é funcao
continua em um compacto). Pegando entdo uma curva C' de comprimento
finito, poderiamos cotar o lado direito por uma constante real, o que seria um
absurdo.

Vamos provar que ¢ = 0 é um pdlo de ordem > 2 de f(().

Suponha por absurdo que ( = 0 é um pélo de ordem 1 de f. Entao perto

da origem temos:
a_1

fQ) = < T O (1)

9(¢) = bo + O(C)

onde a_; # 0 pois ( = 0 é polo de f e by # 0 pois ( = 0 nao é zero de g por
hipotese.

Como as fungoes

¢
z,(() = Re (/gzﬁk(w) dw)
o

tem valor dnico em 0 < |¢| < €, as 1-formas ¢x(¢)d¢ devem ter periodos
imagindrios puros (se nao o fosse, a superficie seria periédica perto de p;,
donde C'(M) = —o0). Usando as férmulas de ¢ (¢)d¢ em fungao de f({)d¢ e
g(¢) (vide 4-1) temos:

$1(¢) d¢ = # + 0(1)] ¢

gy ac = | O(l)] &
—&_1 b()

6ul0) dc = |2+ o] a

Exigindo que seus residuos sejam imaginérios puros, obtemos:
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a_q (1 — bg) eR
a_y (1+b2) €Im (9-2)
a_q bo eR

Seja arg(a_1) = 6 e seja by = ¢ + id.

Suponha por absurdo que d = 0, ou seja, by € R. Segue da terceira
condicao de (9-2) que a_; € R. Entdo, pela segunda condigao de (9-2),
a_1(1+b5) = 0. Mas a_y # 0 e, se by € R, temos (1 + b5) > 0, absurdo.
Logo d # 0.

Suponha por absurdo que ¢ = 0, i.e., by € Im. Pela terceira condicao de
(9-2) temos a_; € Im. Entao, pela primeira condigao de (9-2) e por a_; # 0,
obtemos (1—b5) € Im. Mas como by € Im, temos by € R_, donde (1-b7) € R,.
Absurdo. Logo ¢ # 0.

Pela terceira condicao de (9-2), temos que:
arg(bp) = —0 = tan(—0) = —
Pela primeira condicao de (9-2), temos:
arg(1—b3) = —0

Mas (1 —b3) = (1 — ¢® + d*) — 2icd, donde

—2cd d
nl-0) = T=are T o

Como ¢, d # 0, temos:
2 = 1-c+d* = 1+F+d* =0

Mas ¢,d € R, absurdo. Denotando por v; a ordem do pélo de f(z)dz em p;,
concluimos que v; > 2, Vi€ {p1,...,px}

Como f(z)dz é uma 1-forma meromorfa ndo constante numa superficie
de Riemann M compacta, podemos aplicar a relagao de Riemann (vide 1.2.28)

para obter'*:
k

(M) = Zl/i —2m > 2k —2m

i=1

MUsamos que f s6 tem pélos em p; e tem m zeros, todos de ordem 2.
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Usando que C(M) = —4wm e x(M) = x(M) — k, chegamos a:

/ K dA = —4am < QW(X(M)—%) = 27T<X(M)—/€)

M
]
9.4
Aplicacoes
Através da formula de Jorge-Meeks conseguimos vérios resultados inte-
ressantes.

Corolario 9.4.1 (Osserman) As unicas superficies minimas completas com

C(M) = —47 sao o catenoide ou a superficie de Enneper.

Prova: Como C(M) = —4mwdeg(g), temos que g é fungdo meromorfa de grau
um definida numa superficie de Riemann compacta M. Portanto g ¢ aplicacao
bijetiva, aberta e fechada, donde é biholomorfismo entre M eS?

Logo M tem género G = 0, donde X(M) =2 — k. Entao a desigualdade
da férmula de Jorge-Meeks nos diz que k < 2. Como k # 0 (sendo a superficie
minima teria bordo, donde nao seria completa, ou seria fechada, o que nao pode
ocorrer pelo teorema 3.3.2), vamos analisar separadamente os casos k = 1 e
k= 2.

Suponha k£ = 1. Neste caso M = C e, como g(z) é fungao meromorfa
injetiva, podemos tomar g(z) = z. Sabemos que a 1-forma holomorfa f(z)dz
nao tem zeros em C (pois g nao tem poélos). J& que f(z)dz é holomorfa em
C e tem, no méaximo, um polo no infinito, segue que f(z) é um polinomio.
Como nao possui zeros, f(z)dz é constante. Portanto M = C, f(z)dz =cdz e
g(z) = z. Pelos exemplos vistos no capitulo 4, sabemos que esta é a superficie
de Enneper.

Suponha k = 2. Podemos tomar M = C* e, como g(z) é funcao
meromorfa injetiva, podemos tomar g(z) = z. Sabemos entao que f(z)dz é
uma 1-forma meromorfa em C U {oo} cujo tinico zero é z = 0o, e este possui
ordem 2 (pois g s6 tem um pdlo, de ordem 1, no infinito). Portanto o tnico
pdlo (possivel) de f(z)dz é z = 0. Denote por 1y a ordem deste pdlo.

Suponha por absurdo que vy > 2. Entao temos que z”° f(z) é fungao
holomorfa de CU{oo} em C*U{oo}. Portanto (2" f(z)) ~! ¢ fungdo holomorfa
de CU {oo} em C. Como C U {oo} é superficie de Riemann compacta, pelo

principio do méximo (vide 1.2.7), (2 f (;z))f1 é fungao constante, donde

1

c zYo

f(z) dz =
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para ¢ € C. Mas como z = oo é um polo de ordem 2 de f, temos que vy = 2,
absurdo.

Portanto vy < 2, donde 2" f(z) é fungao holomorfa de C U {oco} em C.
Como C U {oo} é superficie de Riemann compacta, aplicamos novamente o
principio do maximo (vide 1.2.7) e obtemos que 2" f(z) é fungao constante.
Logo

f(z) dz = 4

zY0
onde ¢ € C. Como z = 0o é um zero de f(z)dz de ordem 2, segue que vy = 2.
c
Portanto M = C*, f(2)dz = —;dz e g(z) = z. Pelos exemplos vistos no capitulo
z
4, sabemos que esta superficie é um catenoide.

Corolario 9.4.2 Se a aplicacao normal de Gauss (numa superficie minima
completa) € injetiva, entdo a superficie é um catenoide ou a superficie de

Enneper.

Prova: Se N é injetiva, como ¢ = mo N e m é bijecao, segue que g é
injetiva em M. Portanto, como podemos estender g meromorficamente a uma
superficie de Riemann compacta M adicionando um nimero finito de pontos
a M, temos deg(g) = 1. Logo C(M) = —4m e o resultado segue do corolario

anterior. [ ]

Corolario 9.4.3 O 1unico anel minimo mergulhado com curvatura total finita

€ o catenoide.

Prova: Um anel M tem x(M) =0 e k = 2. Como os fins estao mergulhados,
vale a igualdade na férmula de Jorge-Meeks, donde C'(M) = —4n. Como a

superficie de Enneper s6 tem um fim (k=1), segue o resultado. [ ]

Observacao 9.4.4 FExistem alguns resultados que classificacdo para superfi-

> minimas completas imersas em R3 cuja curvatura total assume cer-

ciest
tos wvalores. Jd vimos no coroldrio 9.4.1 que as unicas tais superficies com
C(M) = —4r sdo o catenoide e a superficie de Enneper. O caso de superficies
imersas com C(M) = —8r foi totalmente classificado por Francisco Lopez em
Ref. 25 . Em particular, ele mostrou que a unica delas de género um € a super-

ficie de Chen-Gackstatter (vide observagdo abaizo), enquanto todas as outras

15Como informamos no capitulo 1, ao longo de todo o texto estamos trabalhando apenas
com superficies orientaveis. Mencionamos apenas por curiosidade que existe um resultado
de classificac@o para superficies minimas completas (orientdveis ou nao) com C(M) > —8r.
Detalhes podem ser encontrados em Ref. 22, Chapter III, theorem 2.23 .
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tém género zero (a superficie de Jorge-Meeks com n = 2 € uma delas). Ja o
caso de superficies completas mergulhadas com C(M) = —12m foi resolvidc'
por Celso Costa em Ref. 24 .

Observacao 9.4.5 (Superficie de Chen-Gackstatter) A superficie de

T superficie minima nao-periddica descoberta

Chen-Gackstatter foi a primeira*
cujo dominio de parametrizacao M € um toro menos um numero finito de
pontos. Mais especificamente, M € um toro com um ponto removido. Logo ela
possui um fim, o que a torna parecida com uma superficie de Enneper, e uma
alca.

Para mais detalhes, vide Ref. 4, Chapter 3.8.B2 .

Figura 9.1: Superficie de Chen-Gackstatter - Crédito: Matthias Weber,

www.indiana.edu/~minimal

Observagao 9.4.6 Outro resultado interessante, provado por F. Lopez e A.

Ros em Ref. 25, € o sequinte:

Teorema 9.4.7 (Lopez-Ros) As tnicas superficies minimas completas
merqulhadas com género zero e curvatura total finita sao o plano e o cate-
noide.

16 A5 tinicas existentes sdo deformacoes da superficie de Costa. Curiosamente este resul-
tado, de 1990, é mais antigo que o de Lopez, de 1992.
"Em 1982.
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Em particular, este teorema mostra que qualquer outra superficie minima
completa de curvatura total finita que possui M =S? ndo é merqgulhada. Em
particular, a superficie de Enneper e as superficies de Jorge-Meeks (commn > 2)

nao sao mergqulhadas.

Para a aplicacao abaixo, precisaremos de um resultado prévio que nao

sera provado.

Teorema 9.4.8 (Sa Earp, Rosenberg) Seja X : M — R® imersdo minima
completa nao-plana com um fim A conformemente equivalente a um anel
A={z : 0<r ! <|z] <r < o}. Entdo a aplicagio g = ™o N pode

omitir, no mdrimo, seis pontos no fim anelar A de M.

Para a sua demonstracao, vide Ref. 26, Theorem 3.1 .

Teorema 9.4.9 Seja S grdfico minimo completo no exterior de um dominio

limitado B C {(x1,72,0) € R*}. Entdo S tem curvatura total finita.

Prova: Denote por 05 := S‘(‘)B'

Como S ¢ gréafico sobre um anel topolégico, sabemos que ela é homeo-
morfa a um anel.

Suponha que S nao é plana (sendo a demonstragao é trivial). Como
S é gréafico, a sua normal unitdria N omite todo um hemisfério de S?. Pelo
teorema anterior temos que S nao pode ser conformemente equivalente a um
anel A={0<r'<|z] <7 < oo}. Logo S\ 0S é conformemente equivalente
a D~ {p}.

Ja que g = mo N, pelo grande teorema de Picard (vide 1.2.20), p nao é
singularidade essencial de g (sendo N assumiria todos os valores de S* perto de
p com, no maximo, duas excegoes, donde S nao seria grafico). Entdo podemos
estender g meromorficamente ao ponto, donde N ¢ estendida continuamente a
p. Entao, numa vizinhanca de p, o nimero de pré-imagens de N ¢ finito, donde
a sua curvatura total é finita numa vizinhanga de p (vide (5-7)). Como o resto
da superficie é limitada (é gréafico sobre um compacto) e K é limitada neste

compacto, segue que C(S) é finita. n
Teorema 9.4.10 Os fins das superficies de Jorge-Meeks™® sao mergulhados.

Prova: Vimos na secao 5.5.5 que a curvatura total da superficie de Jorge-
Meeks é:
C(M) = —4mn

18vide 4.6.5.
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Além disto, como o dominio de parametrizacao é M = CU {0} \ {z €
C : 2" =1}, temos M = S?. Portanto:
X(M) =2-29g—k =2—(n+1) = (1—n)

Entao temos a igualdade na férmula de Jorge-Meeks (vide 9.3.2), donde os fins

sao mergulhados. [ ]
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10
Desenvolvimento Assintéotico de Fins Minimos Mergulhados
de Curvatura Total Finita

No fim do ultimo capitulo vimos que um grafico minimo completo sobre
o exterior de um aberto conexo limitado tem curvatura total finita. Neste
capitulo mostraremos a reciproca: que um fim mergulhado de uma superficie
minima completa de curvatura total finita é grafico sobre o exterior de um
compacto conexo. Mostraremos que um fim deste tipo deve se comportar como
um fim plano ou catenoide, isto €, ele converge geometricamente a um plano ou
a um catenoide. Veremos uma aplicagao desta classificacao ainda neste capitulo

e outra no capitulo seguinte.

10.1
Classificacao de Fins Mergulhados de Curvatura Total Finita

Teorema 10.1.1 Seja X : M — R? imersio minima conforme. Suponha

que esta imersao possui um fim merqulhado completo de curvatura total finita

X : V.~ {p} = R® A menos de uma rotacio em R?, podemos supor que
N(p) =(0,0,-1).
Entao X(V ~ {p}) € um grafico sobre o exterior de um compacto do

plano (x1,x3), i.e., {x3 =0}, com o sequinte comportamento assintdtico:

z3(z1,22) = a lnp + 5 + o :2 2 72) + 0 (p™?)

onde p = \/x% + x3.

Além disto, as 1-formas meromorfas ¢1(z)dz e ¢a(z)dz tém pdlos de

ordem dois em p e ndao possuem residuos, enquanto a I-forma meromorfa

¢3(2)dz € reqular (caso a = 0) ou tem um pdlo simples em p (caso a #0).

Prova: Suponha que a imersao minima nao seja um plano (sendo o resultado
segue automaticamente). Vamos dividir a demonstracao em dois casos: N

injetiva e N nao injetiva.

Caso 1: N injetiva
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Sem perda de generalidade, assuma p = 0. Além disto, ja que N(0) =
(0,0,—1) e N é continua, podemos supor (diminuindo V' se necessario) que
N(V) esté contida no hemisfério (aberto) inferior de S?.

Como N é injetiva, a menos de uma mudanca de varidvel’, podemos
supor que g(z) = z em V. Estenda f(z)dz meromorficamente a z = 0 (isto

pode ser feito pelo teorema 9.2.3). Portanto

f(z)dz = (ch Zj> dz

JET

onde, para apenas um numero finito de termos j < —1, temos ¢; # 0.

Observe que, como z1(z) = Re{/@(z)dz} e xo(2) = Re{/gbg(z)dz},

temos (em V'~ {0}):

2 (zy —izs) = 2 Re{/gbl(z)dz} - 2i Re{/¢2(z)dz} =
e fromged o fooe o) -

20 20

- Re{jf(l_g2)dz} + i Im{/f 1+ g?) }

20

:Re</zfdz>— (/fg%lz)+zlm</fdz>+zlm</fgzdz) =

'Como N(p) = (0,0, —1), pelo teorema 4.3.1 temos g(X_l(p)) = ¢(0) = 0. Entéo
g(2) = a1z + a2’ + ... Fa2" + ...
e a; # 0, pois N é injetiva perto de p. Fazendo uma mudanca de varidvel ¢ = a1z + a22> +

..+ anz" + ... (que estd bem-definida, pois a; # 0, e leva p em ¢ = 0), obtemos g({) = (.
Renomeando ¢ por z, o resultado segue.
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Como x1—iz, estd bem definido, a soma das duas integrais acima também

esta. Ja que

c_1 log(z) — 3 log(z) = (co1—c=3) loglz| + i (o1 +c3) arg(2)

para a soma das integrais estar bem definida, precisamos que ¢_; = —¢_3.

Além disto, a métrica da superficie é dada por

1+ |z
ds:—( ||)|fdz|
2
Ja que o fim é completo, fdz tem que ter um pélo em z = 0 (sendo ds

seria limitada numa vizinhanca de p, donde uma curva divergente a p teria
comprimento finito). Como ¢_; = —¢_3, sabemos que este pdlo é de ordem
> 2.

Afirmamos que p é pélo de ordem 2 de f(z)dz. De fato, suponha por

absurdo que c_pz %, k > 3, é o termo de ordem mais negativa da série de

Laurent de f(z)dz. Portanto o termo dominante de /fdz perto de z =0 ¢é:

20

/ckzkdz = <—C_Tkzk“>, k>3

z
Além disto, os termos da integral / fz? dz tem poténcias de Z mais altas, i.e.,
20

mais positivas que a acima. Portanto

C_

k —
k

k>3

Y

também é o termo dominante de (/fdz — /fz2dz> perto de z = 0.
20 20

Pegue uma curva |z| = € perto de z = 0 e denote por w a sua imagem
por X. Olhe para a projecao de w no plano {x3 = 0}. Como —k + 1 < —2,
esta projecdo tem auto-intersecdes®. Além disto, como o fim é mergulhado e a
curva em V'~ {0} também é, w ndo tem auto-intersec¢ao. Ja que a normal N do
fim da superficie estd no hemisfério (aberto) inferior de S?, o vetor tangente a
w nunca é vertical. Portanto a proje¢ao da imagem da curva |z| = € no plano

{x3 = 0} é injetiva, donde temos uma contradi¢ao. Logo p é um pélo de ordem

. 1
2Seja z(t) = € 2™ t € [0,1]. Entdo uma auto-intersecio acontece em z(0) = z (kl)
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2 de fdz. O mesmo vale para as 1-formas ¢1dz e ¢odz. JA que ¢y = —c_3 = 0,
estas 1-formas nao tém residuo. Fica claro também que ¢3dz tem um pdlo de
ordem 1 em p.

Entao® temos:

f(z) dz = (c,2 272+ w1(2)> dz

onde c_5 # 0 e wy(z) é holomorfa em V. J& que

x3(z) = Re/fg dz = Re/z f(z) dz = Re/[c_g 2+ 2w (2)] dz
20 z20 20
(10-2)
e x3(z) estd bem definida, segue que c¢_, € R*. Portanto:
, C_o _ c z wa(z Z w3(z
nmin = Sy £ ) TE0)
(10-3)
x3 = const. + c_5 loglz| + O (|2[°) (\z| —>O>

onde w;(2) sao holomorfas e ¢ é constante. Seja p = /2% + 3. Entao (para |z|

pequeno):

2 s 2 ’672’2 _ C_9 C _ <C,2 E) ﬁ _
o= el = et <4z> ey B
C_9 z 2(0) E z U)Q(O) C_9 UJ3(0) C__2 U)3(O) .
4z 1z 4 ;o T ol =
le_o? 1 coC |c|? 1 c_o wo(0) Z
— _ R LA o _
N T T T P

3Como ¢c_; = -3 =0.
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Mas pela primeira férmula de (10-3) temos (para |z| pequeno):

Re [(xl—ixg) E} = —% Re [C_ZQ E] + % + O(lz]) =
—  Re|= 5] — — 2 Re (&1 —iz) ¢| + | + O(lz]) (10-5)

Além disto, através da expressao (10-4), temos que (para |z| pequeno):

2 |C—2|2 1
= ~ R
A2 2 ¢

¢_oC |c|? 1
i I L Y
z ] + 4 2 ¢

C_ng(()) Z] B

— 5 Re[eou(®)] + 0z =

T

* 4 2

L Jle” |2
- =l Eg
EE { 1 2

z

|2

~ EL Re [C,ng(o)] + 0 (|21 }

Logo

1 |es]?
p = m\/ 1 + O(|z])

Como, para |z| pequeno, a raiz quadrada é limitada, obtemos:

M
P T
2|

onde M € R,. Portanto, para |z| pequeno:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 10. Desenvolvimento Assintético de Fins Minimos Mergulhados
de Curvatura Total Finita 164

Juntando isto as expressoes (10-4) e (10-5) obtemos:

2 —
|C‘;|22| = 4p* — 4 Re [(zl—m’g) E} + Je)* + 2 Re % +
+ 2 Re [C_2w3(0>i| + O(p_1> —
1 . _ ‘C|2 1 C,2w2(0> z
i d el
p { e Re |(z1 —ixe) T| + 1 + 5 7 Re . +

_ 42 {1 ~ ~ Re [(:pl iz e] v o(ﬂ)} (10-6)

Tomando o logaritmo, usando® que log(l — a) = —a + O (a®) e a =
O (|71

e =0 (p_l), temos:

2 loglc_o| — 2 loglz| =
1
= log(4) + 2logp + log{l -2 Re [(Dfl—il"z) 5} + O(P_Q)} =

1
= log(4) + 2 logp — = Re [(931 — i%3) E} + 0 (p?)

Entao

1
log |z| = log|c_s| — log(2) — logp + 2,7 Re [(xl—ixg) E} +0(p?) (10-7)

Substituindo (10-7) na segunda expressao de (10-3) chegamos a:
c_o Re [(:pl ) E}
2 p?

x3 = const — c_o logp + + 0(p?) (10-8)

“Para |z| pequeno, i.e., p grande.
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para |z| pequeno (i.e., p grande). Tome

(
o = —C_9
= const
c_o Re(c
b = C2Rel©)
2
c_o Im(c
Y2 = — z ©
\ 2

e o resultado segue.
Caso 2: N nao injetiva

O passo a passo deste caso é muito semelhante ao caso 1, com pequenas
modificacoes.

Se N nao é injetiva, a menos de uma mudanca de coordenadas, podemos
assumir que ¢g(z) = 2" em V, n > 2, e p = 0. Além disto, ja que N(0) =
(0,0,—1) e N é continua, podemos supor (diminuindo V' se necessario) que
N(V) estd contida no hemisfério (aberto) inferior de S?.

Estenda f(z)dz meromorficamente a p. Portanto

f(z)dz = (ch zj> dz

jEN

onde, para apenas um numero finito de termos j < —1, temos c¢; # 0.

Novamente:

2 (xl — ixg) = /fdz — /ngdz = /fdz — /sz”dz (10-9)
20 20 20 20

Como x1 — ixy esta bem definido, c_; = —¢_1_3,. Além disto, a métrica

da superficie é dada por:

1 2

J& que o fim é completo, fdz tem que ter um pdlo em z = 0. Como c¢_; =
—C_1_2n, sabemos que este pdélo é de ordem > 2. Pela mesma demonstracao
feita no caso 1, p é pdlo de ordem 2 de fdz. O mesmo vale para as 1-formas

¢1dz e ¢odz, que nao terao residuos pois c.; = —¢_1_3, = 0.
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Como n > 2, segue que ¢3 dz = fg dz é holomorfa perto de z = 0.

Usando também que ¢_; = —¢_1_3,, = 0, chegamos a:
x3(z) = const + O (|z]?)

para |z| pequeno. Pelo mesmo raciocinio usado no caso 1, vemos que |z| =
O (p’l). Logo

z3 = const + O (p~?) (10-10)
para p grande. Tomando
§
=0
= const
7 =0
(72 = 0
o resultado segue.
]

Resumindo, obtemos o seguinte:

Defini¢ao 10.1.2 (Fim Plano e Catenoide) Considere um fim mergu-

s

lhado de uma superficie minima completa de curvatura total finita. O fim é

dito plano se a =0, e ¢ dito catenoide se a # 0. A constante a é chamada de

crescimento logaritmico do fim.

Pela demonstracao feita acima, o crescimento logaritmico de um fim
parametrizado numa vizinhanca V' de um ponto p é o residuo da 1-forma
¢3(z)dz em p. Além disto, um fim mergulhado completo de curvatura total
finita ¢ um fim catenoide se e somente se a aplicacao normal de Gauss N é

injetiva (equivalentemente ele é um fim plano se e somente se N nao é injetiva).

Observagao 10.1.3 A demonstracao acima nos mostra que o termo O (p_2)

do enunciado do teorema 10.1.1 € da forma:

_ ai Ay,
O(p™>) = = + ... + —=+...
( ) p2 pn
De fato, ele € obtido por composicoes das integrais das séries de Laurent de
fdz e fg*dz com a série de Taylor do logaritmc®. Por razées dbvias, o mesmo

vale para O (p’l) quando englobamos o termo

(’Yl T+ 7 $2)
2
p
50 tnico passo mais sutil é quando escrevemos |z = O (p_l). Usando que a inversa de
uma fungao analitica é analitica, vemos que este passo nao cria problemas.
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no resto.

10.2
Aplicacao
Teorema 10.2.1 A unica superficie minima completa de curvatura total finita

com um fim mergulhado € o plano.

Prova: Como a superficie possui um tnico fim, ela é dada por uma imersao
minima conforme X : M ~ {p} — R? onde M é uma superficie de Riemann
compacta e p € M (vide o teorema 9.1.1). Denote o fim da superficie por
X(V N {p}), onde V C M é uma vizinhanca de p.

Como o fim é mergulhado, existe um plano II C R? tal que, fora de
um compacto de II, a superficie ¢ um gréafico assintético a um plano ou a um
catenoide (vide teorema 10.1.1). A menos de uma rotacdo e translacdo em R?,
podemos supor que II = {x3 = 0} e que o fim estd acima do plano (isto é, a
terceira coordenada dos pontos de X (V N {p}) ¢ positiva).

Observe que o restante da superficie é parametrizada por X : (M N V) —
R?. Como M ~ V é um compacto, este pedaco da superficie é limitado. Em

particular, o infimo
inf {:(;3 D (21,0, 23) € X(M ~ V)}

¢é finito e é assumido.

Entao
t = inf {xg o (21,9, x3) € X(M ~N {P})}

existe e é assumido na superficie. De fato, como a imersao é continua em 0V e
o fim estd acima do plano {3 = 0}, o infimo da coordenada z3 em X (V \ {p})
¢ maior ou igual ao infimo em X (M ~ V).

Portanto a superficie estd acima do plano {x3 = t} e eles se tocam
em algum ponto. Pelo principio do méximo interior (vide 8.1.3), temos que

a superficie é um plano. [ |

Observacao 10.2.2 O teorema acima € falso se tirarmos a hipdtese de cur-

vatura total finita. Um contra-exemplo seria o helicoide.

O corolario a seguir é feita de outra forma, mais trabalhosa, em Ref. 2,
Capitulo 3.5, Exemplo 7 . Isto é um bom indicador que toda a teoria construida
até aqui é util.

Corolario 10.2.3 O fim da superficie de Enneper nao € mergulhado (donde

a superficie de Enneper tem auto-intersegoes).
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Prova: Como a superficie de Enneper é completa (vide 2.3.12), possui um
Unico fim e a sua curvatura total é —47, pelo teorema 10.2.1 este fim nao pode

ser mergulhado. [ ]
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11
Teorema de Schoen

Como ja vimos em 9.4.5, em 1981 Chen e Gackstatter descobriram uma
superficie minima similar a uma superficie de Enneper de género um. Apds
esta descoberta, muitos se perguntaram se era possivel fazer o mesmo com
outras superficies minimas — em particular, colocar uma al¢ca em um catenoide,
obtendo uma superficie minima tipo catenoide de género um. Em 1983 Richard
Schoen provou que isto era impossivel: ele mostrou que as tnicas superficies
minimas completas com curvatura total finita e dois fins mergulhados sao um
par de planos ou um catenoide.

Neste capitulo provaremos alguns dos resultados obtidos por R. Schoen
em Ref. 27 . Entre eles, o resultado mencionado acima e outros em que simetrias
do bordo de superficies minimas compactas sao herdados por toda a superficie.
Para isto usaremos a classificacao de fins mergulhados feita em 10.1.1 e os

principios do méximo geométricos interior e do bordo (vide 8.1.3 e 8.2.1).

11.1
Resultados de Simetria

Ao longo deste capitulo identificaremos R* com R? x {0}. Além disto,
M C R? serd superficie minima imersa, compacta e conexa, e B := JM serd
seu bordo de classe C?. Supomos também que o espaco tangente de M esteja
bem definido em B, e que M seja mergulhado em uma vizinhanca do seu
bordo (em particular B é mergulhado). Além disto, 2 C R? serd um dominio
convexo' limitado com bordo 9.

Denotaremos por p : R* — R? a projecdo p(zy, 72, 73) = (z1,22) €
II, := {z3 = t}. Portanto II, = R? x {0}.

Diremos que um conjunto S C R* é grafico quando a sua projecdo em
R? x {0} é injetiva.

Defini¢ao 11.1.1 (Inclinagao Localmente Limitada) Seja S o fecho de
uma subvariedade de R® (i.e., uma superficie ou curva). Dizemos que S tem
inclinacao localmente limitada se o plano tangente T,S nao contém o vetor

vertical unitdrio v = (0,0, 1), para qualquer ponto p no interior de S.

'Em particular Q é simplesmente conexo.
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Observacao 11.1.2 Note que existe variedade analitica que é grafico de uma
fungdo f, onde f ndo é nem de classe C*. Por exemplo, tome f(x,) = (:cl)%,
z1 € R. O grdfico de f € variedade analitica (pois v, = x3), mas f ndo possui
deriwvada bem definida em x = 0. Em particular, como a origem € ponto interior

do grafico de f, ele nao possui inclinagao localmente limitada.

Sejam A e B subconjuntos de R®. Denotaremos A > B quando, V (21, 5)
com (p~'(z1,22) NA) # D e (p~'(x1,22) N B) # 0, temos todos os pontos de
(p_l(asl,xz) N A) acima de todos os pontos de (p_l(.:lzl, T2) N B). Em outras
palavras, se (1,22, x3) € A e (x1,22,y3) € B entao x3 > ys.

Para qualquer conjunto ¥ C R? e V t € R denotaremos por ¥;+ a parte

de X acima de ou em II;, i.e.,
S = {(x1,30,23) €T ¢ 33 >t}

Analogamente ;- denota os pontos de ¥ abaixo de ou em II;. Denotaremos

também por Xy, a reflexao de X+ através de II;, ou seja,
E:; = {(:Ul, Ta, 2t — 133) : (%1,1‘2, LC3) S Et+}

Observe que, se A+ > B+, entao A;r < Bj.
Por fim, note que a reflexao de uma superficie minima também é minima

pois reflexdes sdo isometrias de R?, e assim preservam minimalidade.

Teorema 11.1.3 Seja M C R? superficie minima imersa, compacta® e coneza
com bordo OM =: B de classe C* (ndo necessariamente conexo). Suponha que
M é mergulhada em uma vizinhanca de By+ e que o espaco tangente de M em
By+ esteja bem definidc®. Seja Q C R? dominio convexo limitado com bordo

0f). Suponha que B satisfaz:
1. B C (09) xR;
2. Bo+ € grdfico de inclinagao localmente limitada,
3. Byy > DBo-.
Entao M satisfaz:

1. Mo+ € grdfico de inclinagao localmente limitada;

2Logo é propriamente imersa.

3Em particular, ndo pode ocorrer algo como na figura 8.1, onde duas superficies diferentes
se encontram em By+. De fato, como o espago tangente de M estd bem definido em By+ e
M é mergulhada em uma vizinhanca deste bordo, ambas teriam o mesmo espago tangente e
elas sé se tocariam no bordo. Entao basta usar o principio do méaximo do bordo 8.2.1 para
ver que as duas superficies seriam iguais.
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2. My > M,-
nX3
B _
X G+ ..-,t
MD+'
] 2
R x {0}
ES
Mg

Prova: Antes de mais nada, note que, pela primeira condicao sobre B, segue
que M C (ﬁ X R) e M N (89 X R) = B (vide a propriedade do fecho convexo
8.3.1).

Como By+ é grafico e By, > By-, segue que By, > B,—, ¥Vt > 0.
De fato, se By+ ¢é grafico, é claro que By+ também é, pois a condi¢ao de
injetividade de p tem que ser satisfeita apenas por um subconjunto de pontos
de By+. Além disto, se (x1,29,23) € Bo+ e (x1,22,T3) € By-, segue que
—x3 > Z3. Como V t > 0 temos 2t — x3 > —x3 > T3, entao Bjy > By-,
YVt > 0. Por fim, se (21, x9,23) € (Bo+ N Bt-), entao nao existe nenhum ponto
(21,29, %3) € (Bo+ N Bt+), senao By+ nao seria grafico.

Seja

t:= max T3
(z1,x2,23)EB

Se t < 0 entao, pela propriedade do fecho convexo (vide teorema 8.3.1), Mo+
nao tem pontos interiores ou My+ é uma regiao de II. Em ambos os casos o

teorema é verdadeiro.
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Suponha entdao ¢t > 0. Seja T' o conjunto dos valores ¢ € [0,?] tal que
M+ é gréfico com inclinacao localmente limitada e M. > M,-. Em outras
palavras, T' é o conjunto de valores de t para os quais o teorema é verdadeiro
trocando Il por II;. Queremos mostrar que 0 € T'.

Este é o chamado processo de Alexandrov: vamos comecar com o plano
IT; e descer ele até Il (i.e., diminuir o valor de ¢ de ¢ até 0). Vamos ver que
sempre que descemos a afirmacao do teorema continua verdadeira, i.e., que
continuamos com t € T. Dito de outra forma, vamos mostrar que 7' é um
subconjunto aberto e fechado de [0, ], donde T' = [0, ¢] pois nao é vazio.

Sejat > 0, t € T. Vamos provar primeiro que qualquer ponto de M N1I;
é ponto de inclinacao finita de M, i.e., que v = (0,0,1) € T,M,V p e M NIL.

Caso 1: p € (B ﬂHt)

Suponha por absurdo que v € T, M. Como B+ tem inclinacao localmente
limitada, v ¢ T,B. Logo T,M = Tp(@Q X R). Pegue plano vertical P

tangente a B em p tal que T,M = P.

Pela convexidade de 02 e pelo principio do maximo do bordo (vide 8.2.1)
aplicado® a P e M em p, M é superficie plana contida em P. Absurdo,
pois B C M tem pontos fora de P.

“No enunciado de 8.2.1 ambas as superficies deveriam ter o mesmo bordo, o que no
ocorre neste caso. Para consertar isto, observe que M, numa vizinhanca de p, pode ser
escrita como grafico sobre P (e obviamente P é gréfico sobre si mesmo). Chamaremos a
projecao deste pedago de M sobre P de M. Aplique entao o principio do méximo do bordo
8.2.1 em M e no pedago de M que é grafico sobre M. Observe que isto pode ser feito pois
ambos sao graficos sobre o mesmo dominio M.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 11. Teorema de Schoen 173

Caso 2: p € (M N Ht) ponto interior

Como M é propriamente imersa, podemos pegar uma vizinhanca de p

que seja mergulhada. Seja D C M um disco aberto mergulhado contendo
p.
Jaquet € T, temos Dj, > Dy~ (pois D C M).Sev € T,D, entao os semi-

discos D} e D;- se encontram tangencialmente num bordo contendo p.

0.+

= s

P
D:+ D i

Como ambos os semi-discos sao superficies minimas, pelo principio do
maximo do bordo (vide 8.2.1) temos Dy, = D,-. Portanto, como M}, e
M- coincidem em um aberto e M é conexa, M é invariante por reflexao
através de I1; (isto é, M}, = M;-). Em particular B}, = B;-.

Seja (x1, Tg, x3) € By+ C By+. Vamos olhar a reflexdo deste ponto através
do plano I1;. Se (1, x9, 2t —x3) € (Bt— OB0+) entao By+ nao seria grafico
sobre 0§, absurdo. Logo (x1, %2, 2t — x3) € By-. Mas como Bj, > By-,
temos —x3 > 2t — x3, absurdo. Portanto v & T,M.

Vamos mostrar agora que M nao tem nenhum ponto de auto-intersecao
em II;.

Suponha por absurdo que p € M N1I; é ponto de auto-intersecao de M.
Como a superficie é mergulhada perto de By+ (por hip6tese), podemos assumir
que p é ponto interior de M. Sejam D e D dois discos abertos mergulhados em
M, pe (DHD), D¢ DeD ¢ D (ie., os dois discos sao realmente distintos).

Como t € T e os discos estdo em M, temos (em particular) D}, > D,
e D;l > D,;-. Refletindo os conjuntos da primeira desigualdade através de
I1, obtemos 15:_ = (ﬁ*)t+ > D+ e ZA); = (ﬁ*)t_ > D,-. Segue entao que
D* > D.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121509/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121509/CA

Capitulo 11. Teorema de Schoen 174

Como p € (b N D) e p € 1Il;, entao p € (ﬁ* N D). Pelo principio do
méximo interior aplicado® a D e D* no ponto p (vide 8.1.3), temos D* = D.
Logo M™ coincide com M em um aberto. Como M ¢é conexa, segue que
M* = M. Mas isto novamente contradiz a hipdtese que By+ é grafico ou que

o+ = Bo-.

Provamos até aqui que M nao tem nenhum ponto de auto-intersecao em
II;, donde qualquer p € (M N Ht) ¢ ponto mergulhado de M e é ponto de
inclinagéo finita (pois v ¢ T,,M). Com isto, iremos provar que 1" ¢é aberto, i.e.,
que VteT,t>0, existe vizinhanca de t em T'.

Vamos mostrar que 3 ¢y > 0 tal que, ¥V € € (0, €], o conjunto dos pontos

de M e-préximos de II; na coordenada x3, dado por
U = MnD{|lxs —t| <€}

¢ um grafico com inclinagao localmente limitada sobre um subconjunto de
Q x {0}.

Primeiro vamos pegar ¢ pequeno de forma que Uy, seja grafico sobre Q
e que cada componente conexa de U, intersecte o plano II;. Observe que, se
isto for verdade pra €, entao é verdade para qualquer € € (0, .

Como M é compacta, ela é propriamente imersa em R*. Logo M nao pode
ter sequéncia de componentes conexas se aproximando do plano II; sem toca-
lo. Portanto, para €, suficientemente pequeno, todas as componentes conexas
de U, intersectam II,.

Ja que toda componente conexa de U, tem um ponto em II;, pela
continuidade de M (e diminuindo €, se necessario) temos que U, possui
inclinacao localmente limitada.

Suponha que U, ndo seja grafico. Seja ¥ o conjunto de pontos de Q tal

que U, nao é gréafico em cima deles. Em outras palavras

Y= {(xl,xg) € Q : Jas, 75 distintos com (21, 29, 3) € Uy, € (21, 7o, T3) € er}

5Note que, se Tpﬁ* # T, D, entao D* # D.
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Observe que X é fechado (pois U, é compacta, M é mergulhada em uma
vizinhanga de II; e U, tem inclinagao localmente limitada) e limitado (pois
¥ C Q), donde X é compacto. Seja h : ¥ — (0, 2¢o] a funcdo continua que pega

um ponto (x1,x2) € ¥ e nos déd a menor distancia entre os pontos acima dele

em U,,, ou seja

h(xy,z) = min w3 — T3]
(z1,22,73) e (21,42,23)EV¢,

Como h é funcao continua em um compacto, ela assume minimo nao nulo.
Tomando €y menor que este minimo temos que U, ¢ grafico.
. €
Seja s € (0,¢] com |s —t| < go' Queremos mostrar que M7, > M-. Se
s >t o resultado segue de 2s — x3 > 2t — x3. Suponha entao s < t.

Denotemos por ps a reflexao através de Il;.

Pela escolha de s, temos que p (U?O) C {|zs — t| < €}. Como U, ¢

grafico, temos:

04 (Ms+ HU%) > M, (11-1)

Por outro lado, o conjunto
€0
<M8+\U%o> = 5+ﬁ{|$3—t|2§} C M+
é compacto (pois ¢ intersecao de um compacto com um fechado) satisfazendo®
Pt (Ms"" AN U%o) ﬂMt— = @

Pela continuidade de p; em ¢ e da funcao distancia entre estes dois

STemos t € T, t > 0. Se tivessem intersecio, ela seria no interior de M pois By > By-.
Assim, pelo principio do maximo interior (vide 8.1.3), seguiria que M} = M,;-. Mas neste
caso terfamos novamente uma contradicdo com By+ gréfico ou By > By-.
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compactos, se s é suficientemente proximo de t, temos:
Ps <M5+ N U%o> NM,- =0

Logo, usando (11-1), vale:
ps(Myr) N My- = 0 (11-2)

Afirmamos que

ps (Mo U ) > M, (11-3)
De fato, suponha por absurdo que existam pontos (xy, z2, x3) € <M5+ N

U%o) e (z1,x9,T3) € My- com (25 — x3) < 3. Portanto, para algum s € (s,t)
terfamos igualdade, i.e, um ponto na intersecao (basta usar que 2t —x3 > T3 e o
teorema do valor intermedidrio). Mas entao |§—t| < %O e (ps(Ms+)NMs-) # 0,
o que contradiz (11-2). Logo a inequagao (11-3) vale.

Por (11-1) e (11-3) temos ps(M,+) > M- para s suficientemente préximo
de t. Além disto, vimos que M+ tem inclinacao localmente limitada. Sabemos
também que U, N M+ e M+ sao graficos. Vamos ver que M+ € grafico.

Se M+ nao for grafico, queremos diminuir ¢, de forma que s fique ainda
mais proximo de t e, desta forma, Mg+ seja grafico. Suponha por absurdo
que isto nao seja possivel, i.e., que para qualquer s com (t —¢) < s < t
existam pontos (z1,,%2,,x3,) € M e (x1,,29,,%3,) € M com s < x5, < t
e I3, > (t + €). Tomando sequéncia s, — ¢ e subsequéncias convergentes
(pois estdo em compactos) de (z1, ,%o, ,@3,, ) — (T1,%2,23) € Ty, — T3
(se necessario tome sub-sub-sequéncia para garantir a convergéncia de s, )
de forma que (x1,29,23) € My e (x1,29,%3) € M. Além disto, 3 < t e
I3 >t + €y, donde sao distintos. Portanto M;+ nao é grafico, absurdo.

Até agora vimos que T' é aberto, logo podemos comecar o processo de
Alexandrov e baixar ¢ de ¢ para algum valor menor. Falta ver que o processo
de Alexandrov nao para até chegar em t = 0, i.e., que T é fechado. Suponha
(t,t] C T, onde t € [0,1). Queremos mostrar que t € T.

Primeiro vamos provar que M+ é grafico. Observe que, se (1,2, x3) €
M+ e (x1,22,%3) € My+ com x3 > T3, entdao &3 = ¢ (pois V s € (t,t] temos
s € T, donde M+ é gréfico). Como By+ é grafico, segue que (z1,x2) € €, i.e.,
(21, z9,t) é ponto interior de M. J& que M tem inclinagao finita em (z1, 2, z3)
(pois 3 > t), entdo em uma vizinhanca de (1, 79, x3) a superficie M é gréfico”
sobre uma vizinhanga de (z1, x5, t). Logo, para (yi,ys,t) € 11, suficientemente

proxima de (z1,z,t) temos que (p_l(yl, y2) N MS+) contém um ponto perto

"Pelo teorema da funcdo implicita.
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de (x1,29,23), onde s =t + ¢, ¢ > 0. Como s € T, este é o unico ponto de
pil(ylay2> N M5+~

o ]

Tomando sequéncia s, — t, s, > t, vemos que existe vizinhanga de

(21, z9,t) em M NII;-. De fato, se em qualquer vizinhanga de (x;, z2,t) em M

existir p com p3 > ¢, entao para algum s > t teriamos que M+ nao é grafico.

I,

Aplicando o principio do méximo interior (vide 8.1.3) a esta vizinhanca e
a II;, temos que M C II; (pois M é conexa), donde B C II;. Mas existe ponto
de B em Il;, e t > t por hipétese. Como os planos II; sdo todos paralelos entre
si, temos um absurdo. Logo M;+ ¢é grafico. Como qualquer ponto interior de
M+ é ponto interior de M+, para algum s > ¢, segue que M+ tem inclinacao
localmente limitada.

Falta ver que M, > M;-. De fato, se nao fosse verdade, existiriam pontos
(1, 29,23) € M+ e (x1,x9,y3) € M- com 2t — x5 < y3. Como y3 < t, temos

x3 > t. Neste caso, para t < s < x3 nao terfamos M} > M-, absurdo. [ ]

Se, no enunciado do teorema acima, exigirmos que B seja a uniao de duas
curvas em planos paralelos disjuntos ortogonais a Ily, entao nao precisamos do

conjunto ).

Teorema 11.1.4 Seja M C R?® superficie minima imersa, compacta e conexa

com bordo OM =: B de classe C*. Suponha que M €é mergulhada em uma
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vizinhanga de B+ e que o espaco tangente de M em By+ esteja bem definido.
Suponha que B = B' U B?, onde as curvas simples fechadas B' estdo em
planos paralelos distintos Py, i = 1,2. Assuma que 0s planos P; sdo ortogonais

ao plano 1ly. Suponha que B satisfaz:
1. Bg+ € grdfico de inclinacao localmente limitada;
2. Bj. > By-.
Entao M satisfaz:

1. My+ € grdfico de inclinagao localmente limitada,

2. My, > My
P
V 7
h Xg
B
B, 2
1, NS U

Prova: A demonstracao é a mesma do teorema anterior, com duas pequenas
mudancas.

A primeira ocorre quando demonstramos que p € (B N Ht) é ponto de
inclinacao finita. O raciocinio ¢ o mesmo, mas agora temos que T,M = P,
onde p € B*. Como a superficie estd em um lado do plano P; (pois esté no
fecho convexo de B, vide 8.3.1), podemos repetir o argumento substituindo P
por F;.

A outra mudanga é na prova de que U, é grafico de inclinacao local-
mente limitada. Agora a superficie sera um gréafico sobre um subconjunto de
Conv (B) NTIly (vide 8.3.1, 1.1.43 e 1.1.44), e este conjunto é compacto, pois é
interse¢ao de um compacto com um fechado. Usando estas observacoes, o resto

do argumento é idéntico. [ ]
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11.2
Um Teorema de Unicidade para Superficies Minimas Completas

Lema 11.2.1 Seja M C R® wuma superficie minima completa imersa de
curvatura total finita. Se M tem apenas dois fins, ambos mergulhados, entao
ambos sao fins planos (crescimento logaritmico o = 0 em 10.1.1) ou eles
sao paralelos entre si. Caso os fins sejam paralelos podemos expandir ambos
no mesmo sistema de coordenadas. Neste caso, se a1 e o denotarem o
crescimento logaritmico dos fins, temos oy + as = 0 e nenhum deles é zero

(ou seja, ambos sao fins catenoides).

Prova: Tome dois sistemas de coordenadas X e Y de forma que os fins sejam

dados por:

(
B . 2 2 Yz, 121 + Yz, 2L2 1
Ty = up(x1,x2) = g 10%\/351"‘% + B+ x%—l—x% + O(x%—i—x%)

Yy1Y1 + Vy,2Y2 1
ys = us(y,y2) = a2 log\/yi+y3 + Bo + + O(—)
( Lo Y3+ 3 RNy

Seja A : R®* — R? transformacdo linear ortogonal que leva o sistema de

coordenadas Y em X, i.e.,
X = AY
onde X = ($17$2,$3)T7 Y = (y17y27y3)T7 A = (ai;) € O(3,R).
Seja b = (by,by,b3) um vetor qualquer (que escolheremos depois) e

considere a funcdo h : R* — R dada por

3
hX) =<b; X>= Y (hiz) =<b; AY >

i=1

Como M ¢é superficie minima, as suas coordenadas z; sao harmonicas
(vide 3.1.2), donde h‘M ¢ harmonica (pois Ah(X) =<b; AX > =0).
Para R > 0 grande, seja M a parte compacta de M limitada pelos

cilindros verticais de raio R sobre os planos limites dos dois fins, i.e.,
AﬁﬁZﬂ%@@@Z%ﬂM@GM:ﬁ+£§R%Mﬁ+£SW}
Logo (aumentando R se necessério)

MR = CLUC
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onde
Chp = {(azl,xg,ul(xl,xz)) D s = RQ}

012% = {(ylay27u2<xlax2)) : yl +y2 R2}

Podemos parametrizar os bordos C’}% em coordenadas cilindricas por®:
Ch(R,0) = (R cos, Rsenf, a;logR+ f3;+ O (R™) )

onde 1 = 1,2 e o resto é da forma

y1cosf + yysenfd
R

O(R") = + S(R.0)
onde, fixado 6, o termo S(R, #) é uma série de Laurent em R (vide a observagao

10.1.3). Em particular, neste caso especifico temos:

0

8RO(R = 0(R7)

Entao os vetores unitarios n,; tangentes a M e normais a C, sao:

n = Lci(Rg) -

0 )
R —(R cos, R senf, a;log R+ 3;+ O (R ))-

OR

— %(Rcos@, Rsend, 04i+O(R71)>

ou seja,

ny = %(:cl, T, ozl—l—O(R’l))
ny = %(3/1, Yo, a2+O(R_1)>

J& que h é harménica (Ah = div(Vh) = 0), pelo teorema da divergéncia

temos (V R > 0 suficientemente grande):

://dlv(Vh)dS: /<Vh n>ds = /8_nlds /8_712d5
MR

OME

Tomando R — 400 (podemos pois as condigoes do bordo de dM R

continuam sendo satisfeitas) e usando novamente coordenadas cilindricas,

8Para R — +00.
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temos:
lim <€h;7ﬂ> ds = lim <b;n;>ds =
R—+4o00 R—+400
cl Ch
2 1
= lim — (blRCOSH + byRsend + bsa; + O (R*I) >R dfd =
R—+o00 R
0
= Rgl}—loo 27 (bg()él + O (Ril)) = 27 bgOél
e
lim <V7L;n}>ds= lim <bA; ny> ds =
R—+o00 R—+o00
Ch Ch
2 1
= lim /— ((bA)l Rcosf+ (bA)s Rsenf+ (bA)s an+ O (R7Y) )R o =
R—+4o00 R

0

3
= REIEOO 2 ((bA)g OZQ—FO(Ril)) = 27 (bA)3062 = 27 Zl(biaigag)
onde bA é o produto de matrizes usual (b é vetor 1 x 3 e A é matriz 3 x 3) e

(bA); é a j-ésima coluna de bA.

Portanto 3
b30[1 + Z(biaigag) =0 (11—4)

i=1
para qualquer b € R3. Agora vamos escolher o vetor b.

Tomando b3 = 0 e by, by quaisquer, temos

13 Oy = 0

93 Qg = 0

Caso 1: ap =0
Tomando b com bz # 0 temos «; = 0, donde ambos os fins sao planos.

Caso 2: ag #0

Neste caso aj3 = ags = 0. Como A € O(3,R), todas as suas linhas e

colunas sao vetores unitarios. Portanto ass = +1, donde a3; = az, = 0.
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Logo w3 = 4y3 e A é uma rotacac” no plano {y3 = 0}. Podemos entao
tomar X =Y, donde A = I. Neste caso (11-4) se torna, V b € R?

bg(Oé1+CY2) =0 .. a +a =20

Como supomos as # 0, temos «a; # 0. Portanto ambos os fins sao

catenoides.

O principal resultado do capitulo é o seguinte:

Teorema 11.2.2 (de Schoen) Seja M C R® superficie minima imersa, co-
nexa, completa de curvatura total finita com apenas dois fins, ambos merqgu-

lhados. Entao M é um par de planos ou um catenoide.

Prova: Sejam II; e I, os planos sobre os quais os dois fins sao graficos.

Caso 1: Il e II; nao sao paralelos
Pelo lema 11.2.1, ambos os fins sao planos. Logo

(

1
ry = u(xy,22) = f1 + O (m)

ys = Ua(yr,42) = Bo + O(

1
vﬁ+£>

em sistemas de coordenadas apropriados. A menos de uma translagao e

\

rotacdo em R* podemos supor f; = 3, = 0 e x; = y; (ou seja, os eixos

x1 e y; estao em II; NIl com a mesma orientagao).

s

9Ela leva os eixos Y1 € Yo €m X1 € T ou em xy e x1, dependendo do sinal de x3 = +ys.
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Sejam {61,62,63} e {Gl,dg,dg} bases ortonormais correspondentes aos
sistemas de coordenadas X e Y, respectivamente. Entao ds = aes + beg,

onde a,b € R, a*> +b* = 1 e a # 0 (pois II; e II, ndo sio paralelos). Logo:

I, = {.I'g = 0} = {(1'1,.1'2,1'3) < (iL‘l,[Ifg,ng) ; €3 > = O}

H2 = {yg :0} = {($1,I2,I3) < <I1,1’2,$3) ) (a€2+b€3) > :O}

Tome o vetor unitario:

aey + (b+1)es  e3+ds
a2+ (b+1)2 | es+ds ||

v =

Defina
P, = {(:cl,xg,xg) c< (21,0, 23) 5 V> = t}

para t € R. Todos os planos desta familia sao ortogonais a v e, variando
t, o plano P, sobe ou desce na direcao de v. Observe que, como ds e e3
sao vetores unitéarios, ambos fazem o mesmo angulo com o vetor v (isto é,
v é a bissetriz do angulo entre ez e ds). Denotando por e} e d; a reflexao

dos vetores e3 e d3 através do plano Fy, temos:
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A
e, ae,+ t:ue3 = r:i3
g | @
R
v
P
¢ ’
S
Pela figura acima, vemos que e5 = —ds e dj = —e3. Além disto, sabemos

que II; 1L +e3 e 1l L +ds. Portanto II; UIl; é invariante por reflexao

através de Py (pois I1; é levado em Il e vice versa).

Observe também que
(H1 UH2)0+ = {($1,ZE2,J]3) < H1 UHQ < (ZL’l,CL’Q,l'g) ;U > > O}

é um grafico sobre todo o plano F,. De fato, se nao o fosse, existiria reta
L 1 Py cruzando (H1 U Hg)O+ duas vezes. Como II; U II, é invariante
por reflexdao, a reta L cruza II; U II; ao menos trés vezes. Isto sé é
possivel se L C II; ou L C II;. Mas como L 1 Py, temos L //v e
v ¢ (H1 U Hz), absurdo. Analogamente, se existir reta L 1 P, que nao
intersecte (H1 U Hg) entao ela nao intersecta (H1 UHQ), donde 11, //T15,

absurdo.

0+

Como M esta pontualmente préoxima de II; U Il; no infinito, afirmamos

que M ¢é invariante por reflexao através de Py e que My+ é grafico sobre
Py.

Para ver isto, sejam (21, 22, 23) coordenadas euclideanas correspondentes

a Py, ie., z3 =v.
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Para R > 0, seja Cp := {(z1,22,23) : 2] + 23 = R*} o cilindro de raio
R perpendicular a Py. Seja M™ = M N {(21,22,23) : 21 + 25 < R*} a
parte de M contida no interior do cilindro tal que OM™ C Ch.

Afirmamos que V ¢t > 0 3 R > 0 suficientemente grande tal que M% sa-

tisfaz as hipoteses do teorema 11.1.3 em relacao a P;. De fato, a condigao
1 segue da construcdo de M, a condicio 2 segue de Bor C My+ marey
(H1 U Hg)o . (que é gréfico com inclinagao localmente limitada) e a con-

dicao 3 é verdade pois, para R suficientemente grande, temos

. t
dlSt((aMR)0+, (Hl U H2)0+> < 5

Logo, pelo teorema 11.1.3, (Mﬁ)* > ME e ME ¢ gréfico sobre P,
(donde o é sobre Fp). Tomando R — +o0o (note que as condigoes do

teorema continuam satisfeitas aumentando R), obtemos My > M-

@

[©

M+ é gréfico sobre Py. Tomando agora t — 0 (e observando que ser >

[©N

condicao fechada) chegamos a Mg, > My-. Além disto, My+ também

grafico' sobre P.

190 argumento é o igual ao que foi usado para provar que o conjunto 7' no teorema
11.1.3 é fechado. A ideia é mostrar que, se existir um ponto em Py tal que Mg+ tenha dois
pontos acima dele, entao um destes pontos de My+ estd no plano Py. Além disto, existe uma
vizinhanca deste ponto contida em M que estd abaixo do plano Py (sendo M;+ néo seria
grafico para algum ¢ > 0). Entdo, pelo principio do méximo interior (vide 8.1.3), a superficie
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Repetindo o mesmo argumento por baixo, i.e, trocando v por —v, temos
M- < My+, donde My, < My-. Segue entao que Mj. = My-. Em
particular, pela observagao 3.1.4, temos M* = M (onde * denota reflexao
através de F). Portanto, como cada um dos pedagos é grafico, M é
mergulhada fora de Py (ou seja, M ~ (M N F,) é mergulhada).

Defina agora o vetor (lembrando que a* +b* = 1 e a # 0):

acg +(b—1)es  dz—es
a2+ (b—-1)2  |lds—es]|

A ideia é repetir o argumento anterior substituindo v por w, e traba-

lhando com os planos

Q: = {(:El,xg,xg) D < (2,9, m3) 5 W > = t}

ao invés dos planos F;.

Primeiro note que os planos Qg e Fy sao ortogonais entre si:

a?+(b+1)(b-1) a’+b -1
<V, Ww>=

Vaz+ (b+1)%/a? + (b—1)? \/a2 + (b+1)2y/a? + b—l)

Repetindo o argumento usado com F;, temos (H1 U Hz) invariantes por
reflexao através de )y, donde (H1 UHQ)0 . ¢é grafico sobre (). Além disto,
M é invariante por reflexao através de @)y e é mergulhada fora de @y (ou
seja, M ~ (M N Qo) ¢ mergulhada).

Como M ¢ mergulhada fora de Py e fora de @)y, o conjunto X de auto-

intersecoes de M estd contido na reta £ := (Qo N P[)).

Observe que (M N E) nao intersecta Fy nem ()y. De fato, suponha por
absurdo que exista um ponto (21, 29, z3) € (M ~ 6) que esteja no plano
(QQo. Como o pedaco de M em Qg+ é um grafico sobre @)y (e ¢ é fechado)
podemos pegar vizinhanca V' C (M N E) deste ponto. Mas entao V' nao
é grafico sobre Py (donde o pedago de M em Fy+ também nao o é),

absurdo. O mesmo argumento vale trocando )y por F,.

seria plana, absurdo. Para mais detalhes, vide o final da demonstracao do teorema 11.1.3.
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Caso 2:

Além disto, ja que M é conexa e sem bordo, segue que £ C M.

Logo (M ~ E) tem, pelo menos, quatro componentes conexas (a0 menos
uma em cada quadrante de R? ~ (PO U QO)). Como (M ~ €) é grafico
(continuo) sobre (Py\.¢) e sobre (Qg~{), entdo (M \¢) tem exatamente
quatro componentes conexas, que denotaremos por My, My, M3, M,

como na figura abaixo.

Como ¢ é uma reta contida na superficie minima conexa M, pelo teorema
7.1.1 temos que M é invariante por reflexao de 180° através dela. Portanto
as componentes conexas em quadrantes opostos se unem em ¢ (vide
figura acima) de forma a se tornarem superficies minimas mergulhadas
(M1 UMz U €) e (MQ UMyU 6), cada uma com um fim assintético a II;
ou Il;. Como ambas sao graficos inteiros sobre um plano, elas sao planos

inteiros pelo teorema de Bernstein (vide 4.5.1).
II; e II, sao paralelos

A menos de uma rotacdo em R podemos assumir que II; e I, sdo

paralelos a {x3 = 0}. Vamos mostrar que M é invariante por rotac¢ao ao
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redor do eixo z3, donde é um catenoide. Pelo lema 11.2.1 temos (para
(23 + 23) grande):

7

1
/ 2 2
ur(z1,x2) = aqlogy/axt+a35 + 1 + ()( —x% x%)

1
/ 2 2
ug(z1,x2) = aglogy/ax?+ 235 + [y + ()( _x% :c%)

onde a1 +ay=0eq; #0,1=1,2.
Seja R := /2% 4+ x3. Se para R grande tivermos u; < ug, denotaremos

a = az > 0 (logo oy = —a). Transladando o eixo z3 se necessario,

\

podemos assumir que f; + f = 0. Denotando  := 5, temos (para R
grande):
uy(z1,9) = —alogR — B + O(R’l)

us(z1,29) = alogR + f + O (R_l)
Note que, se t > 0, entao para R > 0 suficientemente grande temos
2t — UQ(Z'l, 1'2) > ul(:cl, 1'2) (11—5)

pois uy (1, x2) + uz(x1,x2) — 0 quando R — +oc.
Seja

Vo= {(xl,xg) I R2} x R
e B := M N oV. Entao, para R grande, B;; > By~ (segue de 11-5) e
By+ é grafico com inclinagao limitada. Pelo teorema 11.1.3, (M N V): L2
(MﬂV)t_. Tomando R — +o0 (note que as condigoes do teorema 11.1.3

continuam satisfeitas se aumentarmos R) temos M > M-, V ¢t > 0.
Portanto Mj, > My~ (pois > ¢é condigao fechada).

Usando o mesmo argumento por baixo (i.e., trocando x3 por —x3) temos
M- < Mo+, que é equivalente a My, < My-. Logo Mj = My-, donde

M* = M (pois coincidem num aberto da superficie) e u; = —us.

Precisamos encontrar o eixo de simetria de M. Sabemos que u; = —us e

Ty + 72T 1
7 — al 2 2 Jit T 2te O —
ug (1, x2) alogy/x{+x5 + B + 2+ 22 + 22+ 72

onde a > 0, 3, 71 e 72 sdo constantes reais.
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Ao fazer uma translagao no plano {z3 = 0} da forma

(331, 5172) = (y1+a1, y2+a2)

onde a; e as sao constantes que vamos escolher depois, a expansao de us

em (y1,ys) vira'!:

"Usamos aqui a expansao de Taylor de primeira ordem de log(1 +t) e que log(a 4+ ¢) =
log(a + ¢) + log(a) — log(a) = log(a) + log (1 + g)
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o
U (Y1, ) = 5 log [yf +ys +ai + a3+ 2a1y; + 24012 | + B+

YY1 + V2Y2 Y1a1 + Y202
+— 2 2 2 + = 5 5 5 +
yi +y3 +ai+a;+ 2ay1 + 2a2y2 - Y7 Y5 +aj +az + 2a1y1 + 262y

1
+O(7—ﬁ>=
yi + 3

ai + a3+ 2 (a1 + azys)
yi + v

:%log[yf+y§}+%log[1+ ] + B+

+ 1
+ . 271y12 Y2Y2 L0 ( _ 2) _
yi Y5 +ag+a;+2 (alyl + a2y2) Y1 Ty

a (a? + a? a (ay; + a 1
= alog\/yi +y3 + ( s 5)'+ (131 2299 *‘C)(-a———i) +
2 (y}+3) v+ y3 v+ y3

T1Y1 T V22 1
+ 5+ 2 2 2 2 + O( 2 2) =
yi +y; +ay+a;+2 (@1Z/1+G2Z/2) Y1 t 3

1 a (ayr + asys)
zozlog\/y2+y2+0( > + +
b i+ s i+ s

Y1Y1 + V2Y2 1
2 2 2 2 + 0 2
yi Y5 +ay+a;+2 (alyl + a2?J2) Y1 Ty

+ B8 +
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Mas

T1Y1 + Y2Y2
Y4 y3 +a +a+2 (ayr + asyp)

_ MYty ai + a3 +2 (a1y1 + a2y2) _ MYt + Y2y
y? + y2 y3 + y3 i+ 3 +ad+ai+2 (ay + ap)
_ Myt eye (myr + 72u2) (af + a3) _
i+ 3 (v +13) (V7 + 93+ a? + a3 +2 (a1 + azpp))

201yt + 2 (a2 + aam) niye + 2a27293
(vi+v3) (v +v3+al+a3+2 (ayr + axp))

YY1 + Y2Y2 1 1
=M ol o) o) -
Y1 T Y3 (y1_|_y2) Y1 T Y3

+ 1
_ 71y12 72292 i O( _ 2>
Y1 T Y3 Yi T Y3

N

Portanto

ug(yr,y2) = a logy/yi +v5 + B+

L (1 +aa)yr + (724 aaz)ys n O( 1 ) _

v+ y3 v + 3

Y1 + Yoo 1
——&log\/y2+y2+5+—+0< >
! 2 y%+y§ y%—i—y%

onde v, = v; + aa;, i = 1, 2.

i .
Tomando a; = —— e renomeando y novamente por x podemos assumir
Q

que

U1(SB1,$2) = —Uz(ﬂﬁl,xz)

1
ug(x1,9) = a logr/xz?+a3 + B + O<—$2+x2)

1 2

(11-6)

)
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Afirmamos que, nestas coordenadas, o eixo x3 é eixo de simetria por
rotacao de M. Como M nao é plana, pelos teoremas 1.1.51 e 2.3.4, basta
provar que M ¢ invariante por reflexao através de todos os planos da
forma {blxl + boxey = 0} (sao todos que contém o eixo x3z). Como as
expansoes de u; e up sao invariantes por rotacao ao redor do eixo x3,
basta mostrar que M é invariante por reflexao através do plano {ml = 0}.

Vamos provar isto com a ajuda do teorema 11.1.4.

Seja A > 0 grande e sejam
B'UB?* := Mn{|zs] = A}

onde B! :zMﬂ{x;;z—A} e B? ::Mﬂ{x3:A}.Parat€R

denotaremos II; = {:Ul = t}. Queremos provar que M é invariante por

reflexao'® através de I1,.

L= xl
Fixe t > 0 qualquer. Denote por * a reflexao através do plano II;. Vamos

12Note que, diferentemente do enunciado do teorema 11.1.4, aqui os planos II; séo
ortogonais ao eixo x1, € nao ao eixo rs.
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mostrar que, para A > 0 grande (dependendo de t) temos que B;‘Jr é
grafico de inclinagao limitada sobre Il e que (BZ+)* > Bf,, parat =1, 2.

Faremos a demonstracio apenas para B> (o caso B' é andlogo).

Pela expansdo de uy temos™

1
Quy _ 0 o log (z7+3) + B + O(—)} =

dxi x| 2 3 + a3

axy 1

= 5,3 tO0|l—7
$1+x2 (x%_i_x%)Q

Entdo, para x; > t e 27 + x5 suficientemente grande (dependendo da

escolha de t) temos

811,2

oy

Observe que, para A grande, todo ponto de B? tem (x% + x%) grande'®.
Logo o desenvolvimento assintético de us e a desigualdade acima valem.
Usando o teorema da funcao implicita e que Bt2+ esta em um semi-circulo

temos que, para A suficientemente grande, B? é gréfico sobre Il,.
Além disto, j& que o vetor normal n a B* no plano®® {[Eg = A} é
lo% 2] 1 axy 1

n = —+O ) +O 5 o3 |> 0
xi + 23 (22 +22)2 | o} + a3 (22 + 22)2

e a sua primeira coordenada é nao nula para x; >t e A suficientemente
grande, temos que B tem inclinacdo limitada sobre Ily nestas condi-
¢oes (se nao tivesse inclina¢ao limitada a primeira coordenada de 7 se

anularia).

1
13Usamos mais uma vez que o resto O (2+2) é uma série de Laurent em /z? + 23
Ty T X3
(vide a observagao 10.1.3).
14 Basta usar o desenvolvimento assintético de s (z1,22).
. . [ Ouy Ou .
15 A normal & superficie M em um ponto deste plano é <2 —2, —1). Projetando no

61‘1’ 81)2

plano {(Eg = A} encontramos 7.
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X
& o
2 o
Bt' )
xl
Ht
Et+ ]Tef" “ul
b
n

Para ver que (Bf+)* > B? (para A suficientemente grande) note que,
em B2, temos (vide (11-6)):

1 A—p
log /22 2 O(——— ) =
08\ Tt 23+ 23 Q
Tomando a exponencial obtemos

\ 23 + a3 Olattad)™) _ 228 . g

Como eO(@HH=)™) — 1 4 O ((z7 +23)7") (pela série de Taylor da

exponencial), segue que

1
Jiital = R+ O ———
! 2 <\/I%+JJ§>

Portanto, quando ([E% + :vg) é grande, B? est4 (uniformemente) préximo

de um circulo plano. Observe que, se C' ¢é o circulo de raio R centrado na

origem do plano {xg = A}, temos
dist (Ct*+? C£7> 2 €<t) > 0
2

onde €(t) > 0 s6 depende de t.
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Logo, se A é suficientemente grande, teremos (xf + xg) grande em B?,

€(t)

donde B? est4 arbitrariamente préximo (a uma distancia menor que 7)

de C e obtemos

% t
(B:) = B = B n {x1 < 5} (11-7)
2
Como j4 vimos que, para A grande, B3, é grifico sobre Ily, segue que
2

. t
(B%)" > B n {xl > 5} (11-8)

Rl

Pl

Portanto, por (11-7) e (11-8), temos
(B%)" = Bt

como queriamos.
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Analogamente podemos provar que (Btl+)* > B/ e que B}, é grafico

com inclinagao limitada sobre Iy (para A grande, dependendo de t).

Aplicando o teorema 11.1.4 obtemos:

(Mm {Jas] < A}):+ > (Mm {Jzs] < A})

-

para A suficientemente grande. Tomando A — +o0 temos (V ¢ > 0) que:

t*+ Z Mt_

Como podemos tomar qualquer valor de ¢ > 0, fazendo ¢ — 0 temos

(usamos mais uma vez que > é condigao fechada):

My > My-

Repetindo todo o argumento trocando z; por —z; obtemos M;- < M+,
que é equivalente a
or < M-

Portanto, pela observagao 3.1.4, M* = M (onde * denota a reflexdo
através do plano Ij) e o resultado segue.
n

Pelo teorema acima podemos provar que nao é possivel construir um

catenoide com uma alga, ou seja:

Corolario 11.2.3 Nao existe superficie minima completa, com curvatura total

finita, de género > 1 e com apenas dois fins, ambos mergulhados.

Recentemente foram feitas versoes do teorema de Schoen em outros
espagos homogéneos (vide Ref. 28 | Ref. 29 e Ref. 30, Theorem 2.1 ).
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