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Apéndice 1
Relacao entre correlacéo e expoente de Hurst

Dado que A representa um intervalo temporal elementar, o retorno

logaritmico em intervalo kA ¢ definido como:

1 (t) = x(t) — x(t — kA)

Da propriedade de agregago dos retornos i (t) = Y<-dr (t — iA) segue-

se que:

E[ri+1(®)?] = E[re(0)?] + E[n (D] + 2250 E[r (¢ — iy (¢ — kA)] - eq. (A.L1.1)

Assumindo estacionariedade do processo r;(t), a funcdo de autocorrelacéo

do processo com média zero € definida como:

E[r (Or(t = 11)]
E[r(8)?]

¢ =

Aeqg. A.1l.1, escrita em termos da funcédo de correlacdo assume a forma:

Elries1 ()] = Elre(6)2] + E[ry (621 + 2E [r1 (0| Blcd €k = D) eq. (A12)

Considerando que 0s retornos seguem um processo que satisfaz a lei de

escala:
E[r (t)?] = A/ @) |
chegamos a relacdo:
(k+1)/® =@ 11 +2¥ck-1i) eq. (A.1.3)

Pode ser mostrado por indugdo que C(k) assumird a forma:
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f(2) —1)f@
% _ @ 4 %

C(k) = eq. (A.1.4)

Identificando f(2) = 2H(2), para retornos sucessivos tem-se que:
C(1) = 2%@-1 _q
ParaH(2) =%, daeq. (A.1.4), C(k) = 0 para Vk e reproduz-se o ruido branco.

Por outro lado, para H(2) > % , Y7, C(k) = « , representando um processo
de meméria de longo alcance. Neste caso, o comportamento assintotico
de C(k) (k » 1) pode ser encontrado expandindo o lado direito da eq. A.1.4 em
uma aproximacdo de segunda ordem em k. Assim, temos que a correlacdo tera o

comportamento (t = kA):
C(t) = 2H(2)(2H(2) — 1)r2H@)-2 eq. (A.1.5)

E importante frisar que os resultados apresentados nas eqs. (A.1.4) e (A.1.5)
sdo validos apenas assumindo-se a estacionariedade do processo dos retornos. Desta
forma, a associacéo usual de expoente de Hurst H(2) > % com processos de memoria
longa nem sempre é possivel. A deteccdo de H(2) > %2 em um processo
Markoviano indica dindmica com incrementos ndo-estacionarios [34]. Este seria 0
caso do processo dos retornos com variancia estocastica.

Por outro lado, a partir da eg. A.1.2, podemos escrever:

corre¢des devido a presenca
Elnes (0] = Ee 0] + E[n(O?] + 4 correlacGes até lag k

Para processos independentes, C(I) =0, logo,
E[r(t)?] <k, eg. (A.1.6)(A)

caracteristico de um processo difusivo.
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Assim, para processos com correlacdo de curto alcance persistente até lag n,
espera-se um crescimento mais rapido da dispersédo, caracteristico de um processo

superdifusivo.

Eln@®? < kf  (f>1) eq. (A.1.6)(B)
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Apéndice 2
Processo Multiplicativo e expoente de Hurst

Na formulacdo de cascata multiplicativa para volatilidade em diferentes
resolucdes temporais, a volatilidade em uma determinada escala fina t; pode ser
dada por uma composicdo dessa grandeza em escalas mais largas. Sendo a escala
coarse tp e dada uma razdo constante s<1 entre as escalas intermediarias Ti+1 € Tj,

temos:

VTi+1 (t) = WTi,Ti+1VTi (eq A21)
com Ti:SiTo e s<1. Usando a eq. A.2.1, com 1= 108", temos:
ve(t) = H?=_01 Wri,ri+1 Vz, (t) (eq. A.2.2)

Hipdtese 1: as distribuicBes de VT/Ti,TiH(t) sdo independentes entre si e da

volatilidade. Entdo a seguinte formulacgéo é valida:

(v () = TS0 Wy 41 (v(T0)) (eq. A.2.3)
Hipotese 2: as distribuicbes de I/T/Ti,riﬂ(t) ndo dependem da escala inicial ;. Elas
seriam idénticas, dependendo apenas da razdo s entre as escalas intermediarias. A
partir disso, podemos afirmar que:

WTi,Ti+1(t) - I;]V/.S‘(t’-)

e a seguinte formulacéo € valida:

(v (8)) = (W ()N (v (1)) (eq. A.2.4)

Assim, a partir do reescalonamento das escalas temporais:
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To > T =TyS"

obtém-se o reescalonamento da volatilidade:

(v(T0)) = (v(D)) = (We)(v(zo)) (eq. A.2.5)

Isso representa um processo auto-afim,

(v(s1)) = sy (1y)) (eg. A.2.6)

onde H é um expoente de escala. Nesse caso, temos:

(v(s"T0)) = s™ (v (1,)) (eq. A.2.7)

Comparando as equacgdes A.2.5 com A.2.7, mostramos que s™ = (W, )V,

ou:

H = nW (eq. A.2.8)

Ins


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1021814/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1021814/CA

123

Apéndice 3
Equacéo de Fokker-Planck

A equacdo diferencial estocéstica de It6-Langevan é dada por:
dx = a(x, t)dt + b(x, t)dW (eq. A.3.1)

onde dW é um incremento de um processo de Wiener. Sabendo que (dW)=0 e
(dW?)=2dt. Consideremos uma funcdo arbitraria f(x(t)). De acordo com a média
sobre realizacGes da variavel aleatoria x do processo estocastico da eg. A.3.1

podemos escrever.

(dfy = La(x, ) dt + L b(x, ) (W) + (gg b2(x, £)) ((dAW)?) (eq. A.3.2)

Substituindo (dW) e (dW?) na equagdo, obtemos:

(dfy = (La, ) dt + (L2 (x, 1)) dt (eq. A.3.3) (A)
L)) = L alx, ) + (ELb?(x, 1) (eq. A33) (B)

A definicdo de média sobre realizacdes nos da a seguinte equaco:

SF ) = [ dx[Lato ) + L0 0] P (ea. A.3.4)
Das condigdes de normalizacéo de P(x,t), obtemos: limP(x,t) -0

E a hipétese do contorno de fluxo nulo: Iimi P(x,t) >0

X—»00 X

Integrando A.3.4 por partes obtemos:

%(f(x(t))) = fdxf(x);—x[—a(x, t)P(x, )] + fdxf(x)%[bz(x, t)P(x,t)] (eq. A.3.5)

Reescrevendo o termo do lado esquerdo da equacéo, temos:
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L(F (D)) = % [ dxP(x, O (x) = [ dif () = P(x,0) (eq. A36)

De A.3.5 e A.3.6, como f(x(t)) é arbitraria, as integrais fornecem a equacao:

0 d
EP(X,t) =&[

Essa é a equacdo de Fokker-Planck (FP), que descreve a evolugdo temporal

—a(x,t)P(x,t)]+:7[b2(x,t)P(x,t)] (eq. A.3.7)

da funcdo de distribuicdo de probabilidade. Essa formulagdo sera utilizada para
que possamos determinar a probabilidade assintética dos modelos de volatilidade.
Podemos calcular uma expressao equivalente a eq. A.3.7 para um processo

estocastico com mais de um ruido. Partimos da seguinte equag&o:
dx = a(x, t)dt + b(x, t)dW; + c(x, t)dW, (eq. A.3.8)

onde dW; e dW, sdo ruidos independentes com distribuicdo N(0,2dt). Partindo

novamente de uma funcéo arbitraria f(x(t)), obtemos:

d d d
(@) = L ate 0yt + G bee 0y aws) + Gbee ) @)
1d? 1d2f
+ G b2 (@) + G 5L e (AW,

2dx? 2dx?

Substituindo (dW) e (|dW?|) nesta equagdo, obtemos:
(df) = (Lalx, ) dt + (Lb20x, ) dt + (L 2(x,0)) dt (eq. A.3.9)

Replicando os mesmos célculos feitos entra as equacGes A.3.3 e A.3.6,
encontramos a equacdo de Fokker-Planck para o processo estocastico com dois

ruidos:

%P(x, t) = % [—a(x, t)P(x,t)] + ;—; [(B%(x,t) + c2(x,t))P(x,t)] (eq. A.3.10)
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Apéndice 4
Processos estocasticos com ruido multiplicativo

A equacdo basica dos processos estocasticos de reversdo a média e ruido

multiplicativo é dada por:
dx = —y(x — O)|x[""" + &|x|*dW (eq. A.4.1)
valido para vy, 6 e £>0.

De acordo com A.3.1 e A.3.7, a solucdo estacionéria da equacdo de Fokker-

Plank, é dada por:
(y(x = O)|x|"")P(x) + %(EZIxIZSP(X)) =0 (eq. A4.2)(A)

(r(x — O)|x|"" + 2582 |x|>* P (x) + ézlxlzsf—xP(x) =0 (eq. A.4.2)(B)

AP (y(x—0)|x|""1+2582|x|2571)

(eq. A.4.2)(C)

P F2 Il
aP_(y_1__yo__ 1 2
S =Gmm et ) dx (eq. A4.2)(D)

—lnizl( ! ) . _ﬁ(_ 1) L 4 2sin(x) (eq. A.4.2)(E)

Py, &2 2s-r—1/ |x|?$-T"1 &2 2s-r/ |x|?S7T

Dessa forma, podemos chegar a solucdo geral, que apresentara cauda em lei

exponencial:
_ Py 1 1 _ ; 1
P(x) T x2S exp (Vg 2s—-r—1 |x|25—r—1) exp ( yf@ 2s—r |x|25—r) (eq A'4'3)

Apdbs um pouco de algebra, chegamos a formulacdo da eq. 4.1.3:

P(x) = %exp (—]/5 [’;p: -0 %p]) (eq. A.4.4)
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onde p=r-2s. Esse formato analitico é valido apenas para p#0,-1, pois nestes casos
a integral de A.4.2(D) fornece outros termos logaritmicos, gerando solugdes
particulares.

O caso p= -1 é o de maior interesse porque nos leva a duas das distribuicdes
apresentadas no capitulo 4. Ele corresponde aos modelos de Hull&White e
HRML. Partindo da Eq. A.4.2(D), chegamos a seguinte distribuicdo de
probabilidade:

-(%-25) yo 1
= 3 .=
P(x) = Pylx]| exp (52 le) (eq. A.4.5)
Nesse caso a distribuicdo tem cauda em lei de poténcia independente do
pardmetro 0, pois o valor do expoente y/E%-2s é usualmente positivo.
O segundo caso, p=0, levara a uma distribuicdo de cauda exponencial.

Partindo da Eq. A.4.2(D), chegamos a distribuicao:
ﬁ—ZS Y
P() = Polxle exp (L Ix|) (eq. A4.6)

Como o expoente y0/E2-2s & positivo, a lei de poténcia caracteriza a regido

de baixos valores.
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Apéndice 5

Potencial deterministico

Considere a forca deterministica presente no modelo estocastico da eq.
4.6.3:

Fx)=—y(x—0)x1=—(y— re (eq. A5.1)

x-
O potencial atrativo associado a essa for¢a é dado pela integral da eq. A.5.1:
V(x) =yx —yOlnx = y(x — Olnx) (eq. A5.2)
Esse potencial tem o formato indicado na figura abaixo. E possivel notar

que a forca é sempre atrativa para o valor de equilibrio x=0. Abaixo plotamos um

grafico ilustrativo com 0=2.5 e y=2 para visualizar o formato desse potencial:

14 1‘
1f
1H
Fl
sf| e
- | ."-'
| -~
sk | ____.-"'f
I|l __.-'"'-'.
40N -
I'.
b e
ik *, -
."M__ - -
R e 1 1 L 1
2 4 & 2 10

Figura A.5.1: Gréfico ilustrativo com o formato do potencial atrativo de reversdo a média presente
no modelo estocéstico da eq. 4.6.3.
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Apéndice 6
Modelo Aditivo-Multiplicativo (AM Quadratico)

A equacdo geral do modelo aditivo-multiplicativo é dada por:
dx = —y(x — @)x"1dt + éExSdW, + {dW, (eq. A.6.1)

Aplicando a solucdo estacionaria da equacdo de Fokker Plank (Eq. A.3.9),

teremos:

—y(x —0)x"1P(x) + ;—x (E2x> + AHP(x) =0 (eq. A.6.2) (A)
(y(x — @)x™1 + 2582x2571 4+ 72)P(x) = —(&%x%5 + {Z)Z—z (eq. A.6.2) (B)

—¢2(1+ %xZS) == (g—z (x — @)x™1 + 2s§—2x25-1) P(x) (eq. A6.2)(C)

dP(x) _ (Yz(x—9)xr_1+2512x25_1) (eq. A.6.2) (D)

P(x) 1+A2x2S

onde y=y/C e A=E/C.

dP(x):(_ vex Ox"1 mzxz“) X (eq. A.6.3)

P(x) 1+A2x25 | 14A2x25  14A2x25
O caso estudado na secdo 4.6 é para os parametros r=1 e s=1/2. Por isso,
resolveremos a eq. A.6.3 especificamente para esse caso. Assim, temos que a eq.

A.6.3 assumira a forma:

PO - (~ s - ) ax (eq. A.6.4)

P(x) 1422x | 142%2x  1+A%x

A partir desse resultado podemos entao resolver essas tres integrais e chegar
a equacdo:

lnPi = (=y¢In(1 + 2%x) + 0y;(Inx — In(1 4+ 2%x)) —In(1 + 2%x)) (eq. A.6.5)
0
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Apo6s um pouco de manipulagdo algébrica, encontramos:

In— = —fIn(1+ A%x) + Oy;lnx (eq. A.6.6)

0

onde B=y:+0y.+1. Dessa forma, a distruibuicéo de probabilidade estacionaria sera
dada por:

P(x) {0 (eq. A.6.7)

1
= Po s 20f X

A importancia desse modelo é devido a obtencédo de distribui¢do assintética
com comportamento em lei de poténcia em ambos valores extremos (x—0 e

X—0).
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Apéndice 7
Correlagéo leverage

A correlacdo leverage é usualmente descrita da seguinte forma:

L(T) = 2 (dx' (V3 (t + 1)) (eq. A.7.1)

onde Z é dado pela eq. 5.2.4, dx’(t) é o retorno de média zero e v(t) é a
volatilidade estimada na mesma grade temporal dos retornos. Partindo-se do

modelo padréo de precos para o retorno logaritmico:
r(t) = pdt + v(t)dW; (t) (eq. A.7.2)(A)
dx'(t) = v(t)dW, (t) (eq. A.7.2)(B)

Consideramos entdo a volatilidade dependente do tempo v(t), e sua
dindmica sendo descrita por uma funcdo v(t)= v(Y(t)), onde Y(t) € um processo

estocastico:

dY = f(Y)dt + g(Y)dW, () , (eq. A.7.3)

com f(Y) e g(Y) duas fungdes de Y . Nas egs. A.7.2 e A.7.3, W;(t)(i=1,2) séo
dois processos de Wiener, cuja correlacéo é dada por:

(&, (D&, (1)) = pd(t—t), com -1<p<1. (eq. A.7.4)
Substituindo as equagdes A.7.2(B) em A.7.1, podemos escrever:

L() = LOMOVErD) (eq. A.7.5)

Seguindo a convencdo de It6, temos que se t<0, dW,(t) estard
descorrelacionado das outras varidveis. Dado que <dW,(t)>=0, nesse caso temos

que L(t)=0. Assim, podemos escrever:
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(v(dW, (t)v2 (t+1)

L(v) =6(7) (eq. A.7.6)

onde 0(t) ¢ a fungdo degrau e Z esta definido na eq. 5.2.4.
A média da eg. A.7.6 pode ser calculada a partir do teorema de Novikov
[35], no qual fornece a média entre uma funcdo de varidvel aleatdria e a propria

variavel aleatdria a partir da seguinte expressao:

Sf (¢,
(e o = LD
]

onde f(t,[&]) € uma funcdo de um conjunto de ruidos brancos [&].

Considerando que o par &, (t) e &, (t) satisfaz a identidade &; (t) = p&,(t) +
V1+p2E(t), onde &(t) ¢ um ruido Gaussiano independente de &,(t) (e

conseqiientemente, independente de v(t)), podemos escrever, utilizando a regra da

cadeia para derivadas funcionais:

(F (6 [EDE, ) = T py (LD (eq. A7.7)

Na eg. A.7.5 temos que calcular (v(t)v(t+ 1)%&,(t)) e portanto,
f(@t[E]) =v(t)v(t + 7). No entanto, v(t) ndo depende funcionalmente de

§1(D), logo,

V(O (e+ 0% () = p (LELED) (ea. AT.8)
com

i = (v G + 2vve + 9 ) ea- AT9A)
€

WD _ gy (t + 1) XD (eq. A.7.9)(B)

882(1) 882 (D)
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SY(t+1) ,

ondev'(t+ 1) = ) o ¢ a derivada funcional de Y (t+1,[&2]) em relacdo

dy 88, ()
a (22('[).
O primeiro termo da Eq. A.7.9(A) é nulo na formulacéo de It6, enquanto no

segundo, tem-se que:

Sv(t + 1) 8Y(t +1)

vv(t+1) 56,0 ) =260(0) (v(Ov(Et + D)V (t + 1) TG

)

Dessa forma, a correlacdo leverage fica assim representada:

8Y(t+1)

L(o) = @ (v(OV(t+ DV (t+ 1) 88, (1)

) (eq. A.7.10)

Como foi mostrado no capitulo 4, o processo da volatilidade é caracterizado
por uma reversdao a média. Nesse caso, 0 processo estocastico de Y(t) terd a

forma:
dY = —y(Y—m) + g(Y)é&,(t) (eq. A.7.11)

A solucdo formal dessa equacdo é dada por:
Y(t) =m+ f_too e—y(t—t')g(y(t’))fz(t’)dt’ (eq. A.7.12)

De onde podemos concluir [30]:

T 0(D)eg(Y(D))el & (YEO)E(ds (eq. A7.13)
2

Substituindo a eq. A.7.13 na eg. A.7.10 teremos o seguinte resultado:
L(t) = p6(1)B(1t)e " (eq. A.7.14)

2(v()v(t+Tv/(t+1)G(Lt+T))
Z

onde B(1) = (eq. A.7.15)

e

t+t

G(tt+1) = g(Y(D)eh & (VE©)Ee(ds (eq. A.7.16)
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A eg. A.7.14 mostra que modelos de precos descritos por um processo
multiplicativo padrdo, cuja dindmica de volatilidade seja associada ao de uma
variavel subordinada Y (t) descrita por uma equacao estocastica do tipo da A.7.11,
leva a correlacdo leverage com dependéncia temporal exponencial para t>0. Esse
resultado esta de acordo com evidéncias empiricas apresentadas na se¢éo 5.2.

Para mostrar um exemplo pratico desse calculo, consideramos a correlagdo
leverage para o OU aritmético. Nesse modelo simples, a volatilidade é dada por
v(t)=Y (t), onde Y(t) esté definido na eq. A.7.11, com g(Y)=C. Logo:

dv(Y) -1

! —
Vit+ 1) = v ;

2’(Y)=0.

De A.7.16, G(tt+T) = g(Y(t))eftt”g’(Y(S))Ez(S)dS —¢

e de A.7.15,

B(r) = 2O (g A7.17)(A)

Partindo da eq. A.7.12, podemos calcular a covariancia de v(t) [32]. Note
que (v(t)v(t + 1)) é a covariancia acrescido de [<v(t)>] >= m% Assim, encontra-se

para B(1):

I[m2+(§2/2y)exp(—)/‘r)-|

B(t) = 2¢/| ———|
)|

(eq.A.7.17)(B)

Substituindo B(t) dado pela A.7.17(B) naeq. A.7.14 obtemos

-m2+(52 2 wexp(—w)-
L)

[m2+(<2/ ZY)]Z

L(t) = 2p70(7) e VT (eq.A.7.18)
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Para este modelo simples, a correlagdo leverage ja prevé uma dupla
exponencial, com constantes caracteristicas y e 2y. Dependendo da significancia
dos coeficientes das duas exponenciais, 0 comportamento duplo exponencial pode
ser observado ou néo.

O comportamento na forma exponencial para a correlagéo leverage segundo
a formulagdo da eq. 5.2.6 também pode ser justificada matematicamente.

Procedimento analogo a obtencdo da eq. A.7.5 mostrado anteriormente leva

L(T) _ 6(1) (v(t)dle(’t)v(t+T)) (eq A719)

onde Z’ ¢ dado pela eq. 5.2.4. Usando o teorema de Novikov (eq. A.7.7):

VOV +DE®) = p (T (eqt. A.6.20)

Analogamente a eq. A.7.10, a correlacdo leverage se escreve como:

L(D) = 22 (vt + 1) 5;5;5 (eq. A.7.21)
Usando as egs. A.7.13 e A.7.16,

L(t) = po(D)J(1)e™ " (eq. A.7.22)
onde

(o) = (VOVI(t+T)G(Lt+T)) (eq. A.7.23)

Z
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Apéndice 8
Transformacao de Ité6 para Modelo AM Quadratico

Para x=Vv?; r=0; s :%temos a equacdo estocéstica do modelo AM

quadratico:
dx =-y (x-0) X tdt+ & VX dW, + &, dW, (eq. A.8.1)

com dW, e dW, néo sdo correlacionados, com <dW,>=<dW,> =0 e
< (dW1)*> = < (dW2)*> = 2dt.
Identificando os coeficientes de drift (a(x) ) e de difusdo ( b(x)):

dX = - (x-0) X Hdt + (& VX dWy + &,dW,)
\ ) —_— —
a(x) bax) ba(X)
Fazendo a transformacédo de I1td para funcdo da variavel estocastica G(x) e

tomando a média sobre os termos de segunda ordem nos ruidos:

2
) G e + (b2 COUIR Y+ (@) | + .00 5w
+ bz(x)a—GdW
ox
dG = [a(x)a—Gdt + (blz(x)+b22(x))az—Gl by ()5 oG —dW; + by () o 9%
0x 0x?

-5 %
X ooy — X
, G”(x) 7

Fazendo x=v? = v=G(X) = Vx = G’(x) =

temos:

% %
X % X
- }dt+[§lx dw, +§2dW2)—2

b
4G = {'m-e)x'l S -lexegg]

o= oo tele (A oo
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Reescrevendo em termos da volatilidade (=&, e £=¢):

R P

Assim, o termo de reversdo a média resultante sera:

1 1 2
5 —yvi(v—-6v'1) — EEZV_Z v+- v1

1 1 1
=3 [— (y + Efz) v i+yovTt 4+ yov? — Ev‘3(2]

- (r+3e)v v oo -5 = %[— (v +382)v2 {v - W‘%(z)}]

r+3¢2)
(eq. A.8.2)
Logo, tomando como aproximacdo “de ordem zero” na eq. A.8.2, obtemos

0s parametros efetivos empiricos:

Yo =2 +5ED(v7?) (eq. A8.3A)

6-1¢2
Brr = ((Vy_gfz)) ™) (eq. A.8.3B)

2
Note que como v € positiva definida, entdo é necessario que y6 > ¢ é

ou y¢ > 1/26 . Utilizando os dados da tabela 4.7.2, com y.= 8.91 e 6=0.6, nossos

resultados para 0 modelo AM quadratico satisfazem a relacdo acima.
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