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Resumo

Coelho, Flavio Lucio de Oliveira; Fernandes, Cristiano Augusto Coelho
(Orientador); de Souza, Rafael Martins (Co-orientador).  Avaliagao de
VaR de Mercados Emergentes e Desenvolvidos via Modelos de
Cépulas Dindmicas. Rio de Ja neiro, 2012. 81p. Dissertagdod e
Mestrado - Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Esta dissertagdo tem por objetivo investigar co mo a crise do subprime
impactou a estrutura de dependéncia entre os mercados emergentes e
desenvolvidos, utilizando como pro xy para esses mercados os indices MSCI
(Morgan Stanley Capital International). A metodologia proposta é baseada na
construgcdo de distrib uicbes bivariadas através de cédpulas condicionais. A
distribuicdo marginal de cada um dos indice s é obtida via ajuste de modelos
GARCH univariados e a modelagem de dependéncia é realizada através das
copulas normal, normal GAS ( Generalised Autoregressive Score) e Joe-
Clayton simétrica, considerando os parametros fixos (forma estatica) ou
variantes no tempo (forma dindmica). Diante dos resultados obtidos, a copula
normal GAS (variantes not empo) com queb ra estrutural se mostrou a mais
adequada para captur ar a dependénciaen tre osreto rnos dos mercados
emergentes e desenvolvidos. Através do arcabouco utilizado pode-se verificar
que as medidas de correlacdo e de dependéncia de cauda entre os mercados
emergentes e desenvolvidos aumentaram significativamente no periodo da crise
do suprime. Por fim, avaliou-se o ajuste das diversas cépulas aqui propostas via
VaR (Value at Risk), verificando-se que a  copula normal GAS apresentou o

melhor ajuste.

Palavras-chave
Copulas dinamicas; Joe Clayton; GARCH; Generalized Autoregressive
Score (GAS); Valor em Risco.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012123/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012123/CA

Abstract

Coelho, Flavio Lucio de Oliveira;. Fernandes, Cristiano Augusto Coelho
(Advisor); de Souza, Rafael Martins (Co-advis or). VaR Evaluation of
Emerging and Developed Markets via Dynamic Copula Models. Rio de
Janeiro, 2012. 81p. MSc. Dissert ation - Departamento de Engenharia
Elétrica, Pontificia Universidade Catodlica do Rio de Janeiro.

The aim of this dissertation is to analyze how the subprime crisis impacted
the dependence structure among the emerging and developed markets by using
the MSCI (Morgan Stanley Capital International) market index as proxy for each
of these markets. The proposed methodology is based on the construction of
bivariate distributions via conditiona | copulas. The marginal distribution for each
of the indexes makes u se of univariate GARCH models and model dependence
is captured viathef ollowing copulas: normal, normal GAS (Ge neralised
Autoregressive Score) and Joe-Clayton symmetric co nsidering both fixed
parameters (static framework) and time varying parameters (dynamic
framework). Our results show that the normal GAS copula with stru ctural break
was the most adequate to capture dependence between the returns of emergin g
and developed markets. Throughout the proposed framewo rk it was po ssible to
infer that correlation and tail dependence measures bet  ween these markets
sharply increased duringthe subprime crisis. FinallyV aR (Value at Risk)
coverage was used as goodness of fit measure, and on this metric the normal

GAS copula has also outperformed the others.

Keywords
Dynamic Copulas; Joe Clayton; GARCH; Generalized Autoregresive
Score (GAS); Value at Risk.
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1

Introducao

A modelagem da estrutura de depe ndéncia é de importancia fundamental
em analise de séries econbmicas e financeir as. Assumir que a distribuicao
conjunta dessas séries seja normal implica em limitar a interdependéncia dessas
séries, na sua forma mais simples que é a de pendéncia linear. Diversas areas
como, alocagao de capitais, apreca mento de opgdes, gerenciamento de riscos
financeiros, energiae seguros envolvem modelagem multivariada usando
distribuicdes leptocurticas e comi nterdependéncia complexas. Desta forma,
surge a necessidade da utilizacdo de mode los alternativos que levem em
consideracdes outras distribuicde s conjuntas, diferentes da normal, e medidas
de associacoOes diferentes do coeficiente de correlagao linear.

Coépulas témsetorn ado uma alternativa flexivelna modelagem da
estrutura de dependéncia de sér ies financeiras, uma vez que, essa s funcbes
permitem construir a d istribuicdo conjunta de variaveis aleatérias a partir das
distribui¢des marginais e da estrutura de dependéncia implicada pela cépula em
uso.

De acordo com Nelsen (2006), “c6 pula pode ser visto sob dois pontos de
vista: primeiro sao fungdes que jun tam ou “acoplam” fungdes de distr ibuicbes
marginais. Segundo que sao fun¢des de distribuicée s multivariadas, cujas
marginais sdo uniformes no intervalo [0,1]"".

Coépulas nos permitem uma maior flexibilidade em considera r a
dependéncia entre duas variaveis aleatérias e também c onstruir distribuicbes
multivariadas paramétricas diferentes da normal como, por exemplo, a cépula de
Clayton (1978) e Gumbel (1960) que, respectivamente, reproduzem dependéncia
nas caudas inferior e superior.

Entre as varias aplicagdes utilizando a teoria de copulas na modelagem da
estrutura de dependéncia consideradas na literatura de gestdo de riscos
financeiros, cabem citar Cherubini e Luciano (2001), Mendes (2005) e Patton
(2006). Bennet e Kennedy (2004) abordam o uso de cépulas em precificacdo de
derivativos, enquanto Patton (2006) propde um modelo econométrico que
permite a evolucao dos parametros na cépu la Gaussiana e na Joe -Clayton
Simétrica na analise da dependéncia entre taxas de cAmbio da Alemanha e do

Japao.
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Por simplicidade e se m perda de generalid ade, os conceitos descritos
nesta dissertagao serdo apresentados para analises b ivariadas, que considera
apenas dois fatores de risco. Entret anto, eles também s&o validos para analises
multivariadas com mais de dois fatores de risco, conforme descrito po r Nelsen
(2006) e Cherubini, Vecchiato e Luciano (2004). Todos os modelos utilizados na

dissertacao foram implementados, utilizando-se os softwares R e Matlab.

11

Organizacao dos capitulos

No Capitulo 2, M odelos de Volatilidade, sédo apresentados,
resumidamente, os mo delos de volatilidade univariados: ARCH, GARCH e os
modelos de volatilida de GARCH multivariados. Entretanto, as d efinicdes
restringem-se aparte dateoria quetera aplicagdo diretano s capitulos
posteriores.

No Capitulo 3, Teoria de Copulas é apresent ada de forma sucinta com
énfase no caso bivariado. Na secéo 3.2, é apresentada a teoria da
transformacao integral de probab ilidade. Em seguida, s&o apresentadas as
copulas incondicionais, na secéo 3.3, e as copulas condicionais, na sec¢ao 3.4.
Algumas familias de copulas sdo  apresentadas na sec¢ao 3.5. As copulas
pertencentes as familias elipticas n a secado 3.5.1 e as copulas pertencentes as
familias arquimediana na seg¢ao 3.6. Ja na sec¢do 3.7 sao apresentados os temas
principais desta dissertagcdo que € a modelagem de coépulas multivariadas com
parametros variando no tempo.

No Capitulo 4 é apresentado as principais medidas de dependéncia e
associacao propostas nas literaturas relacionadas as cépulas.

No Capitulo 5 € aprese ntado o Valor em Risco via copulas e modelo de
aderéncia do Valor em Risco via copulas at  ravés dos testes de Kupiec e
Christoffersen.

Ja no Capi tulo 6, met odologia de copulas é aplicada e a analise d a
estrutura de dependéncia entre os retornos d os indices MSCI dos mercados
emergentes e dos mercados dese nvolvidos é feita. Na secéo 6.2, é feita a
apresentagao e descricdo dos dados utilizado s na aplicagdo deste trabalho. Na
secao 6.3, é apresentadaamo delagem das distribuicdes marginais e os
resultados de suas estimativas. Na secdo 6.4, € apresentada a modelagem das

copulas e os resultados de su as estimativas. Na se¢do 6.5, avaliagdo do VaR
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(Value at Risk) via copulas e os seus resultad os sao apresentados. Por fim, o

capitulo 7 é apresentado as conclusoes.
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CAPITULO 2.

21

Modelos de Varidncia Condicional

Uma das caracteristicas mais comuns em séries de retorno s financeiros é
a presencga de aglomerados de volatilidade, ou seja, a alternancia entre periodos
de grande volatilidade, seguido de periodos de relativa tra nquilidade (ver Cont,
2001). Esse fato estilizado pode ser capturad o por modelos que per mitem a
variancia condicional variar ao long o do tempo como, por exemplo, os modelos

ARCH/GARCH, que serao apresentados a seguir.

2.2
Modelos ARCH

Os modelos ARCH (Au toregressive Conditional Heteroscedaticity) foram

introduzidos na literatura através de Engle (1982) com o objetivo de estimar a

variancia da inflacdo. A idéia basica neste tipo de modelo € que os retornos r,

sdo ndo correlacionados serialmente, porém, avol atilidade (variancia

condicional) depende de retornos passados por meio de uma fungao quadratica.
Defini¢cdo 2.2. Um modelo ARCH (p) é dado por:
1, =u+0,E, (1)
Uf =a,+ Zaie,{i (2)
onde e, =r, — i, &, € uma sequéncia de variaveis aleatoria s independentes e

P
identicamente distribuidas (ii.d), E(z,)=0, E(*)=1, Y a, <1, @, >0, @, >0

i=l1

, Vi=1,2...p, O'f =Var(r,/t), Yoy =77, ,sly 1)
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2.3
Modelos GARCH

O modelo GARCH (Generalized Au toregressive  Conditional
Heteroskedastic) é uma generalizagdo dos modelos ARCH, proposto por

Bollerslev (1986), ond e a variancia cond icional nao d epende somente dos

quadrados das inovagdes, mas também das variancias condicionais anteriores.

Defini¢do 2.3. O modelo GARCH (p, q) é dado por
= u+o,e, (3)
q
ol =a,+ Zaief_l_ + Z,B‘/.O'f_j , (4)
: =

2
Onde e, =1, —u, o, =Var(r, /¥ ), Yoy =77, 00Ty, 1))

Nas equacdes 3 e 4, r, representa os retornos do s ativos utilizados, o, a

volatilidade desses retornos e, e, € definido com o uma seqiéncia de va riaveis

aleatédrias independentes com média 0 e variancia 1. Sdo impostas no modelo as

seguintes restrigées: «, > 0,a, 20, ,Bj > (0 na qual garantem a positividade da
max(p,q)

variancia condicional dos retornos e Z(al. +f3,) <1 para garantir variancia

i=1
incondicional dos retor nos finita. Este modelo permite capturar movimentos
persistentes na volatilidade dos ativos provocados por choques nos retornos sem
ter que estimar um grande numero de parametros. Segundo Lemgruber (2001), o

modelo GARCH mais utilizado na literatura é o GARCH (1,1) que é dado por:

r=HtTOoE, (5)
o} =a,+ael, + o, (6)
onde e, =7, — U,
o/, é a variancia condicional no instante t-1;

a, a, e [ séo parametros desconhecidos;
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a, + B, é chamado de persist éncia e ndo deve ser maior que 1, de forma a

garantir a  existéncia da variancia condicional do processo
Var(r,) = a, /(1= (ey + 8,)).

Apesar da popularida de do mod elo GARCH, ele apresenta alg umas
deficiéncias, sendo a principal dela, o tratamento simétrico que é dado ao s
retornos, pois a volatilidade é uma fungao quadratica dos mesmos. Entretanto, é
de conhecimento empirico que a volatilidade reage de forma assimétrica aos
retornos, tendendo ser maior para os retornos negativos em relagao aos retornos

positivos de igual magnitude.

24
Modelos GARCH Multivariado

Os modelos multivariados GARCH, que sdo  generalizagbes do m odelo
GARCH univariado, incluem-se, en tre outros, o modelo VECH de Bollerslev,
Engle e W ooldridge (1988), os modelos factoriais co mo o de Engle, Ng e
Rothschild (1990) e o modelo BEKK de Engle e Kroner (1995). Nesta dissertagcao
focaremos no modelo BEKK como uma alternativa de comparacéao entre as

metodologias tradicionais e as cépulas, conforme Patton (2006).

Definicho 2.4. Um modelo GARCH Multivariado BEKK pode  ser

representado da seguinte forma:

X, = ut+e, (7)

)2 g,
Zt: c'C +ZI: A; e;—iet—i 4, + Z;Bj Zr—j Bj (®)
i= J=

onde C, 4,, B, s&o matrizes de parametros (KXK). Para K =2, segueo

{Cn CIZ:|’ B {bll b12:|’ Az{a” a12:|, th{xt}
0 ¢y by, b, ay dy Y

H, 3
{ } : Etz{ ’} ~ N(O,Z ) e af, e O'j, sao, respectivamente, a
luy 77; ' ’ ’

caso bivariado:

zt E|:O-x,t O_xy,l j| , C

Gx}/,f O-y,t

Y7

variancia condicional de Xe Y noi nstante te o_ , é a correlagao condicional

Xyt

entre X e Y no instante t.
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2.5

Estimacao dos parametros

Os parametros de interesse dos modelos GARCH e suas  variagdes sao
comumente estimados por meio da maxi mizagdo da funcdo Log-likelihood

(verossimilhanga logaritmica) conforme descrita abaixo

T

10)=1n £ (. rr;9)=ln{(Hfr/ru ] G 9)} Zl ®)

t=2

onde & é o vetor paramé trico que contém todos os parametros desconh ecidos
do modelo. Nocas o do modelo GARCH(p,g)d ado em(3)e (4),

0=(wapa.a,..a,p.B..pB,) €portanto 6~ ((p+q+1)xl)
Assumindo que 7, seja o retornod os ativos d e interesse e supond o
inovagdes (¢&,) normalmente distribuidas com média nula e variancia 1 tem-se

que

=2 f

10)=1n f(r,sr,;0) = [(1;0) —%i In(27) +In(c?) +;22} (10)

As estimativas dem axima verossimilhanga (EMV) dov etor &
0~((p+q+1)x1), denotada por 6,, ¢éaquela que maximiza a fungéo de
verossimilhanga.

A estimativa de maxima verossimilhanca para & deve resolver as condicao

de 12 orde m (gradiente) e 22 ord em (Hessiano) ilustrad as, respectivamente,

abaixo:
Lol Gl 1 ool &l
t -1 =0 (11)
eS|
10, [ 1 oo (& ), 130001 o (12)
_z(aaw) Z{ * 00007 [ 1]%;‘ 26 aaf[z afﬂ

Z/H,Z, <0 onde Z é um vetor arbitrario, ndo nulo, de dimensao ((p+q +1)x1).

E facil de provar que na o sera possivel obter solugdes analiticas para os
estimadores de maxima verossimilhanca pela solucado do sistema de e quacdes

implicado em (9). Assim sendo, procedimentos numéricos devem ser utilizados
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como forma de obter as solugd es do prob lema de ot imizagdo. Dentre os
algoritmos mais utilizados na e stimagcdo de modelos de volatilidade que cabe

citar sdo: BFGS e Marquat.
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CAPITULO 3.

3.1

Cépulas

O conceito de copulas foi introduzid o por Sklar, em 1959 e nos ultimos 15
anos, tornou-se uma fe rramenta muito importante por caracterizar dep endéncia
entre variaveis aleatérias em diversas areas como finangas, energia e seguros.
De acordo com Nelsen (2006), “cép ula pode ser visto sob dois pontos de vista:
primeiro que copula s sédo fungdes que juntam ou “acoplam” fungbes de
distribui¢des marginais. Segundo que sao fun¢des de distribuicdes multivariadas,
cujas marginais sdo uniformes no intervalo [0,1]".

As copulas fornecem uma maneira de isolar a estrutura de dependéncia e
expressa-la em uma escala quantilica, que é util para descrever a dependéncia
dos resultados extremos e, naturalm ente, para usar em um contexto de gestao

de risco.

3.2

Transformacao integral de probabilidade

Uma fungao copula possui informagdes a respeito da distribuicdo conjunta
que nao pertencem as distribuicde s marginais. O isolamento das info rmacgdes
contidas nas distribuigdes marginais € obtido através da transformacgao integral

de probabilidade que é definida como:

Definicdo 3.2. Seja X uma variavel aleatéria com fungao de distribuicdo F

e F! afungdo inversa generalizada (ou “quase-inversa”) de F dada por:

F ') = inf{x (F(x)> u}, para u e [0,1] (13)
onde F'(u) é continua e n&o decrescente sobre u e [O,l].

Com base na definicdo acima, podemos definir duas variaveis aleatéria s
Uu, e U, como U, =F(X,) e U,=F(X,). Entdo U,, i=1,2 distribui-se

uniformemente no intervalo (0,1). Reciprocamente, se U, ~ Uniforme (0,1), entdo
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X, =F'(U,, é umare alizacao de F(X ), ou seja ,

P(F(X)<u)=P(X < F'(u))=F(F"'(u))=u.

3.3

Cépula incondicional

Definicdo 3.3. Uma cépula bidimensional é uma funcdo C com dominio em

I* =[0.,1]* e contradominio em 7 =[0,1] com as seguintes propriedades:

1. C(u,0) = C(0,v) =0 para todo u,v e [0,1];
2. C(LLu)=u e C(1,v)=v paratodo u,ve]0,1];
3. Vo =([u,,u, |x[v,,v, ) =C(u,,v,) - C(u,,u,) - C(u,,v,) + C(u,,v,) 20

para todo u,,u,,v,,v, €[0,1] tal que u, <u, e v, <v,.

Teorema 3.3 (Limites de Fréchet-Hoeffding). Seja C' uma subcopu la.

Ent&o para todo (u,v) € Dom C temos,

max(u + v —1,0)< C'(u,v) < min(u, v) para todo (u,v)e R>. (14)
Uma vez que toda copula € uma subcépula, o teorema acima é valido
para copulas. Com isso, para toda copula Ce todo (u,v)e R* temos,
max(u +V— 1,0) = W(u, V) < C(u, V) < M(u, V) = min(u, V) (15)
ou seja, a desigualdade acima € a versdo copula para os limites de Fréchet-

Hoeffding.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Sklar). Sejam X e Y duas variaveis
aleatdrias, respectivamente, com f ungées de distribuigdo marginais F e G

continuas e H uma fungéo de distribuicdo conjunta de (x,Y). Entdo existe uma

unica copula C bidimensional tal que

H(x,y)=C(F(x),G(y)) para todo (x,y)eR>. (16)

Reciprocamente, se F € uma funcao de distribuicdo de X continua, G
uma funcao de distribuicdo de Y continua e C uma cépula, entdo a fungdo H
definida em (16) é uma funcdod e distribuicdo conjunta bi-dimensional com

distribuicdes marginais F e G.
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Corolario 3.3. Seja H umafung do de distribuigdo co njunta com

distribuigbes marginais continuas F e G esejam F' e G' a“quase-inversa”
de suas respectivas fungoes de dist ribuicbes. Entdo existe uma unica cépula C

bivariada tal que

Clu,v)=H(F ' (u).G(v)) para todo (u,v)e 1. (17)

3.4

Cépulas condicionais

Modelos para séries finance iras e e conOmicas, geralmente, estao
condicionados a outras variaveis. Portanto, a expansao do teorema de Sklar
para o caso condicional é de gra nde utilidade. De acordo com Patton (2006),

uma cépula condicional é definida da seguinte forma:

Definicho 3.4. Uma copula condicional  bivariada éumafu ncéo

C:[01]x[0,1xw]—[0,1] com as seguintes propriedades:

1. Cu,0|w)=C(0,v|w)=0 © C@u,l|w)=uC(v,|w)=v paratodo u,vel0]] e cada
weW.
2. Ve :([ul,uz]x[vl,vzh w) =C(u,, v, | w)-C(u, v, | w)-C(u,, v, | W)+ C(u, v, | w) =0

para todo u,,u,,v,,v, €[0,1] tal que u, <u, € v, <v, e cada weW .

Teorema 3.4. (Teorema de Sklar condicional). SejaF a distribuicdo

condicional de X |W, G a distribuigdo condicional de Y |W e H a distribui¢a o

condicional conjunta de (X, Y)|W. Assuma que F e G s&o continuase m X e Y.

Entao existe uma unica cépula condicional C tal que:

H(x,y|w)=C(F(x|w),G(y|w)) paratodo (x,y) e RxR e weQ. (18)

Se F é a distribuigdo condicional de X| W, G a distribuigdo condicional de Y

|W e C a copula condicional, entd o H é a fungéo de distribuigdo  condicional

bivariada com distribui¢des marginais F e G.
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Na construgdo de modelos de densidade condicional usando cépulas, €
muito importante que o conjunto de informagdes W deva ser o mesmo tanto para
as distribuicbes marginais quanto para as copulas em analise.

Garantindo que F, G, H e C sejam n veze s diferenciaveis, podemos

escrever a funcao de densidade dada em (18) da seguinte forma:

h(x,y\w)siazHg;’a);‘ )
_OF(x|w) 0G(y|w) *CF(x|w)G(y|w)lw)
Ox oy Oudv
= f(x|w)- gy |w)-cu,v|w) (x,y,w)eRxRxW, (19)

onde u=F(x|w) € v=G(y|w) -

Definicdo 3.4.1. Se F é uma funcao distribu icdo condicional, entdo a sua

inversa é definida como:
F'(u|w) :inf{x:F(x\ w) Zu}, para uc[0,1] ecada wew . (20)

Corolario 3.4. SejaH qualquer distribuicdo condicional bivariada com
distribui¢des marginais F e G continuas nos d ois primeiros argumentos € seja
F™' e G! suas respectivas quase-inversa nos primeiros argumentos. Entd o

existe uma unica copula condicional C:[0,1]x[0,1]x W — [0,1] tal que
Clu,v|w)= H(F"1 (u] w),G_1 (V | w)), YV (u,v) € [0,1]x [0,1] ecada w e W (21)

3.5

Familias de cépulas

Nesta secdo serdo apresentadas algumas familias de cépulas utilizadas
com mais freqliéncia e m modelagem de séries financeira s. Inicialmente, serdo
apresentadas a copula normal (Gaussiana) e t-Student que pertencema s
familias de copulas e lipticas. Em seguida, serdo apresentadas as copulas

pertencentes a familia arquimediana.
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3.5.1

Cépulas elipticas

Copulas elipticas sao simplesmente as copulas de distribuicbes
elipticamente contornadas (ou eliptico). A principal vantagem da cépula eliptica é
que se podem especificar diferentes niveis de correlagao entre as marginais e as
desvantagens principais sao que copulas elipticas nao tém expressodes de forma

fechada e estao restritos a ter simetria radial.

3.5.2

Cépula Gaussiana

A copula normal (ou Gaussiana) € uma fungdo de dependéncia asso ciada
a uma dist ribuicdo normal bivariada, e em bora ndo possua uma férmula

funcional fechada, pode ser escrita como:

C, (u,v;p): @2(®'1(u),(l)'1(v)) (22)

o~ (o (v) (2 - 2 23

Cywvip)= [ | ! exp{ G Zp'f” )}drds (23)
S % 2m (- p) 2(1-p%)

onde pe(-11). Assim, a medid a que o coeficiente de correlagdo se aproxima

dos limites de seu dominio, a disperséo das variaveis u niformes u, € u, no

quadrado unitario diminui.

A sua funcéo de densidade € dada por:

4@+ ) 207 W44 ) ¢ W) +¢‘(v>2} (24)

Ry - exp{ :
1- p? 20-p7) 2

onde pe(-L1) e _ 1 {_1 2}.
(p(W) mexp 2W
Os coeficientes de dependéncia de caudas da cépula Gaussiana sao

iguais a zero como pode ser verificado na figura 1.
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Copula Normal, Rho=0.5

o™ - o - e

Figura 1: Contorno da densidade da copula Gaussiana com marginais normal

padrao e correlagdo linear 0.5.

3.53
Cépula t-Student

A copula t- Student esta associada a distribu icdo bivariada t-Student e

possui dois parametros: p (coeficiente de correlagdo) e m (grau de liberdade). A

sua funcao é dada da seguinte forma:

€ wvipm)=T,, (T, ()T, () (25)
) r[m + 2] m+2
T ()T, (v Y 2 2y 2
Cpu,v; p,m)= j j m : - {‘(” _12er2+$ )} s )
e o F(zJ (nm)z(l—pz) m(1-p°)

onde 7,, éa fungdo de distribuicdo bivariada acumulada da t-Student. Os

indices de caudas superior 7Y einf erior r* dados pela copula t-Student
reproduzem a dependéncia entre os valores extremos da distribui¢ao, entretanto,

uma limitagao que essa copula ap resenta é a imposicdo que é dada pelo fato

que adep endéncia em ambas as caudas sejam iguais, ouseja , 7Y =r*
conforme,
1-
U=t =2T, | —Am+1 |—L 27)

I+p
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Copula t-Student, Rho=0.5 v=3

Figura 2: Contorno da densidade da copula t-Student com marginais normal

padrao, correlacdo= 0.5 e m=3.

3.6

Cépulas arquimedianas

Copulas arquimedianas sao importantes classes de copulas por
apresentarem uma variedade de e struturas de dependéncias diferentes e, em
muitos casos apresentam fungdes fechadas. O termo cép ula arquimediana foi
mencionado pela primeira vez na literatura estatistica em dois artigos de Genest
& Mackay (1986ab).

Seja ¢ :[0,1]] > [0,0) uma fung&o continuae ¢'(1)<0 paratodo u e[0,1] e

o(1)=0. Definindo ¢ :[0,e0] — [0,1] como a pseudo inversa de ¢ tal que:

-1
()= 1 ? para0 <t < gD(O) 8
o) {Opam(p(O)StSoo (28)

Se ¢ for convexa, entdo a cépula arquimediana pode ser definida como:
Cluysuy)= 97 foluy )+ lu, )], (29)
onde ¢() é denominada fungdo geradora da copula arquimediana.

As cépulas arquimediana apresentam as seguintes propriedades:
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a) C(ul’u2)= C(“za”l)

b) C(ul,C(uz,u3)) = C(C(ul,uz),u3)

A funcao de densidade da copula arquimediana é dada por

el u :¢"(C(u1,u2))¢'(ul)¢)'(u2)
(,u,) [(DV(C(ul,uz))]g' (30)

A seguir sdo apresentadas algumas das principais copulas arquimedianas.

3.6.1
Cépula de Clayton

Seja o(t)= (fl —1)/9 com 0>1 e independéncia #=1. Entdo a cépula de
Clayton pode ser definida da seguinte forma:

Cou,v;0)=w™?+v? -1)""?, e a densidade copula é dada por: (31)
ce(u,v;0)=A+0)uv) " w? +v? -1y (32)

onde O e[-1,»).

Copula de Clayton

Figura 3: Contorno da densidade da c6pula Clayton com marginais normal

padrdoe 0 =1.
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4.6.2
Cépula de Gumbel

A estrutura de dependéncia associada na cépula de Gu mbel é apenas na

cauda superior e sua definicdo pode ser dada da seguinte forma:

Seja ¢(t)=(~1nz)’ com 6>1 e independéncia se #=1. Entdo a copula

de Gumbel ¢é dada por:

CG(u,v\9)=exp{—<(— logu)’ + (- 10gv)9)”9}, (33)

e a densidade copula dada por:

CG(u,v\H)((—lo u)(—lo v))gil 0 o\l
co(u,v\0)= uv((—logu)+(%logv))§_m -(((—10gu) +(—logv)) +6'—1) (34)

onde # e[-1,x)

Coépula de Gumbel

Figura 4: Contorno da densidade da copula Gumbel com marginais padrao e
0=1.5.
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3.6.3
Cépula de Frank

,9[_1

Seja ¢(r)=—1In com #e®R\{0} e independéncia #=0. Entdo a

-0
e

cépula de Frank é dada por:

6u -6
Cplu,v; A)= %ln-(H(e—(_}gX—el_rl)J e a densidade copula & (35)
el
dada por:

/1(1 et )efﬂ,(uw)

e

(36)

cF(u,v\/l)z

onde A e (—w,®)

Copula de Frank

Figura 5: Contorno da densidade da copula Frank com marginais normal padrao
e 0=1.

A dependéncia de caud a e o coeficiente Tau d e Kendall para copula das
familias arquimedianas podem ser expressos e m termos de fungdo geratriz'. Se

o limite existe entédo as expressdes sao dadas como:

'See Galiani (2003) and Nelsen (1999).
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a2
r_1+4j0 Wu (37)
¥ =2—21im¢%(2u) (38)
u—0 ¢ (l/l)
rt =2lim¢f%(2b‘) (39)
g ()

A coépula de Clayton tem dependéncia de cauda inferior (2’”9), porém nao

possui dependéncia de cauda superiore ;- _¢ . Ja a copula de Gumbel s6 tem
0+2

a dependéncia de cauda superior dada por (2—2*”9) e T:1_%. A copula de

Frank n&o possui depen déncia de cauda inferior e nem de pendéncia de cauda

superior. O Tau de Kendall é dado por T:1+4D1(Z)‘1 onde DI(H) é funcao de

primeira ordem de Debye definida como Dl(g):lj‘g ! 4. Para esta copula
0

6 t

e —1

quanto maior o valor de & em mddulo, maior a estrutura de dependéncia.

3.6.4
Coépula de Joe-Clayton (BB7)

A copula de Joe-Clayton, também chamada de cépula BB7 de Joe (1997)
€ construida a partir d a transformacao de La place da cépula de Clayton e sua

forma funcional é ser dada por:

Cooluyv| eV, )=1- ({[1 S 1 A T 1}”ij (40)

onde x=1/log,2-7") e y=-1/log,(r*) sé&o fungbe s dos coef icientes de

dependéncia decaudae 7Y <(0,1) e r“e(0]1) ,respectivamente, sdoa
dependéncia de cauda superior e inferior.

Segundo Patton (2006), as propriedades que mais se de stacam para esta
cépula é que, se k=1 ela converge para a cépula de Clayton e quando x —>1 e

y —>o afungdo (C,. atingea fronteira superior de Fréchet Hoeffding 2

A fronteira superior de Fréchet Hoeffding € um limite superior onde o valor que a
densidade conjunta pode terem qualquer ponto dado. Este ponto corresponde a
dependéncia positiva perfeita entre as duas variaveis.
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Entretanto, uma desvantagem dessa copula é o fato de que mesmo q uando as

medidas de dependéncia sao iguais, ela apresenta uma leve assimetria.

Copula Joe-Clayton Simétrica

Figura 6: Contorno da densidade da copula Joe-Clayton simétrica com

marginais normal padrdoe 6 =1.

3.6.5

Cépula Joe-Clayton simétrica

Para corrigir o problema de assimetria apresentada na copula Joe Clayton,

Patton (2006) propde a copula Joe-Clayton simétrica que € dada por:
CSJC(u,v;TU,TL):0.5><(CJC<M,V;TU,TL)+CJC<1—u,l—v;rL,TU)+u+v—1) (41)

A copula de Joe-Clayton simétrica nada mais € do que uma | eve

modificacdo da copula original de Joe-Clayton, porém p or construgio ela é

simétrica mesmo quando 7V =r*
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3.7

Coépulas variantes no tempo

Nesta secdo serdo ap resentados de forma resumida os conceito s de
copulas dindmicas. Avaliar a evolugao das dinamicas ao longo do tempo, tem se

tornado de suma importancia na abordagem das cépulas.

3.71

Cépula normal variante no tempo

Com objetivo de contornar o problema a assimetria apresentada na fungao
dada em (35), Patton (2006) prop6s uma forma funcional variante no tempo para
a copula normal em que a evoluga o do coeficiente de correlagao linear é dada
por:

~ 1 10 4 4
p,=A [(op +Bppt_1 +a-EJZl:CD (ut_j)*CD (V[_j )J (42)

—-X

onde A (x) é a transformagéo de forma a assegurar que p, fique no

l+e™

intervalo (-1, 1) em todo instante de tempo.

3.7.2

Cépula Joe-Clayton simétrica variante no tempo

Para a cépula Joe-Clayton Simétrica, Patton ( 2006) propds também uma
forma funcional variante no tempo para os coeficientes de d ependéncia entre as

caudas superior e inferior que sao, respectivamente, dadas por

~ 1 10
V' =A|o, + Byt +oy —Z u, —v,f‘,‘ (43)
1095
L _ A L 1<
7, =N|o, +p,1,,+a; 'EZ‘”H _vt—j‘ (44)
=1
~ 1 , ~ U L
onde A (x)= é transformac&o usada para assegu rar que 7V e r

l+e™

figuem no intervalo (0,1) em todo instante de tempo.
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3.7.3

Coépula Normal — Generalized Autoregressive Score (GAS)

Creal et al. (2008) desenvolveu, uma estrutura unifica dora chamada
Generalized Autoregressive Score (GAS), para descrever processos de séries
temporais com pardmetros variando no tempo, em que um vetor de escores
escalados € usado como um meio de atualizagdo dos paradmetros. Assim, seja

vy, um vetor de variaveis desejadas, f, o vetor de parametros varianten o

tempo, x, um vetor de variaveis exdgenas e 6 um vetor de parametros

t
constante. Defina ¥, ={y,,v,0s v, }s F, ={fo:f1s form i} € X, ={x,, %5, x,}. O
conjunto de informagdes disponivel no tempo t consisted e F,={v, ,,F, . X,}

parat=1,2,..,T.

Assumindo que y, seja gerado pela fungéo de densidade

v ~p(, | f,.F:6). (45)

Assumindo que o mec anismo da atualizagd o do pardmetro variando no

tempo f, € dado por:
q P
fi=w+) B f +> As,, (46)
j=1 i=1

onde @ é um vetor constante, Bj e Aj sdo matrizes de coeficientes com
dimensdes apropriadas para i=1,2,....p € j=1,2,..., e §, € uma fungéo apropriada
dos dados passados, s, =(y,, f,.F,;8). Os coeficientes em (46) sdo fungdes de
., istoé, w=w(6), B, :B‘/.(H) ed = A‘,(H) parai=1,2,...p e j=1,2,...q.

Quando uma observacédo y, € realizada, a atualizagdo de f, variando no

tempo para o préoximo periodo t+1, é dada usando a equacgao (46) com

_onp(y, | /,.Fi:6)

s =8 _.-A,, A,
o,

¢ -1 "By Sz:S(taftaFt;e) (47)
onde S (.) é uma funcdo matriz. Dada a dependéncia do mecanismo em
(46) sobre o vetor de escores escalados em (47), as equagdes (45)-(47) definem

o generalized autoregressive score model com ordens p e g, ou seja, GAS (p, q).
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Dependendo da escolha da escala da matriz §,, o modelo GAS permite
uma flexibilidade adicional de como o escore ¢é utilizado na atualizagéo de f,. E
importante notar que p ara cada escala escolhida da matriz S, gera diferentes
modelos GAS.

Em muitas situagdes €& natural considerar u ma forma da escala que

dependa da variancia do escore. Por exemplo, podemos usar a escala da matriz

como:

St =1, ]t\t—l :Et—l [AtAt] (48)

ft-1

onde E,, denota a expectancia com respeitoa p(y, | f,,F,;8). Para a escolha
de S, dada em (48), o modelo GAS engloba os modelos ja conhecidos GARCH
de Engle (1982) e Bollerslev (1986), os modelos ACD of Engle e Russell (1998),
os modelos ACI Russell (2001) bem como a maioria dos modelos de contagem
Poisson considerado por Davis et al. (2003). Outras formas de escolha s para S,
pode ser vista em Drew Creal, Siem Jan Koopman, André Lucas (2011)

Para a cép ula normal o modelo GAS sugere uma estrutura dina mica
alternativa em comparagao com sugestdes anteriores na literatura. O parametro

de correlagéo P, € modelado utilizando atra nsformacao
p, =[1—exp(= f,)]/[1 +exp(~ f,)] e omeca nismo ded irecdo para a copula

normal bivariada dada em (42).

Usando a func¢ao de densidade da cépula normal dada em (24), podemos
derivar a especificagdo GAS para o parametro variando no tempo. O escore com
respeito ao parametro de correlagdo é o mesmo para a coépula normal e para a

distribuicdo normal bivariada. Para m=1 a fung&o (46) se reduz a
f,=w+Bf,_+A4-y, (49)

onde y, =¢7'(U,)-¢7'(,)

O modelo GAS (1,1) para o coeficiente de correlagao da cépula Gaussiana

é dado por

f=w+Bf +4 2x (yt — P _pt—1(1+pz‘2—1)71(xt _2)) (50)

(1 - Pil) ,
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p, =Alf,), (1~\dado como em 42) (51)

onde x, =¢'(U,) +¢'(V,), ®eR, BeR € aeR.

As semelhancgas e diferengas entre as equagdes dadas em (50) e (51) sao
as seguintes: ambos os modelos sao direcionados por y, demod o que
aglomerados positivos da marginal transfor madas leva aumau mento do
parametro de correlacdo. O fator de escala adicional, 2/(1—,0571) em (50) é uma
consequéncia da modelagem do pa rametro de correlagéo transformado f,,. em
vez de, p, diretamente. A principal diferenca entre os dois modelos € que o
modelo GAS inclui o termo x,, onde x, —2 € uma diferenga martingal. Para se
entender o impacto deste termo, considera-se dois possiveis cenarios. Pode-se
observar ¢! (U,)=1 e ¢~'(V,)=10u alternativamente, ¢~'(U,)=0.25 e ¢'(V,)=4.
Em ambos os casos o produto dos termos resultamem y, =1 e arecursdo em
(42) implicara em f, ser o mesmo independentemente dos cenarios observados.
Por outro lado, a soma dos quadrados dos termos x, no modelo GAS fornece
informacéo para disting uir entre esses dois cenarios. O comportamento de 7,
dependera dos valores correntes d e p,. Se a correlagdo é positiva, o impacto
sobre osvalores (x, —2) € negativo. Neste caso, parte do termo (x, —2)
compensa parte do efeito (y, — p,) se este ultimo tem valor positivo. Se (y, - p,)
tem um valor negativo, no entanto, o termo  (x, —2) reforga a magnitude do

passo GAS para p, negativo.

3.7.4

Método de estimagao

A estimagao dos parametros é baseada no méto do dama xima
verossimilhanga. A seguir serdo apresentadas d uas metodologias na estimagéao
dos parametros de um modelo com copulas. O primeiro € o método da maxima
verossimilhanga exata (MVE) e o segundo é 0 método de inferéncia para as

marginais (IM).
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3.7.4.1

Maxima verossimilhancga exata

Dada uma amostra aleatoria de duas variaveis de interesse, pelo Teorema
de Sklar, adistrib uigdo conjunta dessas variaveis é descrita por

C =(F,(y,).F,(y,,)). Com base na equagéo dada em (19), o log-verossimilhanga

€ dado por
T T
1(0)=>"loge (F,(yy, L Fy (v5,);0,)+ > log £, (3,1 6)) (52)
t=1 t=1

T
+210gf2[(y2,;92).
=1

onde, 0 é um vetor [60,61,62]' de para parametros que inclui, respectivamente,

os parametros da copula e das distribuicdes marginais. Entdo, pode-se definir o

estimador por maxima verossimilhanga como

A

0,.. =argmax 1(6) (83)

0e®

A estimagdodosp arametros através desse mét odo pode ser
computacionalmente muito intensiva. Portanto, sera utilizado nesta dissertacao o

método a seguir.

3.7.4.2

Inferéncia das marginais

O método de inferéncia para marginais, proposto por Joe e Xu (1996), tem

por finalidade estimar os parametros em dois est agios. Separando o vetor 8 em
pardmetros especifico para a copula 0, e paras as marginais [61,62] pode-se

estimar os parametros da seguinte maneira:

. - . . n T
1) estimar os paradmetros das marginais: 0, = Argmax, > logf,(y,;6,)
t=1

ji=1,2

2) estimar os parametros das copulas:
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3) § 3 5
) 0, :Argmaxe2 Zlogc(Fl(ylt)’FZ(th);GZ’el)

t=1

3.7.5

Quebra Estrutural

Uma possibilidade de permitira mudanca de dependéncia ao longo do

tempo étestaraqu ebra estrutural nos p arametros das copu las em um
determinado ponto no tempo ¢* conforme sugerido por Dias e Embrechts (2004).
Seja C(U,,,U,,,5,) a distribuigdo de U, =(U,,,U,,) ondet=1,2,..T.

Formalmente, a hipétese nula de auséncia de quebra estrutural no

parametro da cépula torna-se:
H,:6,=6 (54)

Considerando que a hipotese alternativa da presenca de uma uUnica quebra

estrutural é dada como:
H,:0, = - (55)

No caso em que o ponto de quebra estrutural ¢* é conhecido, a estatistica
de teste pode ser derivada como o teste de razdo de verossimilhangca.  Sejam

L,(5), L,(5), e L(5) serem as fung des de log-verossimilhanga da copula

usando as " primeiras observagoes, as observacdes de ¢* +1 até T e todas as
observacgdes, respectivamente. Entao a estati stica da razao de verossimilhanga

pode ser dada como:

LR, :{L{ajﬂz[@j_(gﬂ (56)

N
onde ¢ corresponde o maximo da fu ngao verossimilhanca. Nota-se que

AN AN A
0, e 0, séo as estimativas de ¢ antes e apds a quebra estrutural e 6 éo

estimador de 6 usando a amostra completa. Paraum " fixo a estatistica de

2

teste segue um distribuicdo y° com numeros de graus de liberdade igu al a
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dimensdo de 0. Noca so emque operiodo ¢* daquebra estrutural é
desconhecido, um procedimento simila r proposto por And rew (1993) pode ser
aplicado. A estatistica de teste proposto por Dias e Embrechts (2004) é o
supremo das seqliéncias estatisticas para ¢* conhecido

X, = ga(); LR, (57)
e os valores criticos assintéticos de Andrew (1993) podem ser usados. Candelon
e Manner (2007) propuseram uma e xtensao deste procedimento permitindo uma
quebra estrutural nos parametros da distribuicao marginal em diferentes pontos
no tempo através do processo de bootstrap para obter os valores criticos da

estatistica de teste.
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CAPITULO 4.

4.1

Medidas de dependéncia

Patton (2006) comenta que ai mportancia principal nas tomadas de
decisbes financeiras envolvendo mais de um fator de risco esta relacionada
diretamente na dependéncia entre esses fatores. Como por exemplo, a variancia
dos retornos de uma carteira de investimento depende da variancia da série de
retornos de cada ativo que compdem esta  carteira e ta mbém dos pares de
correlacdo linear entre cada um dos ativos. Nesta se¢ao, aprese ntaremos
algumas medidas de associag¢des, de concor dancia e d e dependéncia, cujo

objetivo é estender o conceito de dependéncia linear.

4.2

Coeficiente de correlagao linear

O coeficiente de correlagao linear é a medida de associagdo mais utilizada
devido a sua simplicidade. Para duas variaveis aleatorias X e Y com segundo

momento finito, o coeficiente de correlacéo é definido como:

cov(X,Y)

N var(X)+/var(Y)

pX,Y)=

(58)

Neste caso, p captura a penas o grau e o sinal da associagao linea r

existente entre X e Y. O coeficiente de correlacdo amostral ou corre lagdo de
Pearson, r é obtido sub stituindo as variancias e covariancias em (58) pelas

suas versdes amostrais:

A7) = ZfT-l[X’ _ )_(J[Y’ ) 7] (59)

ISTERNST
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Apesar de seruma medida muito utilizada n a pratica, segundo Mendes
(2004), » nao é robusto, uma vez, que o valor d a correlagado pode ser proéximo
de 0 (zero) ou de 1 (um) devido a presenga de um unico outlier. Além disso, uma
caracteristica de grande importancia, que na  maioria das vezes, é ignorada
quando se utiliza o coeficiente de correlacéo linear € que o conjunto de valores

que p podem assumir é determinado pelas distribuicbes marginais das variaveis

em estudo. Embrechts, McNeil e Straumann (1999) ilustram essa caracteristica
baseada no seguinte exemplo: Seja (X,Y) um vetor aleatério com as re spectivas
distribuicdes marginais F e G e uma estrutura de dependéncia nao especificada.

Assumindo que 0 < Var(X)< Var(Y)< o, entio:

1) O conjunto detodos os valores possiveis para O pertencem ao

intervalo [pmi“,pma"] onde p™" < p™

2) p=p™ se, e somente se, X e Y sdo cont ramonoténicas.

max

Analogamente, p=p se,esomen te se, XeY sao
comonotoénicas.

3) p™" =-1 se, e somente se, X e -Y sdo do mesmo tipo. Analogamente,

p™™* =1 se, e somente se, X e Y sdo do mesmo tipo.
min

Se as distribuicdes nad o sao do mesmo tipo, a determinacao de P e

max

p depende, fundamentalmente, das marginais da distribuicao bivariada,

principalmente das suas variancias e do dominio de cada distribui¢ao.
Segundo Embrechts, McNeil e Straumann (1999) o coeficient e de
correlagdo P ainda exige que:
» as variancias de X e Y sejam finitas;
» independéncia implica p=0 para qualquer distribuicdo, porém, p=0
implica independéncia soment e para distribuicdes normais
multivariadas.

» p nao é invariante para transformacdes crescentes afins.

Diante das deficiéncias apresentadas acima e os riscos do uso inadequado
do coeficiente de cor relagdo, a seguir serdo apresentadas medidas de
concordancia que sdo capazes d e capturar relacbes nao-lineares entre as
variaveis. Segundo Nelsen (2006), as medi das de concordancia mais conhecida

sdo: Tau de Kendall e o Rho de Spearman.
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4.3
Tau de Kendall

A medida de dependéncia Tau de Kendall € baseada nas probabilidades
de concordancia e discordancia. Sua versao populacional é definida da seguinte

maneira:
T=Txy :P{(Xl _XZXYI _Yz)>0}_P{(X1 _X2)(Yl _Y2)<0} (60)

onde (X,,v,) e (X,,¥,) s&o vetores aleatorios i.i.d formados a partir das
observagdes (x,,y,) € (x,,y,) do vetor de variaveis aleatérias (X,Y). Ja a sua

versao amostral, p ode ser definida daseg uinte maneira: Seja

{(xl’yl )’ (XZ’yZ)""’(x"’y" )} uma amostra de variaveis aleatoria co m n

observacdes geradas a partir de umvet or (X)Y) de variaveis aleatéria s
n
continuas. Entdo, existem [2j pares distintos (x,,»,) e (x,,»,). Seja c o nimero

de pares concordantes e d o numero de pares discordan  tes, entdo podemos

definir a versao amostral do Tau de Kendal da seguinte forma:

t = - —d 61
(nJ n(n —1) (c ) ©1)
Se C é uma cépula associada com distribuicao F, mostra-se que:

7 =HCdC-1=4”C(u,v)c(u,v)dudv -1 (62)
12 12

onde ¢(u,v) é a densidade da copula.

4.4

Rho de Spearman

A medida de dependé ncia Rho d e Spearman também € baseada nas
probabilidades de concordancia e discordancia. Sua versao populacional é dada
através da diferenca entre as probabilidades de concordancia e discordancia dos

vetores independentes (X,,7,) e (X,,Y,) obtidos das variaveis aleatorias X e Y

que possuem as mesmas margin ais, porém um vetor p ossui uma fungao de
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distribuicdo conjunta H mas os componentes de cada vetor séo

X,y

independentes e definidos da seguinte maneira:

p, =3(P{x, X, XY, - ¥3)> 0= P{(x, - X, )Y, - Y;) < 0}) (63)

Cherubini, Vecchiato e Luciano (2004) mostram que a versdo empirica do
Rho de Spearman pode ser obtida utilizando o posto das observagdes extraidas

da amostra aleatéria de n pares de (X,Y) da seguinte forma:

Zn:(Kf —EXW,. _W)

_ i=1
s =12 n(n2 —1)

onde K, e W, s&o postos das observagdes de X, e Y,, respectivamente.

(64)

A relacao entre 0 Rho de Spearma n e uma copula C proposta por Nelsen

(2006) é dada da seguinte forma:

P, :12J.J.C(u,v)dudv -3. (65)
|2

4.5

Dependéncia de Cauda

Um conceito muito imp ortante quando se trat a de valores extremos € o
conceito de dependéncia de caud a. Este, por suavez, mede a dependéncia
assintética existente no quadrante superior direito ou no quadrante inferior
esquerdo de uma distribuicao bivariada. Pode-se definir a dependéncia de cauda
de cauda superior e inferior para duas variaveis aleatorias X e,
respectivamente da seguinte forma:

t =limP[Y > F ()| X > F,' ()] (66)

u—1"

b =limP[Y < F,'(u)| X < F,'(u)] (67)

u—1"

U L . N .
onde 7° e 7T  representam, respectiva mente, as dependéncias de caud as

superior e inferior e FY_1 () e F; () representam as fungdes quantil de X e Y.

U L . ., . ) T
Se 77 e 7 pertencem ao intervalo (0,1), o par de variaveis aleatdrias é dito ser

assintoticamente dependente, ou seja, existe um grau de dependéncia entre os
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valores extremos das variaveis. No casoem q ue V=r"= 0, entéo este par é
dito assintoticamente independente.
Como pode visto em Joe (1997), p.33, podemos obter ¥ e 7 a partir da

funcao copula C da seguinte forma:

U im 1-2u +C(u,u)

u-1" 1-u (68)
L = lim M

u—>0" u (69)

U ~ P . ~ .
Desta forma,se 7 E(O, 1] entdo acoépula C possuidependéncia na
cauda superior e se 7V =0 a copula C nao tera dependéncia na cauda superior.
. . L ~ 7 . ~ .
Similarmente, se 77 € (O, 1] entdo acopula C possui dependéncia na cauda

inferior e se r* =0 a cdpula C nao terd dependéncia na cauda inferior. No caso

emque ¥ =0 e X =0, as varidveis sdo, assintoticamente, independentes nas

caudas superiores e inferiores.
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CAPITULO 5.

5.1

Valor em Risco via copulas

O Valor em Risco (VaR) de uma carteira no instante de tempo t, com nivel

de confianga « € (0,1), € definido como:

VaR, =inflx e R|F,,(x) > a}=F; (@)= q,(F,,) (70)

onde F, é a fungéo de distribuicéo, e ¢ (F,,) € o quantil da distribuicdo dado um
a.

A funcao distribuicdo d a carteira Fp,t poderia ser calculada a partir da
distribuicdo conjunta dada em (16), que por sua vez, pode s er obtida através da
funcdo copula C e das distribuigbes marginais. Entretanto, ndo é muito trivial

chegar a uma forma fechada (analitica) para a distribuigdo conjunta dos retornos

da carteira. Entao, sera utilizado d e simulacdo de Monte Carlo para estimar o

quantil a para a fungéo de distribuicdo da carteira  F' . conforme o seguinte

pit

procedimento:

i) Simular os dadosda  distribuicdo conjunta dada pela copu la

subjacente para cada instante de tempo. Obter o VaR(«x), para cada

t definido como VaRA(a)t ;

i) Calcular a proporgao de valores de X ,, que na amostra sao

inferiores a VaR(a), . Se as distribuigbes marginais e a cépula foram

bem ajustadas a proporg¢ao deve se aproximar de a .

Para simular vetores aleatérios a partir das co pulas, utilizamos o método

amostragem condicional que funciona como descrito a seguir.

Seja a distribuicdo condicional de U, dado U, entdo
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Cu1 (uz):P(Uz <u,|U, :ul):FUZ\U1 (uz |u1)=

- tim CCOTA) ZC) O ), (71)

Au;—0 Aul

onde ¢, (u,)¢é a derivada parcial da funcdo coépula. Isso nos permite gerar pares

da seguinte forma:

1.

2.

Gerar duas variaveis Uniforme (0,1) independentes, u, e t;

Considerar u, =c,'(¢) onde ¢, é a inversa generalizada de c, ;

Como ¢, (t) = F, , (t|u,) etéuma observagéo de uma variavel aleatoria
1 2I¥1

uniforme padréo, entdo u, =c;ll (t) € uma obs ervagdo do vetor aleatério
(U,,U,) que tem distribuigdo conjunta C .

Transformar o vetor uniforme (u,,u,) no vetor desejado (x,,x,) utilizando
as inversas x, =F '(u,) e x, =F,'(u,) onde F, e F, sdo as marginais

estimadas.

A Figura 7 apresenta o fluxo utilizado para implementacéo do VaR via cépulas.

Modsbmn dez
marginzis via sjuses
e moddosds sz

temparzis
ARMAGARCH

|

ObtencEo dos reduce
uniformizados va
rzndormagio intzgrl
ds probebilidades.

|

Estimagao dos
pardmatros daz

romts

|

Simmbgio das
cbseragies =
nnifm N

!

Chingiodos ratornoe
simulados

(Fansormecio dos
dados simulades com
uniforme (0.1) =m
retornos simuledos)

Estimzgio doVaR
da careira

Figura 7: Fluxo da implementagao do VaR via cépulas.
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5.2

Avaliacao do Valor em Risco via cépulas

Avaliacdo de um modelo é o processo geral por meio do qual se verifica se
uma metodologia € ou nao adequada. Entre as ferramentas para tal analise,
encontram-se os te stes de aderén cia, ou backtesting. Jorion (2003) define
backtesting como a ferramenta estatistica formal para verificar a consisténcia
entre as perdas observadas e as perdas previstas. Isto €, comparar o historico
das perdas estimadas pelo VaR com os re tornos observados da carteira. Para
testar o Valor em Risco (VaR) estimado, utilizou-se os testes de Kupiec (1995) e
o teste de Christoffersen (1998). Ambos os testes segue m o mesmo principio,
porém o primeiro € um teste de cobertura incondicional e o segundo é um teste

de cobertura condicional.

5.21

Teste de Kupiec

O Teste de Kupiec € conhecido como teste de proporcao de falhas e mede

se o numero de violagdes é co nsistente com o grau de confianga. Se a
probabilidade de excessossobo VaR é P = Pr(Xp’t < VaR(a)) o teste &

conduzido sob as seguintes hipoteses:

Hy,: P'=a
H,: P"#a

a

(72)

O teste de Kupiec (1 995), é umteste de razdo de ve rossimilhanca é

construido da seguinte maneira:

LR, ==2-n|(1-&) " a" [+ 2-|1-N/TY (N /7Y |~ 4, (73)

uc

onde N é o numero de vezes em que o VaR foi excedido, T é o tamanho da

amostra e a € onivel de significancia. N/T € a propor¢a o de excessos. A

estatistica utilizada foi p* = N/T.
Se o valor da estatist ica LR exceder o valor criticodad istribuicao qui-
quadrado, a hipétese nula é rejeitada e o modelo é considerado inadequado.
Apesar do teste de Kupiec ser ampl amente conhecido, ele é suscetivel a

dois tipos de deficiéncias. Primeiro, otest e é estat isticamente fraco em
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tamanhos de amostra pequenos. Segundo, con sidera somente a freqtiéncia das
violagcbes e ndo o tempo em que elas ocorr eram. Como resultado, pode-se
cometer um erro ao rejeitar um modelo que produziu excegdes agr upadas.
Assim, a a valiagcdo dos modelos nao deve recair some nte sobre testes de
cobertura incondicional (CAMPBELL, 2005).

5.2.2

Teste de Christoffersen

Em Christoffersen (1998) é desenvolvido um método de avalia ¢do
condicional para intervalos de previsdo, o qual sera resumido a seguir.

Seja (r,)__, uma realizagdo da série temporal dos retornos de algum ativo

1<t<T

financeiro e seja L, (p.U,.(p))__, acomrespo ndente seqiéncia de
intervalos de previsao fora-da-amo stra, onde L, (p) e U, (p) s&o os limites
inferior e superior do intervalo de previsdo ex-ante para o periodo ¢ feito no
periodo ¢ —1 ao nivel de confianca p .

Define-se como variavel indicador a, /,, para um dado intervalo de

confianga, (L, (p).U,,.,(p)), como:

1’ se Rr € |.Lt/r—l (p)3 Ur/z—l (p

. ) (74)
fi= {o, seR €L, (p)U,. (p)

Diz-se que a seqliéncia de intervalos de previsao, {(Ll/H(p), Uy (p))}w, é

eficiente com respeito ao conjunto de informagéo ‘¥, ,, se E(It/‘{’t_l): p, para

todo ¢.

Dado que na definicao de eficiéncia condicion al, o conjunto condicion ante
€ geral entdo podemo s realizart estes para os intervalos de previ sdo sem
especificar a distribuicdo do processo investigado.

Christoffersen mostra que testar  £(7,/¥, ,)=E(1,/1,,.1,,,---,1,)=p, Para
todo ¢, é equivalente a testar que a seqléncia (1,).., éidéntica e

independentemente distribuida Bernoulli com parémetro p, i.e., {It}ifBern(p)-
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Logo, dizemos que uma seqiéncia de intervalos de previsao,

iid

{L,.(p).U,.(p))f__, . tem uma correta cobertura condicional se {1,}~ Bern(p), Vt

No teste da razao de verossimilha nga para Cobertura Incondicional t emos

as seguintes hipoteses, nula e alternativa, respectivamente:

H,: E(I,)=p (75)
H,: E(1)#p
A funcdo de verossimilhanga sob a hipétese nula e

L(p:1,,1,,--,1,)=(1-p)" p" e sob a hipétese alternativa é
L(z1,,1,,---,1,)=(1-z)"z" onde n, =T —n, € n, é o nimero de observagdes
para as quais /, =0.

A razao de verossimilhanga para a cobertura incondicional é dada por:

LRy :_210g[L(p511a123"'JT)/L(ﬁ;[13129”'9]T)]{:W7(2(1) (76)

N n
onde 5__ "
I’lo +I’l1

Neste teste, a ordem d os zeros e uns na sequéncia da variavel indicador
nao importa, isto é, que nao testa independéncia, sé a cobertura.

Ja o teste da razao de verossimilhanca para independéncia a hipotese nula

€ aindepe ndéncia da sequéncia ([t)lstg e aalt ernativa € quesegueu m

processo markoviano de primeira ordem. Considere que {I,} segue uma cadeia

de Markov de primeira ordem com matriz de transigdo de probabilidade:

I, =|:1_7701 7701:| (77)

-7, =,
onde 7, =Pt(Z, = j/1,_, =i).

A funcdo de vero  ssimilhanga aproximada para este proce  sso,

condicionada a primeira observagéo, é:

L(H1§]1’]z="'»]r)= (1 _71'01)”00 7 (1 7T )nw 7 (78)
onde n,; € o numero de observagdes com valor i seguido por ;. Maximizando a

funcao de log-verossimilhanga e resolvendo para os parametros temos:
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Moo Ny,
1 =| Moo Tho Ry g, (79)
1 Mo ny,
Mo +ny iyt
Um processo markoviano de primeira ordem sob a hipétese d e

independéncia apresenta a seguinte matriz de transi¢ao de probabilidade:

-7, =,
I, { } (80)

-7, =,

Logo, a fungao de verossimilhanca sob a hipétese nula é:

L0, 0,0y ) = (L= 7y ) ot (81)

e o estimador de maxima verossimilhancga é

fmp = Tutm (62)
Noy + My + 1o, + 1y,

O teste da razao de verossimilhanga é dado por:

LRy = —2loglL((0,: 1, 1y 1, ) LU0 Ly o 0 )]~ £200) (83)

Para obter o teste de cobertura condicional devemos juntar os te stes de
cobertura incondicional e de independéncia . Neste teste conjunto test aremos a
hipétese nula do teste de cobertura incondicional contra o a alternativa do teste

de independéncia. Logo,
LR, :—210g[L(p;11,]2,~~,1T) L(ﬁl;11,12,~~,1T)]~ 7’ (84)

Note-se que se condicionamos a primeira observagao no teste de

A

cobertura incondicional temos 7 =7, =II,. Logo,ostréste stes estdo

numericamente relacionados a través da seguinte identidade:

LR.. =LR,. +LR,,. (85)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012123/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012123/CA

CAPITULO 6.

6.1
Aplicagao

A crise econbmicado subprime é o acontecimento econdémico mais
marcante desde agra nde depressdo americanadosa nos 1930 causada,
segundo varias analises econOmicas, por uma conjung¢ao de fatores que incluem
excesso de liquidez internacional, falta de regulamentagao bancar ia ea
proliferacdo de instrumentos de derivativos de crédito imobiliario. A atual crise
internacional comegou a dar sinais quando o Federal Reserve (F ed), que
funciona como o banco central americano comegou a aumentar a taxa de juros
para combater o processo inflacion ario que comecava a se desenhar nos EUA
por volta de 2005. Com aumento das taxas de juros, muit os mutuarios que nao
tinham condigdes em suportar os seus compromissos fixado s em taxas de juros
pos-fixadas. Os famosos NINJAs (No-income, No-Jobs, No-Assets, ou sem-
renda, sem-trabalho, sem-patrimdé nio), comecaram a nao pagar os seus
empréstimos. Este processo de au mento de taxas de juros e da inadimpléncia
reduziu a demanda por iméveis e aumentou a oferta, a partir do momento que os
mutuarios eram retirados de suas casas e estas colocadas a venda. Em meados
de 2006 o prego dos imdveis atingiu o seu ponto maximo e a partir dai, a crise se
agravou, uma vez que muitos mutuarios ficaram underwater (com di vidas
maiores do que o prego dos ativos que as geraram). A continuidade do processo
de queda dos precos d os imoveis foi corrompendo o valor dos ativos de divida
imobiliaria  ou derivados deles (os mortgage-backed securities) e
consequentemente, os balangos de seus possuidores. Embora alguns analistas
estivessem bastante preocupados com o desenrolar do problema imobiliario
americano, a crise so ficou clara aos olhos do mundoe m 15 de sete mbro de
2008 com a quebra do Lehman Brothers.

Com objetivo de inve stigar como a crise do subprime impactou os
mercados emergentes e desenvolvidos, sera utilizada uma modelagem bivariada
de séries temporais emumpa r de série s representando os mercados
emergentes e desenvo lvidos. A metodologia proposta faz uso dos modelos

GARCH univariados e modelagem de depend éncia por meio de cé pulas, que
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incluem as copulas normal, normal GAS (Generalised Autoregressive Score) e a
copula de Joe-Calyton Simétrica nas formas estaticas e dindmicas. Os retornos
dos mercados emergentes e desenvolvidos foram dividido s em dois p eriodos: o
primeiro contendo 511 observagdes diarias, que correspondem dois anos antes
da faléncia do Lehman Brothers, que sera chamado de periodo de “estabilidad e
financeira” que cobrem o periodo de 29/09/2006 a 15/09/2008. O segundo
periodo, contendo 814 observacbes diarias, que correspondem trés anos apos a
faléncia do Lehman Brothers, que sera chamado de peri odo de “in stabilidade
financeira” que cobrem o periodo de 16/09/2008 a 28/10/2011.

6.2

Descricao dos dados

Os dados utilizados neste trabalho foram os indices MSCI® (Morgan
Stanley Capital International) diarios dos mercados emergentes e dos mercados
desenvolvidos compreendendo o periodo de 29 de setembro de 2006 a 28 de
outubro de 2011, totalizando 1.325 observagbes. Os dados foram e xtraidos do
banco de dados do site www.msci.com. O periodo de “est abilidade financeira”
data de 29/09/2006 a 15/09/2008 com 511 observacgdes d iarias. O periodo de
“instabilidade financeira” data de 16/09/2008 a 28/10/2011. A Figura 8 apresenta

a evolugdo no tempo de cada indice no perio do mencionado anteriormente. E

notdrio que a crise finan ceira iniciada em 2008 afeta, significativamente, os dois

mercados, pois 0s seus respectivos valores decrescem fortemente.

® O indice M SCI dos mercados emergentes € um indice ajustado de capitalizacdo de
mercado livre de flutu agdo que é projetado para medir o desempenho do mercado de
capital de mercados emergentes. Este indice consiste dos 21 indices do mercado dos
paises emergentes: Brasil, Chile, China, Colédmbia, Republica Checa, Egito, Hungria,
india, Indonésia, Coréia, Malasia, México, Marro cos, Peru, Filipinas, Polénia, RUssia,
Africa do S ul, Taiwan, Tailandia e Turq uia. J& oindi ce MSCI dos mercad os
desenvolvidos € um indice ajustado de capitalizagdo de mercado livre de flutuagédo que é
projetado para medir o desempenho do mercado de capital de mercados emergentes.
Este indice consiste dos 24 indices de mercado dos paises d esenvolvidos: Australia,
Austria, Bélgica, Canada, Dinamarca, Finlandia, Franca, Alemanha, Grécia, Hong Kong,
Irlanda, Israel, Italia, Ja pao, Holanda, Nova Zelandia, Noruega, Portugal, Singapura,
Espanha, Suécia, Suica, Reino Unido e Estados Unidos.
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Figura 8: Série dos indices MSCI dos mercados emergentes e desenvolvidos.

Geralmente, analises de retornos financeiros sdo baseadas na forma

logaritmica destes, ou seja, o s log-retornos sdo calculados como segue:

r,=100*In(7,/1, ), naqual I, é o pregoou indice de pregos no instante t. Na

Figura 9, sdo apresentadas as e

Verificam-se claramente evidéncias do fato estilizado

volugbes dos log-retor nos de cad a indice.

conhecido como a

formacao de clusters de volatilidade, em que retornos absolutos alto s tendem a

serem seguidos por ret ornos absolutos altos e vice-versa. Verificar-se também

que o mercado emergente pare

desenvolvidos

ce ser mais volatil d

0 que os

mercados
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Figura 9: Retornos dos mercados emergentes e desenvolvidos.

A Figura 10 apresenta o diagrama de dispers&o dos retornos dos

mercados emergentes e desenvolvidos. Uma analise visual pode-se verificar que

no periodo de instabilidade, os dois mercados apre

dependéncia.

Desenvalvidos

Periodo 1

Desenvolvidos

Periodo 2

Desenvolvidos

sentam

uma maior

Periodo Completo

Figura 10: Diagrama de dispersao dos retornos dos mercados emergentes

e desenvolvidos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012123/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012123/CA

55

A Tabela 1 apresenta algumas estatistica s descritivas dos retornos para
cada indice MSCI dos mercados emergentes e desenvolvidos. Observa-se que
os retornos nao apresentam tendé ncia significativa em relagéo aos periodos em
analise, pois as médias sao muito pequenas em relacédo ao desvio padrao de

cada retorno nos seus respectivos periodos.

Tabela 1: Estatisticas descritivas dos log-retornos dos indices MSCI dos

mercados emergentes e desenvolvidos.

Periodo de Estabilidade: Periodo de Instabilidade: Periodo Completo:
Estatiticas 29/09/2006 a 15/09/2008 16/09/2008 a 28/10/2011 29/09/2006 a 28/10/2011
Emergentes  Desenvolvidos Emergentes Desenvolvidos | Emergentes  Desenvolvidos

Média 0,012 -0,020 0,025 0,002 0,020 -0,007
Mediana 0,111 0,073 0,121 0,112 0,118 0,092
Maximo 3,662 3,284 10,073 9,096 10,073 9,096
Minimo -6,023 -3,670 -9,995 -7,325 -9,995 -7,325
Desvio-Padrdo 1,294 0,881 1,838 1,600 1,649 1,368
Assimetria -0,726 -0,364 -0,367 -0,380 -0,444 -0,400
Curtose 4,991 4,518 8,998 7,866 9,260 9,334
Jarque-Bera 131,174 61,587 1247,553 828,952 2216,955 2260,392
p-valor (0,000) (0,000) (0,000) (0,000) (0,000) (0,000)
Num. de Obs 511 814 1325
Correlagdo Linear 0,704 0,780 0,761

Fonte: elaboragao prépria.

De acordo com a estatistica de test e Jarque-Bera e o seu p-valor=(0.000)
apresentado em todos os period os naTabela 1, ha evidéncias de que os
retornos nao sdo normalmente distribuidos, pois a hipotese nula de normalidade
incondicional é rejeitada fortemente em todos os periodos. Esse resultado ja era
esperado, pois se trata de uma caracteristica estilizada de retornos financeiros.
Observa-se leveindi cio de a ssimetria negativa e excesso de curtose.
Comparando-se o0 excesso de cu rtorse entre os merca dos, nota-se que o
periodo de instabilidade financeira possui mais que o dobro da medida de
excesso de curtose do periodo de estabilidade financeira, evidenciando maior
presenca de eventos extremos no periodo de instabilidade financeira em ambos
os retornos dos indices. Analisando a volatilidade, ou seja, o desvio-padrao dos
retornos dos indices d os mercados emergentes no periodo de instabilidade
financeira, a volatilidade é 41% maior quando comparado ao periodo de
estabilidade financeira. Em contrapartida, a volatilidade do s retornos do indice
dos mercados desenvolvidos, apresentou um aumento ainda maior, de 82%
considerando os mesmos periodos. Em relagao a correlagao linear entre os dois
mercados, o periodo de instabilidade financeira apresenta uma dependéncia
linear maior em relacdo ao perio do de esta bilidade, pois o coef iciente de

correlagdo incondicional entre os retornos apresentou um incremento de 11%. Ja
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em relacdo a assimet ria das distribuicdes, todas as séries der etornos
apresentam leve assimetria negativa.

Como base nas informacdes verificadas acima, ha evidéncias de que pode
ser adequado propor uma modelagem estatistica que leve em consideracga o

caracteristicas particulares de cada um dos periodos.

6.3

Modelagem das distribuigoes marginais

Séries de retornos fina nceiros, geralmente, apresentam fraca correla ¢ao
serial e forted ependéncia nao-linear associada apr esenga de
heteroscedasticidade condicional. Para capturar essas caracteristica s, faz-se
necessario, ajustar os modelos ARMA para eliminar, ainda que fraca, a
correlacido serial e os modelos da f amilia ARCH para eliminar a

heteroscedasticidade condicional. Sendo assim, sejam X, e X,, duas variaveis

aleatérias que representam, respectivamente, o s log-retornos dos indices MSCI
dos mercados emergentes e dos mercados desenvolvidos. Para cada um desses
retornos, foram ajustados modelos do tipo ARMA (m,n)-GARCH (1,1)
apresentados no capitulo 2 conside rando a distribuicdo t-S tudent assimétrica*
para as ino vagdes. Os modelos ARMA (m,n) foram selecionados at ravés do
critério de informacao BIC. Utilizou-se adiante, o teste de Kolmogorov Smirnov,
para testar se as marginais foram bem especificadas, ou seja, se as “marginais
transformadas” dos residuos via transformada integral de probabilidade dada em
(13) tem distribuicao uniforme (0,1). Note-se que é importante que as marginais
“uniformizadas” figquem bem ajustadas para a modelagem adequada da estrutura
de dependéncia. As especificagdes escolhidas dos modelos condicionais para as

marginais foram:

X, = Ky, TP, X 10, (86)

2 2 2
O.Xf)/ - a)xl.[ + ﬁxi,t in./ + ax & (87)

-1 ig il

(88)

*A definicdo da densidade t-Student simétrica proposta por Fernandez e Steel [1998] e
reparametrizada por Lambert e Laurent [2001] encontram-se no apéndice.
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na quali=1,2 representa os mercados emergentes e desen  volvidos,

respectivamente, e ¢, ~t tém distribuigdo t-Student assimétrica conforme

(g A )

apresentada no apéndice.

As Tabelas 2 e 3 mostr am os resultados obtid os dos modelos aju stados
das distribuigdes marginais paraos retornos dos merc ados emergentes e
desenvolvidos nos periodos de instabilidade e estabilidade financeira, e também

para o periodo completo, conforme as equa ¢des dadas em (86)-(88). Todas as

distribuicbes marginais apresentaram alta persisténcia da v ariancia, pois «;+ f;

sao proximos de 1.

Os parametros AR(1) que captamap ersisténcia dos retornos foram

significativos para todas as séries de retornos nos, re spectivos, periodos em
analise. Sendo assim, existe uma persisténcia do retorno anterior sobre o retorno
corrente. Podemos verificar que ha evidéncias de qu e as margin ais séo
levemente assimétricas, pois os parametros A que mede o g rau de assimetria
foram, estatisticamente, significantes em todos os periodos. As estimativas da
variancia incondicional para os mercados emergentes fora m 2.10 e 2.57, no
periodo de estabilida de financeira e periodo de inst abilidade financeira,
respectivamente. Jap ara 00s mercados desenvolvidos, nos pe riodos de
estabilidade financeira e instab ilidade financeira foram 2.43 e 2.83,
respectivamente. Nota-se que a variancia do periodo instabilidade finan ceira ¢,
em média 20% superior em relagdo ao periodo estabilidade financeira em ambos
os mercados. Em comparagéo entre os dois mercados, a variancia é superior em
média 13% nos mercados desen volvidos. O que sugere que 0s mercados
desenvolvidos ja estavam relativamente “estressados” nos dois anos anteriores a
quebra do Lehman Brothers, pois é fato e stilizado que indices de mercados
emergentes, em geral, sao mais volateis que os seus pares de mercados
desenvolvidos. Os graus de liber dade da distribuicdo que medem o peso da
cauda foram bem inferiores para o periodo de instabilidade fin anceira em
comparacgao ao periodo estabilidade financeira. O fato do s graus de liberdade
serem diferentes nos dois indices mostra uma das vantagens da modelagem via
copulas, pois uma distr ibuicao t-Student bivariada requer o mesmo numero de

graus de liberdade para as respectivas marginais.
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Tabela 2: Resultados das distribuigdes marginais dos mercados emergentes.

Mercados Emergentes Mercados Emergentes Mercados Emergentes
Parametros Periodo de Estabilidade Periodo Instabilidade Periodo Completo

Coef. Desv. Padrdo  P.valor Coef. Desv. Padrao  P.valor Coef. Desv. Padrio P.valor
Constante 0,1017 0,0462 0,0278* 0,0628 0,0411 0,1261 0,0759 0,0310 0,0145*
AR() 0,1310 0,0470 0,0053** 0,1958 0,0358 0,0000*** 0,1788 0,0288 0,0000***
@ 0,0798 0,0360 0,0266* 0,0237 0,0119 0,0471* 0,0375 0,0134 0,0051**
8,24 0,1741 0,0449 0,0001*** 0,0791 0,0182 0,0000*** 0,1139 0,0195 0,0000***
O'i, 0,7879 0,0511 0,0000*** 0,9117 0,0182 0,0000*** 0,8713 0,0207 0,0000***
A 0,8033 0,0719 0,0000*** 0,9145 0,0478 0,0000*** 0,8873 0,0379 0,0000***
v 10,0000 3,0187 0,0009*** 7,8232 1,9845 0,0001*** 9,9758 2,5289 0,0001***

Estatistica P.valor Estatistica P.valor Estatitica P.valor

Q(20) 17,5915 0,6143 28,0575 0,1080 27,8396 0,1133

QZ(ZO) 24,0301 0,2410 21,9872 0,3412 21,7544 0,3540

K-S 0,0361 0,5194 0,0173 0,9686 0,0171 0,8335

Fonte: elaboragéo propria.
Nota: (***), (**), (*) — significante a 1%, 5% e 10% respectivamente.

Q —p-valord a estatistica deLj ung-Box (HO: autocorrelagao

defasagem).

até a vigésima

(K-S) — p-valor do Kolmogorov-Smirnov teste (HO: distribuicdo uniforme (0,1)).

Tabela 3: Resultados das distribuicdes marginais dos mercados desenvolvidos.

Mercados Desenvolvidos Mercados Desenvolvidos Mercados Desenvolvidos
Parametros Periodo de Estabilidade Periodo Instabilidade Periodo Completo
Coef. Desv. Padrao  P.valor Coef. Desv. Padrdo  P.valor Coef. Desv. Padrao P.valor
Constante 0,0283 0,0309 0,3609 0,0171 0,0376 0,6496 0,0418 0,0239 0,0800 .
A](l) 0,0996 0,0456 0,0287* 0,1054 0,0349 0,0025** 0,1067 0,0277 0,0001 ***
@ 0,0109 0,0079 0,1641 0,0189 0,0098 0,0551 . 0,0129 0,0058 0,0273 *
5,24 0,1131 0,0306 0,0002*** 0,0818 0,0196 0,0000*** 0,1086 0,0176 0,0000 ***
0-,24 0,8824 0,0322 0,0000*** 0,9115 0,0186 0,0000*** 0,8912 0,0158 0,0000 ***
A 0,8471 0,0518 0,0000*** 0,8937 0,0411 0,0000*** 0,8899 0,0329 0,0000 ***
4 9,2630 3,7750 0,0141* 6,1481 1,4285 0,0000*** 6,5242 1,2905 0,0000 ***
Estatistica P.valor Estatistica P.valor Estatitica P.valor
Q(20) 20,9553 0,3998 11,7835 0,9233 17,3737 0,6286
Q2(20) 11,9548 0,9176 26,2654 0,1572 24,9526 0,2033
K-S 0,0257 0,8872 0,0259 0,6911 0,0184 0,7634
Fonte: elaboracao propria.
Nota: (***), (**), (*) — significante a 1%, 5% e 10% respectivamente.
Q —p-va lor da estatistica de Ljung-Box (HO: autocorrelagdo atéa vigésima

defasagem).

(K-S) — p-valor do Kolmogorov-Smirnov teste (HO: distribuicdo uniforme (0,1)).

Os p-valores apresentados pelas estatisticas Q e Q ? de Ljung-Box para os

residuos e para os quadrados dos residuos, respectivamente, nas tabelas acima

indicam que nao ha presencga de dependéncia linear ou ndo-linear nos residuos.

Conforme Patton (2006), uma condi¢cao necessaria para se estimar as copulas €

que as distribuicdes das marginais transformadas sejam uniformes (0,1). Para

testar se as marginais transformadas sao uniformes (0,1), utilizou-se o teste de

Kolmogorov-Smirnov. Com base nos resultados do teste (K-S) com os p-valores

apresentados nas tabelas 2 e 3 pode-se afirmar que ndo ha evidéncias de que

as marginas transformadas nao sejam uniformes (0,1).
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As Figuras 11 e 12 mostram a evolug¢do das volatilidades diarias estimadas
para os mercados emergentes e p ara os mercados dese nvolvidos em cada
periodo. A volatilidad e diaria média estimada no periodo de instabilidade
financeira é 25% maior em relacd o ao periodo de estabilidade financeira nos
mercados emergentes. Ja para os mercados desenvolvidos, o aumento da
volatilidade no periodo de instab ilidade financeira é d e 67% maior quando
comparado com o periodo de estabilidade. Fica evidente nas Figuras abaixo que
nas datas préximas a falénciad o Lehman Brothers a tensdo em ambos os
mercados foram significativas, pois a volatilid ade nos dois mercados cresce

abruptamente logo apés o periodo da faléncia do Lehman Brothers.

Volatilidade diaria estimada

Periodo de Estabilidade Periodo de Instabilidade

29/09/2006

29/12/2006 -
29/03/2007 -
29/06/2007 -
29/09/2007 -
29/12/2007 -
29/03/2008 -
29/06/2008 -
29/09/2008 -
29/12/2008 -
29/03/2009 -
29/06/2009 -
29/09/2009 -
29/12/2009 -
29/03/2010 -
29/06/2010 -
29/09/2010 -
29/12/2010 -
29/03/2011 -
29/06/2011 -
29/09/2011 -

Figura 11: Volatilidade diaria estimada do indice MSCI dos mercados

emergentes.

Volatilidade diaria estimada
5,00 -

4,00 -

3,00 -

29/09/2006

29/12/2006 -
29/03/2007 -
29/06/2007 -
29/09/2007 -
29/12/2007 -
29/03/2008 -
29/06/2008 -
29/09/2008 -
29/12/2008 -
29/03/2009 -
29/06/2009 -
29/09/2009 -
29/12/2009 -
29/03/2010 -
29/06/2010 -
29/09/2010 -
29/12/2010 -
29/03/2011 -
29/06/2011 -
29/09/2011 -

Figura 12: Volatilidade diaria estimada do indice MSCI dos mercados

desenvolvidos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012123/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012123/CA

60

6.4

Modelagem das cépulas

A partir dos resultados obtidos na modelagem da média condicional e da
variancia condicional para as distribuicbes marginais através do processo ARMA
(m,n)-GARCH (1,1) e specificado em (86)-(88), obtivemos os residuos
padronizados. Estes, por sua vez, foram transformados em variaveis aleatorias
uniformes (0,1) através da transfor macgao integral de probabilidade conforme a
equacgado (13) dada no capitulo 3. Com este s residuos uniformizados foram
ajustadas as cépulas normal dada em (24) com dindmica dada em (42), a copula
normal GAS (1,1) (Generalized Autoregressive Score) propostas por Creal et al.
(2008) com dindmica dada em (50 ) e a cépula Joe-Clayton simétrica proposta
por Patton(2006) dada em (41) ¢ om dindmica dada em (43)-(44). As copulas
mencionadas acima foram ajustadas com parametros constantes e variando no
tempo. A proposta de u tilizarmos a cépula normal é porque ela é referéncia no
mercado financeiro. J& a copula de Joe-Clayton Simétrica, pelo fato d e que ela
nao impode condi¢des de dependéncia simétrica nas variaveis conforme a cépula
normal. Ja a cépula no rmal GAS (1,1), como uma alternativa de comparacéo,
entre as dindmicas de evolugao propostas por Patton (2006) e Creal et al. (2008)
para a normal dadas em (42) e (50), respe  ctivamente. A partir das copula s
ajustadas, analisou-se a dependéncia entre o s retornos dos indices MSCI dos
mercados emergentes e dos mercados desenvolvidos.

A Figura 13 apresenta odia grama de dispersdo dosresi duos
padronizados, transformados em variaveis ale atérias uniformes (0,1) para as
séries der etornos dos indices do s mercados emergentes e desenvolvidos.
Podem-se verificar clusters mais acentuados nas extremidades superiores e
inferiores da Figura 13 evidenciando presenca de dependéncia de cauda. Esta
dependéncia é mais visivel no periodo de inst abilidade financeira em virtude do

desdobramento da crise.
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Figura 13: Diagrama de dispersao dos residuos padronizados transformados em

uniformes (0,1) dos mercados emergentes e desenvolvidos.

A Tabela 4 apresenta as estimativas do coeficiente de correlagao line ar,
capturadas através do modelo da copula normal e as estim  ativas das
dependéncias de cauda inferior e superior, capturadas através do modelo da
copula Joe-Clayton simétrica. Ambos os modelos com parametros constantes.

O valor e stimado do coeficient e de correlagédo da copulan ormal
incondicional no periodo de estabilidade financeira foi de 0.6808. Para o periodo
de instabilidade financeira foi de 0.7 581, ou seja, 11.4% superior em relagdo ao
periodo de estabilida de financeira. O valor estimado do coeficiente de
dependéncia de cauda superior, capturado através da copula Joe-Clayton
simétrica incondicional no periodo de estabilidade financeira foi de 0.4866 e no
periodo de instabilida de financeira foi de 0.5159, ou seja, no periodo de
instabilidade a dependéncia de cauda superior € 6% maior quando comparado
com o periodo de estabilidade financeira. Ja o valor estimado para o coeficiente
de dependéncia de cauda inferior capturado através da cépula Joe-Clayton
incondicional no periodo de estabilidade finan ceira foide 0.3940 e para o
periodo de instabilida de financeira foi de 0.5195, ou seja, no periodo de
instabilidade financeira a dependéncia de cauda inferior € 41% maior em relacao
ao periodo de estabilidade financeira. Este resultado mostra uma das vantagens
ao se utilizar cépula s. E possi vel utilizar parametros diferente s para a

dependéncia em cada uma das caudas. E amplamente aceito que e m crises
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financeiras o0 aumento de dependéncia mais forte se dé justamente na cauda dos

retornos negativos.

Tabela 4: Estimativas das cépulas normal e Joe-Clayton simétrica constante.

Coépulas Param Coef Desv.Pad V4 AlC BIC (-1)*LL
3 C':)‘;rs’t':r‘]'te Yo, 06808 00197 34,5584 -318,6533 -318,6450 -159,3286
& | Joeclayton | 04866  0,0027  180,2222
5 Simétrica . 2871117 -287,103396 -143,5578
3 Constante T 03793 00444 85428
3 CN°"t“a't P 07581 00119 637059 -699,4913 -699,4856  -349,7469
% onstante
£ | Joeclayton | 7' 0,5159  0,0116 44,4741
H Simétrica ., -668,8619 -668,8627 -334,4334
~§ Constante z 0,5351 0,0017  314,7647
. C’:)‘r’];’t';'te P 07289 00105 694190  -1.010,5813  -1.010,5781 -5052914
§ U
S | Joeclayton | 7 05192 00119 43,6303
°
g Simétrica ; -944,7488 -944,7491  -472,3759
Constante T 0,4612 0,0331 13,9335

Nota. A e stimagdo dos pardmetros foram feitas através dos codigos em MATLAB
disponibilizados por Andrew Patton. AIC — Akaike Informatio n Criteria; BIC — Bayesian
Information Criteria. LL — Log-ve rossimilhanca. (sinal n egativo, pois narotin a
computacional minimizamos o negativo do log-verossimilanga).

Nas Tabelas 5, 6 e 7 s ao apresentadas as est imativas dos modelos das
copulas normal e Joe-Clayton Simé trica condicionais comos  parametros
variantes no tempo de acordo com a dindmica proposta por Patton (2006) dada
em (42) e a copula normal GAS (1,1), com os parametros variantes no tempo de
acordo com a dinamic a proposta por Creale t al. (2008) dadaem (50). Os
periodos considerados foram: o periodo de “estabilidade f inanceira”, o periodo
de “instabilidade financeira” e o periodo completo. Com base no teste d e quebra
estrutural apresentado no Capitulo 3 nao se deve re jeitar a hipotese da
presenca de quebra estrutural destas cépulas com p-valor=(0.000).

Os parametros estimados de todas as copulas em analise foram

estatisticamente, significativos ao nivel de 5% em todos os periodos.
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Tabela 5: Estimativa das copulas normal, normal GAS (1,1) e Joe-Clayton

simétrica variante no tempo para o periodo estabilidade.

Periodo de Estabilidade
Paran] Coef | Desv.Pad Z AIC BIC (-)*LL

® 26267 00944 27,8252

Cépulas

Normal Variando no

Tempo a  0,0628 0,1293  -04857 -318,6957 -318,7039 -159,3537

B 13560 0,1437  -9,4363

, @ 24075 0,130 21,3053
Noma;(??esm\;z“ando a 02873 00385 74623 -356,0805 -356,0887 -178,0461

b -1,5135 0,632  -9,2739

& 25978 0,0043  604,1395

Simmetrized Joo. | @ 66529 00333 1997868
Clayton Variando no ﬁLU 30747 0.0078 3941923 90 0661 -290,0878 -145,0448

o  -1,8123  0,1830  -9,9033

tempo
P L 86247 08265 104352

L .09190 04274 -2,1501

Nota. A e stimagdo dos parédmetros foram feitas através dos cddigos em MATLAB
disponibilizados por Andrew Patton. AIC — Akaike Informatio n Criteria; BIC — Bayesian
Information Criteria. LL — Log-ve rossimilhanga. (sinal n egativo, pois narotin a
computacional minimizamos o negativo do log-verossimilanga).

= K

Tabela 6: Estimativa das copulas normal, normal GAS (1,1) e Joe-Clayton

Simétrica variante no tempo para o periodo de instabilidade.

Periodo de Instabilidade
Param| Coef. | Desv.Pad V4 AIC BIC (-1)*LL
@  3,5482  0,0719 49,3491

Coépulas

Normal Variando no

Tempo 20,1921 00865  -2.2208  -700,6630 -700,6680 -350,3352
11,8724 0,0790  -23,7013
. 22640 00512 442188
Nomaif?:m\gzmndo 02233 00207 10,7874  -769,7906 -769,7956 -384,8990

-0,5898  0,0581 -10,1515
1,2515 0,0197 63,5279
-3,6641  0,1172 -31,2637
-0,9258  0,0395 -23,4390
0,3997 0,0074 54,0081
at -3,0616  0,0745 -41,0953
BE 0,1568 0,0135 11,6141
Nota. A e stimagdo dos parametros foram feitas através dos cédigos em MATLAB
disponibilizados por Andrew Patton. AIC — Ak aike Information Criteria; BIC — Bayesian
Information Criteria. LL —Log-ve rossimilhanga. (sinal n egativo, pois na rotina
computacional minimizamos o negativo do log-verossimilanga).

Simmetrized Joe-
Clayton Variando no
tempo

-673,2067 -673,2202 -336,6107

QNEQQQQQU' » Qlw Q
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Tabela 7: Estimativa das Cépulas normal, normal GAS (1,1) e Joe-Clayton

Simétrica variante no tempo para o periodo completo.

Periodo Completo

Cépulas Param{ Coef. | Desv.Pad z AIC BIC | (-1)*LL

_ @ 20116 00329 61,1429
NomalTZ;r;ndo "l e 00682 00363  -1,8788  -1010,8913 -1010,8942 -505,4479

B -0,1459 00346  -42168

, @ 2,046 00547 37,3419
Norma:lf?sm\;“ando a 02764 00197 14,0305 -1123,8097 -1123,8126 -561,9071

b -0,5860  0,0765  -7,6601

& 1,7159 00091  188,5604

S
Claytonté\:/nzigzndono o 24589 0.0268 91,7500 -954,2993 -954,3076 -477,1542

gt 49971 0,1286  -38,8577

B 39303 00664  -59,1913

Nota. A e stimagdo dos parametros foram feitas através dos cédigos em MATLAB
disponibilizados por Andrew Patton. AIC — Akaike Informatio n Criteria; BIC — Bayesian
Information Criteria. LL —Log-ve rossimilhanga. (sinal n egativo, pois na rotina
computacional minimizamos o negativo do log-verossimilanga).

A Figura 14 apresenta a evolucao do coeficiente de correlagao linear para
a copula normal condicional. O valor do coe ficiente de correlagido da copula
constante foi de 0,7289. No periodo de estabilid ade seu valor oscilou a baixo de
deste valor durante o periodo de estabilidade f inanceira. Somente a partir do
periodo de instabilidade financeira seu valor supera este valor ficando 60% das
vezes acima deste valor.

Correlacao Condicional - Cépula Normal
12 p o e e o

08 +- (ASURANE ARSALAR! LR A A ke L L 1 (A Ak i I IRHi

0,6 -TIPTIM sl ia okl

0,4 4

02 Periodo de Estabilidade

03/10/2006

03/01/2007 -
03/04/2007 -
03/07/2007 -
03/10/2007 -
03/01/2008 -
03/04/2008 -
03/07/2008 -
03/10/2008 -
03/01/2009 -
03/04/2009 -
03/07/2009 -
03/10/2009 -
03/01/2010 -
03/04/2010 -
03/07/2010 -
03/10/2010 -
03/01/2011 -
03/04/2011 -
03/07/2011 -
03/10/2011 -

Correlagdo ------- Média

Figura 14: Evolucéo da correlacédo condicional na cépula normal.
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A Figura 15 apresenta a evolugao temporal do coeficiente  de correlagcao
linear para a copula normal GAS (1,1). Co mparando com o valor da copula
constante 0.7289, a evolucado temporal se de u em média 10% abaixo desse
valor no periodo de est abilidade financeira. J& no periodo de instabilid ade seu

valor ficou 40% das vezes acima deste valor.

Correlagao Condicional - Cépula Normal GAS (1,1)
1,2 !

1 15/09{2008 Periodo de Instabilidade

0,8 | m ‘ | ! } i)
|

0,6

04 Periodo de Estabilidade

0,2

03/10/2006 -
03/01/2007 +
03/04/2007 +
03/07/2007 +
03/10/2007 -
03/01/2008 +
03/04/2008 +
03/07/2008 +
03/10/2008 +
03/01/2009 +
03/04/2009 +
03/07/2009 +
03/10/2009 +
03/01/2010 1
03/04/2010 +
03/07/2010
03/10/2010 -
03/01/2011 +
03/04/2011 A
03/07/2011 -
03/10/2011 -

Correlagéo ------- Média

Figura 15: Evolugao da correlagao condicional na cépula normal GAS (1,1).

As Figuras 16 e 17 mostram, respectivamente, o histogra ma da correlagao
condicional para a cépula normal considerando a dinamica proposta por Patton
(2006) e a copula normal GAS considerando a dindmica proposta por Creal et al.
(2008). Os histogramas sugerem que a correlacao linear tende a aumentar

significativamente no periodo de crise em ambas as cépulas.
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\
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00
00

r T T T T 1 r T T T 1
o5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.6 o7 0.8 o9 1.0

Periodo de estabilidade Periodo de instabilidade

Figura 16: Histograma da correlacao condicional da cépula normal
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0.4 0.5 0.6 o7 0.8 0.9 0.6 o7 0.8 o9 1.0

Periodo de estabilidade Periodo de instabilidade

Figura 17: Histograma da correlagao condicional da copula normal GAS (1,1)

As Figuras 18 e 19 mostram, respectivamente, a evolugédo no tempo das
dependéncias de cauda condicional superior e inferior para a cépula Joe-Clayton
Simétrica. O coeficiente de dependéncia de cauda superior para a copula SJ C
constante foi de 0.5192. No periodo de estabilid ade financeira esse coeficiente
oscilou em torno desse valor com leve incremente a partir de 2007 ficando acima
desse valor em média 21% das vezes e saltand o para 58% acima deste valor a
partir do periodo de instabilidade financeira. Ja o coeficiente de dependéncia de
cauda inferior paraa copula SJC constante foi de 0.4612. No periodo de
estabilidade financeira esse coeficiente oscilou em torno d esse valor com leve
incremente a partir de 2007 e saltando para 59% acima deste valor no periodo

de instabilidade financeira.
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Dependéncia de Cauda Superior
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Figura 18: Dependéncia de cauda superior na copula Joe- Clayton Simétrica.
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Figura 19: Dependéncia de cauda inferior na copula Joe- Clayton Simétrica.

As Figuras 20 e 21 mostram, respectivamente, o  histograma da
dependéncia de cauda superior e inferior na cépula Joe-Clayton simétrica,
Verifica-se que no periodo de instabilidade, o aumento médio da dependéncia de
cauda superior foi de 1 4% comparado ao peri odo de e stabilidade. Entretanto,
para a dependéncia de cauda inferior o aument o foi de 39% quando comparado

ao periodo de estabilidade.
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Figura 20: Histograma da dependéncia de cauda superior na copula

Joe-Clayton Simétrica.
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Figura 21: Histograma da dependéncia de cauda inferior na copula

Joe-Clayton simétrica.

A Figura 22 mostra a e volugdo da média entre a dependéncia de cau da
inferior e superior. Com isso, pode-se confirmar que mudanca na dependéncia
linear também leva a mudanga na dependéncia de cauda, com a média saltando

de 0.42 para 0.52 a partir do periodo de instabilidade financeira.
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Figura 22: Evolugcédo das médias entre as dependéncias de cauda na copula

Joe-Clayton Simétrica.

A Figura 23 mostra a evolucio da diferenga entre a dependéncia de cauda
superior e inferior. Assim, verifica-se o grau d e assimetria na cépula condicional.
Pode-se verificar também que apds periodo de instabilidade fin anceira a
dependéncia de cauda superior foi na maioria das 99% das vezes superior a

dependéncia de cauda inferior.
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Figura 23: Evolugao das diferencgas entre as dependéncias de caudas na copula

Joe-Clayton Simétrica.
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6.5

Estimando o Valor em Risco via copulas

Para avaliar o desempenho dos ajustes das copulas tratadas neste
trabalho utilizou-se o VaR (Value at Risk). Desta forma, para estimar o Valor em

Risco criou-se uma carteira arbitraria, distribuida igualmente proporcional, ou

seja, X,, =0.5X,, +0.5X,, onde X, e X, s&o, respectivamente, os retornos

dos indices dos mercados emergentes e desen volvidos utilizados anteriormente

eX,, ~F,,. Umavez que, ndo € muito trivial chegar a uma forma analitica para

distribuicdo conjunta dessa carteira, utilizou-se o0 método de simulagcédo de Monte

Carlo para estimar o q uantil a para afungéo d e distribuicdo da carteira F,,

conforme o procedimento descrito no capitulo 5. Sendo assim, foi simulado
1.000 realizagdes da carteira para cada instante de tempo t de cada cépula em
estudo. Para exemplificacdo, apresentamos o VaR calcula do para a=5% nas
figuras abaixo.

A fim de avaliar a precisado das estimativas do VaR calculado a partir das
simulacdes, apresentamos os resultados do backtesting baseados nos testes
de Kupiec (1995) e Christoffersen (1998) conforme descrito no capitulo 5. Para
efeito de comparacgao, calculou-se o VaR através do modelo GARCH multivado
normal BEKK. Na Tabela 8 sao apresentadas as proporcdes de falhas do VaR e

0 p-valor para os respectivos testes mencionados acima.

Tabela 8: Proporgao de falhas do VaR e teste de Kupiec e Christoffersen

Modelo Alpha Proporgao P.Valor
Falhas Kupiec Christoffersen

5,0% 5,360% 0,554 0,758

Copula Normal 2,5% 2,940% 0,314 0,457

1,0% 1,060% 0,837 0,979

5,0% 5,060% 0,925 0,691

Cépula Normal GAS 2,5% 2,790% 0,503 0,799

1,0% 0,980% 0,945 0,998

3 5,0% 5,360% 0,554 0,758
Cépula Joe-Clayton o 0

Simetrizada 2,5% 3,090% 0,181 0,338

1,0% 0,980% 0,945 0,998

GARCH Bivariad 5,0% 5,060% 0,920 0,281

ivariado
BEKK - normal 2,5% 3,470% 0,032 0,087
1,0% 1,810% 0,008 0,028

Fonte: Elaboragao Prépria
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Com base nos resultados apresentados na Tabela 8, pode-se consid erar
que todas as copulas sao boas aproximag Oes da dist ribuicdo conjunta na
estimacéo do VaR, pois a hipotese nula ndo p 6de ser rejeitada aos niveis de
significancia de [5%, 2, 5%, 1%]. Entretanto, ao nivel de s ignificancia de 1% os
testes de Kupiec e Christoffersen mostram que a hipétese nula é rejeitada para o
modelo GARCH multivariado normal BEKK. Dentre todos os modelos, o que
apresentou menores proporgdes de falhas foi o modelo cépula normal GAS (1,1)
proposto por Creal et al.(2008) Para os niveis de significancia de 1% a copula de
Joe-Clayton simétrica foi a que a presentou a menor proporcao de fa lhas e a

unica que a hipétese nula ndo pdde ser rejeitada. .

10

VaR (0,%)
8 [ I

[T
) Ml b <J "ﬂ

-10 I I I I I I
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Figura 24: Retornos da carteira e VaR (5%) para a cépula normal.
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Figura 25: Retornos da carteira e VaR (5%) para a copula normal GAS.
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Figura 26: Retornos da carteira e VaR (5%) para a cépula Joe-Clayton Simétrica.
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Figura 27: Retornos da carteira e VaR (5%) para o modelo GARCH multivariado

BEKK — normal.
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CAPITULO 7.

Conclusao

O objetivo desse trabalho foi investigar como a crise do subprime
deflagrada com a falé ncia do banco Lehman Brothers ocorrida em 2008,
impactou a estrutura de dependéncia entre  os indices MSCI dos mercados
emergentes e desenvolvidos. Para isso, fo ram utilizados dados diarios
observados durante as datas 29/09/2006 e 28/10/2011. Para capturar a estrutura
de dependéncia entre as séries de retornos, utilizou-se, as cépulas condicionais
normal e Joe-Clayton simétrica com pard metros variando no tempo propostas,
respectivamente, por Patton (2006) e a cépula normal GAS (1 ,1) com
parametros variando no tempo proposta por Creal et al. (2008).

Para verificar a presenga de quebra estrutural, as séries d e retornos dos
indices MSCI foram divididas em dois periodos: o primeiro periodo contendo 511
retornos diarios localizados antes da faléncia do Lehman Brothers, e € chamado
de periodo de “estabilidade financeira”. O segundo periodo, contém 814 retornos
diarios localizados apés a faléncia do Lehman Brothers, e é chamado de periodo
de “instabilidade financeira”.

A modelagem da estrutura de dependéncia foi realizada em duas etapas.
Na primeira, ajustou-se um modelo ARMA (m, n)-GARCH (1,1) univariado para
as marginais, cujas inovagdes mostraram ter distribuicdo t-Student assimétrica.
Na segunda etapa, 0 s residuos padronizados obtidos na modelagem das
marginais foram transformados em observagées de variaveis aleatorias
uniformes (0,1). Com e stas observacgoes, foram ajustadas as copu las normal e
Joe-Clayton simétrica constante e as copulas normal, normal GAS (1,1) e Joe-
Clayton simétrica variantes no tempo para buscar a melhor forma da distribuigao
conjunta dos retornos.

Os resultados mostram que ha evidéncias de q ue a dependéncia entre os
mercados emergentes e desenvolvidos aum enta, significativamente, apds a
quebra do Lehman Brothers. Este aumento foi capturado tanto pelas cépulas
com parametros constantes, quanto pelas cé pulas com parametro variando no
tempo. A copula Joe-Clayton simétrica que permite modelar grandes estresses e
grandes euforias nos mercados financeiros € util para capturar a dependéncia no

periodo de estresse quando ha grandes quedas nos indices. O pard metro de
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cauda superior aumentou em media 13% no periodo de instabilidade. Em
contrapartida, o pardmetro de cauda inferior aumentou em média 41% no
mesmo periodo. Levando-se em consideragao os critérios de informa ¢ao AIC e
BIC, constatou-se a cépula normal GAS (va  riantes no tempo) com quebra
estrutural se mostrou a mais ade quada para capturar a dependéncia entre os
retornos dos mercados emergentes e desenvolvidos.

Por fim, avaliou-se o desempenho das cépulas para estimar o VaR ( Value
at Risk). Para efeito d e comparagao, utilizou-se como benchmark o modelo
GARCH multivariado normal BEKK. Verificou-se que todas as cépulas sao boas
aproximacgdes da distribuicdo conjunta na est imacdo do VaR VaR ( Value at
Risk), pois a hipétese nula ndo péde ser rejeitada aos niveis de significancia de
[5%, 2,5%, 1%] com excecido do modelo GARCH multivari ado normal BEKK ao
nivel de significancia de 1% o que m ostra que nos ex tremos a utilizagéo de
copulas para estimar o VaR (Value at Risk) mostrou-se mais eficiente.

A partir da teoria de copulas aprese ntada neste trabalho, verificou-se que
a utilizacdo de copulas € de suma importancia em analisar a dependéncia entre
variaveis aleatérias. Entretanto, outra questao que motiva o aprofundamento do
estudo de cépulas apresentados ne ste trabalho e suas aplicagdes em financas

seria obter volatilidades univariadas a partir das copulas.
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Apéndice

AA1

Distribuicao Assimétrica

Fernandez e Steel (1998) propds uma abordagem bastante geral qu e
permite a introducéo de assimetria em qualquer distribuicdo continua unimodal e
simétrica, alterando a e scala em cada lado do modelo. A forma geral da fungéo

de densidade assimétrica construida a partir de uma distribui¢do continua H ().

4l

119 =L{f(fz)H(— z)+f[§JH(z)} (88)
)

onde 0 < & < o0 € um parametro que descreve o grau de assimetria. £ =1
produz a distribuigdo simétricacom f(z|&=1)= f(z). H(z) = (1 +sen(z))/2) é
a funcé@o peso de passo unitario. Amedia . eavariancia o, de f(z|¢)

depende de £ e s&o obtidas da seguinte forma:

1
H:= MI[SZ_EJ (89)
2 2 1 2
o, = (M, - M, )(5 —?]+2M1 - M, (85)
M, =2. j:x F(x)dx (90)

onde M,  é or-ésimo momentode f(x) nos reais positivos. Se f(x) é
uma distribui¢gdo padronizada, entéo, M, =1.

Lambert e Laurent [200 1], reparametrizaram a densidade de Fernandez e
Steel [1998] em funcdo da média e da varidncia condicional de tal modo que
novamente as inovagdes do processo tenham média e variancia unitaria. Entao,

podemos definir a fun ¢do de den sidade assimétrica com médiae varincia

unitaria da seguinte forma:
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. 200 .«
re1e=—"r,. 10) ©1)
-
¢
Zﬂsaé :é:Sin(%ZH‘:)(UgZ—"ﬂg) (92)
onde f'(z|6) pode ser qualquer fungdo de distribuicdo simétrica padr ao

. z— e D
unimodal. Transformando z = A decorre a distribuicdo assimétrica, onde os
(o2

parametros tem as seguintes interpretacoes:

a) u € amédia ou o parametro de localizagéo;
b) o é o desvio padrao ou o parametro de dispersao;
c) 0< £ <o é o parametro de forma que modela a assimetria;

d) 8 é um conjunto opcional de parametros que modela ordens de momento

mais altos como o v da GED e da t-Student.
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